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Chapitre 1

Introduction

Une fonction elliptique — ou fonction elliptique de premieére espece —
est une fonction complexe, a valeurs complexes, méromorphe sur le plan
complexe et doublement périodique. Il suffit donc de la définir sur un
parallélogramme fondamental ayant pour cotés les deux périodes fonda-
mentales.

L’ordre d"une telle fonction est le nombre commun de zéros et de poles
dans ce parallélogramme fondamental. Une fonction elliptique entiére,
donc d’ordre zéro, est constante, d’apres un théoreme de Liouville.

Une fonction elliptique de deuxiéme ou troisiéme espece est une fonc-
tion complexe, a valeurs complexes, méromorphe sur le plan complexe
mais qui ne possede que deux quasi-périodes (définies ci-apres); elle n’est
donc pas elliptique au sens strict.

Nous avons choisi de présenter les fonctions théta avec des quasi-
périodes 1 et T [avec J(t) > 0], comme [10], [11] et [12] et non des quasi-
périodes 7 et 7 7, comme [1], [3], [13] et [20].

Nous avons pris soin de distinguer la notation des fonctions dites in-
verses [1]1, [4]2, [15]° et [19]* ou réciproques [5]° et [21]° de celle des
inverses multiplicatifs des images.

. par ex. tableau p. 596
. p- 409
. p-25
. p- 918 Inverse Function
. pp- 108-115 Fonctions circulaires réciproques et pp. 199-202 Fonctions hyperboliques
réciproques
6. par ex. pour Fonction de Gudermann

= W N =
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Ainsi, par exemple, nous notons cos™

1

= arccosl'inverse oula réciproque

de la fonction cos et [cos(x)] ! I'inverse multiplicatif de I'image cos(x). Tou-
tefois certains auteurs tels [20] 7 font une différence entre fonctions inverses

et réciproques ; nous n’avons donc pas retenu ce point de vue.

Les fonctions directes et inverses utilisées sont indiquées ci-apres. Nous
retenons les symboles anglais de ces fonctions, ne serait-ce que parcequ’ils

figurent sur les calculettes.

L’auteur remercie par avance les lecteurs qui lui signaleraient des er-

reurs dans ce rapport.

Remarque : il existe de nombreuses éditions du “CRC Concise Encyclo-
pedia of Mathematics” [19] et les pages et numéros d’équations que nous
citons ne correspondent qu’a I'édition de 1999. Pour plus de robustesse
nous avons toujours indiqué les titres anglais des diverses rubriques.

1.1 Fonctionslogarithme et exponentielle directes

et inverses

| fonction

symbole en frangais | symbole en anglais
y y &

logarithme ou exponentielle inv.

Log = exp™*

In =exp™

exponentielle ou logarithme inv.

exp = Log ™

exp = In!

1.2 Fonctions circulaires (ou trigonométriques)
directes et inverses

7. p. 494




| fonction | symbole en francais | symbole en anglais |

cosinus cos cos
sinus sin sin
tangente tg tan
cotangente cotg cot
secante sec sec
cosecante cosec csc
cosinus inv. ou arc cosinus cos~! = arccos cos~! = arccos
sinus inv. ou arc sinus sin~! = arcsin sin~! = arcsin
tangente inv. ou arc tangente tg™ = arctg tan™! = arctan
cotangente inv. ou arc cotangente cotg'=arccotg cot™ = arccot
secante inv. ou arc secante sec™! = arcsec sec™! = arcsec
cosecante inv. ou arc cosecante cosec™! = arccosec csc! = arccsc
Ona:
cot(x) £ [tan(x)]™! et donc tan(x) £ [cot(x)] ™},
A

[sec(x)]”",

) =1
sec(x) £ [cos(x)] " et donc cos(x)
2 [sin(x)] " et donc sin(x) £ [csc(x)] ™,

csc(x)

1.3 Fonctions hyperboliques directes et inverses

I fonction | symbole en frangais | symbole en anglais |

cosinus hyperbolique ch cosh

sinus hyperbolique sh sinh

tangente hyperbolique th tanh

cotangente hyperbolique coth coth

secante hyperbolique sech sech

cosecante hyperbolique cosech csch
cosinus hyp. inv. ou arg. cosinus hyp. ch™" = argch cosh™' = arccosh
sinus hyp. inv. ou arg. sinus hyp. sh™ = argsh sinh~' = arcsinh
tangente hyp. inv. ou arg. tangente hyp. th™ = argth tanh™' = arctanh
cotangente hyp. inv. ou arg. cotangente hyp. coth™ = argcoth coth™" = arccoth
secante hyp. inv. ou arg. secante hyp. sech™ = argsech sech™" = arcsech
cosecante hyp. inv. ou arg. cosecante hyp. | cosech™ = argcosech | csch™ = arccsch

Ona:
coth(x) £ [tanh(x)]™ et donc tanh(x) £ [coth(x)] ™},



sech(x) £ [cosh(x)]™! et donc cosh(x) £ [sech(x)]},
csch(x) £ [sinh(x)]™" et donc sinh(x) £ [esch(x)] ™!, Et
arccosh(x) = In(x + Vx2 —1),

arcsinh(x) = In(x + Vx2 + 1),

arctanh(x) = 1 In(1).

1.4 Fonctions elliptiques directes et inverses

| fonction | symb. en franqais et en anglais | fonction inverse |
cosinus elliptique cn cn! fonct. ellipt. 17 esp.

sinus elliptique sn sn! fonct. ellipt. 1°¢ esp.

delta elliptique dn dn™" fonct. ellipt. 1% esp.
? cd cd™" fonct. ellipt. 1¢ esp.
? sd sd™" fonct. ellipt. 1% esp.
? nd nd ™" fonct. ellipt. 17 esp.
? dc dc™" fonct. ellipt. 1% esp.
? nc nc! fonct. ellipt. 1% esp.
? sc sc™! fonct. ellipt. 17 esp.
? ns ns~! fonct. ellipt. 17 esp.
? ds ds™" fonct. ellipt. 1% esp.
? cs cs™! fonct. ellipt. 17 esp.

amplitude am am™!
amplitude inverse am™! am

Ona:

nc(x) £ [en(x)]™}, ns(x) £ [sn(x)]™, nd(x) £ [dn(x)]‘l.

de(x) £ [ed()], ds(x) 2 [sd()]"L, dn(x) £ [nd(x)]""

cd(x) = [de(x)] ™!, en(x) = [ne()] ™", es(x) = [s (x)] g

sn(x) = [ns(x)] ™, sd(x) = [ds(x)]™", sc(x) = [es(x)] ™!

1.5 Fonctions de Gudermann directe et inverse

| fonction | symb. en franqais et en anglais | fonction inverse |
Gudermann gd gd
Gudermann inverse gd™! = arcgd gd™!




Remarque : les fonctions inverses ont plusieurs déterminations (et on
ne devrait donc pas parler de fonctions!). Les déterminations principales —
qui elles sont effectivement des fonctions — se notent avec un A majuscule :
Arc ou Arg en francais et Arc en anglais.






Chapitre 2

Les intégrales elliptiques

2.0.1 Quelques constantes réelles

kmodule (0 <k<1),k £(1- kz)% module complémentaire
(0 <k <1), m=k* parametre (0 < m < 1), m; 2 k2 = 1 — m paramétre
complémentaire (0 < m; < 1). a I'angle modulaire tel que m = [sin(a)]? et
(7 — @) 'angle modulaire complémentaire tel que m; = [cos(a)]*.

2.1 Intégrales elliptiques incompletes

2.1.1 De premiere espece

De la forme:

4t avec T =agt* + a1 £2 + a, 12 + a3 t + a4 (voir la liste Annexe A).

T2

2.1.2 Dela forme:

4 avecT=ay P +m 2 +art +a,
R2
Si T a 3 zéros réels, voir la liste Annexe B. Si T a 1 zéro réel, voir la liste
Annexe C.

On peut ramener ces intégrales elliptiques incompletes de premiere
espeéce a la forme canonique* :

1. D’autres auteurs ont une définition différente de la forme canonique



Fp, K = [7 (1 -k [sin(O)12) " dO [13]2 et [19]°
E@lm) = ["{1-msin(@)P)* d6 ou

Fp\a) = [" {1~ [sin(@)] [sin(O)12} * 40 [1]*,
Ou:

Fip, k) = [ 11—k (1 - )] 2 dt [19]° ou
Fip, m)= [V [(1 = m#) (1 - )] 2 dt ou
Fp\a) = [ 10 - [sin@]* £) (1 - )] *de [1]°

2.1.3 De deuxieme espéce

De la forme :

f 2 dt

(A1 2+By) (Ay 2+By)]2

On peut ramener ces intégrales elliptiques incompletes de deuxieme
espece a la forme canonique” :

D(p, k) = [ {1 - k* [sin(6)*} %dG [13]8 et [19]°
D(p|m) = f {1 - m[sin(0)]*} d@ ou
D(p\a) = [ 1 - [sin(@)]* [sin(®)) do

Ou:

Dip, ) = [ (1 -2 a-ey t gt 19110
Diplm) = [ (1 —m): (1 -#) 2 ar [1]11 ou
Dp\a) = [ 11~ sin@ PP (1 - a2

Remarque : nous avons noté cette intégrale elliptique incomplete de
deuxiéme espece avec la lettre D, comme [13], et non comme il est d'usage

2. p.51éq.(3.1.8)

3. pp. 537-539 Elliptic Integral of the First Kind éq. (1)

4. p.589 éq. (17.2.6)

5. pp. 537-539 Elliptic Integral of the First Kind éq. (4)

6. p. 589 éq. (17.2.6)

7. D’autres auteurs ont une définition différente de la forme canonique
8. p. 63 éq. (3.4.26)

9. pp. 539-540 Elliptic Integral of the Second Kind éq. (1)
10. pp. 539-540 Elliptic Integral of the Second Kind éq. (5)
11. pp. 589-590 éq. (17.2.8)

12. pp. 589-590 éq. (17.2.9)



avec la lettre E pour éviter toute confusion avec l'intégrale elliptique
compléete de deuxiéme espece (cf. ci-apres) qui est notée avec la lettre E.

2.14 De Troisieme espece

De la forme :

f 2 dt

(1+C2) [(A1 2+B1) (A2 t2+Bz)]% .

On peut ramener ces intégrales elliptiques incompletes de troisieme
espece a la forme canonique * :

II(n, ¢, k) = fo(” 1 - n[sin(@)]) " {1 -k [sin(@)]z}_% d6 [19]™ ou
II(n, ¢ |m) = fO(P {1-n [sin(@)]z}_1 {1-m [sin(@)]z}_% do ou

M(n, p\@) = [ (1~ n[sin@F) ™ 1 - [sin(@) [sin(O)1*) * d6 [1]".
Ou:

(n, @, k) = [ 1 =n2) " [(1-KR2) (1 - A)] 2 de [19]'6 ou

I, @lm) = [ A =n2) " [(1-mP) (1= 2] 2 dt[1]7 ou

Mo, p\@) = [ (1= n2) " (1 - [sin@]? £ (1 - 2)) dt.

2.2 Intégrales elliptiques completes

2.2.1 De premiere espece

Soit ¥ est la fonction hypergéomeétrique (de Gauss) :

Fa,b;c;u) = F(;(?(b) p r(“lféli%’”) ”l‘—;; 1eRbeR ceRetuecC (T

est la fonction d’Euler) [1] 8, [19] °.

13. D’autres auteurs ont une définition différente de la forme canonique
14. p. 540 Elliptic Integral of the Third Kind éq. (1)

15. p. 590 égs. (17.2.14) et (17.7.1)

16. p. 540 Elliptic Integral of the Third Kind éq. (2)

17. p. 590 égs. (17.2.15)

18. pp. 555-566 Ch. 15

19. pp. 873-875 Hypergeometric Function

10



K(k) £ F(Z, k) = f {1 - K2 [sin(0)]*} e = fol [(1—k2£2) (1 - 2)] dt
[13]% et [19] 21.

Ona:

KK 2FE =2FG 11, = 2[1+@) R+ (13 )k4+(%) 64..]
ou

R(m) = F(Z|m) = ff (1= m[sin(@)) > do = fol [(1—m2) (1 -] dt
[1] 22_

Ona:

T 71 yis 2 R 2 . 2
Km)£F(Z|m)=2F (3, 3;1;,m)=2[1+3) m+(5) m?+($32)" m® +
]

K %= K(k) = K(m) est, par définition, l'intégrale elliptique compleéte
de premiére espeéce et K £ K(') £ K(m;) est, par définition, l'intégrale
elliptique complete complémentaire de premiere espece

Remarque : nous avons noté l'intégrale elliptique compléte de premiere
espece K comme [20], K(k) comme [3], [13] et [19] % et K(m) alors qu’elle est
notée K(m) par [1] et [15]. Idem pour K.

2.2.2 De deuxieme espéce

E(k) = D(%, k) = j(;% {1 - k2 [Sin(@)]z}% dg = J(;l (1 — k2 tZ)% (1 _ tZ)—% At
[13]%* ou [19]%.

R(m) = D m) = [} (1 -msin@)P) do = [ (1 -m2)} (1 -2yt

E 2 E(k) £ E(m) est, par définition, l'intégrale elliptique compleéte de
deuxiéme espece et E' = E(k') = E(m;) est, par définition, I'intégrale ellip-
tique complete complémentaire de deuxieme espece.

20. p.73éq. (3.8.1)

21. pp. 537-539 Elliptic Integral of the Fist Kind éq. (22)

22. p.590éq. (17.3.1)

23. pp. 537-542 Elliptic Integral of the Fisrt Kind, of the second Kind, of the third Kind
et Elliptic Integral Singular Value

24. p.73éq.(3.8.3)

25. pp. 539-540 Elliptic Integral of the Second Kind éq. (6)

11



Remarque :nous avons notél'intégrale elliptique complete de deuxiéme
espece E comme [20], E(k) comme [3], [13] et [19] % et E(m) alors qu’elle est
notée E(m) par [1] et [15]. Idem pour E.

2.2.3 De troisiéme espéce

[i(n, ) £ TI(n, Z,5) = [ (1= nlsin@®)P)" (1 - R [sin(0)P} " d6
= [ a-n®)" [(1 R2)(1-2)]  dfou:

T m) £ Ti(n, % m) = [ { —nsm(e)} "1 = m[sin(0)]2) 2 d6
= [[1-ne)" [(1—mt2)(1 2y dt[19]27ou-

[(n\a) 2 TI(n, 2\ a) = f {1 - n[sin(6)]*) 1—[sm(a) I? [sin(6)]*} 2 d6
= [ @ —n®) 7 ({1 - [sin@P 2} (1 - #))~ dt [1

2.24 Relation de Legendre

KE +K E-KK =Kk E(K) + K(K)E(k) - K(k) K(K)
= R(m) E(my) + K(my) E(m) — K(m) K(my) = .

26. pp. 537-542 Elliptic Integral of the Fisrt Kind, of the second Kind, of the third Kind
et Elliptic Integral Singular Value

27. p. 540 Elliptic Integral of the Third Kind éq. (3)

28. p. 599 éq. (17.7.2) pour la premiere expression

12
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Chapitre 3

Les quatre fonctions théta de
Jacobi et leurs dérivées. La
fonctions dzéta de Jacobi

Soit H = {z € C | I(z) > 0} le demi-plan de Poincaré. Et soit € H.
Posons :

e g% e™7;alors |g| < 1. g est dénommé “nome”.

©0120,0, 27 g, 02 TR Lqet 0,2 T (-1) g".
Alors on démontre la célebre relation de Jacobi 63 = 6; + 65 [1]".

2 ., 6 ,
ok= 2,k ée—é,mékzetmlékz.Alorsm+m1:1.
3 3

o K £ 262 [11]? et [13]°. Alors on démontre que K = [ ﬁ

1

—k2x2)]2

[3]* et [20]° et il s’agit bien de I'intégrale elliptique compleéte de premiere
espece définie dans le chapitre précédent.

S s ) , 1 o
e K = —i7K. Alors on démontre que K = j(; —— @ et il s'agit
[(1-22) (1-k'2x2)]2
bien de l'intégrale elliptique complete de premiere espece définie dans le

chapitre précédent. On constate alors que q = et [1]°.

. p. 576 éq. (16.28.5)
. p-1785

. p-27éq.(2.2.3)

. pp- 57-58

. pp- 499-500

. p.-591¢éq. (17.3.17)

NOUT = WD -
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°oq = eV [1]7. Alors on constate que ln(%) In(+) = 7% [1]8.

1 :
e Rappel E = fol(l‘kzxz)zdx etE = fol(l‘kZ"2

1-x2 1-x2

1
q

1
)" dx.

3.1 Préliminaire : les quantités Q;;i1=1, 2, 3, 4

On pourra consulter [3]°, [10]10, [11] ! et [19] 2.
Q12 Qi) =TT + ) = ()7,

Q2= Qo) = [T (1 + 2 = (21)7,
Qs = Qs(q) £ TIZ,(1 - 1) = (2
Qi 2 Qug) = TI2N(1 — ) = I, (~1)' gleHD

1
24ml2 q

1
24

1
24
4

certains auteurs Q, est noté Q).

Alors Q1 Q, Q3 =1 (identité d’Euler) (car Q Q> Q3 Q4 = Q4 de maniere
assez triviale) [3] '3, [10] ™, [12] ' et [19] 1° et

Q5 =169Q7 + Q5 [3]" et [19] ™.
De plus :
Q1 Q2 =TT, (1 +4) = Qi(g?) [3]% et [10] %,

Q1 Qs = [1:2,(1 — 4*) = Qu(g?) [3]*! et [10] %,

7.

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

p- 591 éq (17.3.18)

p- 591 éq (17.3.19)

p- 63 éq. (3.1.3)

p- 328 Exercice 5.9

p- 1760 et p. 1785

p- 1473 Q-Function égs. (2), (3), (4) et (5)
p- 64

p- 328 Exercice 5.9 a

p- 251

p- 945 Jacobi Identities éq. (2)
p- 65 (3.1.16)

p- 945 Jacobi Identities éq. (3)
p- 64 éq(3.1.5.1iv)

p- 328 Exercice 5.9

p. 64 éq(3.1.5.1)

p- 328 Exercice 5.9

15
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Q2 Qs = [1;2,(1 = 4*@Y) = Qs(4%) [3]® et [10] %,
Qs Qi = [T (1 - 4) = Qu(g?) [3]% et [10] %,
Alors 0, =241 Q2 Q4 [317, 65 = Q2 Qu [3]® et 0, = Q2 Q4 [3]%

3.1.1 Formule du triple produit de Jacobi
On pourra consulter [3]%, [10]%! et [19] %

[I2A-PHA+2¢ )1 +22¢2 ) = X2 22" ;2 € C[19]® ou
MRA-2)A+z@™A+z 2 ) =Y Zq";z € C[3]%* et [10]%.

3.1.2 Identité du quintuple produit
M0 -g)(1-zg)(1-z1g") A -2 g2y (1 — 22 211

Q1+1)

=Y @ - gz e C [19]3.

3.1.3 Formules de Ramanujan (1913-1914)

)[]37
[1

A+ A+g)A+q°) ... =2eg% (k 1
k ks [19]%

A-pA-7)A-g)...=2

23. p. 64 éq (3.1.5. iii)

24. p. 328 Exercice 5.9

25. p. 64 éq (3.1.5. i)

26. p. 328 Exercice 5.9

27. p. 64 éq(3.1.8)

28. p.64éq(3.1.6)

29. p.64éq(3.1.7)

30. pp. 62-63

31. p. 323 Exercice 5.1

32. pp. 948-949 Jacobi Triple Product
33. pp. 948-949 Jacobi Triple Product égs. (1) et (25)
34. p.62éq. (3.1.1)

35. p. 323 Exercice 5.1

36. p. 1500 Quintuple Product Identity
37. p. 1184 Modular Equation éq. (22)
38. p. 1184 Modular Equation éq. (23)

Rl= Bl
= ml’—‘

l
6
1
6

q°
q°

16



3.2 Les quatre fonctions théta de Jacobi

On pourra consulter [1]%, [10]%°, [11]%, [13] 4%, [19] * et [20]*4.

Il y a quatre fonctions théta de Jacobi, notées® 0,(.); i = 1, 2, 3, 4 qui
dépendent de la variable complexe u et des quantités 7, g ou m. On pose :

0i(u) = 0;(u; 7) = 0i(u, q) = O;(u|m) et
0; = 0:(0) = 6,0, q);i =1, 2, 3, 4 (les valeurs 01, 0,, 03 et 0, sont données
ci-devant).

De plus on pose :

Aw) 2 A(u; T) 2T 2 Nu, q) £ g™ et :
u() 2 u(u; 1) £ e e 2 y(u, g) £ gi ", Soit :
A2 A0) =qgetp 2 ) =g

3.2.1 Fonction 65(.)

Os(u) 2 Y2 q" ™ =142 Y72 g" cos(21mu). Alors on montre que :

O3(u) = Qq TI54[1 42471 cos(2 mu) + ¢g*2] [10]4°, [11]%, [13] %8, [19] ¥
et [20]°°.

Propriétés
La fonction 05(.) est paire : O3(—u) = 03(u).
O3(u + 1) = O5(u) et O5(u + 7) = [Aw)] ™" O3(u) [13]°".

02 05000 = Y o q” = Q2 Qu = (25)°.

39. pp. 576-579 § 16.27 4 16.38

40. pp.270-283 Ch.5§2

41. pp. 529-530 134(XIV.3) partie I et pp. 1784-1785 App. A, Table 16.11
42. pp.1-23

43. pp. 1802-1804 Theta Function

44. pp. 462-490 Ch. XXI

45. Cette notation 6;(.) des fonctions théta évite de les confondre avec les scalaires 6;
46. p. 279 éq. (15)

47. p. 1785

48. p. 15 éq. (1.6.25)

49. p. 1803 Theta Function éq. (32)

50. p. 469

51. p.6éq.(1.3.4)

Nl—
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05(3) = Q3 Qu-
05(3) = 2Q; Q.
93(1+TT) =0

Expressions de 02

3

2 _ 2K
62 = 2K,

!
03=1+4Y.2 #qz; [cette propriété peut étre obtenue grace a I'expres-
sion de la fonction dn en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant la relation

dn(0) = 1 (cf. ci-apres)] [1] 2.

21+1
02 =1+4Y72(-1) &W [cette propriété peut étre obtenue grace a
I'expression de la fonction dc en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant

la relation dc(0) = 1 (cf. ci-apres)] [19] *°.

03 = Yot ql ; avec 1 nombre de maniéres différentes d’écrire [ sous

forme de deux carrés [10]°*

Expressions de 03

3 0400, 9)

4_ 4.0 Qs(q) _ Qe Q;<q>
63 - 4:q aq ln 2g 4 QZ( ) 1 q [Ql(q) QS(q)

Et, on en déduit :

64_4‘7(4[, 82111q4z 2270111q 7) [10]°7.

On a aussi, d"apres [10] :

94 =1+8 Z1>1 120 mod4 l [10]
03=1+8 L1 120 mods (L1 14" [10]%

52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.

p- 591 éq. (17.3.22)

p- 1803 Theta Function éq. (22)
p- 327 Exercice 5.6 b

p- 281 éq. (20")

p- 1803 Theta Function éq. (23)
p- 281 et p. 327 Exercice 5.8

p- 327 Exercice 5.8 a

p- 327 Exercice 5.8 b
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63 =-49% In 0:49.9) 110]%. On en déduit :

=1+8 Y2

21L]

L@ 1-1) ¢!

1+q21

1_,121—1

I



03 =1+8 X2 (X arad) q' [10]%°. 11 s’agit d'une formule que Jacobi a
découverte le 24 avril 1828.
Equation de la chaleur

La fonction 05(.) vérifie I’équation aux dérivées partielles de la chaleur :

?03(u;7) _ . d03(u;T) 61

3.2.2 Fonction Oy(.)

64(1/1) = 63(Ll + %) Soit :

Os(u) = Y0 (1) g" 2! =142 Y7 (-1)'g" cos(21mu). Alors on
montre que :

O4(u) = Qq TI54[1 - 241 cos(2 mu) + ¢*2] [10] %2, [11] %3, [13] %, [19] %
et [20] ¢°.
Propriétés

La fonction 04(.) est paire : O4(—u) = O4(u).

O4(u + 1) = O4(u1) et Ou(u + 1) = —[A(1)] " O4(u) [13] 9.

1 3
2m12K

042 0,00 = L2 o (-1)'q" = Q2 Qs = () .
04(3) = Q3 Qu.

04(%) = 0.

04(5%) =2 Q% Qu.

Expressions de 03

’

2 _ 2KK
0, ==—.

60. p. 269 éq. (5) et p. 328 Exercice 5.8 ¢
61. p.530éq. (19) et p. 1784

62. p.279 éq. (15)

63. p. 1785

64. p.15éq. (1.6.26)

65. p. 1803 Theta Function éq. (33)

66. p. 469

67. p.6éq. (1.3.5)
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0: =1+4Y7 (-1) #;2, [cette propriété peut étre obtenue grace a
I'expression de la fonction nd en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant
la relation nd(0) = 1 (cf. ci-apres)].
21+1
62 =1+4 Zio (_1)l+1 11121*1
I’expression de la fonction nc en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant

la relation nc(0) = 1 (cf. ci-apres)].

02 = ¥, (1) ;' [10]® (voir la définition de 7, ci-devant).
4 1=0 q

[cette propriété peut étre obtenue grace a

Expressions de 0]

0! =-4q a% In Zigg; [10]%. On en déduit :

4_ 49 ABa@ Q0 Q@q _ o 2l @I=1)¢?-!
0, = 4q aq In Zq% Q) - 1+8q[Q1(q) Qz(q)] =1+8 Zl:l[qut 1+

Equation de la chaleur

La fonction 04(.) vérifie I’équation aux dérivées partielles de la chaleur :

204(u; . 004(u;
FOD = g 224D [17]70,

3.2.3 Fonction 0(.)

O1(u) £ —i p(u) O3(u + £5). Soit :

O1(u)=—i Y0 (_1)151(1%)2 P21 i
=235 (_1)1 ‘7(”%)2 sin[(2] + 1) tu]. Alors on montre que :

O1(u) = 2+ Qq sin(mu) [12,[1-242! cos(2 w u)+g*'1[10]7*,[11]72,[13] 73,
[19]74 et [20] 7°.

68. p.327 Exercice 5.6 b

69. p.281éq. (20')

70. p.530éq. (19) et p. 1784

71. p. 279 éq. (15)

72. p. 1785

73. p.15éq. (1.6.23)

74. p. 1803 Theta Function éq. (30)
75. p. 470
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Propriétés
La fonction 6,(.) est impaire : O1(—u) = —01(u).
O1(u+1) = —6:(u) et O1(u + 1) = —[A ()] 61 (u) [13] 7.
61 = 61(0) = 0.
01(3) = 20* Q7 Qu.
01(3) =iq71 Q3 Qs
0:1(14%) = 47 Q Q.
6% = 0.
07 =0.

Equation de la chaleur

La fonction 0,(.) vérifie 'équation aux dérivées partielles de la chaleur :

0%0,(u;7) _ - 901 (u; 1) 77
—81/[2 — 4 1 ot [11] *

3.2.4 Fonction 0(.)

02(u) = u(u) O3(u + 7). Soit :

Ox(u) = Y2, q(l+%)2 PRI+ i
=2 Y75 q(”%)z cos[(2 + 1) wu]. Alors on montre que :

02(u) = 2q% Qu cos(ru) TIE[1 + 242! cos(2mu) + ¢*] [10]7, [11]7,
[13]80, [19] 3! et [20]%2.
Propriétés

La fonction 05(.) est paire : O(—u) = 0,(u).

76. p.6éq.(1.3.2)

77. p. 530 éq. (19) et p. 1784

78. p. 279 éq. (15) mais avec une erreur
79. p. 1785

80. p.15¢éq. (1.6.24)

81. p. 1803 Theta Function éq. (31)

82. p. 470
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O + 1) = —0,(u) et Ox(u + 7) = [Aw)] ™" Oa(u) [13] .

1

2

622 0:(0) = L g™V =244 Q2 Qu = (225) .
0,(2) = 0.

62(3) = 471 Q3 Qu.

02(1%) = —iq7 1 Q3 Qu.

Expressions de 03

Nl

2 _ 2kK
6=
I+
05=4 Y 12[1% [cette propriété peut étre obtenue grace a I’expression
de la fonction cn en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant la relation
cn(0) = 1 (cf. ci-apres)].

+1
03 =47, (-1) % [cette propriété peut étre obtenue grace a l'ex-
pression de la fonction cd en série de cosinus (cf. ci-apres) en utilisant la
relation cd(0) = 1 (cf. ci-apres)].
6% =; avec r; nombre de manieres différentes d’écrire [ sous forme de
deux carrés.

Expressions de 0,

0i=-4q a%; In ggggg; [10]84. On en déduit :

b_ 491 8@ _ o 1@ Q@ _ g yeo rRIEDET @I-1) !
92 - 4q 9q In Qg — 8 [Qz(q) Qs(q)] =8 Zl:l[ 1-2H1 T+g2 T ]

o (21-1)g2F!
=16 Y15 &

1—1741_2

Equation de la chaleur

La fonction 0,(.) vérifie I’équation aux dérivées partielles de la chaleur :

P0(u;1) . d0s(u;7) 85

83. p.66q. (1.3.3)
84. p.2816q. (20
85. p. 530 éq. (19) et p. 1784
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3.2.5 Liens entre les fonctions 9;(.);i=1,2, 3, 4

O1(u) = —0x(u + 3) = —i p(u) O3(u + =) = —i p(u) O4(u + %) [13]%,
O2(1) = p(u) O3(u + ) = p(u) O4(u + 1+T) = 01(u + 3) [13] 87
O5(u) = O4(u + 3) = p(u) O1(u + ) = p(u) 62(u + %) [13] 88
Os(u) = —i p(u) O1(u + ) = i p(u) Or(u + 55 = O3(u + 3) [13] 8,

02 [61(u)]* = 62 [05[u)]* — 62 [02(w)]> [11%°, [10]°" et [13] *2.
0% [0(u)]? @2 [0:(u)]? —62 [01(w)]” [1]%, [10]°* et [13]*°.
0> [63[u)]z_92 [0:(u)]? —92 [01(w)]” [1]°, [10]% et [13]°%.
= [1]
[

02 [04(w)]* = 62[05[w)]* —92 [0>()]” [1]%°, [10]'° et [13] 1.
[01)]* + [05()]* = [02(u)]* + [Oa(u)]* [11] %2 et [13] 1C.

3.2.6 Relations faisant intervenir I’argument double
02 03 04 01(2u) = 2 01(u) O2(u) O3(u) Oa(u) [13]™,

0, 02 0,(2u) = [02w)]* [05w)]* = [61 ()] [0a()]?
0, 02 02(21) = [0,w)]* [02(w)]* — [01(w)]” [03(u)]* [13] 15,

03 02 052 1) = [03)]* [02(w)]* — [01(w)]” [02(u)]” [13] 1€,

86. p. 6éq.(1.3.6)

87. p.6éq.(1.3.7)

88. p.6éq.(1.3.8)

89. p.6éq.(1.3.9)

90. p. 576 éq. (16.28.1)

91. p.275éq. (8")

92. p.11éq. (1.4.52)

93. p. 576 éq. (16.28.2)

94. p.275éq. (8")

95. p.11éq. (1.4.51)

96. p. 576 éq. (16.28.3)

97. p.275¢éq. (8")

98. p.11éq. (1.4.50)

99. p. 576 éq. (16.28.4)
100. p.275¢éq. (8")
101. p. 11 éq. (1.4.49)
102. p. 1784
103. p. 21 Exercice 6
104. p. 21 exemple 10
105. p. 21 exemple 10
106. p. 21 exemple 10
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63 0:(2u) = [0:(w)]* — [O2w)]* = [0u(w)]* — [61(w)]* [13] 17,

2[0:()]* [02(1)]* = 03 04 [0 042 1) — 05 032 u)],
2[03(u)]* [02(w)]* = 03 04[04 03(2u) + 03 042 u)].

3.2.7 Relations faisant intervenir la somme et la différence
de deux arguments

62 01(u + v) O1(u — ) = [01(W)]* [02(0) ] = [O2(w)* [6:1 ()]
= [04w)]” [0:()” - [03(w)]* [04(v)]” [13]'%,

62 0(u + v) O2(u — v) = [02w)] [02(0)F = [01(W) [6:1 ()]
= [0:W)]” [05()]° = [0a(w)]* [04(v)]* [13]'%,

62 05(u + v) O3(u — ) = [03w)]* [02(0)F + [02()* [6:1 ()]
= [0,W)]” [05()]” + [6:(w)]* [04(v)]* [13]M°,

02 04(u +v) Oa(u — 0) = [02(W)]’ [0:2(0) + [O:3(w)] [61(v)
= [01W)]7 [0:(@)] + [0:2(w)]* [04(v)]* [13] M.

62 01(u +v) 01 (u — v) = [O1 (W) [0:(0)]° — [O:(w)]” [61(0)]
= [0sW)]” [6:(0) = [0:(w)]* [04(v)]* [13]12,

602 05(u +v) O>(u — v) = [O2,(w) [03(0) — [02(w)] [61(0)
= [0:W)]” [62(0)]” = [0:(w)]* [04(v)]* [13] 12,

02 03(u +v) O3(u — v) = [O1 (W)’ [0:1 (V)] + [O:3(w)] [05(v) ]
= [0,()]” [62(0) + [0a(w)]* [04(v)]* [13]M4,

62 04(u + v) O4(u — ) = [01(W)]* [02(0) ] + [O:() [04(0)
= [0,(w)]* [0: () + [0a(u)]* [03()] [13]M°.

62 01(u + v) O1(u — ) = [03(W)]* [02(0) ] = [O2()* [63(0)]
= [0:1(w)]* [02(0)]° - [04w)] [01(v)]” [13]° et [10] 1V,
62 05(u +v) O5(u — v) = [O2(W)* [0:(0)]° — [01(W)] [05(0) ]

107. p. 21 exemple 10
108. p. 9 éq. (1.4.30)
109. p. 10 éq. (1.4.31)
110. p. 10 éq. (1.4.32)
111. p. 10 éq. (1.4.33)
112. p. 9 éq. (1.4.23)
113. p. 9 éq. (1.4.24)
114. p.9éq. (1.4.25)
115. p. 9 éq. (1.4.26)
116. p. 8 éq. (1.4.16)
117. p. 274 éq. (8")
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= [0,(w)? [04(0)F — [03()]* [61(v)]” [13] M8 et [10] %9,

62 03(u + v) O3(u — v) = [04(w)]* [0:(0) — [61(w)]* [02(0)]
= [0:(W)]” [04(0)” = [0:2(w)]* [61(v)]* [13]' et [10] 2!,

62 04(u + v) O4(u — ) = [03(W)]* [05(V)]* = [O2(w) [02(0)]
= [0sw)]? [04(0)F - [01(w)]* [61(v)]* [13]'% et [10] 2.

[13]6122493 01(u + v) O4(u — v) = 01(u) O4(1) O2(v) O5(v) + O2(1) O3(u) 61(v) O4(v)
[13]61225?3 O2(u + v) O3(u — v) = Ox(u) O3(1t) O2(v) O3(v) — O1(1) O4(1t) O1(v) Ou(v)
[13]91226?4 01(u +v) O3(u — v) = 01(u) O3(u) O2(v) O4(v) + O2(1) O4(u) 61(v) O3(v)
[13]61234 O2(u + v) O4(u — v) = O2(u) Os(ur) O2(v) O4(v) — O1(1) O3(1) O1(v) O3(0)

212983(”) 03(0) 04(u) 04(0) = 05 04 [03(1 + ©) Ou(u — V) + Oy(u + v) O3(u — V)]
[13] ¢,

2605(u) 02(v) 01(1) 61(v) = 05 04 [04(u + v) O3(1t — V) — O3(u + v) Os(u — V)]
[13] 2.

03 04 03(u + v) O4(u — v) = O3(u) O4(11) O3(v) O4(v) — O1(1) O2(u) 61(v) O2(v)
[13] 130,

9133194 01(u + 0) O2(u — v) = O1(u) O2(u) O3(v) O4(v) + O3(1) O4(u) 01(v) O2(v)
[13] .

3.2.8 Relations faisant intervenir les “nomes” g et g° et les
transformations de Landen

On pourra consulter [13] 132,

118. p.8éq. (1.4.17)
119. p. 274 éq. (8")
120. p. 8 éq. (1.4.18)
121. p. 274 éq. (8')
122. p.9éq. (1.4.19)
123. p. 274 éq. (8')
124. p. 10 éq. (1.4.38)
125. p. 10 éq. (1.4.39)
126. p. 10 éq. (1.4.40)
127. p. 10 éq. (1.4.41)
128. p. 11 éq. (1.4.45)
129. p. 11 éq. (1.4.46)
130. p. 11 éq.(1.4.47)
131. p. 116q. (1.4.48)
132. pp.17-18§1.8
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[13]6113gu, ) 62(v, q) = O1(u + v, %) O4(u — v, g*) + O4(u + v, ¢°) O1(u — v, %)
[13]6123)9, q) 02(v, q) = Ox(u + v, ¢*) O3(u — v, ¢*) + O3(u + v, g*) O2(u — v, g°)
[13]61%?, 7) 65(v, q) = O3(u + v, %) 63(u — v, g*) + O2(u + v, ¢°) O2(u — v, )
[13]6132&, D 0s(0, ) = O + 0, ) Oslu = 0, ) = 61+ 0, ) Or(u ~ 0, )
[13]91439, D 0s(0, ) = O + 0, ) Os(u = 0, ) = Ol + 0, ) Oalu ~ 0, )

Et donc en faisantv = u :

01(1, q) 02(u, q) = 612 u, g°) 04(0, g°) [13] 1%,

[02(u, )T = 0221, 4%) 05(0, 4°) + 052w, 4%) 6:(0, 47),

[0:(u, @) = 652w, ¢%) 650, 4%) + 6:(2u, %) 6>(0, %) [13] ',
63(”/ ‘1) 94(”/ Q) = 94(2 u, 512) 94(01 qZ) [13] 140/

[04(u, )T = 0521, ) 65(0, 4%) — 6221, ?) 62(0, ) [13] ™41,

On en déduit les transformations de Landen pour les fonctions théta :

0121, qz) — _O1(,9) 6x(u,9) [13] 142’

V03(0,4) 040, 4)

AT ) i G 143
0,(2u, g*) = 13
9 V211050, P-[0:0, )1}
161, QT +[04(u, )P
032u, 4°) = ——————— [13]'*
V211650, )P +[04(0, )P}
0,2u, ?) = 03,9 0.9 113 45
20, 0°) V0:0,9)040,9) [13]
Ces transformations sont souvent écrites avec les foonctions 0;(u; 7);
c’est ce que fait [13] 146.

133. p. 8éq. (1.4.8)
134. p.8¢éq. (1.4.9)
135. p. 8 éq. (1.4.10)
136. p. 8 éq. (1.4.11)
137. p. 8 éq. (1.4.12)

138. p. 17 éq. (1.8.1)
139. p. 17 éq. (1.8.2)
140. p.17 éq. (1.8.3)
141. p. 17 éq. (1.8.4)
142. p. 18 éq. (1.8.8)
143. p. 18 éq. (1.8.9)
144. p.18 éq. (1.8.10)
145. p.18 éq. (1.8.11)
146. p. 18

26



3.2.9 Les transformations (imaginaires) de Jacobi

On pourra consulter [10] %, [11] 18 et [13] '#°.

015 7) = i () Fe ™ 0,(4; ~1) [10]™, [11]"%" et [13]',
02105 7) = (272 % 04(4; —1) [10]'%, [11]'% et [13]',
O3 7) = (373 e B3(%; ~1) [10]7%, [11]7 et [13]',

_inuz

Ou(u; 7) = (3)2 e 0y(%; —1) [10]™%, [11] ' et [13] 1.

3.3 Les quatre fonctions 9;(.) ;1=1,2,3,4
3.3.1 Fonction 6 (.)
0, (u) = =1 p(u) [ri O3(u + E5) + 0, (u + E9)].

0/ (u) =21 Y2 (1) @1+1) g™ cos[2]+ 1) mul.

o o s )
P = mcot(mu) + 4 L%y TGO [19] 192 et [20] 0. Et aussi :
A [cot(rtu) +4 sinQmu) Y7 i ] [20] 64

01(u) I=1 1-2 421 cos(2 7t u)+4*! :
Propriétés

La fonction 6, (.) est paire : 6 (-u) = 6/ (u).

147. p. 283 éqs (24)

148. p. 530 égs. (18)

149. pp.15-18§1.7

150. p. 283 premiere des éqs (24)
151. p. 530 premiere des égs. (18)
152. p. 17 éq. (1.7.14)

153. p. 283 quatrieme des éqs (24)
154. p. 530 deuxieme des égs. (18)
155. p. 17 éqgs. (1.7.13) et (1.7.15)
156. p. 283 troisieme des éqs (24)
157. p. 530 troisieme des égs. (18)
158. p. 17 égs. (1.7.10) et (1.7.12)
159. p. 283 deuxieme des éqgs (24)
160. p. 530 quatrieme des égs. (18)
161. p. 17 éqgs. (1.7.13) et (1.7.15)
162. p. 1803 Theta Function éq. (22)
163. p. 489 Exercice 12

164. p. 489 Exercice 15
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6, (u+1) = -0, (u) et 0 (u + 1) = [AW)] ™" 2707 61(1t) — 6, (w)].
0,2 0,(0) =21 L% (-1) @1+ 1)q =274} Q]

23 m% mlz K3
= (——+—) . Et on constate que :

6'1 =n0,050, = 2nq% Qi. Il s’agit d’une relation de Poisson (1827)
[1] 165, [11] 166 et [19] 167.

6'1(%) =0.
0,(2) =mqgt Q2 Qu
0, (%) = -mig 1 Q2 Qu.

3.3.2 Fonction 0,(.)
0,(u) = p(u) [1iO3(u + %) + O4(u + 3)].

O,(u) = —27 Y2021+ 1) sin[(21+ 1) rul.

0, (u) o (=1)' g2 sin@Imu) )
o = Tl-tan(mu) +4 X5 —ql_s;l, 2111918 et [20] '°. Et aussi :
%0 _ 1 ftan(ru) + 4 sin@ i) T i 11207170

Oa(u) — Tt [tanim S T I=1 142 427 cos(2 7t u)+4*! :
Propriétés

La fonction 0,(.) est impaire : 6,(-u) = =0, (u).

O, (u + 1) = —0),(u) et O,(u + 1) = [Aw)] ' [-27i O2(u) + O, (u)].
0, £ 6,(0) = 0.

0,(3) = ~2mqt Q3.

0,(2) = —mig 5 Q2 Qu.

0,(5%) = g+ Q3 Qu.

165. p. 576 16.28.6

166. p. 1784

167. p. 1803 Theta Function éq. (39)
168. p. 1803 Theta Function éq. (27)
169. p. 489 Exercice 12

170. p. 489 Exercice 15
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3.3.3 Fonction 0,(.)

O,(u) = —4m Y0 14" sinQ2Imu).

6 (1) oo (=1 sin@l7u) .
o = 47 Liy e [19]17" et [20] 172 Et aussi :
0 i o ¢ 173
6;(1{) - _4: Tt Sln(z Tt u) Zl:l 142 q21—1 COS(ZT(H)+q4l—2 [20] .
Propriétés

La fonction 0,(.) est impaire : 05(—u) = —6().

O(u + 1) = O (u) et O(u + 1) = [AW)] ™' [-27i O3(u) + O ()].
0, = 0,(0) = 0.

0,(3) = 0.

05(%) = —2miQ* Qs

0

(D) =270 Q2

3.3.4 Fonction 0,(.)
0, (u) = O,(u + 1).
O,(u) = -4n Y2, (1) 14" sin21mu).

’ l .
0,(u) 47 Z?zl q sin2lmu) [19] 174 ot [20] 175 Et aussi :

4(14) - 1_q21
0, . . P e
64(14) —_ 4: TC Sln(z Tt u) Z[:] 1-2 q2l—1 COS(2 T[M)+q4]‘2 [20] .

Propriétés

La fonction 0,(.) est impaire : 0,(-u) = —0,(u).
O, +1) = 0,(u) et O (u+ 1) = [AW)] " [270i O4(u) — O, ()].
0, £ 0,(0) =0.

0,3) =0.

171.
172.
173.
174.
175.
176.

p- 1803 Theta Function éq. (28)
p- 489 Exercice 12
p- 489 Exercice 15
p- 1803 Theta Function éq. (29)
p- 489 Exercice 11
p- 489 Exercice 15
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6,(3) =2mi Q.
6,(%%) = -2mi Q2 Qs.

3.3.5 Autres relations

’

)1 _ _ . n263u)Os(u)
[91<u>], =10 nwr
O3)1 _ _ . n262(1) Os(w)
[91<u>], =03 0.7
07— 120:(0) 05(1)
[a:w] = 706,

’

[13] 7.
[13] 178.
[13] 179.

[Ql(u)] = 71 62 03(u) 04 (1) [13] 180

0 (1) 2 [0,(u))?

’

[Qs(u)] — 7162 61 (u) 01 (1) [13] 181

O2(11) 4 [0
0s0)7 _ . 2 61() B5(u) 182
[ez(u)] —n63—[02(u)]2 [13] o=
0117 _ . 2 02(1) Ba(u) 183
[m] _7_[93—[93[14;]2 [13] *®°.
0x(1) 1 _ 2 01(u) O4(w) 184
[m] = -7 94—[93[11)4]2 [13] *°=.
Osw)1 _ 2 01(u) O2(u) 185
o] =m0 g mp (1317
0107 _ . 2 62() B5(u) 186
lo.] =70 g,00p 1317
02()7 _ 02 61(w) O3(n) 187
[94(11)] = n63 6,07 [13] 7.
6:0)7 _ . 2 61(u) B2(u) 188
la.] =70 g0 1317

177. p. 20 éq. (1.9.16)

178. p. 19 éq. (1.9.14)

179. p. 19 éq. (1.9.11)

180. p. 19 éq. (1.9.10)

181. p. 20 éq. (1.9.15)

182. p.19 éq. (1.9.12)

183. p. 19 éq. (1.9.8)

184. p. 19 éq. (1.9.9)

185. p. 20 éq. (1.9.13)

186. p. 19 éq. (1.9.3)

187. p. 19 éq. (1.9.6)

188. p.19 éq. (1.9.7)
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3.3.6 Liens entre les fonctions 0(.);i=1,2, 3, 4

0,(u) = -0,(u+1) = =i pu(u) [ O3(u + L1y + 05(u + 5]
= —ip(u) [miOy(u+3)+6,(u+73)]
0,(u) = p(u) [1i O3(u+5) + 05+ 2)] = p(u) [10i Oy(u + ) + 0, (u + 5)]
=0,(u+13),
6,(1) = 6,(u +3) = () [ 61 (u + 14) + 6, (u + 4]
= p(0) [0+ 3) + O,(u+ )],
0,(u) = —iu(u) [riO1(u+3)+0,(u+3)]
=i () [0 Op(u + H5) + 0,(u + B5)] = 0,(u + 3).

603 61(1) 0, (1) = 63 03(u1) 6,,(u) — 63 O2(u) O, (),
67 02(1) 0,(u) = 65 04(u1) 6, (1) — 65 61(u) O, (w),
67 03(1) 0,(u) = 65 04(u) 6, (1) — 65 61(u) O, (),
02 04(u1) 0, (1t) = 62 03(u) 0,(u) — 62 O(u) O, ().

3.4 Les quatre fonctions 9;'(.) ;1=1,2,3,4

3.4.1 Fonction 9'1'(.)
0 (u) = 272 Y2 (1) @1+ 1)*q™D sin[(21 + 1) mul.
Propriétés
La fonction 0/ (.) est impaire : 0 (—u) = -6/ ().
0 (u+1) = -0, (u) et 0 (u+1) = [Aw)] " [4 7% O1(u) + 4 70i O (u) — 6 (w)].
0] = 0(0) = 0.
0/ (1) = 0.
67(3) = iq 3 (6 — 7 Q2 Q).
07(%") = 7+ (6 — 7> Q3 Qu).

3.4.2 Fonction 0,(.)

0, () = 212 Y2 21+ 1) q(”%)z cos[(2] + 1) mu].
Propriétés

La fonction 6, (.) est paire : 0, (—u) = 0, (u).
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0, (u+1) = -0, (u) et 0 (u+7) = [Aw)] " [-4 72 Ox(u)—4 71 0, () + 6, ()].
7oA ” 0 12 IS 21

0y 2 0,(0) = =27 L% 21 +1)°q™Y = - [148 L% 7210, [13]™.

6;(1) =0.

0,(3) =g (0; - * Q5 Qu).

0,(5%) = —iq7% (6] - 7 Q5 Qu).

3.4.3 Fonction 6; (.)

0;(u) = -8 Y2 Pq" cos(21mu).

Propriétés

La fonction 0} (.) est paire : 0 (—u) = 05 (u).

O;(u+1) =6, (u) et 0 (u+7) = [AW)]™" [~4 7% O5(u) — 4 70i O(u) + 0 ()].

” 21-1

0; 2 0,(0)=-8m2 Y Pq" = -8 [L1, qu—l)z] 05 [13]1.
0:(k) =0,

05(3) = q7+ 6, =2 Q1 Qu.

0, (%) =42 Q3.

3.4.4 Fonction 0,(.)
0,(u) =81 Y1 (-1)' 24" cos(21m u).
Propriétés
La fonction 6,(.) est paire : 0, (-u) = 0, (u).
O;(u+1)=0,(u) et 0, +1)=[Aw)] " [47?0s(u) +47i0,(u) — 0,(u)].
0, £ 0,(0) = 87 L) (-1 P = 872 [LX, o164 [13] L
) - 0.
0,(5) =41 Q5.
6,(%%) =471 6; 272 Q} Q.

189. p. 22 Exercice 14
190. p. 22 Exercice 14
191. p. 22 Exercice 14
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3.4.5 Liens entre les fonctions 0/();i=1, 2,3, 4

6'{(u)z—9'£(u+%)— (u) [? 163(u+1”)+2n9 (u+ 55 —i 6 (u+ 1)
:p(u)[n i64(u+2)+2n9(u+7) i0 (u+T)]
0,(u) = p(u) [-n 83(u+2)+2ni9'(u+2)+6"(u+2)
= p(u) [-7® O4(u + BE) + 211 0, (u+ EOy+0,(u+ 9] =0, (u+2)
Gg(u):GZ(u+2)— (1) [-m 91(u+1”)+2n16 (u+1”)+8 (u+ 5]
= p(u) [~ Ox(u + %) + 2711'9/2(1/[ +1)+ Gg(u + 3],
0, (1) = () [0, + 5) + 2760, (u + 5) =1 0] + )]
= —u(u) [ i 6y(u + 1+T)+2719 (+ 85 —i60,(u+ %] = 05(u+3).

77

U5
03

9 6”
Y4 Y3 _ 204 192
T =T 05 [13] 7=,
9// 6”
4 22 _ 204 193
o " = 05 [13] .
9// 6/

0

& =m? 04 [13]

1244

3.5 Lafonction 6, (.)

"

07 (u) =21 L2 (1) 21+ 1)° q(l+%)2 cos[(2] + 1) u].
Propriétés

La fonction 0] (.) est paire : 0] (—u) = 0, (u).

" 1"

0, (u+1)=-0, (u)et
GW(M+T) [A@)] ™ [-87%i O1(u) + 1272 6 (u) + 6 7i O (u) — 6] (w)].

/N "

207(0) = -2 L% (-1) @1+1) g+
e”’<—>= .

0] (%) =mgi (39 — 1 Q5 Q4)

6 (55 = mqi(n* Q3 Qu — 365).

= S G oy T 1] [11]1% et [13] 19
o] ~ 0 =gy '

192. p. 22 Exercice 16 (i)

193. p. 22 Exercice 16 (ii)

194. p. 22 Exercice 16 (iii)

195. p. 1784 mais avec une erreur
196. p. 22 Exercices 13, 14 et 15
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3.6 Les notations originelles de Jacobi

©1(u) = 03 ;—gg) et O5(u) = ©1(n O3 u),

O(u) = 94(%95) et 04(u) = O(n O3 u) [1]17,

Hy(u) = 92(%95) et 0>(u) = Hy(t 05 u),

H(u) £ 01(:5z) et 0:(u) = H(r 63u) [1]**. On a:

Ou + 5 63) = 0:(u) [1]1",
H(u + £ 62) = Hy(u) [1]*.

3.7 Les notations de Neville

H(u) 2 61(#) 201
O.(u) = 29 = n o7 25 1],
1

H'(0)

92( 112)
H e
Qc(u) = 1) _ o 3 [1] 202,

H(36) —

93( uz)
e 6
Hd(u) — 1 (1) — 5 3 [1] 203,

0(% 62)
94(_u2)
Q] 0
0,(u) = GEg; = —g— [11%%

Ona:

’ (U 7oA ’ 0
H) = 5 6,(5) et H £ H(0) = .

3.8 Les notations de Hermite et Weber

On pourra consulter [10]

205

u(u) = 0,,,(u; 1) = GH,V(g, q) = 0,,,(u|m), avec:
wo(t) 2 X2 (=) g e@min; () vy € {0, 1) Alors :

197.
198.
199.
200.
201.
202.
203.
204.
205.

p- 577 éq. (16.31.1)

p- 577 éq. (16.31.3)

p- 577 éq. (16.31.2)

p- 577 éq. (16.31.4)

p- 578 égs. (16.36.1) et (16.36.6)

p- 578 égs. (16.36.1) et (16.36.6)

p- 578 égs. (16.36.2) et (16.36.7)

p- 578 égs. (16.36.2) et (16.36.7)

p- 273 avec une erreur sur l’exposant de g et p. 279 sans erreur
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60,0 = 63/

90,1 = 64/
61,0 = 62/
91,1 = 181 Et:

Gy,v(u + 1) = (_1)H Gy,v(u)
0,,(1+ 1) = (=1)" [A()] 70y, (1).

3.8.1 Equation de la chaleur

Les fonctions 0,,, vérifient I'équation aux dérivées partielles de la cha-
leur :

829“,]/(u ;T)
ou?

A aew(u 7)

; (4, v) € {0, 1) [10] 26,

3.9 La fonction dzéta de Jacobi

On pourra consulter [1]%7, [13] 2%, [19]%* et [20]%'°.

La fonction dzéta de Jacobi, notée Z, qui dépend de la variable complexe
u et des quantités 7, g ou m, est telle que :

Z(u) = Z(u; t) = Z(u, q) = Z(u|m), avec :

Z(u) £ L{ln[OW)]} = ln[94 2)] = [1]?". Alors on

montre que :
Z(u) = Qz Y - q21 Sm(zlu [1]°%2.

On constate que Z(K) = Z(Z 62) = 0 [car 0,(3) = 0].

206. p. 280 éq. (16)

207. p. 578 §16.34

208. pp. 65-67 § 3.6

209. pp. 949-950 Zeta Function
210. pp. 518-520 § 22-731 & 22-735
211. p. 578 éq. (16.34.4)

212. p. 595 éq. (17.4.38)
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Chapitre 4

Les douze fonctions elliptiques de
Jacobi, la fonction amplitude et
leurs inverses

On pourra consulter [11]}, [13]?, [15], [19]° et [20]*.

4.1 Les douze fonctions elliptiques de Jacobi di-
rectes

4.1.1 Les trois fonctions elliptiques de Jacobi de base

Les trois fonctions elliptiques de Jacobi de base sont les trois fonctions,
qui dépendent de la variable complexe u et des quantités 7, g ou m :

cen(u) = en(u; ) = en(u, q) = cn(u | m), etidem pour sn et dn, telles que :

0:(

0 n
en(u) = 9_§ 04~z

u2)
= [31°, [11]°, [19]7 et [20],

1. pp. 1785-1787. App. A. Table 16.11I (III) Jacobi’s Elliptic Functions
2. pp- 24-29. Ch. 2. Jacobi’s Elliptic Functions
3. pp- 942-944 Jacobi Elliptic Functions. Pour les trois fonctions elliptiques de Jacobi
de base
4. pp. 491-535 Ch. XXII
. p-58
. p- 1785
. p. 942 Jacobi Elliptic Functions éq. (2)
. p-492 éq. (B)

N o O
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u
62

61
sn(u) £ & g [31°, (11170, 11911 [20] 2,
o3

T

dn(u) & % :EU)[?S]” [11]%, [19]'° et [20] .

4.1.2 Les neuf fonctions elliptiques de Jacobi auxiliaires

Les neuf fonctions elliptiques de Jacobi auxiliaires sont les trois fonc-
tions, qui dépendent de la variable complexe u et des quantités 7, g ou
m:

nc(u) = ne(u; 7) = ne(u, q) = nc(u|m), et idem pour ns et nd et :

et les six fonctions, qui dépendent de la variable complexe u et des
quantités 7, goum :

cs(u) = cs(u; ) = cs(u, q) = cs(u|m), et idem pour sc, cd, dc, sd et ds,
telles que :
nc(u) =

ns(u) = etnd(u) =

1
)’ Sn(u) dn

cnu N sn A N dn
cs(u) = gn u),sc(u) (u) ,ed(u) = dn((u) de(u) = cn((zil)) ’

A SN A dn
sd(u) 2 dni“’) ds(u) £ Sra.

Remarque : ces six dernieres fonctions elliptiques de Jacobi suffisent a
calculer les six autres (cf. ci-apres).

De plus :
cd(u) = sn(K — u), sd(u) = ml_% en(K — u) etnd(u) = m, > dn(K — u).

9. p.58
10. p. 1785
11. p. 942 Jacobi Elliptic Functions éq. (1)
12. p. 492 éq. (A)
13. p.58
14. p. 1785
15. p. 942 Jacobi Elliptic Functions éq. (3)
16. p. 492 éq. (C)
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4.1.3 La fonction cn

3 21+1
en(u) = 3 L% i cos[ 5]

=12 4 (1+4m) % — (1+44m+16m2) L + ... [1]7 [15] 8 [20]*.

Expression sous forme de produit

nu
2

1+2q2[ cos( )+q4’
1_2[121—1 Cos(g_z)+q4l—2] [ZO] 20 [13] 21'

en(u) =2qi k2 k2 cos(3¢) TT:21

Propriétés

cn est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K + 2K i.
Elle est paire : cn(—u) = cn(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal 22 :

e ses zéros sont K et 3K,
e ses poles sont 2K + K' i
(avec le résidu —ki = —m2i)etdK+ K i (avec le résidu ki = mz ).

Autres valeurs de la fonction cn, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

cn(0) =1

NI=

en(f) = mil‘ 1+ ml%)_
cn(2K) = -1

’ l
cm§+%o:2%m%?qa—a
en(K+K' i) = —m 2 m? i
@K +K i) =mimii
cn(u £ K) = $m1% sd(u)
cen(u + 2K) = —en(u)

1

en(u + K + K i) = —m~2 m? [nc(u)]i
en(u + K i) = —m~2 [ds(u)] i
cn(u + 2K i) = —en(u)
cen(u + 2K+ 2K i) = en(u).

17. p. 575 éq. (16.23.2)

18. p. 13

19. p.511

20. p. 508 §22.5

21. p.24éq.(2.1.2)

22. sur le parallélogramme fondamental signifie sur les cotés bas et gauche de ce pa-
rallélogramme
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o K 2K 3K 4K
Figure 1 : fonction cn ; o=zéro et x=pole.

cn(u]0) = cos(u) et cn(u | 1) = sech(u) [15] %

4.1.4 La fonction sn

FI L @l
Sn(u) = i_lz Z;ZO 1112”1 SIH[( 21277”]

=u—(L+mS+ 0 +14m+m?) % —(1+135m +135m> +m®) & + ... [1]*
[15]25 [20] 2.

Expression sous forme de produit

1-24%! cos(2)+

sn(u) = 2 k4 sin(22) [17% [ At [20] 7 [13] %

Propriétés

sn est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K i.
Elle est impaire : sn(—u) = —sn(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

e ses zéros sont 0 et 2K,
’ . . 1 ’ .
e ses poles sont K i (avec le résidu k™' = m™2) et 2K+ K'i
(avec le résidu k! = —m™?).
Autres valeurs de la fonction sn, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

23. p.2
24. p.575éq. (16.23.1)
25. p. 13

26. p.511

27. p.508 §22.5

28. p.24éq. (2.1.1)
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4.1

|
Nl

sn(¥) = (1 +m?)
sn(K) =1

sn(K?, i) = Mo
sn(K+K' i) =m™2
sn(3K + K i) = —m~
sn(u + K) = +cd(u)
sn(u £ 2K) = —sn(u)

sn(u + K + K i) = m™2 de(u)
sn(u + K i) = m™2 ns(u)
sn(u + 2K i) = sn(u)

sn(u + 2K + 2K i) = —sn(u).

NI—

2K’1
KiX -t Koo
& : S ‘
(@) K 2K 3K 4K

Figure 2 : fonction sn ; o=zéro et x=p0le.

sn(u|0) = sin(u) et sn(u|1) = tanh(u) [15] %

.5 La fonction dn
dn(u) = 7% + N Zz 1

COS(lnu)

l+q21

= 1—711%+m(4+m)I—m(16+44m+m2 L+ [1]°°[13]5 [15] %2 [20]

Expression sous forme de produit

dn(u) =

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

p-2

p- 575 éq. (16.23.3)
p- 37 éq. (2.5.16)
p-13

p- 511 exemple 1
p-508§22.5

p- 24 éq. (2.1.3)
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Propriétes

dn est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 2K et 4K i.
Elle est paire : dn(—u) = dn(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal :

eseszérossont K+ K iet K+3K i,
e ses poles sont K i (avec le résidu —i) et 3K i (avec le résidu i).

Autres valeurs de la fonction dn, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

dn(0) =1

dn(§) =m

dn(K) = m;

dn(§ i) = (1 +m?)

dn(2K i) = -1

1

dn(K + 2K i) = —m?

dn(u + K) = m? nd(u)

dn(u = 2K) = dn(u)

dn(u + K + K i) = m? [sc(u)] i

dn(u + K i) = —[cs(u)] i

dn(u + 2K i) = —dn(u)

dn(u + 2K + 2K i) = —dn(u).

N

NI=

4K’i
3K O
70 | S
K,lzi 777777777 @ ,,,,,,,,,,
O K 2K

Figure 3 : fonction dn ; o=zéro et x=p0le.

dn(u]0) = 1 et dn(u|1) = sech(u) [15]%.
36. p.2
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4.1.6 La fonction cd

o (1) g2 21+1
cd(u) = 7 Y% o cos[ S [11%7 et [20] %5,

cd est doublement périodique, d’ordre 2 de périodes 4K et 2K’ i.
Elle est paire : cd(—u) = cd(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal :

e ses zéros sont K et 3K,
e ses polessont K+ K iet 3K + K i.

Autres valeurs de la fonction cd, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

cd(0) =1

cd(§) = (1 +m?)
cd(2K) = -1
cd(X i) = m~
cd(K i) =m~
cdQK+K i) =-m"
cd(u = K) = Fsn(u)
cd(u + 2 K) = —cd(u)

cd(u + K + K i) = —m2 ns(u)
cd(u + K i) = m~2 de(u)
cd(u + 2K i) = cd(u)

cd(u+ 2K+ 2K i) = —cd(u).

NI=

Nl—= =

NI=

2K’ ; ‘
Ki oo 3 XKoo
0 K 2K 3K 4K

Figure 4 : fonction cd ; o=zéro et x=pdle.

37. p. 575 éq. (16.23.4)
38. p. 511
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4.1.7 La fonction sd

w (g . @il
sd(u) = 3% i ‘T sin[ *5" 1 [1]% et [20] .

sd est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K + 2K’ i.
Elle est impaire : sd(—u) = —sd(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

e ses zéros sont 0 et 2K,
e ses polessont K+ K iet 3K + K i.

Autres valeurs de la fonction sd, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

NI—=

sd(%) = mI‘j (1+m?)
sd(K) =m,*
sd(® + Ky =2 mtm * (1+1)
sdRK+Ki)=—-m2i
sddK+K i)=m1i
sd(u + K) = +m, * en(u)
sd(u + 2K) = —sd(u)
1
sd(u + K+ K i) = —m~2 m,? [ds(u)]i
sd(u + K i) = m™2 [nc(u)] i
sd(u + 2K i) = —sd(u)
sd(u + 2K +2K i) = sd(u).

Figure 5 : fonction sd ; o=zéro et x=pole.

39. p. 575 éq. (16.23.5)
40. p.511
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4.1.8 La fonction nd

_n\ Al
nd(u) = 557 + &% L7 Tt cos(H4) [114 et [20]2,

nd est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 2K et 4K i.
Elle est paire : nd(—u) = nd(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal :

o ses zéros sont K i et 3K i,
e ses polessont K+ K iet K+ 3K i.

Autres valeurs de la fonction nd, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

nd(0) =1
nd() = m
nd(K) = m
nd(2K) = 1

nd(K i) = (1 +m3)”
nd(2K i) = -1
nd(K +2K i) = —m_
nd(u + K) = ml_% dn(u)

nd(u + 2K) = nd(u)

nd(u + K +K i) = —m? [es(u)] i
nd(u + K i) = [sc(u)]i

nd(u + 2K i) = —nd(u)

nd(u + 2K + 2K i) = —nd(u).

(ST ==

—_ =
NI=

Nl

ng

£ —

2KCif

QT S
0 K 2K

Figure 6 : fonction nd ; o=zéro et x=pole.

41. p.575 éq. (16.23.6)
42. p.511
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4.1.9 La fonction dc
0 (_1)1 q21+1

T U i I+1)
de(u) = 7% sec(3) + 3 L% ot cos[ F537] [1]# et [20] .

dc est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K’ i.
Elle est paire : dc(—u) = dc(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal :

e seszéros sont K+ K iet3K+ K i,
e ses poles sont K et 3 K.

Autres valeurs de la fonction dc, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

dc(0) = 1

de(¥) = (1 +m?)’
dc(2K) = -1

de(X i) = mi

de(K i) = m?
dc(2K + K i) = —mz?

dc(u = K) = Fns(u)

de(u + 2K) = —dc(u)

de(u + K + K i) = —m? sn(u)
de(u + K i) = m? cd(u)
de(u £ 2K i) = dc(u)

de(u + 2K + 2K i) = —dc(u).

2K’i ;
Ki | S &
0] K 2K 3K 4K

Figure 7 : fonction dc; o=zéro et x=pdle.

43. p.575éq. (16.23.7)
44. p.512
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4.1.10 La fonction nc

(_1)1 2[+1 21+1
nc(u) = 33— sec(Ll) — 2 glﬂmcmﬂ;yﬂm%apm%

nc est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K + 2K i.
Elle est paire : nc(—u) = nc(u). Dans ou sur le parallélogramme fondamen-
tal :

eseszérossont 2K+ K iet4K+ K i,
e ses podles sont K et 3 K.

Autres valeurs de la fonction nc, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

nc(0) =1
« 1 13
nc(3) =m * (1 +m])
nc(2K) = -1
/ 1
nq§+§a=2%m§m4u+a
ne(K + K i) = m2m; i 1
ncBK+K'i)=-mim i
ne(u + K) = Fm, * ds(u)
nc(u £ 2K) = —nc(u)
1
ne(u + K + K i) = m2 m;* [en(u)] i
nc(u + K i) = m? [sd(u)] i
nc(u + 2K i) = —nc(u)
nc(u + 2K + 2K i) = nc(u).

2K’i

K’i

|
SZ

0 K 2K 3K 4K

Figure 8 : fonction nc; o=zéro et x=p0dle.

45. p. 575 éq. (16.23.8)
46. p.512
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4.1.11 La fonction sc

o ('@ .
sc(u) = 77— tan(5¥) + 25 Y12 l+qf, sin(24) [1]¥ et [20]%.

sc est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 2K et 4K i.
Elle est impaire : sc(—u) = —sc(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

o ses zéros sont 0 et 2K 1,
e ses poles sont K et K+ 2K .

Autres valeurs de la fonction sc, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

1
1

se(5) =m; 1
sqgo:(1+mhﬁi
sc(K'i) =1

se(K +K'i) = m,
sc(K+3Ki)=-m,?

¥

sc(u = K) = Fm, > cs(u)

sc(u = 2K) = sc(u)

sc(u+ K + K i) = m.? [dn(u)] i
sc(u + K i) = [nd(u)] i

sc(u + 2K i) = —sc(u)

sc(u + 2K+ 2K i) = —sc(u).

4K’i

) |

2K~ XKoo

K
0 X 2K

Figure 9 : fonction sc; o=zéro et x=pole.

47. p. 575 éq. (16.23.9)
48. p. 512
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4.1.12 La fonction ns

oo 21+1 . 21+1
ns(u) = 7% csc(5) + 5 i tomr sin[ F57] [1]* et [20]%.

ns est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K i.
Elle est impaire : ns(—u) = —ns(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

e ses zéros sont K iet 2K + K i,

e ses poles sont 0 et 2 K.

Autres valeurs de la fonction ns, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

ns(X) = (1 +m?)’
ns(K) =1

ns(% i) = —mii
ns(K + K i) = m?
ns(3K +K i) = -m
ns(u + K) = +dc(u)
ns(u + 2 K) = —ns(u)

ns(u + K + K i) = m2 cd(u)
ns(u + K i) = m? sn(u)

ns(u + 2K i) = ns(u)

ns(u + 2K + 2K i) = —ns(u).

NI=

2K’i
R R S
0 K 2K 3K 4K

Figure 10 : fonction ns ; 0=zéro et x=p0dle.

49. p. 575 éq. (16.23.10) avec une erreur de signe
50. p. 512
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4.1.13 La fonction ds

o0 21+1 . 21+1
ds(u) = 7 csc(3g) = 3 L% ror sin S5 [1]°" et [20] 2.

ds est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 4K et 2K + 2K i.
Elle est impaire : ds(—u) = —ds(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

eseszérossont K+ K iet3K+K i,
e ses poles sont 0 et 2 K.

Autres valeurs de la fonction ds, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

K 12

ds(5) = m; (1+m;)

ds(K) = m?

ds(X + K i) =2 111% m? (1 - i)
ds2K + K i) = m? i

ds(4K + K i) = —m2 i

ds(u + K) = +m? nc(u)

ds(u £ 2 K) = —ds(u)

ds(u + K + K'i) = m? m? [sd(u)]i
ds(u + K i) = —m? [en(u)] i
ds(u £ 2K i) = —ds(u)

ds(u + 2K + 2K i) = ds(u).

[N

3K
Figure 11 : fonction ds; o=zéro et x=p0le.

51. p. 575 6éq. (16.23.11)
52. p.512
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4.1.14 La fonction cs
es(u) = & cot(F) — 28 Y%y 1o sin(124) [1]% et [20]%

cs est doublement périodique, d’ordre 2, de périodes 2K et 4K i.
Elle est impaire : cs(—u) = —cs(u). Dans ou sur le parallélogramme fonda-
mental :

o ses zéros sont K et K+ 2K i,
e ses poles sont 0 et 2 K i.

Autres valeurs de la fonction cs, dans ou sur le parallélogramme
fondamental

1
cs(%) =m

NI—=

(8 i) = —(1+m)*i
cs(K' i) = —i
cs(K+K'i)=-m
es(K+3K'i)=m?i
cs(u = K) = iml% sc(u)
cs(u £ 2K) = cs(u)
cs(u+K+Ki)=-m
cs(u + K i) = —[dn(u)]
cs(u + 2K 1) = —cs(u)
cs(u + 2K+ 2K i) = —cs(u).

i

— N

Ll ST

[nd(u)]i
i

4K
3K1 ffffffffff
A
il
5
o K 2K

Figure 12 : fonction cs ; 0=zéro et x=p0le.

53. p. 575 éq. (16.23.12)
54. p.512
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4.1.15 Relations entre les carrés des fonctions jacobiennes

On pourra consulter [15]*°.

[en@)]? + [snw)]* = 1
[dn()]” = m [en()]* = my
[dn(u)]* + m [sn(w)]* = 1

[ns(w)]* = [es(u)” = 1
[ds@)]* — [es(w)]* = my
[ns(u)]* - [ds(w)]* = m
[cd()]* + my [sd(w)]* = 1
m [ed@)]? + my [ndw)]* = 1
[nd(w)]* — m[sdw)]* = 1
[nc()]’ - [scw)]* = 1
[de()]? — my [nc(u)]> = m
[de()] — my [scw)]” =1

2 _ 1 - U

[cn(M)]2 = 1+[s1c(u)]2 B [dcui)lz—m
[sn(u)]” = 1+[CSWP m+ds@l”
[dn(u)]* = . =

m+[sd(u)]2 1-m [Cd(u)l2

4.1.16 Arguments doubles et moitiés

On pourra consulter [15] .

n(2u) = [cn@P-[sn@wP dner _ [cneP-isne) [dng))”
B 1=msn(u)  enR+sna P (dng)’
d d
sn(2u) = zcn(lu)sn(z) N@w _ _ 2CNwshwdnw i
—msnt(u) [Cen()P+snw)? [dnw)]
2 2 2
dn(2u) = [dn@) -micn@Psnwr? _ [dnwi +eneP idnwy -1
L=msmi(u) (dn@)y’ -[ene)? [(dnw)’ -1

1-cnew _ sn@iEdnwl

1+CNQRu) — [CN(u)]?
1-dnew _ micn@pP[snwp
1+dneu) [dc111(u)]2
u\J12 — CN(u)+AN(1)
[en( 2 J 1+dnq)
u\2 — 1-CN@)
[sn(2)] 1+dn)
w12 _ mitmCn@)+dnaw)
[dn(3)]" = 1+dn)
55. pp. 16-17
56. pp.17-18
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4.1.17 Théorémes d’addition

On pourra consulter [15]%.

cn) cN(w)-sn(w) dnw) sne) dn()

en(u +v) = 1—m [SN@W) ] [SN©)P

_ sn)cn() dn()+sn) cnw) dn)
sn(u +v) = 1-m [SN(u)]? [SN(v)]?
dn(u + v) = dn) dn)-m cnw) snw) cn(v) sn()

1-m [SN(w)]* [SN(v)]* .
_ [en@wP-[snE)? [dn)]
cn(u + v)en(u — v) = o BTG SN
_ cen(w) dn@w) eng) dnw)-m; Snw) Sn()
- 1—-m [SN(u)]? [SN(v)]?
_ cn() Sn() dn)+cn() sn() dn)
B L-m [snu;)l2 [SN(v)]?
_ _[Sn@)] -[SN(v)]
sn(u + v)sn(u —v) = T ST DT
_ sn()dnw) cn)+sn() dn) cn)
- 1—m [SN(u)]? [SN(v)]?
[dn@1’-m [cn) P (SN ()

1-m [SN(w)]* [SN(v)]*

cn(u + v) dn(u — v)

sn(u + v) cn(u — v)

sn(u + v) dn(u — v)

dn(u + v)dn(u —v) =

4.1.18 Dérivées

On pourra consulter [1]°® et [15]*°.

£ (1) = ~sn(u dn(w),

% sn(u) = cn(u) dn(u),

L dn(u) = —mcn(u) sn(u),
% cd(u) = —mysd(u) nd(u),
L sd(u) = cd(u) nd(u),

L nd(u) = mcd(u) sd(u),
L de(u) = my ne(u) sc(u),
L ne(u) = de(u) sc(u),

% sc(u) = dec(u) nc(u),

L ns(u) = —ds(u) cs(u),
% ds(u) = —ns(u) cs(u),

L cs(u) = —ns(u) ds(u).

57. p.18
58. p.574§16.16
59. p.22
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4.1.19 Intégrales
On pourra consulter [1] et [15] ¢'.
[en(u)du = m™* cos™'[dn(u)],
fsn(u) du=mz In[dn(u) — m? cn(u)],
f dn(u) du = sin"'[sn(u)],
[ ed(u)du = m™3 In[nd(u) + m? sd(u)],
fsd(u) du = (m ml)'% sin~![-m:2 cd(u)],
[nd(u)du = m* cos™[ed(u)],
[ de(u) du = In[nc(u) + sc(u)],
fnc(u) du = mI% In[dc(u) + ml% sc(u)],
[se(uydu = m;? In[de(w) + m? ne(w)],
fns(u) du = In[ds(u) — cs(u)],
fds(u) du = In[ns(u) — cs(u)],
[ es(u) du = In[ns(u) — ds(u)].

4.1.20 Arguments complexes

On porra consulter [15] %

cen(iy|m) = nc(y |mq), sn(iy|m) = sc(y|my)ietdn(iy|m) = dc(y|m).
Siu=x+1iy, enposant:

¢ =cn(x|m),s =sn(x|m)etd =dn(x|m)et:

c1 =cn(y|m), sy =sn(y|m)etd; =dn(y|m)ona:

cci—isdsydq

Cn(ulm) = A+ms2s? !
di+icd

sn(u|m) = lag,

dn(ulm) — dcldl—imscsl

2 2 2
C1+‘rl’lS S1

60. p. 575 éqs. (16.24.1) a (16.24.12)
61. p.25
62. p.21
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4.2 La fonction amplitude de Jacobi et son in-
verse

On pourra consulter [1], [11]%, [13]® et [19] .

4.2.1 La fonction amplitude directe
am(u) = am(u; 7) £ am(u, q) = am(u | m) est telle que :
am(u) = [ dn(t)dt [13]% : soit :
L am(u) = dn(u) [13]%. On a:

oo 24 sin(‘Et)
am(u) = X+ Y2, 1(11+—qu§ [1]% et [11]7°.

En particulier am(K) = £, am(2K) = 7, ... [13] .
L’angle ¢, donné par la fonction amplitude de Jacobi am :
@ = am(u), est appelé amplitude de Jacobi [1]7%. On a:

@ = arcsin[sn(u)] [1] 7.

4.2.2 La fonction amplitude inverse
Onau=am(p) = fo(p —40 1], et:
{1-m [sin(6)]*)2

cn(u) = cos(g) = cos[am(u)] [1]7° et [13] 7S,
sn(u) = sin(¢p) = sinfam(u)] [1]7 et [13] 78 et :

63. p. 569 égs. (16.1.3) et (16.1.4), p. 589 éq. (17.2.5) et p. 590 éq. (17.2.17)
64. pp. 1786-1787 (5) Amplitude

65. p.41

66. p. 41 Amplitude

67. p.41éq.(2.7.14)

68. p.41éq.(2.7.15)

69. p. 591 éq. (17.3.24)

70. p. 1787

71. p. 41

72. p. 569 éq. (16.1.4) et p. 590 éq. (17.2.17)
73. p. 590 éq. (17.2.17)

74. p. 569 éq. (16.1.3)

75. p. 569 éq. (16.1.5)

76. p.41éq.(2.7.17)

77. p. 569 éq. (16.1.5)

78. p.41éq.(2.7.16)
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dn(u) = 1 - m[sin(@)]2}* [1]7.

4.2.3 La fonction de Gudermann et son inverse

On pourra consulter [1]%, [11]%, [19]%2 et [21] %.

La fonction de Gudermann directe

La fonction de Gudermannn directe, notéé gd, ou parfois y est telle
que:

gd(u) £ am(u|1) [11]®. On a donc:
gd(u) = fou sech(t) dt; donc gd(0) = 0 et gd(c0) = 7. Soit

L od(u) = sech(u) [19]®. De plus on a :

gd(u) = arcsin[tanh(u)] ou gd(u) = arctan[sinh(u)], de méme que les
identités [21] %

sin[gd(u)] = tanh(u), csc[gd(u)] = coth(u),
cos[gd(u)] = sech(u), sec[gd(u)] = cosh(u),
tan[gd(u)] = sinh(u), cot[gd(u)] = csch(u) et
tan[ gd(u)] = tanh(3 u).

La fonction de Gudermann inverse
Ona:

gd(p) = In[tan(Z + £)] [19]¥ ou gd ! (p) = In[sec(¢) + tan(¢p)] [19] *.
Soit :

% gd ! (p) = sec(p) [19]%.

79. p. 569 éq. (16.1.5)

80. p. 574 mais ol est-elle définie ?

81. p. 1787

82. p. 778 Gudermannian Function

83. Fonction de Gudermann et Gudermannian Function
84. p. 1787

85. p. 778 Gudermannian Function éq. (3)
86. Gudermannian Function

87. p. 778 Gudermannian Function éq. (1)
88. p. 778 Gudermannian Function éq. (2)
89. p. 778 Gudermannian Function éq. (4)
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4.3 Liens entre les douze fonctions elliptiques de
Jacobi et les quatre fonctions théta de Jacobi,
leurs dérivées et la fonction dzéta de Jacobi

cnwdnuw) _
SN(u)

= b e 7 (1)

dnw snw = Z(u) — L 62(2,() (1%

CN(u) fid 92

sn@cnw) _ 1 L 9(zz<> _
SO - Z<u>] [1]°

n9\ 9(

4.4 La fonction epsilon de Jacobi

On pourra consulter [1], [13]%.

La fonction epsilon de Jacobi, notée &, qui dépend de la variable com-
plexe u et des quantités 7, g ou m est telle que :

E(u) £ ;1)) = E(u, q) = Eu|m), avec Eu) = [ [dn(v)]* do [13]°*.

Soient x = sn(v); v € (0, u) et y =sn(u); x € (0, y). Ona:

dx = cn(v) dn(v) dv , en(v) = (1 — [sn(v)] )2 1- 2)% et
[dn(@)]* =1 -k [sn(®)]* =1 — k2 2% et donc :

Eu) = fsn(u) (L xz) dx [13]%. Et comme sn(K) = 1 on a E(K) =

1-x2
En dérivant deux fois, par rapport a v, la relation :

62 04(u +v) O4(u — v) = [04()]* [04(0)° — [01 ()] [01(0)], puis en faisant
v = 0 on obtient :

d 0 _ 0y O1(1)12 2 g4 PINE 96
du [Qi(u)] - ;z i [64(u)] 4 - T 62 [sn(n 63 u)] [13]

Comme [dn(u)]* + m [sn(u)]2 =1,avecm = Q—z on en déduit :
93

90. p. 578 éq. (16.34.1)
91. p.578 éq. (16.34.2)

92. p.578 éq. (16.34.3)

93. pp. 60-67 § 3.4,3.5 et 3.6
94. p. 62 éq. (3.4.25)

95. p. 62 éq. (3.4.25)

96. p. 63 éq. (3.5.1)
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/(_u

[dn(w)]* =1 - Os 4 1 d [Gi(é)] [13]%. Et par conséquent :
Y3

2 Gg 6, s Gg du

0, ()

Yu + - =0 Q(ﬂu) Soit :
63

Ew) = [ [dn(o)dv = (1 -

2646

’”

Euw)=01-
Z(K) = 0 et &(K) = E e t par conséquent :

WE&;) u+ Z(u). Mais :

’r
-4
2 9% 64

0 E
K
E(u) = £u+ Z(u) [13]%.

[13]%8 et

4.5 Les douze fonctions inverses des douze fonc-
tions elliptiques de Jacobi

On pourra consulter [1]1% et [15] 1 et I’Annexe A.

Ce sont les douze fonctions cn™?, sn™!, dn™", cd ™, sd™!, nd™}, dc™!, nc?,
sc! ns!,ds!, cs7!, qui sont, en fait, des intégrales elliptiques de premiére
espece.

Modele : y = en(u) «— u = cn~(y).

Précisement :

-1 _ 2\1 dt 102
n (y|”z+b2) @ +17) fby[ﬂ 2) (- 12)]2 0<y<1l]

sy =a [ —L——;y<1<E[]",

(2 t2)(b2 t2) 2

n! a?—b? dt .b 104
(yl a2 ) - flly [( 5 t2)(t2 bZ)I% ‘4 < y < 1 [1] 7

_ dt 105

d' %) =a [, Ay <1<g®

97. p. 63 éq. (3.5.2)
98. p. 63 éq. (3.5.5)

99. p. 65 éq. (3.6.1)

100. p. 596 éqs. (17.4.41) a (17.4.52)
101. pp.26-27

102. p. 596 éq. (17.4.52)

103. p. 596 éq. (17.4.45)

104. p. 596 éq. (17.4.44)

105. p. 596 éq. (17.4.46)
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_aby _

- 2 1 ) o1
sd 1(y|a£rb2) = (112 + b2)2 J(;(” +2)2

nd” (y|a—b2)_ fby o

) =a [

nel(yl5) = @ + ) [

ns‘1(y| ) = L

- 2_p2
SC 1(y|a b

0

[(@—£2) (2—b2)] 2

k<1<y[1]108’

‘a

Y
[(2-a?) (12— 1)) 2

by dt

dt

Y (et

-1 2 2 ) 1 e
ds - Wli) = @+ B jga2+b2)%

cs‘l(y|“2a;zbz) =a fa

~ dt

106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.

p. 596 éq. (17.4.51)
p. 596 éq. (17.4.43)
p. 596 éq. (17.4.47)
p. 596 éq. (17.4.49)
p- 596 éq. (17.4.41)
p- 596 éq. (17.4.48)
p- 596 éq. (17.4.50)
p. 596 éq. (17.4.42)

dt O < y < (11 +b2)2 [1] 106’

1<y<%[1]107’

> 1<y [1]'9,

‘b<a [1] 110’

§<1<y[1]111,

_a
Y [(2+a2) (12-b2)]2

:b<all] 113
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Chapitre 5

Réseaux de points complexes et
séries d’Eisenstein

5.1 Réseaux de points complexes

Soient y1 = 2w; € C, ¥, = 2w, € C et y3 = 2w; € C des nombres
complexes donnés tels que y1+y,+y3 = 0 (et par conséquent w; +w,+w; = 0)
et tels que :

TA2 DB =% cqq

71 w1

Nous considérons alors le réseau I' de points complexes tel que :

T2T(y, y3) 2 Zy1®@Zys 2y eCly=nyi+pys; (n,p) € 2}

On pose également Zyer = Z)/GF—{O}/ Y . = Z(n,p)ezz;(n/ £0,0) €t

H”:P = H(nlp)elz;(n,p)i(O,O)'

5.2 Séries d’Eisenstein
On pourra consulter [10]}, [11]?, [12], [16]3, [17]* et [19]°.
Soit Gi(T) = Gi(y1, 73) = Lyer 1 = Ly

—L __ -avec!l > 2 la série
ny1+pys)

. pp-88-90Ch.28§6

. p. 1787

. pp-136-139 Ch. VII § 2.3
. pp-13-18§2.1et2.2

. p- 515 Eisenstein Series

Gk W=
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d’Eisenstein d’indice  [16]°, ou d’indice 21 [10]”. Alors :
GI(D) = Gi(1, 1) y;2' = 2721 Gy(1, 1) w;?!
On pose alors, par abus de notation :

G(1)=G(1,7) = Zn . W De plus on pose :

gz(F) gz(]/1, )/3) 2235G2(F) 2235G2(’C))/ =2 235G2(T)&) et:

23(T) £ g3(y1, v3) £ 2257 G3(T) = 2257 G3(1) p° = 27 57G3(T)a) “6. Et,
pour la suite :

A) = [20)F = 3 [g5(D)]" = 235 (225[Go(n)] = 72 [Ga(D)I*} 7
= 278352 (225[Gy (7))’ - 72 [Gs(D)]*} ;™.

Dans le cas ou il n'y a pas d’ambiguité sur le réseau I' on écrit plus
simplement :

p¢] = 22 35 Gz = 22 35 Gz(’l’) 7/;4 = 2_2 35 Gz(T) a)f‘*,

g3 = 22 57 G3 = 22 57 G3(T) )/Ié =2 57 G3(T) C()I6 et

A2 g -3 g2 =243352{225[Gy(7)]° — 72 [G3(D)]*} y; 2
= 2783352 {225 [Gy(7)]’ — 72 [G3(7)]*} wi ™.

La fonction G, est partout holomorphe dans H (y compris a I'infini) et :

limg (o0 Gi(T) = 2((21) o1 C est la fonction de Riemann [16] 8.

De plus soit [ i Z € SL,(Z), 'ensemble des matrices a coefficients
dans Z telles que ad — bc = 1. Alors on vérifie aisement que :
Gi(1) = e +d) " Gi(4E0)

et on dit que la fonction G, est faiblement modulaire de poids 21[16]°. En
fait G, est une forme modulaire de poids 21 [16] ' (toujours pour [ > 2).

En particulier :

oT = [ (1) 1 l € SLy(Z) et on en déduit que G(t + 1) = Gi(1).

0§ = [ (1) _01 ] € SLy(Z) et on en déduit que G(-1) = 1/ G/(1).

31 Définition 2

6. p. 136
7. p. 88
8. p. 137
9. p.1
0. p. 137 Proposition 4

1
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On déduit de ces relations que, par exemple :
o Gi(i) = (=1) Gy(i); soit Gs(i) = Gs(i) = Gy(i) = ... = 0. Et:
o Gi(=) = P'GI(j) et Gi(j) = G- = 1) = G(=?) = [ G((j); soit

2mi

Gi(j) = 0, sauf si est un multiple de 3 [et, en particulier G,(j) = 0] (j = e ).

En fait on démontre que :
Gy(i)) =203 1512 [l"(%)]8 = 3,15121200... et :

Gs(j) =285 7 ¢ [T(1)]" = 5,86303169...,
ol I est la fonction d’Euler.
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Chapitre 6

Les fonctions elliptiques de
troisieme espece

Une fonction elliptique de troisieme espece est une fonction f, méromorphe
sur C, qui dépend de la variable complexe u et du réseau I' :

fu) 2 fulan, ws) 2 f(u; &2, ¢3); elle est telle que :
flu+y)=e""" fu);a;€C;b; € C;VueC;i=1,3[11]"
Elle n’est donc pas, a strictement parler, une fonction elliptique.

C’est la raison pour laquelle y;; i = 1, 3 est qualifiée de quasi-période
[12], [19] et [20] ou pseudo-période [11].

On constate alors que la définition précédente est également valable
pouri =2,aveca, = —(a; +a3) et b, = ay, —a; Y3 — by — by mod(2 i) ou
b2 =axY2—az)1 — b3 - bl mod(an)

6.1 La fonction sigma de Weierstrass

On pourra consulter [1]2, [11]3, [12] 4, [19]° et [20] .

. p- 529 134(XIV-3) Elliptic Functions. Partie H. éq. (15)

. pp- 629-683 Ch. 18

. p- 528, mais il y a une erreur dans la définition et p. 1788 App A, Table 17. (3)
. pp- 239-243 § 1. The sigma and zeta functions

. pp. 1934-1935 Weierstrass Sigma Function

. pp- 447-448 § 20.42 surtout et pp. 429-490 Ch. XX et XXI

NOT s WDN -
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6.1.1 Définition

La fonction sigma de Weierstrass est la fonction méromorphe, notée o,
qui dépend de la variable complexe u et du réseau I':

o(u) 2 o(ulw, ws) = o(u; g, g3); elle est telle que :

A

142
o(u) £ 29% Ry 0:(5%-) [1] 7,[11]8 et [13]°, ou le parametre 7; est tel que
o £ ¢"(0) = 0;il va étre calculé.

La fonction sigma de Weierstrass est effectivement une fonction ellip-
tique de troisieme espece car si l’on pose :

= % - ﬁ [11]'° [13] " on vérifie que :
o(u +y1) = e g(u) et o(u + y3) = e g(u), avec :
am=2methb =2mw +nimod(2mi)et:

a3 =21n3etby = 2n3ws + mimod(2 i) [11] 2.

De plus sil’on pose :

12 = —(m +13) [13] ® on vérifie que I'on a les trois relations de Legendre
[11]%, [12] > et [19] %€ :

A

Mmw3z —13w; =
M1 — 11 W2 =
N3 Wy — 1 W3 =

ST

Et alors o(u + y,) = €22 g(u), avec :

ay =2mpethy =2 wy + i mod(2 mi).

7. p. 650 éq. (18.10.8)
8. p. 1788
9. p. 150 éq. (6.2.9)
10. p. 528 éq. (8)
11. p. 150 éq. (6.2.8)
12. p. 528 éq. (5)
13. p. 151 éq. (6.2.15)
14. p. 1788
15. pp. 241-242
16. p. 1935 Weierstrass Zeta Function éq. (6)
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6.1.2 Calcul des trois premieres dérivées de la fonction
sigma de Weierstrass

On trouve :

ny u?

’ ’ 1—
o(u) = Qi;[zﬂluel(L) +0,(z=)] e

2w, 2w

44 ’ ’” M
0" (1) = i [ (0 12+ 1) 01 (525) + 4 16, (5) + 0, ()] e

0 () = —= [8n u(m u® +3w) 01(5%-) + 1211 (m U + w1) Qi(ﬁ)

40)% 9;
" u "’ u '721—“2
+ 6171 u Gl(m) + 61 (m)] e-“1
On en déduit :
0c=0(0)=0
o205 0)=1
G// é O//(O) — O
N " _ 12 1 w1 9;+9;’l _ L — _ Q;N 17
o =0 (0) = v e 0 et par conséquent n; = —35- 7 [11]

[13] '8 [20]%.

6.1.3 Propriétés de la fonction sigma de Weierstrass

u i
o o(u) = u [T, [(1 = %) e 7] [12]*
e o est méromorphe sur C.
e 0 est ['-quasi-périodique :

o(u +2nw;, + 2]90)3) — (_1)n+p+npe(an1+2pq3)(u+nw1+pw3) o(u) [1] 21, [11]22
et [20]%.

e 0 est impaire : o(—u) = —o(u) [11] %~

e Développement en série de Laurent :

17. p. 1787

18. p. 150 éq. (6.2.7)

19. p. 473 §21-43

20. p.239

21. p. 631 égs. (18.2.20) et (18.2.21)
22. p. 1788

23. p. 448 exemple 1

24. p. 1788
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&
2435

5 83

U = 3357

u’ S [11]%.

o(u) =u - T P57

Le développement en série de Laurent est donné en toute généralité
par [1]%.
2

o o) = 29 % sin(Z) [T [1 - 242! cos(Z2) +4*'] [13]% et [20]%.

i
brd Qﬁ 2w

o o(u+ ) o(u — v) = [oW)]* [01(0)]* = [o:(W)]* [0(@)]* [13] %,
o(u +v) o(u — v) = [oW)]* [02(0)]° = [02(w)] [0(v)]* [13]%,
o(u +v) a(u - v) = [oW)]* [03(0)]* - [03(w)]* [0()]* [13]°".

eo(u+v)o(u—v)o(x+y)olx—y)
+o(@+x)o(w—x)o(u+y)o(u—y)
+o(x+u)o(x—u)o(w+y)o(v—y)=0][13]*.

6.1.4 Homogénéité

o(vulvar, vws) =o(vu; v g, v°gs)
=vo(ulwy, ws) =vo(u; &, g3); Vv e C[1]%.

Mais attention :

o(vi) £ o(vulwr, ws) £ o(vit; g, &) # Vo) £ vo(u|w, ws)

=vo(u; &, &)-

6.2 Les fonctions cosigma de Weierstrass

On pourra consulter [11]3, [13]3°, [19]°¢ et [20]¥.

25. p. 1788

26. pp. 635-636 égs. (18.5.6), (18.5.7) et (18.5.8)

27. p. 154 éq. (6.5.2)

28. p.473§21-43

29. p. 153 éq. (6.4.1)

30. p. 153 éq. (6.4.1)

31. p. 153 éq. (6.4.1)

32. p. 153 éq. (6.4.6)

33. p. 631 éqs. (18.2.4) et (18.2.15)

34. p. 529 134(XIV.3) Elliptic Functions. Partie R. éq. (16) et p. 1788 (avec une erreur de
signe)

35. p. 151

36. p. 1935 Weierstrass Sigma Functions éq. (6)

37. p. 448
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6.2.1 Définition

Les fonctions cosigma de Weierstrass sont les fonctions méromorphes,
notées o;; i = 1,2, 3, qui dépendent de la variable complexe u et du
réseaul :

oi(u) = oi(u| w1, ws3) = 0i(u; g, g3); elle sont telles que :

u o(utw;) _ _en,u M 1 2 3 [13] 38

Gi(u) =el o(w;)) o(wj

Les fonctions cosigma sont effectlvement des fonctions elliptiques de
troisiéme espeéce car :

oiu+y)=e"""ou);i=1,23;j=1,2, 3 avec:
a; = 27]]' et b]' = 27]]'61)]'.
Ces fonctions s’expriment avec les fonctions théta :

2 u
MU G q1(s%—
21_1 1+1(2m1) s

oi(u) = e -~ = 1,2, 3, avec (rappel) 6i17 = 6;1(0) [11]%
[13]40.
o1(u) = ez“l 2(2“] [13]%. Alors :

npu” u?

o1(u) = e*1 cos(z35) [T (1 + @) [1+2¢% cos(%4) + ¢ [13]*

3(2;

oo(u) = 62“1 [13]%. Alors :

2

= o -1y2 - nu -
02(u) = e T (L4 21 2 [1+ 247" cos() + -2 [13] 4

u
4(20)1 )

o3(u) = (32“’1 [13]%. Alors :

o3(1) = R [T (1= )2 [1 - 27" cos(Z2) + g*2] [13] .

38. p. 151 éq. (6.2.18) pour la premiere égalité
39. p. 1788

40. p. 151

41. p. 151 éq. (6.2.19)

42. p. 154 éq. (6.5.3)

43. p. 151 éq. (6.2.20)

44. p.155¢éq. (6.5.4)

45. p. 151 éq. (6.2.21)

46. p. 155 éq. (6.5.5)
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6.2.2 Propriétés des fonctions cosigma de Weierstrass

® 6 01(u + ) 01(u — v) = 63 [02(W)] [02(0)] = 6 [o3(w)* [05(@) [13]¥,
63 02(u +0) 02 (u = v) = 63 [01 (W] [01 (V)] + 6} [03 ()] [03(v)]* [13] %,
6} 031 +0) 03(u — v) = 03 [02(W)] [02(0)]* = 03 [01 ()] [01(0)]* [13]#.

Et, en particulier, en faivantv =0 :
0% [o1(w)]* — 04 [o2w)]* + 6% [o3(w)]” = 0 [13]°°.

o (1 +v) 01(1 — v) = o () 01 (1) 02(v) 05(0) + 02(1) 03(1) 0 (v) 01 (v) [13]°",
a(u +v) 02(u = v) = o(u) 02(u) 01(v) 03(v) + 01(u) o3(1) 0(v) 02(v) [13]*,
o(u +v) o3(u — v) = o(u) 03(u) 01(v) 02(v) + 01(1) o2(1) 0(v) 03(v) [13] *°.

Tj; o(u) o1(u) o(v) 01(v)

* 0x(u + v)03(u — v) = 02(u) 03(1) 02(v) 03(v) -
[13]%,

01(u+0) o3(u—v) = o1(u) o3(u) 01(v) 03(v)— 7;2&)6%‘;

2

o(u) 02(u) 0(v) 02(v) [13],

01(1+0) 72(1 =) = 03 (1) 92(1) 01 (2) 012(0)— 2 0 (1) 03() 7(0) 75(0) [13] %
© 03(1) 02(0) 0311 +0) —033(1) 05(0) 021+ 0) = 22 0(u) 0(0) 01 (u+0) [13] 7,
01(1) 91(0) 35(1t + ) = 03(1) 95(0) 011+ 0) = 2 (1) 0(0) 02 (u + ) [13] %,
01() 01(0) 02(1t + ) = 02(1) 12(0) (1 +0) = 2 0(u) 0(0) a3(u+ ) [13]%,

6.2.3 Homogénéité

oivulvwr, vws) =oi(vu; vt g, v°g;)
=oiu|lwi, w3);i=1,2,3;VYveC[13]%.

47. p. 153 éq. (6.4.2)
48. p. 153 éq. (6.4.2)
49. p. 153 éq. (6.4.2)
50. p. 153 éq. (6.4.3)
51. p. 153 éq. (6.4.4)
52. p. 153 éq. (6.4.4)
53. p. 153 éq. (6.4.4)
54. p. 153 éq. (6.4.7)
55. p. 153 éq. (6.4.7)
56. p. 153 éq. (6.4.7)
57. p. 153 éq. (6.4.7)
58. p. 153 éq. (6.4.7)
59. p. 153 éq. (6.4.7)
60. p. 152 éq. (6.2.25)
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Mais attention :

oi(vu) = oi(vulw, ws) = 0i(vu; g, §3) # 0i(u) = 0i(u| w1, ws)
=0i(u; 82, 83);i=1,2,3.

6.3 Expression des trois fonctions elliptiques de
Jacobi de base a I’aide des fonctions sigma et
cosigma de Weierstrass

w7 u

en(u) = 2822 [11]61 et [13] 2,

a3( K )
O‘ u71
sn(u) = £ % [11]3 et [13] ¢,
03\
m] u
dn(u) = (; [11]5 et [13] .

o3( K

61. p. 1788
62. p. 152 €éq. (6.3.4) dans le cas ot w1 = K
63. p. 1788
64. p. 152 éq. (6.3.3) dans le cas ot w1 = K
65. p. 1788
66. p. 152 éq. (6.3.4) dans le cas ot w1 = K
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Chapitre 7

Autres fonctions de Weierstrass

7.1 La fonction dzéta de Weierstrass

A ne pas confondre avec la fonction dzéta de Riemann.

On pourra consulter [11]}, [12] 2 et [19] 3

7.1.1 Définition

La fonction dzéta de Weierstrass est la fonction méromorphe, notée C,
qui dépend de la variable complexe u et du réseau I':

Cu) £ C(u|wy, ws) = L(u; g, $3); elle est telle que :

. s S W) 0,(%)
Cw) 2 Llino()] £ 26 £ 2y 4 71 o2

1 4 5 6 7
o(u) w1 2w 91(%) [1] ’ [11] ’ [12] ’ [13] et
[19]8.

7.1.2 Propriétés
®7= C(a)l)/Z: 1/ 2/ 3

. pp- 528-529 134(XIV.3) partie F : Weierstrass’s Elliptc Functions
. Pp. 239-243 § 1 The sigma and zeta functions

. p- 1935 Weierstrass Zeta Function

. p. 650 éq. (18.10.7)

. p-1788

. p-240

. p. 155 éq. (6.6.8)

. p- 1934 Weierstrass Sigma Function éq. (1)

NN UTHs WD -
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7.1

=v

A
=V

7.1

o L) = 5+ Xy + 35+ 3) [191°.

e C est méromorphe sur C.

o C est I - quasi périodique.

Cu+2nwy +2pw;s) =Cu)+2nm +2pmns; Yy e T [11]1.

Dong, en particulier, {(u+7;) = C(u+2w;) = C(u)+2n;;i=1,2, 3[19] 1.
o C est impaire : {(—u) = —C(u).

e Développement en série de Laurent :

_ 1 & 3 & 5 & 7 g 9 12
C(u) =u s~ ma W~ smzey W~ w0 — - [T
o(u+v) o(u—v)

® o(u+x) o(u—x) o(v+x) o(v—x) = a(;x) [C(u + X) - C(u - X) - C(U + X) + C(U - X)] [13] 13'

.3 Homogénéité

Cvu; v g, v g3)
TCl(u|an, ws) =v i l(u; g, g3); Vv € C 1M

Mais attention :

Cvu) = Cvulwr, ws) 2 Cvu; g, g3) # v Cu) 2 v {(u| w1, ws)
1 C(u; 2, 83)-

4 Théoreme d’addition

C(u +0) = C(u) + C(0) + § ZO= 0 [11] 75,

10.
11.
12.
13.
14.
15.

. 1935 Weierstrass Zeta Function éq. (4)

1788

. 1935 Weierstrass Zeta Function éq. (5), pouri =1
1787

. 157 éq. (6.7.3)

. 631 égs. (18.2.3) et (18.2.14)

1788

T T DT T T
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Chapitre 8

Les fonctions elliptiques de
deuxieme espece

Une fonction elliptique de deuxieme espeéce est une fonction f, méromorphe
sur C, qui dépend de la variable complexe u et du réseau I' :

fu) = f(ulwr, ws) = f(u; g2, 33); elle est telle que :
flu+y)=wifu);peC;YueC;i=1,3[11]"

Elle n’est donc pas, a strictement parler, une fonction elliptique.
Exemple

Pour des constantes p € C et r € C la fonction f telle que :

f(u) = ef* ‘”(‘ )T est une fonction elliptique de deuxieme espece [11]2.
Alors p; = e?P@i=2ri ;i =1, 3[11]°.

1. p. 529 134(XIV-3) Elliptic Functions. Partie G. éq. (12)
2. p. 529 134(XIV-3) Elliptic Functions. Partie G. éq. (13)
3. p. 529 134(XIV-3) Elliptic Functions. Partie G. éq. (14)
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Chapitre 9

Les fonctions elliptiques ou
fonctions elliptiques de premiére
espece et leurs inverses

Les fonctions elliptiques — ou fonctions elliptiques de premiére espece
— sont des fonctions méromorphes de la variable complexe doublement
périodiques. Soit P I'ensemble de toutes les périodes de la fonction ellip-
tique; c’est un groupe additif. Et soit y; = 2w; et y3 = 2w; une base de P.
Alors y; et y;3 sont appelées périodes fondamentales de la fonction ellip-
tique et le parallélogramme de sommetsa, a+y1, a+ys, a+yi1+y;;VaeC
est appelé parallélogramme de périodes fondamentales. Nous avons vu
que le plan complexe est couvert par un réseau I' de parallélogrammes
congruents, appelés parallélogrammes de périodes obtenus en translatant
le parallélogramme de périodes fondamentales par ny, +pys; (n, p) € Z2.

Une fonction elliptique est donc une fonction f, méromorphe sur C, qui
dépend de la variable complexe u et du réseau I':

fu) = f(ulan, ws) = f(u; g2, g3); telle que :
fu+y)=f(u);,YvueC;Vyel.
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9.1 Les fonctions g et ¢ de Weierstrass

On pourra consulter [3]7, [11]2, [12]3, [14], [19]* et [20]°.

9.1.1 Définition de la fonction p de Weierstrass

La fonction p de Weierstrass est la fonction méromorphe, qui dépend
de la variable complexe u et du réseau I';

() = p(ulwr, ws) = 9(u; g, g3); elle est telle que :

Z ’ 2
A 7y A 0;” _ L 91(#)9] (ﬁ)_[a](ﬁ)l

plu) = =C'(u) = 12020, 4ol (61 () '
Propriétés

o p(u) =1+ Z;/er[ﬁ — %] ;ueC[14]°.

e 9 est méromorphe sur C.

e o est I'-périodique : p(u +y) = p(u); Yy €T.

o © est paire : p(—u) = p(u).

e Développement en série de Laurent :

W) =u?+3Gu* +5G3u* +7G4ul +...[10]7 et [12] 8 et :

8
247213

Fst
2535313

10

2
_ 2, & .2, 8 .4 & .6, 388 8
pu)=u tos Ut o U+ s U+ ey U + ( +

2
+ 2!+ [1]°, [11] 7 et [20] M.

e o est d’ordre 2 [10] 2.

)u

pp- 30-32

pp- 528-529 134(XIV.3) partie F : Weierstrass’s Elliptc Functions
pp-7-11§2

pp- 1930-1933 Weierstrass Elliptic Function

pp- 429-461 Ch. XX

p-33éq. (1)

p- 89

p- 10

pp- 635-636 qui proposent 19 termes du développement!
. p.- 1787

. p. 437

12. p. 85

PN L=

—_
— O\
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o(u+v) o(u—v)

* ror = PO — o) [13] 7.

® 9(11) = p(ewn) + ;’;(;312 [13]*,
p(u) = p(wn) + [;;gy]z (131",

P(1) = p(ws) + WL 13,

Homogénéité

pu; v, v0gs)
=v2p(u|wr, ws) =v2p(u; g, g3); Vv € C[1]Y,[10]'8 et [20] °.
Mais attention :

p(vu) 2 p(vulwy, ws) 2 pvu; g, g3) v 2 ) 2 v 2 p(u|w, ws)

2v20(u; g, $3)-

Valeurs de la fonction ¢

Soient e; = p(w1), €2 = P(w») et e3 = p(w3). Alors :

) o 20
ey G — ) 18]

ey = p(w1) =
e o
er = (@) = o G — 3 [13] 2

0 0’
3 = plas) = iy (5 - 5) 11312

On a également :

2 (64+6%)

e = [1]% [13]%,

1202
13. p. 158 éq. (6.7.5)
14. p. 158 égs. (6.7.9) et (6.7.10)
15. p. 158 éq. (6.7.11)
16. p. 158 éq. (6.7.12)
17. p. 631 éq. (18.2.2) et (18.2.13)
18. p. 85
19. p. 439
20. p. 160 éq. (6.7.29)
21. p. 160 éq. (6.7.30)
22. p. 160 éq. (6.7.31)
23. p. 650 éq. (18.10.9)
24. p. 182 Exercice 4

78



72 (04 —6*
er = 0 11725 113] 2%,

12a)
7T (6 +6% ) 27
es =~ (117 [13]%
_ (@2-mK? M)K 2 _ @m-1)K? 30 _ _(m+hHK? 31
e = [11%, e, = Z2DE [1] %0 et oy = D [q)
1 1
_ ﬂ293
€ — €63 = e’
_ ™0
€1 —e3 = T
_ 0
61 —6 = 40)% .

9.1.2 Définition de la fonction ¢ de Weierstrass

La fonction " de Weierstrass est la fonction méromorphe, qui dépend
de la variable complexe u et du réseau I';

O () =9 (ulwy, ws) = 9'(1; g, g3); elle est telle que :

, A . 102 02(357) 05(55-) Oa(7-)
0/ £ ~C() £ -5 SELAE (1)
m]

1

! 4L 44 s 613 0 (Zw ) 3(2()1) a( Zw
Y (u) - _C (Z/l) - _4(4)% 0205 0, [01(7 NE

>

[1] 33

Tuy
Propriétés
oo u)=-2Y o ﬁ ;u€ C[11]3% et [14]%.
e ¢ est méromorphe sur C.
o o est [-périodique : 9 (u+y) = ¢ (u); ¥y € T.
e o estimpaire: @ (—u) = —g (u).

25. p. 650 éq. (18.10.10)
26. p. 182 Exercice 4
27. p. 650 éq. (18.10.11)
28. p. 182 Exercice 4
29. p. 649 éq. (18.9.1)
30. p.éq. (649 18.9.2)
31. p. 649 éq. (18.9.3)
32. p. 1787 mais avec une erreur
33. p. 650 éq. (18.10.5)
34. p. 528

35. p. 35
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e Développement en série de Laurent :

W) ==2u3+6Gu+20G3u® +42G,u’ + ... et:

2 3
’ - -3, 8 83 .3 8 .5 38283 .7 8> 5g§ 9
goz(u) =2u”+ Ut St oW+ g U+ (GEen T Ean) U
8583 11
+—23527111/l + ...

e 0 est d’ordre 3 [11]°.

’ _ _20ox(wos(w) _ _ oQu) 37 38
hd p (u) - [(T(I/L)]S - [O'(ll)]4 []'3] et [11] .

Homogénéité

P ;g v g
=v39 (ulw, ws) =v39(u; g, g3); Vv eC

Mais attention :

SOI(V,u) Lo (vulw, w3) 29 (Vu; 9, 83) F V2 Q) 2v39 (ulwi, ws)
2 v (u; g, 93).

Zéros de la fonction o’

9 (1) = 9'(w2) = 9 (w3) = 0.

En effet ¢ est impaire et de période 2w;;i =1, 2, 3 et alors
9 () = -9 (-w) = -9 Qi —w) = —¢ (w;) soit p'(w;) =0;i=1,2,3
QED.
Equation différentielle vérifiée par p

La fonction p est solution de I'équation différentielle non-linéaire :

[0’ W)]" = 4[p)]’ - g2 9(u) - g3 ; avec p(0) = oo.

Le discriminant du second membre est A £ g3 — 3% ¢2. Alors on constate
aisément que : A(vT) = v 2 A(T); Vv € C [1]%.

On va poser :

36. p. 528

37. p. 158 &q. (6.7.8)

38. p. 1788 mais avec une erreur : 9 (2u) au lieu de ¢’ (1)
39. p. 631 éq. (18.2.8)
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T=T{) =r-%2t-% =(t—e))(t—e) (t —e3) car ey, e; et e3 sont, d’apres
ce qui précede, les 3 racines de I'équation T(t) = 0. Par conséquent [11] % :

e1+ex+e3 =0,

e16r +exe3+eze; = —g4—2,

e16r63 = % Soient [1] 41 :

H} £ (e1—e))(e1 —es) =3ef — F =2ef+ - € C,

H2 2 (e —e1)(er—e3) =32 — £ :Ze§+4g—j2 e C,

Hi2(es—e)(es—e) =33 - F =265+ € C.

Et A = 2% (e, — e3) (e3 — e1)* (e1 — e2)” [1]%2.

On va se restreindre maintenant, comme la majorité des auteurs, au
casolt g € Ret gz e R[1]1%. Alors A = g; -3° ¢ € R.

Si g3 < 0 grace a la propriété d’homogénéité avec v = i on constate
que v®g; =i %g; = —g3 > 0. On peut donc toujours se ramener au cas

ol g3 > 0, ce que nous supposons désormais (sauf pour un cas lorsque
A=0).

e Si A > 0 on suppose g3 > 0. Les 3 racines ey, e, et ez sont distinctes et
réelles. Posons e; < e; < e;. On constate plus précisement que :

es < ey < 0 < e, 1'égalité ayant lieu si g5 = 0.
H? > 0; posons H; = \/I?% >0 [1]%,

H; < 0; posons H, = \/—7Hgi [1]%,

H; > 0; posons H; = \/I?g > 0 [1]%.

e S5i A < 0 on suppose g3 > 0. Les 3 racines ¢j, e, et ez sont distinctes;
I'une est réelle et les deux autres complexes conjugées. Posons e, € IR,
e1 =& +nietes = =& —ni,avec 1 > 0 (¢ nombre complexe conjugé
de ;). On constate que :

e, > 0 (égalité si g3 = 0) [care;ere5 = 2 (82 +1%) = £ > 0],
E>0(care; +e,+e3=-2&+e,=0s0it & =2 >0).

40. p. 1787
41. p. 633 égs. (18.3.5) et (18.3.6)
42. p. éq. (629 18.1.8)

43. p. 629

44. p. 633 éq. (18.3.12)

45. p. 633 éq. (18.3.13)

46. p. 633 éq. (18.3.12)
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H; = (e, + &2 +n*>0; posons H, = [H2[1]%,

H; =-2n*+ 217 (e2 + &)i, avec I < arg(H3) < 7 (égalite si g3 = 0); soit
alors Hs tel que £ < arg(Hs) < % (egahte si g3 =0) [1]*.

Hl = FS [1] 49/

distinctes [1

¢ Si A = 0 on ne suppose plus g3 > 0. les 3 racines ey, e, et e3 ne sont pas
] 50

oCasl: g >0etg3 <0

e1=e, =213 g2 > 0,65 =3 g7 < 0. Alors:

ez<0<e =e.

H1:0/

H2:0/ Ny
Hy=3e; =213 g2 >0.

oCasll: g, >0et g3 >0

=33 gé >0,e,=e3=—-2"13"2 82% < 0. Alors :

63:€2<0<€1.

Hy=-3¢,=273}g] >0
H2:0/
H, = 0.

oCaslll: g, =0etg3 =0

61262263:0.

H1:H2:H3:0.

Théoréeme d’addition

P +0) = —p(u) — p(o) + 1 [LW2O gfj;)] [11]%, [12]% et [19]%.

47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.

p- 633 éq. (18.3.12)

p- 633 éq. (18.3.13)

p. 633 éq. (18.3.13)

pp. 651-652 § 18.12

p. 1787

p- 14

p- 1932 Weierstrass Elliptic Function éq. (50)
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” 2
Et, en particulier : p(2u) = -2 p(u) + [29] [12] 5

9 ()

P+ ;) = e;+ DDk 1= 1,2, 3[11]%,

p(u)—e;

Calcul de ket m, k' et m;, Ket K etE etE’

Ce calcul est possible grace aux fonctions théta de Jacobi présentées
précédemment [20] >°.

La connaissance de w; et w3 conduit a 7 = z—f (rappel : on suppose
1€ H)puisag 2 e

On calcule ensuite — en général numériquement et si possible analyti-
quement — (cf. exemples I et II ci-apres) les sommes infinies suivantes :

0= Y7 g™V =20 (14 @P+ g0 +q2+ 0 +..)[1]7,
ngzﬁ_mqlz =1+2@@+q*+q°+q+...)[1]%,
0s= Y o (-1)'q" =1+42(=q+q* = ¢° + 4" —..) [1]% [20]©".

Et on a la relation 6; + 6; = 65 [1]°".

On en déduit :

02 ot ., R , o*
— — 12 - 22 — 4 — 172 _ “4 : — N2
—Qéetm—k —Qg,k—ggetml—k —egpmSK—ze_%'

On obtient K, K', E et E' par calcul des intégrales elliptiques completes
de premiere et deuxiéme espéces (il y a donc deux manieres de calculer K).

Calcul de g, g3 et A

Nous avons vu que g, = 27235 Gy(1)w;* et g3 = 2757 G5(7) w;° et on
suppose (rappel) que g» € Ret g3 € R; g3 > 0 (sauf dans un cas lorsque
A =0) et donc que:

A=g-3¢2=283352225[Gy(1)]’ - 72[Gs(7)"} wi? € R.

54. p. 14

55. p. 1787

56. p. 479 exemple 3

57. p. 579 éq. (16.38.7)

58. p. 579 éq. (16.38.5)

59. p. 579 éq. (16.38.8)

60. p. 479 exemple 3 mais il y a une erreur de signe
61. p. 579 éq. (16.38.8)
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Lien avec les fonctions elliptiques de Jacobi

e S5i A > 0 les 3 racines ey, e, et e3 sont distinctes et réelles et on a posé
e3 < ey < eq. Soit alors :

A 2 ) A

v -, mE 22 etmy 2 222 (onabienm +my = 1), et:
(e1—e3)2 Qe

y(i) £ ey + (er — e3) [es(2 | m)]* ou :
y(1) 2 ey + (o1 — e3) [ds(2% | m)]” ou:
y(u) £ e5 + (&1 — e3) [ns(22 | m)]*.

En effet il est aisé de démontrer que les trois expressions précédentes
de y(u) sont identiques.

Alors, par dérivation :

y () = =2 (e1 — e3)? [en(2 [m)] [dn(2 |m)] [ns (2 | m)].

Ona y(0) =0 et % = Tly(u)].

En effet les deux membres de cette équation différentielle du premier
ordre sont égaux a :
(1 = e3)° Ins(3 [m)]*+3 (e1 — e3)” &5 [ns(Z [ m)]'+(e1 — es)” (ez—¢3) Ins(3 | m)]'.

Les deux fonctions y et ¢, qui satisfont a la méme condition initiale
et a la méme équation différentielle du premier ordre, sont égales et, par
conséquent :

p(u) = e1 + (e1 — e3) [es(2 | m)]2 [11]%% ou:

p(u) = e + (e1 — e3) [ds(32 | m)]2 [11]1% ou:

o) = e5 + (e — es) [ns(2% | m)]” [11]% et [15] 5 et :

o' (1) = =2 (er — e3)* [eon (2 |m)] [dn(22 | m)] [ns(24 | m)].

De plus comme on a supposé g3 > 0 on constate que 0 < m < § [1]%.

Il est alors aisé de vérifier les relations suivantes, données par [1] .

62. p. 1787

63. p. 1787

64. p. 1787

65. p.23

66. p. 649 éq. (18.9.10)
67. p. 649
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_ (2—7:));(2 [1] 68, M [1] 69 ot e3 = _ (m+1)K? [1] 70’

3w? 3w?

4 (m2-m+1) K* 4(m-2) (2m-1 1) K°
= (m 3?:1)% ) [1]7! et g5 = (m=2) 2n;m‘;)(m+ ) [1]72.
A = 16 m? (m1_21)2K12 [1] 73’

a)l

wy = —F— [1]™ et [15] 7, w3 = i[1]7¢ et [15]77

(e1—e3)2 (e1— 63)2 )

Wy = —W] — W3, T= Z_? = —letq—e”” =%
Et:
A K[3E+(m—-2)K
m 2 Clwr) = SBEEDE o (o) — e3)2 (E- -2 K) [1]7® et [15] 7,

M 2 Clws) = B2 = (o) — o)} (B + 22 K)i [1]% et [15] .

e SiA<O0les 3 racines e, e; et e3 sont distinctes ; on a posé e, réelle et ¢;
et e3 complexes conjugées. Soit alors :

- 382 - etmy = —+3ﬁ(onab1enm+m1 =1),et:

A1
m=;

1+cn(2H7 ulm)
y(u) = ey + Hy ———5—.
1-CNQH; ulm)

Alors, par dérivation :

, 3 81 2H2 dn 2H2
y (1) = —4 H2 ulm) - ( Zulm).
[1-CNQ HZ ulm)]

Ona y(0) = 0 et [y,%)] = Tly(u)].

En effet les deux membres de cette équation différentielle du premier
ordre sont égaux a :

68. p. 649 éq. (18.9.1)
69. p. 649 éq. (18.9.2)
70. p. 649 éq. (18.9.3)
71. p. 649 éq. (18.9.4)
72. p. 649 éq. (18.9.5)
73. p. 649 éq. (18.9.6)
74. p. 649 éq. (18.9.8)
75. p.23

76. p. 649 éq. (18.9.7)
77. p.23

78. p. 649 éq. (18.9.13)
79. p.23

80. p. 649 éq. (18.9.14)
81. p.23
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1 1 2
H2 [1+C1’1(2H,§ ulm)| {2 Ho+3 e2)+(2 Hy—-3 e2) [CN(2 H} ulm)] }
3 .
[1-Cn(2 Hz% ulm)]

Les deux fonctions y et p, qui satisfont a la méme condition initiale
et a la méme équation différentielle du premier ordre, sont égales et, par
conséquent :

1+CNn(2 H ulm)

P(u) =e, + Hp [1]% et [15] % et

1- (:1r1(2H2 ulm)

Zum ujm
o (1) = —4H; 21 )df‘(ZHz ") 11184 et [15]%.

[1—cr1(2H2 ulm)]

De plus comme on a supposé g; > 0 on constate que 0 < m < 1 [1]%.

Il est alors aisé de vérifier les relations suivantes, données par [1]¥.

2m-1)+6 (m— m2)2 i Kz [1] 88 ey = 2(1-2m) K? [1] 89

€1 = 3w 3w§
2
ete; = (2m-1) 36(7211 m )2 i K2 [1]90,
4(16m>=16 m+1) K* 8(2m-1) (32m?>-32m-1) K®
g = (16m 3wgm+ ) [1]% etgs = @m=1)( Z;rtwg m=1) L1192
256 (m—m?2) K12
A= _(mw—g) [1]%.
_ _K 94 A _ _Ka 119 fy.
a)z———l[].] eta)z—a)3—a)1——Tz[1] . Et:
H;
A K[6 E+(4m-5)K ’ r]a)+n1
M = C(a)z) = % [1] 96, A C( 2) 2 [ ]97
82. p. 649 éq. (18.9.11)
83. p.24
84. p. 649 éq. (18.9.12)
85. p.23
86. p. 649 éq. (18.9.10)
87. p. 649
88. p. 649 éq. (18.9.1)
89. p. 649 éq. (18.9.2)
90. p. 649 éq. (18.9.3)
91. p. 649 éq. (18.9.4)
92. p. 649 éq. (18.9.5)
93. p. 649 éq. (18.9.6)
94. p. 649 éq. (18.9.8)
95. p. 649 éq. (18.9.7)
96. p. 649 éq. (18.9.13)
97. p. 649 éq. (18.9.14)
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e Si A =0 les 3 racines ey, e; et e3 ne sont pas disctintes.
oCasl: g >0etgs <0.Soit alors :

361

2
y(u) £ =21 +3e; {coth[(Ber)? ul) = e; + —.
{sinh[(3e1)2 u]}

Alors, par dérivation :

Y (1) = -2 (3ey)? M
{sinh[(3 ) z u]}
Ona y(0) = et [/ _ Tlyw)].

En effet les deux membres de cette équation différentielle du premier
ordre sont égaux a :

(36 )3 1+{smh[(3@1)2 u]
{sinh[(3 61)2 ul}

Les deux fonctions y et o, qui satisfont a la méme condition initiale
et a la méme équation différentielle du premier ordre, sont égales et, par
conséquent :

A 1 2 3e
() £ =261 + 3ep {coth[(Be1)? u]} =63 + ——— [1] P et [15]* et
{sinh[(3e1)2 ul}

go'(u) ) (38 )2 cosh[(Sel)Z u]
{sinh[(3 61)2 u]}
o Casll: g > 0et g3 > 0. Soit alors :
y(u) £ =2, —3es [cotl(-3ex)? ul) = - — 22—
{sin[(-3¢e2)2 u]}
Alors, par dérivation :

y(u) = 2(—332)% M
{sin[(-=3e2)2 u]}
Ona y(0) = o et [y - Tly(w)].

En effet les deux membres de cette équation différentielle du premier
ordre sont égaux a :

98. p. 651 éq. (18.12.3)
99. p.24 A =0 (B)
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2

(_3 62)3 {COS[(—3€2)% ul}

1 6
{sin[(=3¢2)2 ul}

Les deux fonctions y et ¢, qui satisfont a la méme condition initiale

et a la méme équation différentielle du premier ordre, sont égales et, par
conséquent :

ordre sont égaux a u~°.

NI=

2
ul) =ep— —22—— 1] et [15] ' et :
{sin[(-3e2)2 ul}

P(u) = —2e—3e {cot[(-3er)

80/(71) =2(-3 32)% M

1 3"
{sin[(-3¢2)2 ul}
oCasIIl: g, =0et g3 =0. Soit alors :
2

y(u) =u>.
Alors, par dérivation :
y(u) = -2us.

On a y(0) = oo et LI = T[],

En effet les deux membres de cette équation différentielle du premier
6

Les deux fonctions y et ¢, qui satisfont a la méme condition initiale

et a la méme équation différentielle du premier ordre, sont égales et, par
conséquent :

pu) Zu?et:

Q) =-2u>s.

100. p. 652 éq. (18.12.27)
101. p.24A=0(A)
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Exemples

Exemple I

Soit T = i et donc g = e7". Alors on peut montrer que :
0,2 Y2 | qtd =27 iT(d) = 0,91357913..,

6:2 Y2 . q° =272 wiT(}) = 1,08643481... et
0,2 T2 . (-1)'¢" =271 iT(d) = 0,91357913....

Et on a la relation 65 + 0} = 65 = 27211 [l"(i)]4 = 1,39320392.... On en

déduit :
03 V2 63 r 63 V2
-2 ], = N2 — 22 _712_1 — 24 _ 1, = N2
—gg—kl—2etm—eg—k1—2/k—9§—kl—2et

m=S=K2=k=1

1= gt 1= 2

Cette valeur k; du parametre k correspond a la plus simple des valeurs

singulieres [19] %2, Alors :

K=262=22r%[T(H)] = 1,85407467... [1]'%3, [3] 14 et [19] 5.
K =K.

E=223m3 [T + 7 [T(3)]7 = 1,35064388... [19] 6.

E =E.Donc:

E-1K=mi[T(H)] = 0,42360654....

Et on vérifie que KE + K E— KK = 2KE - K? = T = 1,57079632....
Ga(i) = 2737157 2 [I(1)]° = 3,15121200... et Gs(i) = 0.

§=23m 2 [[(H] 0t g3 =0et A =22 o I wi™.

102
103
104
105
106

. pp- 540-543 Elliptic Integral Singular Value et Elliptic Integral Singular Value-k;

. p- 658

. p-25Th. 1.7

. p. 540 Elliptic Integral Singular Value et Elliptic Integral Singular Value-k;
. pp. 542-543 Elliptic Integral Singular Value-k;
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Sous-exemple 1.1

Soit w; € R; on suppose w1 # 0. Alors ws = wyiet wy, = —wq (1 +17):

Figure 13 : Sous-exemple L.1.

Alors :

g =287 [I’(i)]8 wi*; g2 € R; g > 0 et g3 = 0. Et on est bien dans le
cas r € Ret g3 € R; g3 > 0. De plus :

A=2"2%p" [F(%)]24 w;?; A€ R; A >0.0nest donc dans le cas A > 0.
, 1 1
Etant donné que T(t) = £* — £+ = (t - 27! gé) t(t+27'g2),ona:

e =2"gl =25 T w?,

e, =0et

es=-21g! = 25 [T(H)] w2
H2=2"¢g, =27 22 [I(H] w* > 0,
H2=-22g =202 [T(Y o <Oet
Hi=2"¢=2"n" [1"(}1)]8 w* > 0; soit :
Hi=2%g =273 ' T o,

H, =271 gz% i=25nx"1 [l"(i)]4 witiet

Hy =27t gl =2 [T w2,

On en déduit :
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2

o) =27 [T w2 [27 + (e 2 ) e w3 g
a 2
! (sn{z- 2n‘7 [CCHP lwnl ™ uld1)

_2 (dny2- 277_7[1"( P Ja| ™! uly }D

=24 (3 )N w
(SN2} TP o ull)
=2"4n! [F(i)] w2 [-27 + —! sl et:
(SN22 772 [T o uld))

3 i2” 27T_f[T( Dl o~ i }dHZ 2773 [T(z )] |~ ulg }

') =23 I w

(sn{2- 277b (r(; )]] leon ™" w3 }D

On obtient 2 nouveau m = k* = 3 donc k = g et my = k'? = § donc

kK = % De plus comme g3 = 0 on Vérifie, bien que 0 < m < 1 (puisque
m = 1). Et on peut a nouveau calculer K = K' etE = E'.

On vérifie alors les relations données précédemment par [1] 1%

e1, e, e3; &, 835 A; w1, w3, wy; T; q. Et on obtient :
m = Cwr) = 22w
M = Cws) = 272w i

i=-mi

Sous-sous-exemple 1.1.1 : réseau des entiers de Gauss

pour

Onaw; =1 alors ws = Jietw, = —3(1+1i).Donc:
@ =274 2 [T(H)]° = 189,07272012..., g5 = O et

A =227 [T(4)]* = 0,67590649... 107.

ey =23 [T(4)] = 6,87518581..., ¢ = 0 et

e = 21 [T(4)]* = —6,87518581....

Et on en déduit :

2
(cnE 71 rhHP uld)) I

p— —_ 4 -
o) =22 [I(H] [278 + T2 2
(SNt a1 [T(H] ulil)

4 (dne-t 7 r)P iy’

-1 [r(%)] _1 2 2
(sn2-1~ 1 [r(H1 uld)

=22 T -2 + 1 Jet:
(sn-1 w4 k)l

6 cnp-ln i P ulydnge-t e i [r(}l)]zm%}

o) =221 3 [I(})]
(sSnp2-'rn" i ) M|z][)

=C(}) = £ =1,57079632... et
M = C(30) = -%i=-1,57079632...i = —n i.

107. p. 649
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Sous-sous exemple 1.1.2 : cas de la lemniscate [1] 1%

Onaw; = K =227 [T(1)]* = 1,85407467... alors
ws = Ki=2273 [[(})]"i = 1,85407467...1 et
wy = —K(1+i) = 2273 [[(3)]° (1 + i) = —1,85407467... (1 + i). Donc :
@2=1,9=0etA=1.Ete; =3¢ =0ete; = —1.
Et on en déduit :
[eneh _ dnedy’ _ 1 et
[snwh  [snwhi [snlH’

pu) =27"+

cnll) dngl)

"(u) = =2
9 (1) (SNl

m = 221 [T} = C(1,85407467...) = 73 [[(3)] ™ = 0,42360654...
et
s = C22 o [T} = (1, 85407467... ) = —m? [T(3)] 2
= —0,42360654...i = —1; i.

Sous-exemple 1.2

Soit w; = 3 (1—i)|w,|alors ws = iwy = 5 (1+1) |ws| et wy = —|wsl; wr € R;
w, < 0. Etdonc w, £ ws — w1 = ilwsl.

Figure 14 : Sous-exemple 1.2.
Alors :

g =272 [F(i)]8 lwa| ™ < 0et g3 = 0. Et on est bien dans le cas g, € R
et g3 € R; g3 > 0. De plus :

108. pp. 658-662 § 18.14
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A= 271876 [1"(%)]24 lws|™; A € R; A < 0. On est donc dans le cas
A <.

Etant donné que T(t) = £ — &t = [t + 271 (=g,)2 i] £ [t — 27 (—g2)? i], on

=271 (~gy)? i = 27 T fwal 2 = —& + 1y,
6 = Oet ,
e3= =271 (=gy)2 i = 274w [T(D)] a2 i = =& — i avec :
g=0etn=2"m" [T(H)] w2 > 0.
H2=2"g, = 27 72 [TA)] ool ™ < 0,
H2 = —22¢, =282 [T fwal ™ > Ot :
H2 =27 g, = =27 2 [IH)] |wal ™ < 0.

Hy = =277t [I(
H, =271 [F( )
Hy=2"7%m" [F(%)] 1|602|_
On en déduit :

() =274 [T jaal”

411)] 1|602|
1 s

2 1+CN{27 1 1~ 5 r) W lwa| '3}
1-cn2-1 72 TP wal 1)

et:

2
3 SN2 w2 TP ol 113 ANt 72 TP wal 1)

’ ” _2- 47-(—7 T a
P (1) = L)1’ |l (1-cni2- 72 (TP ool 131)

On obtient a nouveau m = k* = 1 donc ky = % et my = k* = 3 donc
kK = % De plus comme g3 = 0 on vérifie bien que 0 < m < 1 (puisque
m = 3). Et on peut & nouveau calculer K = K et E=E'.

On vérifie alors les relations données précédemment par [1]'” pour
e, €, €35 §2, §3; A; @y et w,,. Et on obtient :

M £ C(w) = 25 (E-5) = 27" mjw,|™

My 2 (w)) = Cilwnl) = 27" milan™ = in,.

Sous-sous-exemple 1.2.1

Soit |w,| = 3. Alorswy = ; (1—i), w; = -3 etws = 3 (1+i)etdonc w, = 3 i.
Donc :
109. p. 649
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g = 2212 [T(3)]° = —756,29088051...
A = =26 [T(4)]* = —0,43258015... 10°.
ey =22t [T(4)]"i = 13,75037163...1, ¢, = O et
ez =—27271 [1,(%)]41. = —13,75037163... 1. Et on en déduit :
4 1+cn{n‘% INES ALY
1-cnn2 TP

p(u) =272 [[(7)]

2

6 snim 2 [Ty dnge 2 Pl
(1-cnim 2 [r(hHPIL)

m 2 —%) = -1t = -3,14159265....

17’2 2 C(% i) —mi=-3,14159265...1i = n, 1.

o' (1) =212 [[()]

Sous-sous exemple 1.2.2 : cas de la pseudo-lemniscate [1] 10

Soit Jws| = 273 w3 [[(1)]* = 2,62205755.... Alors :
wy =273 2 [T (1 - i) = 1,31102877... (1 — i),
wy = =273 w3 [T(H)]® = —2,62205755... et
ws =273 2 [T(H)]* (1 + i) = 1,31102877... (1 + i) et donc :
w, =273 13 [[(1)]Pi = 2,62205755...i. Donc :
g = —1, A=-1
e = %l.,ez =Oet€3 = —%l
| 1+CN@2 uld)

T et:
1-CNQ22 uld)

Pu) =2

o) = 23 sne? ”'%)C}n(z%zul%)-
[1-CNQ2 uld)]
A -5 =5 2 2712 h
7 5:95({);31 1 7 [T} = (~2,62205755...) = —27 73 [T(1)]

M, 2 0273 3 [T i) = T2, 62205755...) = =23 703 [[(4)] i
= npi ~ —0,59907011 .

2

110. pp. 662-663 § 18.15
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Exemple 11

=)

_I

Soit T = jetdonc g = —e~ 2 i. Alors on peut montrer que :

6,2 T2 . qtd = 2753831 - 1) 7 [P = 0,51315180...
;£ Y2 " =283t [T()]} = 1,00866684... et

1 2
Os2Yy (1" =2"53:32+1)" n? [r(l)]g =0,99133315....

Et on a la relation 6; + 6; = 63 = 27332 4T (%)] =1,03512066.... On
en déduit :

k= 9_5 = ks =273 (31 = 1) = sin & = 0,25881904... et

m= 2= k2 “2(2 - 31) = 0,06698729...,
K =2 =2"2(32 +1) = 0,96592582... et
my = 2 _k2 272(2 + 32) = 0,93301270....

Cette valeur k3 du parametre k correspond a la troisiéme des valeurs
singulieres [19] . Alors :

K=1262=233in' [T} =23 mi T [TR)] = 1,59814200...
[1] 112, [3] 113 et [19] 114.

K = V3K =2733i ' [T(H)] = 2,76806314....

) T T
E =~ \/_+1K (%)2[(1_’_ )() ()]

43 K 243 r(2) I“( )
=1,54415049... [19] '°.
' _mN3 1, N3l Va3 Q) | V31 [R)
E= 4 , + 243 K = 2 [31 I(}) + 231 1“(%)]

=1,07640511... [19] '®. Donc :
—_ 3n 1
6E+(4m—5)K— mi
Et on vérifie que KE +K E-KK = 7 =1,57079632....

Ga(j) = 0 et Ga(j) = 27857 771 w® [T(3)]" = 5,86303169....

111. pp. 540-543 Elliptic Integral Singular Value et Elliptic Integral Singular Value-k3
112. p. 653 éq. (18.13.15)

113. p. 28 Exercice 6 d

114. p. 540 Elliptic Integral Singular Value éq. (6)

115. p. 543 Elliptic Integral Singular Value-k; éq. (8)

116. p. 543 Elliptic Integral Singular Value-k; éq. (9)
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§=0,83= 220 [T(1)]° w et A = =233 12 [T(1)]* w}™2.
Sous-exemple 11.1

On suppose |w| # 0. Soit wy = —|ws| j alors w; = —|wa| j? et wy = —|wal;
wr €R; wy < O.Etdonca)'2 L w3 —w; = V3|wli:

1

Figure 15 : Sous-exemple II.1.

Alors :

@ =0etgy=2"127"° [l"(%)]18 lw,|® > 0. Et on est bien dans le cas g» € R
et g3 €R; g3 > 0. De plus :

A=-223 2 [[(H)]* oyl ™; A € R; A < 0. On est donc dans le cas
A <O.

Etant donné que T(t) = £ — £ = [(t - 273 g3% j(E—273 gé) (t-273 g§ ),
ona:

=23 gl j= 278 2 T lwal 2 j = —& + 1,

ey =273 gé =25 ;2 [F(%)]6 lw,| % et

es=2%g) =24 m2 [T w2 2 = —& — i ; avec :

£=21gl =2 ¥ 2 [P jwal® > Ot

n=2%3t gl =273 2 [P(L)]° jawal > 0.

2
H>=2733g) =233 [T()]" |wa™ /%
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H2 =273 3g§ =2"3374 [T(%)]12 |~ et
H2=213g0 j=2 %3m0t T()] faal ™ j

Hy =233k gl j= 278 38 2 [T faoal 2,
Hy=2334 gt = 2% 38 n 2 [T(1)]° jaal 2 > Ot :
Hy=-2743b gl 2 = 274 38 m2[T(1)]° ol 2.
On en déduit :

11423 35 7! [T japl ! ul2 (2_3%)}D

_u 6 - 1
p(u) = 275 T2 [T(H)] Jawal (1 + 32 _ D) et :
1-Cn{2~ 334 i [r(s)] lwa| ™t u2-2 (2-32)}

’ 9 _
0 (1) = =231 13 [T |wsl
snd 31 7! )1 jwol™! 2 2<2 shydnie 3 38 n )P jwo ™ w22 - ahy”
(1-cny2” 531 1 TG W ool ul2-2 (2 32)[)

On obtient a nouveau m = k2 = 272(2 = 32) donc k3 = 273 (37 — 1) et
m =k*=272Q2+ 3%) donc K =273 (37 + 1). De plus comme g; > 0 on
vérifie bien que 0 < m < 1 . Bt on peut a nouveau calculer K et K' et E et E.

On vérifie alors les relatlons données précédemment par [1] "7

e, €, €3; §2, 935 A; Wy et w,,. Et on obtient :

pour

M2 (wn) = —271372 || ™
M, 2 wy) = U(VBlwal)i = —27 tlwol Vi = V3nai.

Sous-sous-exemple 11.1.1 : réseau des entiers d’Eisenstein

N|s

Soit |w,| = 3. Alors wy = -1 j, w, = -1 et ws = -1 j* et donc w, =
Donc :

g5 =270 ¢ [T(1)]" = 820,82443707...,

A=-27233 72 [F()]* = 0,18191324... 10%,

e1=—E+nie= 2-5 2 [l"(%)]6 = 5,89834396... et e3 = =& —ni; avec:

£ =279 2 [I(1)]° = 2,94917198..,

n=2"%312[T(})]° = 5,10811571.... Bt on en déduit :

1 1423 38 ol ()] w22 (2_3%)}[)

=27 2 [T (1 + 3} t:
() = G )] (1+ 1-Cni273 34 o1 1P ul2-2 2-32)) ©

117. p. 649
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/ 9
9 (u) = 27231 n 2 [I(})]
2
sn2- 331 n1 rd )7 ul2 2(2 32)}dn2 3341 [r( )T ul22 (2— 32)}
(1-cny 23311 [ra )W ul22 2 32)}D

T]zéC(—i):—j-
C( z)——m— \/_1721

Sous—sous—exemple I1.1.2 : Cas anharmonique [1]'®

Soit Jws| = 272w [T(H)]° = 1,52995403.... Alors :
W = =22 [T j = —1,52995403... j,
wy = 22 [T = —1,52995403... et
ws = 22 [T 2 = —1,52995403... /2 et donc
w, =223t 7 [T(H)]i = 2,64995812....1. Donc :
=1
A=-3%=-27,
e1 = —E +1ni,ep=2" 5 = 0,62996052... et e3 = —& — 1i; avec:
£ =273 =0,31498026...
n=27331 =0, 54556181.... Bt on en déduit :

u) =273 {1 +33 1+Cn[23 34 ul272 (2 32)]} ot -

K*)( 1— CII[23 31 ul272(2-32)]

33 snp23 31 up-2 2- 3z)]dn[23 34 u2=2 (2- 32)]
{1- cn[zs 31 ul272 (2- 32)]

m 2 =227 [T} = C(~1,52995403...) = ~2373 72 [[()]
~ —0,5927627.

m, 2 027231 [T] i) = (2, 64995812...4) = -2 2 [T(1)]
= V3, i~ —1,0266951 1.

o (u) =~

-3

118. pp. 652-657 § 18.13
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Chapitre 10

Sixieme partie : les logiciels

10.1 Mathematica

Mathematica utilise I'argument u, le parametre m de préférence au
modulek, le “nome” g,I"amplitude ¢ (notée en fait @), les invariants {g,, g3},
les demi-périodes {w;, ws} (notées en fait w, ') et le rapport T = o (donc

noté t = Q).
[

| Fonction \ Résultat |
EllipticNomeQ [m] donne g en fonction de m
InverseEllipticNomeQ [q] donne m en fonction du “nome” g

Weierstrassinvariants [{w, '}] | donne {g,, ¢3} en fonction de {w;, ws}
WeierstrassHalfPeriods [{g», g3}] | donne {w1, w3} en fonction de (g2, g3}

10.1.1 Intégrales elliptiques

| Fonction \ Résultat |
EllipticK [m] int. ellip. compl. de prem. esp. K(m)
EllipticF [, m] int. ellip. incompl. de prem. esp. F(¢ | m)
EllipticE [m] int. ellip. compl. de deux. esp. E(m)
EllipticE [¢, m] int. ellip. incompl. de deux. esp. D(¢ | m)
EllipticPi [n, m] int. ellip. compl. de trois. esp. I1(1 | m)
EllipticPi[n, ¢, m] | int. ellip. incompl. de trois. esp. I1(n, ¢ |m)
JacobiZeta [p, m] fonction zéta de Jacobi Z(¢ | m)
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10.1.2 Fonctions elliptiques

| Fonction \ Résultat |
EllipticTheta [a, u, q] 0.,(u,q);a=1,2,3,4
EllipticThetaPrime [a, u, q)] 9;(1,1, q,;a=1,2,3,4
NevilleThetaS [u, m] Os(u | m)
NevilleThetaC [u, m] O.(u|m)
NevilleThetaD [u, m] O4(u | m)
NevilleThetaN [u, m] 0, (u|m)
I Fonction | Résultat |
JacobiCN [u, m] cn(u | m)
JacobiSN [u, m] sn(u | m)
JacobiDN [u, m] dn(u | m)
JacobiCD [u, m] cd(u | m)
JacobiSD [u, m] sd(u|m)
JacobiND [u, m] nd(u | m)
JacobiDC [u, m] dec(u | m)
JacobiNC [u, m] nc(u | m)
JacobiSC [u, m] sc(u | m)
JacobiNS [u, m] ns(u | m)
JacobiDS [u, m] ds(u|m)
JacobiCS [u, m] cs(u | m)
JacobiAmplitude [u, m] | am(u |m)
| Fonction | Résultat |
WeierstrassSigma [u, {g2, g3}] | o(u; §2, $3)
WeierstrassZeta [u, {2, $3}] C(u; 2, §3)

WeierstrassP [u, {2, ¢3}]

o(; §2, 3)

WeierstrassPPrime [u, {2, $3}]

0 (1; 2, 83)
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10.1.3 Fonctions elliptiques inverses

| Fonction \ Résultat |
InverseJacobiCN [y, m] en”!(y|m)
InverseJacobiSN [y, m] sn”'(y|m)
InverseJacobiDN [y, m] dn”'(y|m)
InverseJacobiCD [y, m] od ™ (ym)
InverseJacobiSD [y, m] sd”'(ym)
InverseJacobiND [y, m] nd ™' (y [ m)
InverseJacobiDC [y, m] dc™'(y [m)
InverseJacobiNC [y, m] nc'(y [m)
InverseJacobiSC [y, m] sc”!(y | m)
InverseJacobiNS [y, m] ns~'(y | m)
InverseJacobiDS [y, m] ds~'(ym)
InverseJacobiCS [y, m] cs”!(ym)
InverseWeierstrassP [y, {2, g3}] | donne u avec p(u; g2, §3) =y

10.1.4 Intégrales et fonctions élliptiques généralisées

| Fonction

\ Résultat

ArithmeticGeometricMean [a, b]

moyenne aritmetico-géométrique de a et b

EllipticExp [u, {a, b}]

exp. géné. de la courbe ellipt. d’éq. y°* = x° + ax* + bx

EllipticLog [{x, v}, {a, b}]

log. géné. de la courbe ellipt. d’éq. 1° = x° +ax* + bx

10.1.5 Fonctions elliptiques modulaires

| Fonction \

Résultat |

DedekindEta [7]

fonction éta de Dedekind

KleinInvariant] [t] | fonction mod. de I'inva. de Klein J(7)

ModularLambda [7]

fonction mod. lambda A(7)

Remarque : il y a aussi SiegelTheta((), s).
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10.2 Maple

Maple utilise I’argument u, le module k de préférence au parametre
m, le “nome” g, 'amplitude ¢ (notée en fait ¢), les invariants {g,, g3}, les
demi-périodes {w1, w3} (notées en fait w, w')etle rapport T = z—? (donc noté

T=2).

10.2.1 Intégrales elliptiques

| Fonction \ Résultat |
EllipticK (k) int. ellip. compl. de prem. esp. K(k)
EllipticCK(k) int. ellip.compl. complém. de prem. esp. K(k')
EllipticF(phi, k) int. ellip. incompl. de prem. esp. F(¢, k)
EllipticE(k) int. ellip. compl. de deux. esp. E(k)
EllipticCE(k) int. ellip. compl. complém. de deux. esp. E(k)
EllipticE(phi, k) int. ellip. incompl. de deux. esp. D(¢, k)
EllipticPi(n, k) int. ellip. compl. de trois. esp. I1(n, k)
EllipticCPi(n, k) | int. ellip. compl. complém. de trois. esp. [1(n, k')
EllipticPi(n, phi, k) int. ellip. incompl. de trois. esp. I1(n, ¢, k)

10.2.2 Fonctions elliptiques

I Fonction | Résultat ||
JacobiThetal(u, q) | 61(u, q)
JacobiTheta2(u, q) | 02(u, q)
JacobiTheta3(u, q) | 03(u, q)
JacobiTheta4(u, q) | O4(u, q)
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| Fonction | Résultat |
JacobiCN(u, k) | cn(u|k?)
JacobiSN(u, k) | sn(u|k?)
JacobiDN(u, k) | dn(u|k?)
JacobiCD(u, k) | cd(u|k?)
JacobiSD(u, k) | sd(u|k?)
JacobiND(u, k) | nd(u|k?)
JacobiDC(u, k) | dc(u|k?)
JacobiNC(u, k) | nc(u|k?)
JacobiSC(u, k) | sc(u|k?)
JacobiNS(u, k) | ns(u|k?)
JacobiDS(u, k) | ds(u|k?)
JacobiCS(u, k) | cs(u|k?)
JacobiAM(u, k) | am(u, |k?)
| Fonction | Résultat |
WeierstrassSigma(u, $», g3) | 0(i; &2, 3)
WeierstrassZeta(u, g2, ¢3) C(u; g2, 83)

WeierstrassP(u, g2, £3)

ou; 92, 93)

WeierstrassPPrime(u, g2, $3)

0 (u; g2, $3)

10.2.3 Principales Fonctions elliptiques inverses

| Fonction | Résultat ||
InverseJacobiCN(y, k) | en™'(y|k?)
InverseJacobiSN(y, k) | sn~'(y|k?)
InverseJacobiDN(y, k) | dn™'(y|k?)
InverseJacobiCD(y, k) | cd™'(y|k?)
InverseJacobiSD(y, k) | sd™'(y|k?)
InverseJacobiND(y, k) | nd~'(y|k?)
InverseJacobiDC(y, k) | dc™ (y]k?)
InverseJacobiNC(y, k) | nc'(y[k?)
InverseJacobiSC(y, k) | sc™(y|k?)
InverseJacobiNS(y, k) | ns™(y|k?)
InverseJacobiDS(y, k) | ds™'(y|k?)
InverseJacobiCS(y, k) | cs™(y|k?)
InverseJacobiAM(y, k) | am™!(y|k?)
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10.3 Matlab

10.3.1

Matlab de base

Matlab utilise 'argument u, le parametre m de préférence au module k,
le “nome” g, et I'amplitude ¢.

Intégrales elliptiques

| Fonction

\ Résultat

K=ellipke(m)

int. ellip. compl. de prem. esp. K(m)

[K, E]=ellipke(m)

int(s). ellip(s). compl(s). de prem. et deux. esp. K(m) et E(m)

[K, E]=ellipke(m, tol)

idem avec une précision tol

Fonctions elliptiques

| Fonction

\ Résultat |

[SN, CN, DN]=ellipj(u, m)

fonctions de Jacobi sn(u | m), ecn(u | m) et dn(u | m),

[SN, CN, DN]=ellipj(u, m, tol)

idem avec une précision tol

10.3.2 Matlab avec les fonctions MuPAD “MuPad Note-
book Interface”

Intégrales elliptiques

| Fonction \ Résultat |
[K E]=ellipke(m) | int(s). ellip(s). compl(s). de prem. et deux. esp K(m) et E(m)
ellipticK(m) int. ellip. compl. de prem. esp. K(m)
ellipticCK(m) int. ellip. compl. complém. de prem. esp. K(m,)
ellipticF(phi, m) int. ellip. incompl. de prem. esp. F(¢ | m)
ellipticE(m) int. ellip. compl. de deux. esp. E(m)
ellipticCE(m) int. ellip. compl. complém. de deux. esp. E(1m)
ellipticPi(n, m) int. ellip. compl. de trois. esp. I1(n|m)
ellipticPi(n, phi, m) int. ellip. incompl. de trois. esp. I1(n, ¢ | m)
ellipticCPi(n, m) int. ellip. compl. complém. de trois. esp. I1(1n | m,)
ellipticNome(m) ellip. “nome” g(m)
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Fonctions elliptiques

I Fonction | Résultat |
jacobiCN(u, m) | cn(u|m)
jacobiSN(u, m) | sn(u|m)
jacobiDN(u, m) | dn(u|m)
jacobiCD(u, m) | cd(u|m)
jacobiSD(u, m) | sd(u|m)
jacobiND(u, m) | nd(u|m)
jacobiDC(u, m) | dc(u|m)
jacobiNC(u, m) | nc(u|m)
jacobiSC(u, m) sc(u | m)
jacobiNS(u, m) | ns(u|m)
jacobiDS(u, m) | ds(u|m)
jacobiCS(u, m) cs(u | m)
jacobiAM(u, m) | am(u, |m)
jacobiZeta(u, m) | Z(u, |m)

10.3.3 Matlab avec la boite a outils “Symbolic Math Tool-
box”

e “package” agm.m : function [a,b,c,n]=agm(a0,b0,c0,tol). Calcule la
moyenne arithmetico-géométrique de A et B [1]".

e “package” ellipj.m : function [sn,cn,dn,am]= ellipj(u,m,tol). Calcule
les fonctions de Jacobi sn, cn, dn et 'amplitude de Jacobi am pour l'argu-
ment u (réel), le parametre m et la précision tol. [1] 2.

e “package” ellipji.m : function [sni,cni,dni]=ellipji(u,m,tol). Calcule les
fonctions de Jacobi sn, cn, dn pour I'argument u (complexe), le parametre
m et la précision tol. [1]°.

¢ “package” elliptic12.m: function [F E,Z]=elliptic12(phi,m,tol). Calcule
les intégrales elliptiques incompletes de premiere, deuxieme et troisieme
espece et la fonction dzéta de Jacobi pour I'amplitude phi (réelle), le pa-
rametre m et la précision tol.

e “package” elliptic12i.m : function [Fi, Ei,Zi]=elliptic12i(u,m,tol). Cal-
culelesintégrales elliptiques incomplétes de premiere, deuxiéme et troisieme

1. pp. 598-599 § 17.6
2. pp. 569-576 et p. 590
3. pp- 569-576 et p. 590
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espece et la fonction dzéta de Jacobi pour 'amplitude phi (complexe), le
parametre m et la précision tol.

e “package” ellipttic3.m: function Pi =elliptic3(phi,m,n). Calculel'intégrale
elliptique incomplete de troisiéme espece pour 'amplitude phi (réelle), le
parametre m et le parametre n (0 j ¢ j 1) (voir chapitre sur les intégrales
elliptiques ci-devant).

¢ “package” inversenome.m : function m=inversenomeq(q). Calcule le
paramétre m en fonction de “nome” q.

e “package” jacobiThetaEta.m : function [Th,H]=jacobiTheteEta(u,m,tol).
Calcule les fonctions théta et eta de Jacobi pour I'argument u, le parametre
m et la précision tol.

e “package” nomeq.m : function NomeQ = nmeq(m,tol). Calcule le
“nome” q en fonction du parametre m et de la precision tol.

e “package” theta.m : function Th=theta(type,u,m,tol). Calcule les 4
types de fonctions théta de Jacobi en fonction de I'argument u, du pa-
rametre m et de la précision tol.
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Chapitre 11

Annexe A

.1 fb dt l:

Y [(P+a?) (12-12)]2

,_.

.ZJ(;—E_l

[(a%—12) (b2—12)

QSL—‘“ =

(@) (2-12)]2

1 “1x|_ b y.
)] can”(3l=gz) 0 <x <b

_ 2
Lsnl(3|5);x<b<a

ldn™(2 |ﬂ Y:b<x<a

o4 ¢:1Cd_1££;x<b<a
s met o< Gl
1
X —1y (a2+b%)2
o5 | d = L od [ 0<x < b

[(t2+a2><b2—t2)1%

.6 —:

T
b @-»)2-p2)2

o7 S| S

1
a2 [(12-a?) (12-b2)]2

(a2+b2)%

Ind (€Y b <x<a
Ldc™ (2L Vib<a<x

ala2

.sf - =

1
[(t2+a?) (tZ b?)]2

1 “1rx|_d> .
)] nc(3l=7):0<b<x

X
o9 S| S SC_1 a2~ b<a
k [(P+a?) (12+52)]3 G5
10 W¢: ns_l b<a<x
J e (tZ—b2>1% Gl
e11 =—1 (st O<b<x
x [(t2+u2) t2 PE (@4b2)2 (a2+b2)l|a2+b2]
e12 [T—& =l p<g

(2 +a2) (2+42)]2
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Chapitre 12

Annexe B

=(t-a)(t=p)(t=y); V<5<04

1
o1 j 4 =ven ' [(55)" Im]

o2 dt_ = yen 1[(y ﬁ) lm4]
y (—)

3

!y = ven (5 ]

o4 f;oT —vsn‘l[(; )V,) Im]

1
o5 fy % :vsn‘l[(a—_;)zlml]

Y B . 1
6 [ ;l—;:vsn G2 m]

o7 [} & = vdn () ]

Y _dt B=7\2
o8 b Tl - =vdn” [(yy) |m141]
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Chapitre 13
Annexe C

=(t-a)(t?-2bt+c),c—b>0,H>=a’>-2ab+c

H-a+b my = H+a-b

Mm="3m ™M= "3x

o1 [ = ren” (i)
o2 [ = dren (im)
3 [/ 4 = qrenGEim)
o4 ) T = e i)
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