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Chapitre 1

Introduction

Les champs de tenseurs sont des fonctions différentiables sur le domaine
(ouvert connexe) d’une variété différentielle.

Le but de ce rapport de recherche est d’étudier les champs
indépendants de toute connexion de géométrie différentielle puis
ceux qui en dépendent. Dans ce second cas ’accent est mis prin-
cipalement sur le calcul des champs de tenseurs de torsion et de
coubure de la connexion selon que la variété est quelconque ou rie-
mannienne (i.e. dotée d’un champ de tenseurs trés particulier ap-
pelé métrique). Lorsque la variété est riemannienne les calculs sont
effectués pour une connexion quelconque et pour une connexion
adaptée a la métrique dite connexion riemannienne. L’objectif est
de préciser beaucoup mieux que ne le font les diverses références
indiquées en bibliographie dans quel cadre précis les calculs sont
effectués (connexion ou pas ? variété quelconque ou riemannienne ?
connexion quelconque ou riemannienne 7).

Dans un but de simplification nous n’avons considéré que des variétés de
classe C. M. Berger et B. Gostiaux [2] considerent le cas, plus général, des
variétés de classe C®.

Nous considérons, tout d’abord, les champs de tenseurs de type (p, q)
(i.e. p - fois contravariants et q-fois covariants) et donc d’ordre p + q. Ces
champs sont mixtes lorsque p q # 0. Beaucoup d’auteurs cités en référence ne
considerent que le cas plus restrictif des champs de tenseurs antisymétriques
de type (p, 0), appelés p - formes différentielles extérieures.



Pour définir les composantes des champs de tenseurs nous avons considéré
le cas le plus général des bases mobiles et de leurs duales, comme seul le fait
Y. Choquet-Bruhat [8], de préférence au cas particulier des bases naturelles
et de leurs duales, comme les autres auteurs cités en référence le font..

Dans ce rapport nous utilisons toujours la convention d’Einstein qui
consiste, pour les composantes des champs de tenseurs, a sommer par rap-
port aux indices covariants (en bas) et contravariants (en haut) identiques,
sans pour autant utiliser un quelconque symbole de sommation (ce qui allege
énormément les écritures).

Nous privilégions le plus souvent (mais pas toujours) les champs de ten-
seurs mixtes qui utilisent des composantes avec les indices covariants en téte.
Le fait de panacher les indices conduit a des champs de tenseurs différents
en raison de la non commutativité du produit tensoriel.

Plus précisément tout au long de ce rapport nous allons considérer :
o le cas particulier A des champs de tenseurs de type (0, 0) ou champs

de scalaires,

¢ le cas particulier B des champs de tenseurs de type (0, 1) ou champs
de vecteurs,

o le cas particulier C' des champs de tenseurs de type (1, 0) ou champs
de covecteurs,

¢ le cas particulier D des champs de tenseurs de type (0, 2),

o un cas particulier £ de champs de tenseurs de type (1, 1); ceux qui
utilisent I'indice covariant en téte,

o le cas particulier F' des champs de tenseurs de type (2, 0),
o le cas particulier F-bis des champs de 2 - formes différentielles extérieures,

¢ un cas particulier G de champs de tenseurs de type (2, 1) avec indice
covariant en téte et dont un exemple est le champ de tenseurs de torsion,

o un cas particulier H de champs de tenseurs de type (3, 1) avec indices
covariants et contravariants panachés (précisé ci-apres) et dont un exemple
est le champ de tenseurs de courbure.



Les différentes notions introduites ne sont pas toujours exactement celles
utilisées par tous les auteurs cités en référence du fait qu’ils ne posent pas
tous les mémes définitions. Par exemple nous avons choisi de ne définir la
divergence que pour les champs de vecteurs, afin d’éviter tout confusion,
alors que R. Deheuvels [9] la définit pour tous les champs de tenseurs et nous
avons défini le gradiant d’une fonction numérique (ou champ de scalaires)
comme un champ de vecteurs alors que certains auteurs cités en référence
considerent qu’il s’agit d’'un champ de covecteurs.

Les propriétés annoncées sont quasiment toutes démontrées. Des références
de démonstration sont données pour les rares qui ne le sont pas.

e Dans la premiere partie (chapitre 2) nous définissons les tenseurs et
leurs champs sur une variété différentielle quelconque. Nous présentons les
changements de composantes qui sont dues aux changements de bases. Fi-
nalement nous définissons les coefficients de structure d’une base mobile a
partir du crochet de deux champs de vecteurs (ces coefficients sont nuls pour
une base naturelle).

e Dans la deuxieme partie (chapitre 3) nous définissons les notions indépen-
dantes de celle de connexion, qu’elles soient valables pour tous les champs de
tenseurs ou uniquement pour les champs de formes différentielles extérieures.
A savoir dans le premier cas la notion de dérivée de Lie selon un champ de
vecteurs et dans le second les notions de dérivation et d’antidérivation comme
la différentielle extérieure et le produit intérieur selon un champ de vecteurs.

e Dans la troisieme partie (chapitre 4) nous définissons la notion de
connexion (imposée a priori) et les notions qui en découlent : la différentielle
selon un champ de vecteurs et la différentielle absolue ou covariante. Nous
définissons les champs de tenseurs de torsion et de courbure de cette connexion,
ainsi que le champ de tenseurs de Ricci (comme L. Brillouin [4] et contrai-
rement a tous les autres auteurs cités en référence qui ne définissent cette
notion que dans la partie suivante). Nous calculons explicitement les champs
de tenseurs précédents pour les variétés différentielles a deux et trois dimen-
sions.

e Dans la quatrieme partie (chapitre 5) nous examinons les particula-
rités des variétés riemanniennes (qui sont dotées d'un champ de 2 - formes
symétriques dit champ de tenseur métrique) et des connexions riemanniennes
(pour lesquelles la connexion est imposée par cette métrique). Nous calculons
les champs de tenseurs de torsion, de courbure et de Ricci dans les deux cas
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(dans le second cas le champ de tenseur de torsion est nul) et définissons les
nouvelles notions de courbures scalaire et totale. Nous définissons le champ
de tenseurs d’Einstein et les identités de conservation qui en découlent. Nous
calculons explicitement les champs de tenseurs de torsion, de coubure, de
Ricci et d’Einstein pour les variété et connexion riemanniennes a deux et
trois dimensions.

e Dans la cinquiéme partie (chapitre 6) nous calculons la courbure d’une
surface a deux dimensions plongée dans I'espace a trois dimensions.

Nous présentons :

e en Annexe A I'exemple des coordonnées polaires dans le plan,
e en Annexe B I'exemple des coordonnées sphériques dans 1’espace,

e en Annexe C I'exemple des coordonnées hyper-sphériques dans ’hyper-
espace (seule une courte introduction est développée),

e en Annexe D l'exemple du plan de Lobachevsky doté de coordonnées
cartésiennes (& courbure négative),

e en Annexe E 'exemple de la sphere,
e en Annexe F I'exemple du tore,

e en Annexe G la démonstration des identités de Bianchi qui relient les
champs de tenseurs de torsion et de coubure,

e en Annexe H la démonstration d’autres identités, que celles de Bianchi,
qui relient les champs de tenseurs de torsion et de coubure,

Finalement nous présentons, dans le dernier annexe (Annexe I) le calcul
complet des champs de tenseurs de torsion, de courbure, de Ricci et d’Einstein
pour un exemple quelconque & trois dimensions tiré de [8] 1.

L’auteur remercie par avance toute personne qui lui signalerait des erreurs
dans ce rapport.

1. pp. 45-46 Probleme 6



Chapitre 2

Premiere partie : variété M
quelconque

2.1 Notations

R corps de base.

M variété différentielle de classe C*°, de dimension m
(M comme “manifold”) (exemple le plus simple : M = R™).

U domaine de M i.e. ouvert connexe (U C M) et x point de U (z € U).

T, M espace (vectoriel) tangent & M, en z, de dimension m [2]! [8]2
(espace des vecteurs ou vecteurs contravariants [8] %).

(€jz) = (€1, - - - , maz) base mobile de T, M [8]%.
(25) £ (L=, ..., 52 ) base naturelle de T, M [8]°.

T*M = L(T,M ; R) espace (vectoriel) cotangent & M, en x ol L est un
ensemble de formes linéaires, de dimension m [8] ¢ (espace des covecteurs ou

vecteurs covariants [8] 7). T M est I'espace vectoriel dual de Iespace vectoriel
T, M [2]8.

T*M = L(TyM ; R) = T,M (= signifie isomorphe).

88
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28
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28 mais qui parle de repere naturel
28

28
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(6°) = (6, ..., 6™) base mobile de T M, duale de la base mobile précédente,
i.e. telle que @, (e;,) = 0} (symbole de Kronecker) et e;, (6;) = 0} [§]°.

(dyx®) = (dyat, ..., d.z™) base naturelle duale de T* M, duale de la base
naturelle précédente, i.e. telle que d 2% (:2%) = §2 (symbole de Kronecker) et

Oz a\ _ Sa 10 Ot
5 (dyw®) = of [8] .

TM 2 U,eyT, M fibré tangent a M, variété différentielle [2] 1 et [23] 12.

T*M = Uy T M fibré cotangent & M, variété différentielle.

Les constantes (dimensions, rangs, types, ordres, ...) sont notées de la
sorte:m, n, p, q, 1, s, k, k', k', ... alors que les indices (variables) sont notés
de la sorte : 4, j, k, [, m, n, o, p (en base mobile) et a, b, ¢, d, e, f, g, h (en
base naturelle) avec la correspondance :
14ra, b ke lodmee,ns f,oe g, peh

ssi signifie : < si et seulement si >.

2.1.1 Espaces de tenseurs (sur ’espace tangent)

Cas général

~\~ ~~

p fois q fois
ensemble de formes linéaires (notation de [27] ') : espace de tenseurs de type
(p, q) ou (p, q) - tenseurs (tenseurs p fois covariants et q fois contravariants
[8] 1 et d’ordre p + q) (espace vectoriel de dimension mP*9).

q
® TiM 2 L(TM x ... x T,M x T!M x ... x T:M; R), avec L
p

Remarque : certains auteurs font intervenir en téte, dans la définition
précédente, les espaces duals [23]. Il est également possible de panacher les
espaces et leurs duals de toutes les facons possibles; on obtient a chaque fois
un tenseur différent.

q
t: € @Q TiM : tenseur de type (p, q) ou (p, q) - tenseur et d’ordre p+q.

P
9. p. 28
10. p. 28 mais qui parle de repere naturel dual
11. p. 94
12. p. 75
13. p. 537
14. p. 32



Soient, pour k = 1, ..., p, Up, = ukx ejpz € Ty M ou les uk sont les

composantes du vecteur uy, dans la base mobile (ej,,) et, pour I =1, ..., q,
al, = ozZ L0 € TFM ou les a , sont les composantes du Covecteur al dans la

base mobile duale (6%). Donc 00 (upe) = ujl et e, (al) = ak .. Alors :

t
T.M x ... T,M x T:M x ...T:M — R
Ulx Upx a}t al A 7 (ulamn upzva yeee )

Composantes d’un tenseur

On pose ;" ]q 2ty (€iras - eZPZ,Qm .., 0 eR.
Alors ty (Urg, -, Upg, Ay, -y ad) =277 g, Ay oo Oy
Remarque : on pourrait poser tgj)) a la place de ¢; "’ llpqu comme [11] 19

Produit tensoriel de tenseurs (noté ®)

/

q q+q
Soient t, € Q TiMetthi € @ TiMalors (t®t), € Q@ TiM
p p’ p+p
est tel que, par définition :
(t @), (Wig, - s Upgs UpsD)as - - - s Uppphas Qos - -+ > A, adT oo Iagﬂ/)
=ty (Urgy ooy Upg, Sy ooy @D (Uptt)es - Upip)es ASTE, o, adTT).

Le produit tensoriel est non commutatif.
Et, en utilisant le produit tensoriel, on remarque que :
to =700 @ @O ® e ® ... ® e

Composantes d’un produit tensoriel

’ j Ja  pla+1 Ja+a’
(t®t)cc(ei1x,...,eipx, eip+1x>---7€ip+p/x7 931,...,935,% ,‘..,Qx )

T

9jq+1 qu+q’
e

— j Ja 4/ .
=ty (Ciras -+ s Cigas O, oo, 0" ) L (Cipyras - €, o> 27, donc :

(t ®t') Jq1q+1 Jakd _ peedtda g jq+1 Jatal
clplpgl e dpy @ T Vi dp® Tipgd by 1 T

Exemples :
0

QX T:M =R : espace des scalaires, de dimension 1,
0

15. p. 267 éq. (10)



1
Q TiM = T,M : espace des vecteurs ou vecteurs contravariants, de
0

dimension m,

0
Q T:M = T*M : espace des covecteurs ou vecteurs covariants ou
1

1 - formes, de dimension m,

0
Q) T:M : espace des p - formes.

p

Cas particulier important : espace des formes différentielles extérieures

0
ANPTAM 2 Ly (T,M x ... x T,M;R) C & T;M, avec L, ensemble
p
de formes linéaires alternées (notation de [2]'6) : espace des p - formes

différentielles extérieures (p - formes alternées ou tenseurs de type (p, 0)

ou (p, 0) - tenseurs antisymétriques), de dimension C? = ﬁlp)!.

wy € APTYM : p - forme différentielle extérieure ou tenseur de type
(p, 0) ou (p, 0) - tenseur antisymétrique.

On pose wj, ...ipe = W(€iras, - -+ €ipa); alOrs Wy, i, est alterné.
Exemples :
0
ANT*M = @ T:M =R : espace des scalaires, de dimension 1,
0
0
NTIM = Q TrM = T:M : espace des covecteurs ou vecteurs cova-
1

riants ou 1 - formes, de dimension m,
APT*M = (), si m < p.

m
Remarque : AT;M £ @ AP Ty M de dimension ) 7" CP.
p=0

16. p. 163



q
Définition du fibré @ 7*M

p
q q
QR T"M = Upey @ T)M. Alors :
p p

q
Q@ T"M = Upcy L(T,M x ... x T,M x TyM x ... x T;M;R)

~~ ~~

p fois ois
= L(yerTzM X ... X UerT:}\{ X UgevToM x ... q><f UggeUT;]\/{; UzevR)
p fois q fois
=L({IM x ... x TM xT"M x ... x T*"M; UyeyR)
p fois q fois
Exemples :
0 0
® T"M = Ugey ® T;M = UzeuR,
0 0

1 1
R T*M = Uey ® T*M = U T,M = TM,
0 0

0 0

Q T*M = Uy ® TFM = Uy TXM = T*M.
1 1

Définition de AP T*M

APT*M = AP Upey TiM = Uyep AP TF M, fibré extérieur de base U et de
fibres vectorielles AP T* M [2]17 et [23] 8.

Exemples :
0
ANOT*M = Upeg A’ TEM = UpepR = Q) THM,
0
0
MNT*M = Upey N TIM = Upeg TYM =TM = Q T*M,
1

APT*M = Upey AP TEM = M x ) = M, sim < p.

17. p. 163§5.1.2
18. p. 84
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2.1.2 Espaces des champs de tenseurs, sur le domaine U
I) Cas général

q
C>*(U; @ T*M) : espace des champs de tenseurs de type (p, q) ou

b
(p, q) - tenseurs et d’ordre p + q. C’est un espace vectoriel sur R et un
module sur 'anneau C* (U ; R) des fonctions réelles différentiables sur U

[23] 19

Alors :
q

C®U; ® T*M)=C®[U; L(TM % ... x TM x T*M x ... x T*M;R)]
p p fois q fois

=L[(C®WU;TM) x ... x C®(U; TM) x C®U;T*M) x ... x C®(U; T*M);C> (U ; R)],

p fois q fois

avec L ensemble d’applications linéaires.

q
teC®(U; ® T*M)
p

champ de tenseurs de type (p, q) ou (p, q) - tenseurs et d’ordre p + q. On

q
peut dire que ¢ est une section, au dessus de U, du fibré vectoriel &) T*M.
p
D’apres ce que nous venons de dire il y a deux conceptions de t :
. q
U — QR T*M
Premiere conception : p q
r — t, € Q TiM
P
et :
Seconde conception :
C®(U; TM) % ... x C®(U; TM) x C® (U; T*M) x ... x C® (U; T*M) -4 C® (U; R)
uy up al ad "7 t(uy, s upsal, ., a9)
avec :
Hu, ., up,al, .., %)
U s R
z — [t(u17"'7uP7a17"'7aq)]zétl(u11'7"'7“13-’13’0‘?11;’""ag)

19. p. 77
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q
Définition de At si A € C®° (U; R) et t € C*(U; @Q T*M) (propriété

b
de module) :
At d
U QR T*M
b
q
r — (At), 2Nt € Q TiM
b
q
et alors A\t € C® (U; @ T*M) qui est bien un module.
b
1
En particulier : e; e C*(U; Q T*M)=C>®U;TM);j=1,...,m
0
C=(U; T*M) - C>=(U; R)
(champs de vecteurs) : . s e € é ToM = T,M
0
0
Et0 e C®U; @ T-M)=C>(U;T*M);i=1,...,m (champs de
1
o~ T™) L > (U; R)
covecteurs) : , 0
x — 0le @ T"M=T'M
1
1
(e;) = (e1, ... , em) est une base mobile de C* (U; @ T*M) = C> (U; TM)
0
et
0
(0)) 2 (0%, ..., 6™)labase mobilede C* (U; @ T*M)=C>(U; T*M),
1

duale de la précédente, i.e telle que #(e;) = &% (symbole de Kronecker) et
e; (07) = 6! [car la base (e;) est duale de la base (67)].

12



Soient, pour k =1, ..., p, up = ufg’“ e;, € C*°(U; TM) ou les u{f sont
les composantes du champ de vecteurs uy dans la base mobile (e;, ) et, pour
I=1,...,q,d =al 0" € C®(U; T*M) ot les a, sont les composantes du

champ de covecteurs a' dans la base mobile duale (6%). Donc % (u) = u} et

ejk (al) = aék :

Composantes d’un champ de tenseurs

On pose :

tr I B e, L e 00, L 099) € C (U R).

Remarque : on pourrait poser tgz)) A la place de tlljlzp]" comme [11]2°.
Alors t(uy, ..., upy, a', ..., a%) = tnjlzp]q wit o aj, ... aj..

Produit tensoriel de champs de tenseurs (noté ®)

!/

q q
Soient t € C®° (U; @ T*M)ett' e C*(U; @ T*M) alors
/

p p
q+q
tteC®U; @ T*M) est tel que, par définition :
p+p
(t @)Uty - s Upy Upity - s Upipr, @Y, oo, @9, @%FL L qdF9)
=t(uy, ..., up, @ty o@D t (Uprr, s Uy, @O L @),

Le produit tensoriel de champs de tenseurs est non commutatif.
Et, en utilisant le produit tensoriel de champs de tenseurs, on remarque
quet =t @ . @07 ®ej; ® ... ey
Remarque : (A t)lljlzp]q = )\t“]llqu et par conséquent :
q
ARt=t@A=AXteC®U; Q T*M).
p
Composantes d’un produit tensoriel de champs de tenseurs
L, 09 e Qe flata)

, 0t @lard’) ) donc :

(t & t’)(eil, cee Cz‘p, 67;p+1, e 6ip+p

— j ] /
= t(eil, s i 8]1, e, qu)t (eierl, ey, 6ip+p/

(t ®t) < J1 - Jadatt < Java _ podda t/ e Jatt e Ja!
21 ... tplp41 ...zp+p/ 11 ... lp ZP+1‘“7‘p+p’ :

20. p. 267 éq. (10)
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IT) Cas particulier important : espace des champs de formes différen-
tielles extérieures

0
QP (U) £ C*(U; APT*M) € C=(U; @ T*M) : espace des champs
p

de p - formes différentielles extérieures ou formes différentielles extérieures
d’ordre p [2]2!. Certains disent degré et non ordre [27]. C’est un espace
vectoriel sur R et un module sur 'anneau C'* (U ; R) des fonctions réelles
différentiables sur U.

Alors QP (U) =C®[U; L, (TM x ... x TM; R)]

p}gis
=L, [(C®(U;TM) x ... x C*(U; TM); C*(U; R)], avec L, ensemble
p‘f:)is

d’applications linéaires alternées.
En particulier Q% (U) = C> (U; R) et Q' (U) = C> (U ; T*M).

w € QP (U) champ de p - formes différentielles extérieures ou formes
différentielles extérieures d’ordre p. On peut dire que w est une section, au
dessus de U, du fibré vectoriel AP T*M. Il y a deux conception de w :

Premiere conception :
U -  APT*M

T — wy € APTIM
et :

Seconde conception :

Ce(U;TM) x ... x C®°(U; TM) = Q°(U) ;avec:

U1 Up — w (U1, ..., up)
UJ(’LLl, 7u1’>)
v — R
T — [w(ul,...,up)]zéwz(uu,...,upz)

A € Q°(U) champ de 0 - formes différentielles extérieures ou formes
différentielles extérieures d’ordre 0 ou fonction numérique réelle.

Définition de Aw si A € QY (U) et w € QP (U) (propriété de module) :
U % APT*M
r — Aw), &N\ w, € APTIM

et alors Aw € QP (U) qui est bien un module.

21. p. 164§5.2.1
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Attention :si w € QP (U) et ' € Q (U) alors :

0
wWeC®U; Q TM)maisw ® ' ¢ QP+ (U).
p+p
e Composantes d’'un champ de formes différentielles extérieures
On pose :
Wiy iy 2 w(eiy, - €;,), avec wj, . ;, alterné.

Alors en utilisant le produit tensoriel de champs de formes différentielles
extérieures on remarque que :

Ww=wj ., 0" @ ... ® 0%, avec wy, .4, alterné,

Remarque : (Aw) = Awj, .4, et par conséquent :

11 ... 1p
AR w=w®A=lwe Q).

I1.1) Produit extérieur A

On pourra consulter [8] 22 [11]23 [23] 24 [27] % et [30] %°.

Attention : dans [8] le produit extérieur est défini d’ une maniere légere-
ment différente de celles des autres références indiquées et de celle présentée
ici dans ce rapport.

eSil<petl<p;soentwe QP (U)etw €O (U); alors le produit
extérieur
W' Ew AW e (U) est tel que, par définition :

1" Vi

— 1 1 ) )
wil elpppr — plop/! ZJGSHP/ €o wlg(l) - to (p) wza (p+1) Yo (p+p’)
/ N

- ZUEAm—p’CS;H—p’ €o wi"(l) ~To (p) wid (p+1) = o (p4p/) ou

Sp4p est le groupe symétrique d’ordre p + p’ des permutations o, Aty
le sous ensemble de S, des permutations telles que :
ocl)< ... <o(p)eto(p+1) < ... <o(p+7p) et g, la signature de la
permutation o (cf. exemples ci-apres).

7’ / /. " . . 7 .
Wi, i, et wi . étant alternés on vérifie que w,;, ; =, ainsi défini l'est.
P 1etp Letptp

e Soient A € Q°(U) et w € QP (U). On a vu que Aw € QP (U); alors on

22. pp. 55-56

23. pp. 167-169§ 3 et, en particulier, p. 165 éq. (18) mal écrite
24. pp. 118-119

25. pp. 528-530§1.10

26. pp. 167-199 Lecon 5 et, en particulier, p. 174§D
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pose : A A w=w A A= \w. Et, en particulier, si u € Q°(U) :
AN p=pAXZAp=p)e Q).

On constate que A € L[QP (U)x QP (U) — QP (U)] et par conséquent,
d’apres la linéarité, si k, K, k" e R :
kw+Kw)Aw =kw Aw +Kw AW’
ANKOHE W) =Kw AW +k wAw 277
Propriétés
oW Nw=(-1)" Pw AW (commutativité ou anti-commutativité) ; deux

champs de formes différentielles extérieures d’ordres impairs anti-commutent,
sinon elles commutent.

Démonstration
!
S, o Wa(ir)...o(ip) W

(w Aw )“ ippp/ - ZUEAerP p+p’ (lp+1)--0(lpypr)’
avec 0(l) < ... <o(p)eto(p+1)< ... <o(p+p). Par conséquent :

/ _ /
(CL) N w)il AN - Zo’ GAP/+pCSp/+p o’ wU,(il) (Z /) Wo' (@ /+1) -0 (7‘p/+p)

avec o'(1) < ... <o’ (phetod’ (pP+1)< ... < (p—l—p)

A la permutation ¢/ € Ap4p associons la permutation o € S,y telle
que :

o) =o' (' +1),...,0(p) =0 (0 +p),
olp+1)=0'(1),...,0(p+p) =0 ().
Alors on constate que o € Ay, car :
o) =o' (p'+1) < ... <a(p)=0"(p'+p) et
/

o(p+1)=0'(1) <...<o(p+p)=0()

On constate également que €,/ = (—1)pp £, et par conséquent :

/

(W AW, i = Deay ey, U E0WhG o, ) Walin)aliy) €
donc :
(W A w)il...z‘p/ﬂ, = (-1 (w A w’)il._ipﬂ)l soit :

W Aw=(=1)""w A ' QED.
Et, en particulier, 82 A 0t = —0 A 62,

Donc si w est d’ordre impair : w A w = 0 et, en particulier, 8 A 6 = 0.

27. pp. 529-530
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e (WAW)ANW =w A (W A W) (associativité) et on peut donc écrire
w AW A w' pour la valeur commune.

Démonstration [30] %

Soient w € QP (U), ' € O (U) et w" € o’ (U). On peut écrire :

/ S B R R T Jpgpt
(U) N w )il ...ip+p/ - p! p'! Eil ...ip+p/ w]l --Jp wjp+1...jp+p/ ou €i1 ...ip+p/ est le
symbole de kronecker, égal a +1 ou —1 selon que le signe de la permu-
tation de 41 ... o4y & Ji1 ... Jpip €st respectivement pair ou impair. Par
conséquent :

[(w A W) AW,

1 "‘Zp+p’2p+p’+1 '"Zp-&-p’-&-p//

J1--J s 7 .
=Ll PTG AW, L w; , , mais :
J1eJptp! T Iptp/ 1 Iy gy

/ _ 1 1 ™ p+p/ / .
(wAw )jl...jp+p/ = o1 BT Sy Wik Wl g, €1 done
’
[(wAW) AW ,
p+p/+p
J1-d P/ TR ”
_ 1 1 1 1 p+p’+p 1o Pptp /
el ! (ptp)! P! 6“""p+p’+p” 01Ty CRL b Yy ke w]P+P/+1""7p+P/+P//.
La permutation de (i1 ... ipypipipt - Gy i) &
(l‘cl o ‘k:pﬂ,/' Jotp/+1 « -+ Jprpy ) esﬁ le pr’odul‘t de la perrputatlon de
(11 - A Tpap/l - Gpypryp”) B (1 - Jprpdprptl - Jprpryp) €t delaper-

mutation de
(J1 -+ Jpap/Josp/+1 - - ]p+p'+p”) & (k1 - Kppp Jptpiat - jp+p’+p//)‘

Etant donné que la signature d'un produit de permutations est le produit
de leurs signatures on en déduit que :

k1 ... kp+p/]p+p/+1 N AN o It Tpgp! Tpp/ 1 Ty gkl kp+p/jp+p/+1 T
1 .. 'Lp+pl’lp+p/+1 Zp+p’+p” 11 ... Zp+p’zp+p/+1 Zp+p’+p” J "']p+p/]p+p’+1 ”'jp+P’+p” .
De plus :
TV dpypryp! PN prgp ] ' Lo Rpgp/ Jptp/ 41 Ty oy p”’ ¢t d _
91 ... % ” 5]'1 ] o — P + p - 8’i1 o1 ” € onc -
p+p’+p p+p’+p p+p’+p
/ 1
(wAW)ANw], .
S N
. ptp 4P,
11 1 k1 ... kp+p/jp+p/+1 ...]p+p,+p// , "
= 5151 o7 € [ " Wk, o kp wk k ’ w] ’ J "
p! p'!'p kl‘“ p+p/+p P Fpgpt  Jpdp 1 Jp i prgp
1 1 1 Lo Rpypgp” / "
= = o7 5 &; ; Wy ok, W w .
p! p'! p’1 i el 1 P kpy1 ok TR ---kp+p/+p//

/7 A . 1"
On démontre de méme que cette expression est [w A (W' A w )], ,
" ptp/+p

28. pp. 176-178 Propriété P2
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et par conséquent [(w A ') A w”]ilmi L= wA (WA w”)]il ;
p+p’+p

soit w A (W Aw') = (w A w) Aw QED.
N NN L
[11]2 et [27]%°.
Et on en déduit que

)
p+p’+p

e @ ... ® Blo) = 5311 ZJ;’@“ ®...RQ

o€SH

W= # Wiy iy 0 A 0N O avec w;, g, alterné (écriture forme),
Démonstrations
On vient de voir que :

[w AW AW,

A A R N
_ 1 1 1 Lo By prgp” / " g
~ p! p! p” ] 62'1 ...ip+p/+p// Wk ... kp wkp+1 kp+p/ wkp+p/+1 kp+p,+p// - Et dOIlC, €N par

ticulier, sip=p' =p =1:

! " _ klkzkg ! ”
(@ N a" Na ) =Eiiss r A, Gy, et
/ " _kikaks 14" pih i2 i3
aNad Na =¢gl ay ap, a, 0" Q07 Q05

On généralise a :

J1 J — p,J1 p
(@ Ao ANa), =g Tl ) et
At A A A =gl el a0t @ @ O,
1---%p 1 P
g g P01 — A1 Jp — AI J1 _ sh Jo __ £p
En particulier si a’* = 6 ,...,aP—QPonaakl—5k1,...,akp—5kp

(symboles de Kronecker) et :

(09 A A GIR), o=t leglt e = el QED

i1 ...%p Jip

et B AL A BR =€l 0 © ... ® 6 QED.

On a alors les trois écritures suivantes possibles pour le champ de
p - formes différentielles extérieures w :

w=w; ., 0" ® ... ® 0% avec w;, _; alterné (écriture tenseur),
W= ywip i, 0 A LA O, avec wy, i, alterné (écriture forme),
W= Zl<i1<...<z’p<m Wiy iy gr A LA O,

29. p. 165

30. p. 528
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Exemples de calcul de w’ =w A W' :

ep=1,p =1 Soient a € Q' (U),d’ € Q' (U) et W’ =a A a € D (U);
alors :

1

wi1i2 E Cl,il CL

ep=1,p =2 Soientate(U),w’EQQ(U) etw =aAweQU);
alors :

L—apd, BEtw =and=a®d-d ® a

1"

wiligig = a‘ll (JJ

ep=27p =1 Soient w € Q> (U),d €W (U)etw =wAd cQU);
alors :

aig + &13

1213 1123 11 i2°

1

J— /
Wi inia = Wisig a — Wiyis a + Wiy, Q;

111223 13"

ep=2p =2 Soient w € Q?(U),w € P (U)etw =wAw €Q(U);
alors :

"

— (s - !
wi1i2i3i4 - w711712 wi3i4

ep=2p =3 Soient w € QP (V),w € B (U)etw =wAw € U);
alors :

/ /
w’t]’tg 7,27.4 + wll 14 ’LQ’L; + w127/3 wi1i4 w7127f4 1123 + wt3¢4 wilig'

" — . . / p— . . / — . . ,
wi1i2i3i4i5 - W'LI'LQ wi3i4i5 wzlz3 wZQMZr’ + w2114 wi2i3i5 w1115 w7,2137,4 +w1223 wi1i4i5
/ !/ !/ / /
- wi2i4 wi1i3i5 + wi2i5 wi1i3i4 + wi3i4 wi1i2i5 - wiiﬂs wi1i2i4 + wi4l5 wilizig'
Remarque :
Vi , Gptp ON & 5 TN :
1y - - p+p .lp+p/ J1--Jp “Jp+1 o Jptp!
_ ]p+p ! p_ /
- 67:1.4. It [pw11]2 -Jp wjp+1...jp+p/ + ( 1) p w]2.‘.jp+1 wiljp+2...jp+p/]'

IIT) Cas particuliers de champs de tenseurs et de champs de formes
différentielles extérieures

IT1.1) Cas A : espace des champs de (0, 0) tenseurs ou champs
de 0 - formes ou champs de 0 - formes différentielles extérieures ou
champs de scalaires ou fonctions numériques :

QLU)EC0=U; Q T*M)=C>(U;R).

Notation générique : A € Q° (U).
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IT1.2) Cas B : espace des champs de vecteurs ou champs de (0, 1)
tenseurs :

1
Co(U; ® T*M)=C>(U; TM).
0
1
Notation générique: u € C*° (U; @ T*M)=C>(U; TM): u=ulte;
0

IT1.3) Cas C : espace des champs de covecteurs ou champs de
(1, 0) tenseurs ou champs de 1 - formes différentielles extérieures :

0
QU 2C*U; Q T*M)=C>®U; AN'T*M) =C>=(U; T*M).
1

Notation générique : a € Q' (U) : a = a;, 6™.
II1.4) Cas D : espace des champs de (0, 2) tenseurs :

2
(U ® TM).
0
2
Notation générique : t € C* (U; @ T*M) :t =t"2¢; @ ej,.
0

IT1.5) Cas F : un espace de champs de (1, 1) tenseurs, avec indice
covariant en téte

1
C*U; Q T*M).
1
1
Notation générique : t € C® (U; @ T*M) : t = t;{l 0" ® ej,.
1

IT11.6) Cas F' : espace des champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes

0
o= (U; ® T*M).
2
0

Notation générique : t € C* (U; @ T*M) : t = t;,;, 0" ® 6.
2
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II1.6 bis) Cas F-bis : espace des champs de (2, 0) tenseurs anti-
symétriques ou champs de 2 - formes différentielles extérieures
Q2 (U) £ C>(U; A2T*M).

Notation générique : w € Q2 (U) : w = L w;,4, 07 A 02, avec wy,;, alterné.

IT1.7) Cas G : un espace de champs de (2, 1) tenseurs, avec indices
covariants en téte
1
C*U; Q T*M).
2
1
Notation générique : t € C*° (U; @ T*M) : t = t;ljig 0" ® 02 ® ej,.
2
IT1.8) Cas H : un espace de champs de (3, 1) tenseurs, avec in-
dices covariants et contravariants mélangés

1
C>U; Q T*M).
3
1
Notation générique : t € C*° (U; @ T*M) :
3

t=1t"

i1 . 2 3
11.1213 9 ® 6]1 ® 0 ® 9
Remarque : on utilisera par la suite, en particulier lors de 1’étude des
connexions riemanniennes, d’autres espaces de champs de tenseurs que ceux

ci-devant qui mélangent différemment les indices covariants et contravariants.

2.2 Changement de bases

Les diverses composantes qui vont intervenir sont notées sans tilde dans
les bases mobiles et leurs duales et avec tilde dans les bases naturelles et leurs
duales. Les éléménts des matrices carrées qui vont intervenir ont une indice
de ligne situé en bas et un indice de colonne en haut.
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2.2.1 Changement de bases mobiles et de leurs bases
mobiles duales

Changement de base mobile (pour les champs de vecteurs)

Soient (e;) et (ey ), respectivement, une < ancienne > et une < nouvelle > base

1
mobile de C>* (U; @ T*M)=C>*(U; TM), avec :
0

L K A .
ej = ej ep et ey = 0y, e5. Alors :

! . 1o . ; /
e; = eé? 0, e; ; soit ef 0}, = 95 (symbole de Kronecher) et ey = 67, eé- er
. ] / /
soit 67, e = 6L,.
k' €j k!

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (%) ' < ancienne » base mobile duale de ' < ancienne > base
mobile (e;), telle que, par définition, 6*(e;) = d} et (6") la < nouvelle > base
mobile duale de la < nouvelle > base mobile (e ), telle que, par définition,
0" (er) = 0%, Alors 07 = 0, 0" et 6" = el 0.

Démonstrations

o Soit 6 = b} 0". On a & = 0'(¢e;) = b}, 0" (¥ e) = b, €% 0" (ew)

j
=bj, e o, = efl by, et 05 = e;?/ 0:,; donc bi, = 0i, et 0° = 0;, 0" QED.

. Soitﬂl' = aé’/@i. OIII a oy, :/01/(ek/) = at Qil(ei, 63;) = a/i-/ Gi, ' (e;)
= aj 0], 05 = 6, d’ et 6j, = 0, €l ; donc af =€l et 8" =€ 6" QED.

Soient (e;?') la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément e?’ sur la
ligne j et la colonne £’ et (6},) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément
0}, sur la ligne I’ et la colonne 4. Alors, d’aprés ce qui précede, on a :

i r\—1 ’ in—1

(O)) = (ef) et (ef) = (6;)
Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque

les indices covariants sont en téte

KK ; i K, [N TN
a _ g p M q 4--J1Jq .
tl;...l;, = 9l,1 e 9% € ... et et
gt da b git g g KL KG
by iy = Ciy oo i 9141 ekg tl’l..‘l; :
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Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)
Soit w un champ de vecteurs : u = u/' e;, = uk ey, . Alors :

’ k/ . . .
ukr = e;lult et ut = 6, uk
1

Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)
tenseurs (cas C')

. N /
Soit @ un champ de covecteurs : a = a;, 60" = ay, 64 . Alors :

/

; !
ay = 19;,11 ai, et a; = e} ay.
Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)
Soit ¢ un champ de (0, 2) tenseurs : t = /"2 ¢; ® e;, = tF1k2 e @ ey
Alors :

71 k,/ k:/ . . .. y ;. /1.
thiky — ejl e 2 {ije o ijz — gﬁ Qﬁ thiks
1 7J2 1 2

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E)

Soit ¢ un champ de (1, 1) tenseurs : ¢t = t;{l 0" @ ej = tf& o ® e -
Alors :
k/

K .
y = 0“ e]1 t9 ettt = e 9“ ty.

t,

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F)

Soit t un champ de (2, 0) tenseurs : ¢ = t;,;, 6" ® 6 =ty 61 @ 6.
Alors :
A
tl/ l — 921 912 1112 et tillg = 611 io tl’ -

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
) -y 1 i i _ 1 I 1 ;
(cas F-bis) 1 w = 5wy, 0 A 02 = 5wy 01 A 02, avec wyy, et wyyy alternés.
Alors :

. . ll l/
_ i1 i _
Wiy, = Hl,l 61,2 Wiyiy €6 Wiyiy = €5 €2 Wiy
Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit t un champ de (2, 1) tenseurs :
t=t7 0" @ 02 ® e = 1,1}01 ® 02 @ ey Alors :

1122
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921912 Figdi op gt — G 2@)1 K

l’ll/2 - €1 Vivi 1112 21 €iy l/ll/Q'
Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)
Soit t un champ de (3, 1) tenseurs :

t=1t7, 0" ®ej; ® 02 @ 08 = téff?l,l, 0" @ ey ® 0% ® 0. Alors :

11.1213

o I [
— 11 1 i2 (i3 ]1 ]1 1 ]1 2 3
l/ z' l, 91, 9 0, iy €8 i = € Lo ' € € tl, 0

2.2.2 Changement de bases mixtes et de leurs bases
mixtes duales

Changement de bases mixtes (pour les champs de vecteurs)

Soient (e;) et (325, respectivement, une base mobile et une base naturelle

de C®(U; Q T*M)=C>(U; TM), avec :

A b 0 i 09I

ej =€ 55 et 55 = 0 ;. Alors :

_sbpi, . L Sbhi . Si o _ piza . L nisa _ sa
ej—ej(?bel,som ejﬁb—éj et axb—ebej = soit Gbej—(Sb.

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (#") la base mobile duale de la base mobile (e;), telle que, par
définition, 6°(e;) = &} et (dz®) la base naturelle duale de la base naturelle

(52), telle que, par deﬁmtlon dz® (3%5) = 67 Alors (mémes démonstrations
que précédemment) :

' = 0! dz® et dz® = & ',

Soient (€%) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément €} sur la
ligne j et la colonne b et (6') la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément

0! sur la ligne a et la colonne 4. Alors, d’aprés ce qui précede, on a :

i -1 piyt

(65) = (€9) et (€7) = (6)

Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque
les indices covariants sont en téte

... ...bq o ’V’L‘1 ’Vip ~by ~bq 1 ]q .

bay way - =05, o Oay €51 o€ t T et
e Jleeda _ san ~ap nj1 a3 b1

Gyt =6 el Oy o B L
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Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)

Soit u un champ de vecteurs : u = u/' e;, = u™
b = “%’1 W et uit = 6)11

Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)
tenseurs (cas C')

Soit @ un champ de covecteurs : a = a;, 0" = a,, dr®™ Alors :
[ 5}111 a;, et a;; = €' g, .
Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)

%blbg 0 o)

Soit ¢ un champ de (0, 2) tenseurs : t = /"2 ¢;, ® e, = T © 395

Alors :

%blbz — "%’1 ~b2 t]le et tiiz = (9]1 8J2 7?1172

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E)

Soit ¢ un champ de (1, 1) tenseurs : t = tff 0" @ e = ’t;bll dx
Alors :

i1 “b1 J1 J1 — gu J1
t1 ‘9«11 i t“ ett =€, le a1

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F)

Soit t un champ de (2, 0) tenseurs : t = t; ;, 0" @ 02 =1, 4, dz™ @ dz"2.
Alors :

g —_ A1 72 .. 241 3a2
alaz eal eag tlllz et tZI’LZ - 62-1 eig talaz'

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
(cas F-bis) : w = Fwiys, 0 A 02 = $@g,q, dz® A da™, avec wy i, €t Tgya
alternés. Alors :

5 i iz (. L g2
Waraz = 00,1 0(12 Wiyip €6 Wiyiy = €;) €y Wayay-

Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit ¢ un champ de (2, 1) tenseurs :
t=t7 0" @ 02 @ ¢, = ;0 dx @ dr

1172 a1a2

b1 11 A2 "bl J1 J1 s "a2 ]1
tala2 - 00«1 9612 J1 tlllz et t2112 =6 G, 0171 a1a2
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Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)

Soit ¢ un champ de (3, 1) tenseurs :
t=tJ,,. 0" ®e;, ® 02 @08 =h

dx® ® 3 b1 ® dz® @ dx®. Alors :

11.1213 a1.a2a3
,v.bl 7,1 ’”bl 12 ()3 J1 J1 _ ’”al .71 "'{12 "'113 b1
tal.agag 0 9 9(13 tzl 1213 et tu 4283 9 12 13 tal asas”

2.2.3 Changement de bases naturelles et de leurs bases
naturelles duales

Changement de bases naturelles (pour les champs de vecteurs)

Soient (5 20) et ( ), respectivement, une < ancienne > et une < nou-

velle > base naturelle de C*(U; @ T*M)=C> (U; TM), avec :

0 A 9z¢ 0 8 A 9zb 9 .
5aF = a7 a7 €0 57 = 57 545 Alors:

/ / /
0 __ 0dz¢ Qdz* _0 dxz¢ 0z* _ sa o _ 0ab 927 9 . .
9 = 9aF had Do ;solt Gy 257 =0y et 577 = =7 Gy o2 soit
dzb 92 5d’
oo ozt — Oc

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (dx“) I” <« ancienne > base naturelle duale de I’ « ancienne > base
naturelle ;2;, telle que, par définition, dz? (;%;) = 0y et (dz?) la
< nouvelle > base naturelle duale de la < nouvelle > base naturelle (2
que, par définition, dz? (-2, o ;) = 6% Alors
(mémes démonstrations que precedemment) ;

7o), telle

dz® =

dzx
dd,dx et dx? =5

Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque
les indices covariants sont en téte

%vc’l el _ 9z 0z 92 dz° a t [27] 31
dj ...dj, 9z% T 9xdp 0xbl "7 9aba a1
Toobiocbe _ 92 02" 9t e

ai dzl T dxP gl T gacg dll"‘dP

31. p. 519 éq. (8)
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Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)

b1 L _ ’VC/1 0 .
gair = U Alors :

Soit u un champ de vecteurs : u = u/
/
T = gmbl 0 et U = é)xbll T
1 ozl
Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)

tenseurs (cas C)

. ~ ~ U
Soit @ un champ de covecteurs : a = a,, dz** = ag, dz® Alors :

/!
~  __ 0z%l ~ ~ gzt ~
CLdll = 833_‘1/1 Qg et Qg = ey (ld/l.

Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)

Soit ¢ un champ de (0, 2) tenseurs : t = {12 Mibl ® 2= =t9% 2.
i)

—<2_ . Alors :
0x2

tc’lc’2 __ 0z°L 90z $o102 ot o102 — Ox%l §z2 tc’lc’2
- a a (S - / / .
0x® Qx2 9x°1 9zc2

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E')

Soit ¢ un champ de (1, 1) tenseurs : ¢t = £ dz™ ® afbl = ?;,lll dz®h @ afcll :
Alors :

%"C/l Oz 9zl %v.bl ot %v.bl _ 9ahl ozt ;6/1
ai ai

dy 6xd/1 0 xb1 o0z 8xcl1 dy -

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F)

Soit ¢ un champ de (2, 0) tenseurs : t = t, 4, dz® ® dz® = tNdzldé dzh ®
dx®. Alors

! !
9z Jz2 7 g _ 9z™ a2 T
oas 0a7 tmrar O e = Gum G tayy-

taya, =

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
. . _ 1~ _ 1 ~ dl d/ ~
(cas F-bis) : w = 5 Wayay dx™ A dz®? = 5W0q g, dx N\ dz®2, avec Waya,, €t
Wa g, alternés. Alors :

/ /
~ _ 0z 9z ~ ~ _ 9zh 9g%2 ~
Wady = "G - Waraz €0 Waray = G g gz Wdidy-

Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit ¢t un champ de (2, 1) tenseurs :
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b1 ay az —
t—ta1a2dx ® dx®? ® 5 b1 td,d,
T 92" 9% 921 Ty o b _ 02t 92 dalt o
did 9?1 gpde Oxbl araz aiaz T Jx®l dx2 g, Tdidy

Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)

Soit ¢ un champ de (3, 1) tenseurs :
t= tff@% dz™ @ 5 b1 ® dz®? @ dz® = td, dyd, dx® ® r ® dz®> @ da
Alors :

7 _ 9z 9zl 922 923 by ot b1 _ 9z% 9zb1 92%2 92B 7
di.dydy T gady 0zP1 g.dh 5,43 T01.0203 ar.azaz — 9zl g o) dx%2 9dx3 "di.dydy

2.2.4 Changement de plusieurs bases mobiles et natu-
relles et de leurs bases duales

Soient (e;) et (er) 2 bases mobiles et (525) et ( ) 2 bases naturelles et

(0%) et (0") leurs bases mobiles duales et (dx ) et (dx ") leurs bases naturelles
duales respectives.

On a alors, par exemple :

~a ’ ~a' Al 1 ~a
oo =0 0 O — ke 0 =6l da? da? = e 6, (0) = (¢¢))

9z’ dac ’
@) =@
°®c; = ej, ai(, % = gg, ej, 0" = ~2l, dz?, dz? = ~d’ o', (65 0 ) = ('ev;/)_l,
@)=
o o = &2, o = O e, 07 = G da, da® = S 6", (BL) = (&),

@)= @)
2.2.5 Crochet de deux champs de vecteurs

On pourra consulter [1]32 et [8]%3.

Dérivée pfafienne d’une fonction numérique

Soit A € Q°(U). Alors X est une fonction numérique sur U. Soit d A la
différentielle classique de cette fonction numérique. Alors on a :

2 (9N 0" & 2 dae € QYU).

32. pp. 209-211 mais qui definit le crochet, appelé crochet de Poisson ou commutateur,
avec un signe opposé au notre
33. pp. 25-26
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oA
oxe

On dit que 0; A est la dérivée pfafienne de A de la méme maniere que
est sa dérivée classique.

Ona (9;\) 0" = 22 €0 6" et donc 9\ = €@ 22 et inversement

ON _ i o
=3 e = = 0, 0\

0

Formule de Liebniz

Soient A € Q°(U) et p € Q°(U). Alors 9; (Ap) = (9;:\) po + A Oipa.

Démonstration
Oy () = & 20 =B (25 i+ A 25) = (@ 2% )+ A (@ 2%)

Crochet

Soient les deux champs de vecteursu € C* (U ; TM)etv e C*(U; TM)
alors w 2 [u, v] € C® (U ; TM) est le champ de vecteurs crochet des deux
champs de vecteurs u et v tel que, en base naturelle :

w = 0¢ 2. avec :

ameﬂ
~c A ~d 9T ~d du° [q] 34
we =t 5 — vt 5 8] °%.

Alors, en base mobile, w = w’ e;, avec :
wl = u' 97 — P Opu? + ¢, utvP, avec les coefficients :

— 533 (0,8 — O ¢¢) = —ci., qualifés de constantes de structure de la
base mobile [8] 3.

Démonstration

wi = 67 @ = 67 (&%) % — (e k) agéisi)]. Soit, d’apres la formule
de Liebniz :

i cenj.izddvt  sepi. kod Oul | pj(xd 9€L  ~d O€
W = € 0, u €i gt eige vY €y gaa + 01 (€ €
= 0] u' O;vF — 61 VP O u' + 69 (0; €5 — Op &) u' v
= u! 97 — vF Gl + ¢, utoF, avee 1 ¢, = 07 (0; € — O €¢) QED.
Autres expressions des constantes de structure de la base mobile
Jo_ [, J_ >e ni _ e 9 nj 36
On a ¢/, = [e;, ex]) =€ 0,07 — €5, 0,62 [8]*°.

Démonstrations

34. p. 25 éq. 13.3

35. p. 155 pour un groupe de Lie, mais attention a cette dénomimation car ces coefficients
ne sont pas des constantes dans le cas général!

36. p. 238 éq. (5.11) pour la premiere égalité

29



Comme w! = [u, v}/ = u! dwi —v" D! + ¢/ ulv™ on a :
les, ex)’ = 0L D] — 070,87 + ¢ 8L op = ¢/, QED.

Et comme ¢ 0] = 67 et 9;6] = 0 on a, d’aprés la formule de Liebniz :

€. 0; @d— 5@ 9 e, = 0; soit §g O e, = —€,0; 92, et, en permutant les indices
iet k: —0,0yef = ef 0 02. Par conséquent :

cfk = |e;, ek]j = éf@kgg — e &-gg QED.

Remarque : les constantes de structure de la base naturelle

~e __ 2] o 1¢
it = 352> 5,7) sont nulles.
Démonstration

On a, dans la base naturelle :

we £yt 9% — gl 98 = gt % pf BT + ¢y uv/ donc €5, = 0 QED.
Propriétés du crochet

Soient u, v, w € C*° (U; TM) et A\, p € Q°(U); alors :

e [v, u] = —[u, v] (anti-commutativité) [8]37.

Démonstration

I1 suffit de Ver1ﬁer qu’avec les composantes en base naturelle :

—~—e —~——

v, u] = —lu, ] ce qui est bien le cas QED.
o [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] =0 (identité de Jacobi) [8]*
Démonstration

I1 suffit de vérifier qu’avec les composantes en base naturelle :
e e

€
[u, [v, w]] +[v, [w, u]] +[w, [u, v]] =0.O0r:
—~— e A~ aNE —_—" ~c
[, o, w]] 2 at 25 — o, w] 5%
= 5% (W gwf N;c aor) — (@7 g;j - ~j€ 5or) 5o
d( fd :Bdaxf +az‘zg;}f _wf 85d8:rf - ’LU 8 )
—of g’;f gZd + wf 8” 8“ . Et alors :
37. p. 26
38. p. 26
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P [ —_—— e —_— e

[, v, wl] +[v7 [w ull +[w, [u, v]]

~d (~f @ foac _ ~f 0% aal o3
=u ( Bxd28xf + 8a:df8xf w 8x‘;8zf 3w? 8xf)
~d (~f 0% oat due _ ~f %@ oul oar
+ 0% (w5, 02T + 2z oz U 9al0sl ~ 9ad a7 )
~f 9% oal o  ~f _o%ue  _ ovl oue
+uw (ul 5 70T + 507 907 — U 057057~ 001 Ba:f)
_ ~f 0w 9ue 1w Fo0vd due _ ~f 0ul +~ fow? 9w _ ~f 9v¢ 9w +~ £ out 9w
Oxf Ozd 8:cf Eres Eryi Bxd Bzl 9z dzf dzd dzf dzd

= 0 car, les termes s’éliminent deux a deux étant donné que les indices muets
d et f peuvent étre permutés et que les dérivées partielles secondes mixtes
ne dépendent pas de l'ordre de dérivation partielle QED.

o DNu, pv]=Apfu, o]+ AW op)v— @ o) u
Démonstration
D, o 2 ()0, (o)’ — () B () + e (V) ()’
= A Qi v? — poP AW + ¢, A put vF. Soit, d’apres la formule de Liebniz :
Au ,‘,uv]jj = )\ui (g@ivj + 07 Ojp) — vt (A Opu! + w? OpA) + .ka)\uui ¥
= A (u' 007 — 0P O + ¢} u oF) + X (W Oip) 7 — p (VP OpA) U
= A fu, v + X (i) vI — p (vF OpN) u?, done :
A, po] =Apfu, v] + AW O p)v—p@ o\ u QED.
Propriété des constantes de structure de la base mobile

Ona(]kczl+ac ) (Ck:z ]l+ackz> (lljckrrlL—i_akC'Lzl):Ouvzajv k7 m.
et en partlcuher dans le cas ou les les coefficients c;’?j sont constants on a

jk Gl _'_Ck;z jl +C Ckn; :Ov VZ7 ja ka m [8]40'
Démonstration
e, [e5, ex]] + [e;, [ex, e]] + [ex, [e:, €;]] = 0 (identité de Jacobi). Soit :
les, ¢l ed] + [ej, iy el] + [ex, ¢y e = 0.
Mais d’apres la derniere relation démontrée on a :
€3, C'jl.k, e) = ]lk lei, e + 1 (5p8 C'Jlk) e — 'Jlk (07 0,1) €;
= Jlk ¢l e + (@cf_k) e = (cl Cip, Ci7 + dici}) em. Donc :
les, ¢ el + lej, iy el + lex, ¢ el
= (¢}t + 0ich) em + (el ¢t + 05e) em + (¢ &7 + Okc;T) em. Bt

(cleelt 4+ i) + (cly et + 05em) + (¢l + 0ecTy) = 05 Y 4, j, k, m

QED.

39. lorsque 'on définira la dérivée de Lie selon un champ de vecteurs on verra que
Au, 0] = A, v] + A (L) v — 1 (L) u
40. p. 155 éq. (7.7) dans le cas des constantes de structure d’un groupe de Lie
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Changements de base mobile
g _pi 3 pk 0 ' J' k J'
Ci’.k’ — 02/ ej ek/ Ci.k + 9;/ ak/ 62- - 0/{:/ ai/ €k et
g ilpd K 3 i J K J
ci.k - ei 9]/ ek Ci’.k’ + ei 8]<; ei’ - ek @ 6 /

Donc les c;’_‘“j ne sont pas, en général, les composantes d’un champ de (2, 1)

tenseurs.
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Chapitre 3

Deuxieme partie : ce qui est
indépendant des connexions

3.1 Ce qui est valable pour tous les champs
de tenseurs t : la dérivée de Lie £, selon
le champ de vecteurs u

On pourra consulter :

e pour la dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs selon un champ de
vecteurs : [8] ! et [30]2,

e pour la dérivée de Lie d'un champ de tenseurs contravariants selon un
champ de vecteurs : [8]3 et [30] 4,

e pour la dérivée de Lie d’un champ de tenseurs covariants selon un champ
de vecteurs : [8]° et [30] €,

e pour la dérivée de Lie d’un champ de tenseurs quelconques selon un
champ de vecteurs : [11]7 [23]® et [30]°.

Certains auteurs notent 0, a la place de L,.

1. p. 26 et pp. 143-146§4

2. p. 116 éq. (3-6) et pp. 202-206 § 1.A.2
3. pp. 146-147§4

. p. 206 éq. (6-3) et p. 211 éq. (6-12)

. pp. 147-148 54

. D- 206 éq. (6-4) et p. 211 éq. (6-11)
7. pp. 205-210 § 23-2

. p. 81 éq. (12.1)

. p. 212 éq. (6-13)§1.A6

S O

© oo
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3.1.1 Définition
Soit u un champ de vecteurs [u € C*° (U; TM)] et ¢t un champ de

q
(p, q)-tenseurs [t € C° (U; @ T*M)].
p

En base mobile si ¢t = ¢;7 J“ 0" ® ... 00" ej ... Qe ctu=u'e
on a:

L tE (Lut);) ]‘19“ ®...0 0" ®ej ... e, avec :
...j1 ...]q Ay
(‘C t)Zl -
Jq k Jq k J1 g ki2 e da Ja - Ja—1k
(@ tiy —f—C“ 2 tkm +.. +Czp i tzl +Cz k tzl .ip +.. —I—CZ k tzl ip )
g k
+tk12 jq Qlu +...+tilfl a9, Jul—t; JQ A Gt — g P]q Y Opuda,
les dérivées pfafiennes apparaissent donc [1 1]10
b
En base naturelle si t = ta1 Lap AT ® ... ® dx' ® aab e ® aab
z’1 z’d
et u =" 8‘;’;
Zv - 01-0q A ~aq agf;l.l»)l” b bq ouc - bq ou°
tal .ap =u 8:1:“ +tca2 8 1 +. +ta1 <Ap—1C §Lap
t Cb2 q 8ﬁb1 t bq 1C 6ubq
T tareap THge T al FEG

Alors on constate aisément que :

q q
L,eLIC®U; Q@ T*M); C>(U,; Q T*M)], i.e.
p b
q
sit, ¥ €C™(U; ® T°M) :
b
q
L,{t+t)=L,t+ L, T, égalité dans C* (U; @ T*M)
b
et
q
L, (kt)=kL,t, avec k € R, égalité dans C>* (U; @Q T*M).
b

10. p. 206 éq. (15) mais écrite en base naturelle
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3.1.2 Exemples
Cas A:p=0,q=0
Voir ci-apres car il s’agit de la dérivée de Lie d'un champ particulier de

formes différentielles extérieures. On verra que £, A = u* 9; A = u® aax/\a'

Cas B:p=0,q=1

—

g _~b 0 _ Ji _ 0 .
U—U“ejl—vlax—bletﬁuv—(ﬁuv) ej = Lyv g, avec :

. . . . . —~ b ~b ~b

J_ CoyJ Jr kY ok j _ a 9v°1  ~c 9w’
(Lyv)" =u (007 + ¢ v") =" Opwt et Lyv = u® Fhr —0° G
Remarque : on constate que £,v = [u, v].

En effet (ﬁ v =l (9;07 + ¢ vF) — vk O
= w007 — P O + ¢ b = [u, ).

Alors L,v = —L,u puisque [u, v] = —[v, u] [8] ! et [11] 12

CasC :p=1,q=0

Voir ci-apres car il s’agit de la dérivée de Lie d'un champ particulier de
formes différentielles extérieures.

Cas D:p=0,q=2

et

— tJ1J2 p. . Fbiby _ 0
t=t"2e; ®e; =t 9201 ®81:b2
. —b1bgy
_ Jij2 9 o) .
Eut = (,Cu t) 6]'1 &® 6]2 E t 3201 (24 b2’ avec

(L. )7 =y (0 tj1j2 + 7L thiz 4 2 k) — R O it — IR O w2 et
—bibo oy b ~

—_ a Ot°1 Cb2 8u 1 A’blc Ju’2
L,t =u® 63@ —t v —t St -

Cas F:p=1,q=1

t:t'” 0" ® e; =t da ® 3 b1 et

Lot=(L,t)0m ® e, = Lot t "dr © avec :

Ox b17
(L, 1) —u(at”—l—ckt + et + 17 05, uF — R O udr et

i1.0

—
— a al Thy 8T _ Jie 9ult

Lot =2 t

ai 0z a1 Qxc

11. p. 146 éq. 4.10
12. p. 207 éq. (18)
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Cas F:p=2,q=0
t =1t 0" ® 02 =1,,4,dz" @ dz® et
L,t= (L, t). P 02 =L, taya, AT ® dx®, avec :

irin 2.
(Lut);;, =u (Ditiyiy + ¢ tlm +cf. uk) + thiy Oy uP + iy Os, u” et

— 8'5"*1‘7'2
Eu talag - u + tcaz 61‘“1 + talc 890“2

Cas F-bis: p=2,q=0
Voir ci-apres car il s’agit de la dérivée de Lie d’'un champ particulier de

formes différentielles extérieures.

Cas G:p=2,q=1
6" ® 9” ® ej =0 dr™ @ dx“2 ® 52 =0 et

aia2

t_tjl

2122

L,t= (L, t) 911®912®€]1—£ £ d:va1®d:£“2®ab1,avec:

aiaz

7 Ji k Ji k J1 J1 gk
(‘C t)lllz U‘ (8 tzlzg + C“ 7 tk + ng % tllk‘ + Cz k tzlzg)
J1 J1
+ 15, 0;, uF + 5 k&mu tis, 6k wt et
S . Ota o
_ a1a2 1 by Ouc c Odu’l
Lyt =u" R + tCGQ 82:“1 + talc 0 x*2 ta1a2 dxc

U Yaiag

Cas H:p=3,q=1

_ 4Nt i1 . 12 i3 __ a1 as as
t=1t;",,0" ®e; @02 R0 —a1a2%d:1: ® bl®dw ® dz* et
Jl i1 19 i3 __ al o) ag
Lyt=(Ly1)],, 0" @ej @020 = L1 talamd:p ® o7 ® dz®? ®
dx®, avec :
J1 J1 k J1 k 30 k 40 J1 1.k
(‘C t)zl 7,223 =u' (a tu 2213 11 7 tk 2213 + 012 7 tzl kis + CZ t i1.10k + Cz k tz1 2213)
J1
k 1213 811 u + tzl Img az2 u + tu iok 613 U’ zl 1213 ak u’t et
Ji _ J1 k k 41 k 1 J1 4.k
(£ t)zl 1213 =u (a tzl 2213 + C’Ll i tk 2213 + C’LQ i tzl ki3 + Cz t 1.99k + Cz k tzl 1213)
J1 J1 J1
k 2213 az1 u + tzl kis az2 u + tz1 iok a’L3 U 21 1913 ak u’t et
——.b1 oT? ~b
_ a1 a2a3 b ou’ o ou’ b1 c ou’l
Lyt =u" +tC a2a3 9 x%l +ta1 ca3z Q2 +ta1 azc Bx% tal a2a3 Qxc

U Ya1.a2a3

3.1.3 Propriétés

Formules de Liebniz

e SiAe QO (U): L, (At) = (L) T4+ L, t, égalité dans C= (U; @ T*M).
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Démonstration

I1 suffit de faire la démonstration avec les composantes en base naturelle.

wbleba g b by N...bl...bq e biba 5 .,
Lo (At),, | oy U FE A e, TAay +.. +)\t cay e geamll
N...cbg...bq o "’b —~ ...b1...bg_1c 9 "’b
_)‘tal‘..ap Dz 1_"'_/\ta1.uap axc
~ by b
Mais M t, o0 = Moot et 52 Mo o = DA b\ 0 gt
Donc :
—_ — ..;b
~a O Tobrob
Eu ()\ t)al...ap =u 38:5:1 tal l.ap 4
F @ 5t e A Ty e 52+ L e M 5 O T
gy b O e a% @), Soit -
—— ...b1 b ...bq
L, (A t)al...ap = (LN B b N Lot tay .ap €t donc:
L,(At)=(LAN)t+ AL, QED.
Une seconde démonstration est indiquée ci-apres.
q /
eSiteC®(U; QT*M)ett' e C*(U; @ T*M) alors
p p'
q+q
tteC®U; Q@ T*M)et
p+p
q+q
L,t@t)=(L,t) @+t ® LT, égalité dans C* (U; Q T*M)
p+p

8] 13 [11] 14 et [30] 15
Démonstration

I1 suffit de faire la démonstration avec les composantes en base naturelle.

~ ...b1...b / ~ .. b ’
Soit t' =t @ ': alors 7, . =g b bart - Parq

“+ Optp/ @p+1 - Gppp/

Calculs préliminaires

13. p. 147 éq. (4.14) donnée pour les champs de tenseurs contravariants et rappelée pour
les champs de tenseurs covariants mais non démontrée

14. p. 209 exercice 1 non traité

15. p. 212 mais non démontrée
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ol 2;,7 b bCH‘q ( o "t"...bl bq> t/ q+1 - bCH-q/ +t bi..bq o t, o bgt1 bq+q/
O x® ay..a, o Hxa VA1 ... Ap Ap41 .o Gy a1---Ap  §ga ¥ apy1 Ay p!
Ef/ b1 by gﬁ..bl .bq 7 a1 -+ by !

€az ... ap 4 o1 caz ... ap Ap+1 - Gyt
-E;’ by .. bq+q/ . Ttv by ...bq 7 bq+1 ...bq+q/

A1 ... Gp—1CAp 41 oo Gy o a1 ..-ap-1C¢ % ap1q e Ap
g//...bl...bq+q/ o %ﬁ.ln...bq"',"“qurl“'qurq’

Q1 - ApCap42 oo Gy o) ai ...ap COp+42 - Cpyy ot
~ ...b1...b / ~ CJqd1 e g

" q+q b bq / q+ a+q’ .

g b g .. Bt :
LeGpyp/—1 P+l Gpip/—1

tN// e Ch2 by o o ’tv cb2 .bq 37 7 b1 by g
A1 - Oy pt e Ap+1 - Ap !

t” : a+q’ o ’i’ b1 .. bq 1C t, bq+1 bq+q/
a1 ...y o — tay...ap Ap41 - Qpy oy
;’/' b1 bgcbgaa ...bq+q/ o /tv by bq t/ qu+2 ,.,bq+q,
A1 e Oy pt Torar Ap+1 - Ap o/
1:;7/ b ...bq+q/_1 o ftv by bq t/ Y bq+q/_1c
At .- Gpyp! e Ap+1 - Qpypf ’
- .b ...bq+q/
Donc £, 1", s
_ aa 9 'E*”...b1...bq+q/ +£/’/...b1...bq+q/ e 4 _I__Lf_\///"'bl"'bQ-‘rq/ e
o x® a1 ... Qp ot Caz ... ap o axal A1 - Ap—1CAp41 - Qpy oy O x%p
~ .. by ...bq+q/ bq+q/ e
+1 A1 ... GpCAp42 - Gy o) az P+1 +- +t Qpyp/—1C 9z P+p
b basa e G ...bq_lcbq_H bardl pae
a1 ...Qpy O b1 te ai...apy 9 zba
Y by chbq+2 ...bq+q/ 9 5, b1 "'bq+q’—lc 9
—tal.i.aw, y m—---—tal Py oalerd
~ (e y{e
- ( . 83:‘1 tal K + tca ap 881311 + ...+ tal ap qlc aazqup
—t cb2 by aﬁﬂ B —t bq 1c 9uc t/- bgt1 - bgyqgl
a1 - oxh a1 aqu) Gp+1 - p+p/
+’£{L.l.1'..1.('1:1;)bq (aa%;;"bcﬁl"'bq+q’+%7c';bq+1';bq+q’ 1+ +t/a' bat1- bq+q’c 9 uc :
p+1 - Qpyp/ p+2 - Apyp/ p+l-Qpip/ 1€ g PHP
o A;...qu+2 ...bq+q/ Ehis o . t/ . q+1 bq+q’—lc Lot )
Ap+1 - p+p 9 zba+1 ’ U‘P+1 Optp/ 8a:bQ+q’
_ ,C wrbq 7o bat - bq+q +ta qu o b<1+1"'bq+q’
“P/\/“p+1~" p+p’ ) 1b R
- Pat1 Vg tq/
= (L, )@t’+t®£t’a+l ay i

Donc L,t" =L, (t @ t') = (L,t) @ ' +t @ L, QED.
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Remarque :
L, At)=L,(AR1t)=(L,A) @t+AR Lyt = (L, ANt+AL,T; 1l sagit de

la seconde démonstation de cette propriété.

Autres propriétés

Loyvw = Ly + Ly et
Ly, = kL, (k € R) mais
Lyw ALy [N € QY (U)] et done Ly, # u' L.

Démonstrations

Les démonstrations des deux premieres propriétés sont évidentes QED.
Démontrons la troisieme en utilisant les composantes en base naturelle.

q
Le calcul montre que ¥Vt € C*(U; @ T*M) :

p
——~—...b1...bq —— ...b1...bq ~ . b1..b ~.b b .
_ o 01...0qg O\ ... 01 ... 0q o\ c
E)\Utal .. ap - ALU tal . Gp + (tCCLQ e @p G gpal + ...+ ta1 < Ap—1C § zap )u
...cba ...bg ~ ~o.bp .. bg_1C ~
— (tay Sy b g e ubq)—aaﬁc et donc :

—~—— ..by ... by —~— .by..b
Lyuty, oy #FALut,, .

q .
Lap 3 SOIt
Z,\\_u/t #* )\Z:t; Vt et finalement :

Low # ALy QED.

Identité de Jacobi
Lo Lo + Loy Lo+ Loy Loy = 0.
Démonstration
Il s’agit de I'identité de Jacobi :

1

[, [u/, u']) + [, [u", u]] + [u”, [u, v/]] = 0 déja démontrée QED.
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3.1.4 Définition du crochet [L,, L,] pour u, v € C*(U; TM)

q q
Ly, L, € LIC®(U; @ T*M); C*(U; @ T*M)], espace vectoriel, donc
p p

il en est de méme pour L, o L,, L, o L, et L, o L, — L, o L,.
On pose [Ly, L] = Ly, 0 Ly — L, 0 Ly,

q q
égalité dans L[C® (U; Q@ T*M); C>*(U; @ T*M)].
P P
Propriété
[»Cuy Lv] = L[u,v] S 'Cﬁuzr
q
ie. [Loyy L)t =Lyt = Lrwt; VEEC®(U; @ T*M)
p

[8] 16 [11] 17 et [30] 2.
Démonstration par récurrence

e Nous allons établir tout d’abord cette propriété pour A € Q° (U).

Lig A= [u, v 95X = (w907 — vF O w? + ¢} ui v*) 9; A
=" (9; v7) (9; \) =" (9p w?) (8; N)4u' v* [0; (9 A) =0y (0; \)], car on établiera
ci-apres la relation ¢, 9; A = 0; (O \) — Ok (0; ).

Etant donné que L, X = u® 9, X et Lo A =029y A on a :

Lo, Lo A =u0;(v° O \) = u® (0;07) (0; N) + ul vF 9; (Op \) et

L, L, A =0F0(u0, N) = vF (O w?) (0; N) + v" ul Oy, (9; N).

Par conséquent [L,, LA 2 L, LA — Ly L\ = L., A et la propriété
est vraie pour t = \ € Q° (U) QED.

q
e Supposons que (L, L,|t = Ly, ,t; pour t € C°(U; @ T*M) et
p

16. p. 146 éq. (4.11) écrite pour t = w € C= (U ; TM) et qualifiée d’identité de Jacobi
car alors [Ly, L] w = Ly, o) w s’écrit Lo, Lo w — Ly Loy w — Ly, ) w, s0it
[u, [v, w]] = [v, [u, w]] = [[u, v], w] ou [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]], ce qui est bien
Iidentité de Jacobi

17. pp. 207-208 Théoreme 1 écrite pour t = X € QY (V)

18. p. 234 Exercice 8 écrite pour t = w € QP (U)
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!/

q
(Lo, Lot = Lyt pour t' € C*(U; Q T*M) alors nous allons établir

/

p
q+dq

que [Ly, L]t =Lyt ;pourt’ 2t @t € C®(U; @ T*M) ce qui,
p+p

de proche en proche, suffira a établir la propriété.

o [L,, L)t 2L, Lt —L, £ t’
L,((L,t) @t +t® L) =L, ((Ly
u (Lo t) )+ Ly (t @ Lt') =Ly (£
(Lo Lot) @+ (Lyt) @ Lot/ + (Lyl) @ Lot +1 @ Ly Lot

— (Lo Lyt) @t — (Lyt) @ Lot — (Lyt) @ Lyt —t @ Ly L, 1

= (LuLot—Ly L t) '+ D (Ly Lot' =Ly Lot') = (Liut) O+ @ Lpy, o ¢
L ’U]t QED.

(Yl

Rt +t® L,t)
wt) @ 1) = Lyt @ Lyt

3.2 Ce qui est valable uniquement pour les
champs de formes différentielles extérieures

D (dérivation), de degré r.

A (antidérivation), de degré r.

d (différentielle extérieure), antidérivation de degré 1.
iy (produit intérieur selon le champ de vecteurs u),

e dérivation de degré —1 si p est pair et :

e antidérivation de degré —1 si p est impair.

D e LI (U); QP (U)]. A € LIQP (U); Q0+ (U)].
d € LIOP (U); QP+ (U)]. iy € LI (U); 21 (U)].

3.2.1 Dérivation D et antidérivation A

On pourra consulter [23] 19 et [30] 2
Dérivation D, de degré r2' : QP (U) -2 QP+ (V)

w Dw

19. pp. 87-88§15

20. p. 218§D

21. On pourrait généraliser ces notions au cas des champs de tenseurs et non plus uni-
quement a celui des champs de formes différentielles extérieures; on montrerait alors que
la dérivée de Lie est une dérivation ainsi que la différentielle suivant un champ de vecteurs
(cf. ci-apres)
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D est R-linéaire : QP+ (U) -2 QP (1) :
wAw — D(wAw)2(Dw)Aw'+wADw

avec w € QP (U) et ' € Q¥ (U)
Exemples : (cf. ci-apres)
L, est une dérivation de degré 0
1y, Si p est pair, est une dérivation de degré —1

Antidérivation A, de degré r : QP (U) Ay e (U)

w — Aw
A est R-linéaire : QP (1) A, QP (7)) :
wAw — AWAW)E(Aw) Aw +(=1)Pw A Aw’

avec w € QP (U) et W' € Q¥ (U)
Exemples : (cf. ci-apres)
d est une antidérivation de degré 1

14, Si p est impair, est une antidérivation de degré —1

3.2.2 La différentielle extérieure d

On pourra consulter [8] 22, [11] 23, [23]?* et [30] %°.
Définition
Soit w une p - forme différentielle extérieure [w € QP (U)] alors dw est

une p + 1 - forme différentielle extérieure [dw € QP (U)] telle que si :

_ 1 3 i 1 ~
W= Wiy, 0 A AN = W0y g, dT® A LA dat, avee wyy
et Wy, ...q, alternés, alors :

dw = —L~ (dw)

(p+1)!

P

W 00N N0 2 S dWag L a, 2% A LA daf,

et &Lao ..ap alternés tels que :

Q...

avec (dw);

(dw),y . = Y0, (-1)"0

10 ... ip q=0 igWi

10 ... lg - Ip

p—1 P q+r i o o o : .
+ q=0 Zur=q+1 (_1) Cigiir Wiig .. ig iy ... ip (Zq et 7, termes omls) et :

=3P (=1)* 9%y g .ap

AdWag ..ap = D _g=p e (@, terme omis).

22. pp. 59-6385

23. pp- 228-237 Chapitre 4§25

24. pp. 93-98§ 18, pp. 120-121§29.3 et pp. 210-211§16.4
25. pp. 188-199§4
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En effet on va démontrer que c?:uao ap ainsi défini, est effectivement al-
terné ce qui prouvera que (d w). ainsi défini, 1’est également.

’L )
Démonstration
- dw s
p q ap---aq .- a : /
dWaq ...qp = =0 (—1)* —%=5="2. Donc, si r <1
* dwao...ar...ar/,..ap
. r—1 q awao...ﬁa...ar...a /..-ap r 8"‘}&0...5;...41 /-.-ap
=D gm0 (CD) +(=1) “Dazer
r'—1 awao...ar...ﬁa...ay‘/...ap r! 6wa0.4.ar.4.¢fp...ap
+Zq r+1 <_ ) 9 2% + (_1) 9 2%
ow o
q ag...ar...a s ...ag ... ap
T A (e
_ Z _ (_1)q 8wa0 075 e @p_ 1@,/ Qp 4] Q) _1ArG, ) g - Ap
o Oz
0w,
r ag ...ap_1@p41 - Qs ... ap
+(-1) :
oxar
i Zr’_l (_1)(] awao.uarilar,ar+1...@...ar, ara,sq---ap
q=r+1 ox%
r! awao...ar...a /1@ q - Op
) =
ox
p 1 q 8wa0...ar_1a7‘/a,,‘+1 @y _qaragy g <.Gg ... ap Et i
- q:r’—‘,—]_ <_ ) 0 x% : :

* dwao e Qp—1Qp s Qg ] e Gyt _1QrQyt 4 q - Gp

. Zr_l ( 1>q 8wa0 ...ag Q1@ Qpy] @)1 Aray g - Ap
_ dx%
+ ( 1)7-’ awao-"ar—l‘fr\/ar+l~'<“T/_1‘7'TC"T/+1“"7'P

oz
+ ZT’ —1 ( )q 8wa0...ar_1aT/aT+1.4.65...a7‘/_1arar/+1...ap

qg=r+1 0 x%
+ ( 1),',, awaomarfla,r/a,q,l...aT,ilcT;a,T,le...ap
o xor

0w, P
P . q aQ - Qp 18,/ Gpf] - Qpf 1070 4 - .. ap
+2 = (1) RE

o erfl (_1)(] Owao ...ag Q1@ Qp ] @) _1Ara,y g - Ap

q=0 \ Oz
i (_1)1"/ awao‘“ar‘“ar’flar’+l <. ap
oz’
r'—1 8wa0“.a _1a Q4] Qg .-Gy _qQra g ...ap
_|_ Z (_ )q T r! P+ r/—1 r/+1
q=r+1 9 x%
. (_1)r awao Q] Gpg ] - @f e G

O xar

0w, _
i q aOA.AaTilaT/a,FFlma’rlilarar/‘kl.A.aq“. ap
+ 2 e (51) o0 :

__* Et on constate que
dWag ...a,_

— _Ciz/uao..,a,«...ar/...ap QED

1G, Qrg1 o Qpl _1GrGQpryq .. Gp
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Alors on constate aisément que d € L[QP (U); QPTH(U)] i.e.
siw, w e QP (U) :

d(w+ ') =dw+duw', égalité dans QP (U) et
d(kw) =kdw, avec k € R, égalité¢ dans QP (U).

Le champ de formes différentielles w est dit fermé ssi dw = 0 et ezact ssi
il existe un champ de formes différentielles w’ tel que w = dw'.

Exemples
ep=20;cas A

Si A€ QU) alors dX € Q' (U) est a la fois la différentielle extérieure
de la 0 - forme différentielle A et la différentielle de la fonction numérique
A [8]26.

dX = (dN), 0° = d ), dz® € Q' (U), avec (dN),, = O\ et d Ay = 725
ep=1;cas C [30] %

Si a=a; 0" =a,, dr € Q' (U) alors

da = s(da),; 0° N 0" = Jdagye, de®™ A dz* € Q*(U) avec (da), , et
d G440, alternés tels que :
- —~ 0Ga,  Oda
(da);;, = Oy — Oiyaiy — cit 4, @i €t dAagay = oat — paar-

Par exemple si m = 3 :

T __ da day 7. _ da das 7.  _ da aa 28 29
dagg—a—;g—#,dagl—a—gé—a—:ﬁ,d&lg——a%——a%[11] et [27] .

e p=2; cas F-bis

Siw = 3w 0" A 02 =20, 4,dz" Ade® e D (U), avec wiy, €t Waya,
alternés, alors
dw=L(dw),,, 00 A O A 02 = Ldwgeeds® A dz® A dz € O3 (U),

101112

avec (dw); ; ;. €t dWaga,a, alternés tels que :
_ i i i
(AW);010 = OigWiria — O3y Wigin + OiaWigiy — Cig iy Wiia + Cig.iy Wity — Ciy iy Wi
7 _ OWaqay 0 Wagay 0 Wwagay
et dWagaray = om0 — g T aatz -
26. p. 60

27. pp. 197-198 Exercice 11
28. p. 230 avec des signes faux
29. p. 555
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ep=23

; 1. pgi io is — 1735
Slw—6w21213(9 NO2 NGO =cw
AVEC Wi, iyis €6 Wayamas alternés, alors :

dw= (dcu)Z g A O N G2 A G
0211213

= idwaoamw3 dz® A dx® A dz® A dz® € Q' (U), avec (dw), . . . et

10112213

dz™ A dz2 A dz* € Q3 (U),

aiaza3

d Wapayazas alternés tels que :

(dw)ioiliQig 'aiowilizis - ailwioi2i3 + 0 2Wigiiz — az3("')2011@2
7 -7 .. . JR— -7 .. . — _
= Ciy iy Wiigiz T Cig iy Wiiriz — Cig iy Wiiyia Cn i Wiigis T iy ig Wiigi sz iz Wiigiy €t
j{d _ Owayagay o Owapagag + Owapajag _ Owagajay
apaia2a3 O x®0 o0x%l O x22 O x%3
Propriétés

Soient w € QP (U) et w’ € O (U) alors

ed(wAuw)=(dw) AN+ (=1)Pw A du', égalité dans QPTP'+1 [23] 30
d est donc une antidérivation A de degré r = 1.

Démonstration cf. [§]3!

W= Qg ..qpdx™ N ... N dz® (donc Aqy ...ap = %@almap alterné) donc :
dw=dag, .4, N dz® A ... N\ dx%

W' = by, by dz® A ... A dxb (donc by, by = ﬁ&bl by alterné) donc :
dw' = dbbl,,,bp, A dxP AN daby

w AW = Aa, ...y bbl.“bp/ dx®™ A ... Adx™ A dz? A ... A dx® donc :
d(w A W) =d(aqg..a bbl,.,bp,) Adz®™ A oA dx®™ A da A oA daby
= [(daq, ...q,) by, by Hlay o ay dby, ...bp/] Adz®™ A ..o Ndx®™ Ada AL A dab
=dag, ..q, dz® N ... N dz®% N bbl__bp, dxP A oA dab
+ (=1)Paq, ...qp dz®™ A ... A dz™ A dby, ...v,, dxb A oA da
=dw A W'+ (—1)’w A dw’ QED.

En particulier :

xsi A€ QV(U)alorsdAw)=d(A A w)=(d\) ANw+ A dw
= (dA\) AN w+ Adw et si la fonction numérique A est constante et égale a
k € R on retrouve d (kw) = kdw.

30. p. 96 Proposition 2.4
31. p. 61 éq. 3
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xsi A, u€QV(U)alorsdAp)=dXAp)=(dN Ap+AAdu
=pu(dN)+Adp.

edod=0 [8]32 [23]33.
Démonstration

Soient w € QP (U), ' & dw € QP (U) et w” & duw' & dPw € QP2 (V).

~ — 0w a
/ . . p _ q ao...aq...ap .
w ag...ap dwal...ap - q=0 ( 1) 0 x% ou :

_ 9% _
o . Zp (_1>q “by o bgi1 byt Et -
b1 ... bpyr1 — q=0 Habai . :

— . _ ’
dw W

" — / ) p+1l bg - br byt
Wy by = AWy by = P by = 2 g (1) —g 52
Or on peut remarquer que :
0w ~ o~
- o bo ... bg .. br o byl
w bo .. bp41 Z ( ) 9 zba
+1 1 A.b/\mbA.A
+ Z:r 1 ( " FpT . Et par conséquent :
7
W by .. bt
ow — o~ I o~
1 by .- bg by by 1 1 7% By g by
ptl 8[22:0 (—1)7 5aba = ZZ s (D) YT P2
=S -y .
Zp+1 ZT 1 (_1)q+7' 9 wbo.”b/g“.l;“.prrl
- d xbr 9 aba
0%w ~ o~
p+1 g+r—1 bg ... by ... bg - bpy1
+ Z Zq r+1 ( ) 9 zbr 9 xba ’
. p+1 r—1 o P p+1
Si on remarque que Y 7T D 70 Qg = Y0 DL Qg Vg ON peut
écrire :
— °G
w// o P p+1 (_1)q+r 0 wbombq“.br“.bp+1
bo...bp+1 — q=0 r—q—‘gl O xbr 9 xba
25 o~ o~
p+1 q+r— 1 .. b',-...bq“.bp_,_l
+ Zr 0 Zq r+1 ( ) ) al'bT azbq
b p+1 (_1)r+q 9 “bg B by e bpy1
r=0 q=r+1 9 xba 9 xbr

%, -
+1 +r—1 bp by b
+ Z Zfl) 'f'+1 ( )q 8xbraquq pLL = 0 QED.
Donc un champ de formes différentielles exact est fermé. En effet si
w=dw alors dw = d (dw') = 0.

32. p. 90 Propriété 3; la tres succinte démonstration invoque la symétrie des dérivées

secondes croisées p. 61
33. p. 96 Proposition 2.6 ; la démonstration se fait p. 97 a partir de la propriété fonda-
mentale indiquée ci-apres
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Remarque : si A € QY (U) alors :
a2 A= a, 0% = (dN),, 0 = (9, ))0". Et
0=d*\=da= (da)w1 g A 6" avec
= (da),,,

= 0;,a;, — a,la,o — ¢t .oa;; soit :
aio (811 )‘> - ail (alo)‘)

1091

ON=00ud; (Op\) — 0k (3; \) = ¢/, 9;\.

zo i1
Formule de Maurer-Cartan ou équations de structure de Maurer-
Cartan

doi = —1c, 00 A gk [8]3

Démonstration

07 = 6 dz® done d 7 = 0 d2x% + (d6%) A da = [(8;67) 07 A (€2 6%)
— & (0;00) 0" A % (car d22 = 0).

Cependant € (9, 9{) n'est pas égal a 3 (d67),, car non alterné.

Par contre d ¢/ = —1 [€! (O, 07 — ek (0;69)] 6" A 0% = —1e7 00 A 0%, avec
¢/, alterné QED. Donc (d 67),, = —c’).

Généralisation de la formule de Maurer-Cartan

A" A NOP)=—5 30 GO A NG NG A LA G

Démonstration

Par récurrence sur p. Si p = 1 la relation précédente est exacte car il
s’agit de la formule de Maurer-Cartan. Supposons la vraie pour p. Alors :

d(0 Ao AN O A Gy =d (00 A LA O) A G
—1)P O A LA G A dO

— /\
|

LSTPeln 00 A A G A GE A GTEL A LA i) A G
+(=1)P o A . Aeip( Ll gio A 0F)
= (=5 > clzqkezo Ao NGt A GEAGTTE A A BR) A G
—Lergo A g LA 0 A OF

Zp“ o Giv A A Gt A 6% A BT A A G541 Donc la relation
precedente est vraie pour p + 1 QED.

On a donc également :

A A NP =L S0 (S1)TE T A A G AL NG A G N G,

34. p. 155 éq. (7.5), p. 156 éq. (3.4), p. 239 éq. (5.12)
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Cas particuliers
ep=1:d6" = —%C%l.keio A Ok
ep=2:d(6" A 672) = 2 DG A B A G — L g A g A G
= -1 07 NGO GF 4Lk k@ll A G0 A GE.
ep=3:d(6" A 02 A 913) = —Lc 00 AOF A6 NG
— L 00 NG A GF NG — LB 00 A G A 62 A GE
=3 0% A0 A G0 NG
+3 mkeﬂ A G A G0 NGE— LB 00 A G A B AR

3.2.3 Le produit intérieur i, selon le champ de vec-
teurs u

On pourra consulter [8] 3 [11]% et [30]37.

Définition
Soit u € C* (U ; TM). Pour p > 1 soit w = !wilmip g A .. O
= ﬁ@al...ap dz® A ... A dx®, avec wj, .., et Wa, ..q, alternés. Alors :

w2 ﬁ (tu )iy i, G2 A .. NG A ﬁiuwaQ...ap dx® A ... A\ dxo,

avec (i, w),;, iy €0 uW,, q, alternés tels que :

1 k A ~c~
(Zu w)iz.‘.ip = U Wiy ... et Zu Lap U~ Weas ...

[8] 38.

ap
Pour p = 0 alors w se note A et i, A = 0.

Alors on constate aisément que i, € L[QP (U); QP~1(U)],
avec u € C™ (U ; TM) ie.

stwe QP (U)etw € Q(U):

iy (W W) =i, w+ i, [8]%, égalité dans QP (U) et
iy (kw) = ki, w, avec k € R [11]%°] égalité dans QP! (U).

35. p. 149

36. p. 237 exercice 3
37. pp. 213-215§2-A
38. p. 149 éq. (4.23)
39. p. 149 éq. (4.23 a))
40. p. 237 exercice 3 a)
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Exemples

ep=0;cas A
Si A€ Q°(U) alors :
iuA = 0.

ep=1;cas C [30]*
Si a=a; 0" =a,, de® € Q' (U) alors :
iwa = u*a, =ua. € Q°(U).

Donc i.,0" = 0% 6}, = 0} et i_o_dz® = &5 0% = .

o
o zb

e p=2; cas F-bis

Siw= 1w, 0" A 02 =10,.de Ade*2 e Q?(U), avec w;j, et Waya,
alternés, alors :

iyw = (lyw),;, 0 = iy W,, dz*, avec :

(igw), = uF Wy, et iy w,, = U0

u io kio u “ao caz
s j 1 j i k_ 1.7 pi k .
Donc si w =d6’ =5 (d67),, 0" N 0" = —5¢/,.0° N 0" on a:
ie;d 07 = (ic,d67), 6%, avec :

ie,d0 = —c7, 0F = (d67),, 6"

ep=3

St w = §Wiyigis 0 A 02 A 0 = £ D4 50, dz™ A dz® A dz® € Q3 (U),

AVEC Wi inis €6 Wayaqas alternés, alors :

; — 1 i2 is 17 a2 as .
@uw_g(zuw)mﬁ N 0% = 5y Wayqy d® N dx®, avec :

- _ .k ~ _ e
(fu W)y5, = U Whiis €6 Ty Wagay = U Weagas-

Propriétés

o iy(w A W) = (iyw) A+ (=1D)Pw A i, égalité dans QPTP'~1 g
we WP (U) et w € QP [23]%2.
1, est donc une dérivation D de degré r = —1 si p est pair et une antidérivation
A de degré r = —1 si p est impair.

41. pp. 197-198 Exercice 11
42. p. 88 Théoreme 4
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Démonstration

. 7
Soit w =w A W'; alors :

W 2 iy =it (L LT e
(Zuw )i2,,,ip+p/ =u wi1i2...ip+p/ =u (p! p’! ’i1...ip+p/ w]lu-]p wjp+1...jp+p/)'

Soit, d’apres la remarque faite lors de la présentation du produit extérieur :

p+P/
— it L L 2 Te W ‘ 1P we e ,
=u p! p’! 61'2_ ZPer/ [pwllhmjp wjp+1-~~jp+p/ + ( 1) p w]2~~~3p+1 wll]p+2~--]p+p/]
— 1 1 I2edodd (i, /
- (p-D1)! p'! €i2‘ Z‘erp’ (u wll]Q"']p)wjp+1~"jp+p’

(p—1)! N
_1\P L 1 J2ededy i1,
+ ( 1) p! (p{—l)! €i2...ip+p/ w]2~-~]p+1 (u wiljp+2...jp+p/)
1 . !
p—1)! p'! 12 ... 1 ’ (ZU w)jg...jp jp+1...jp+p/

(
(1P A ,
(

. !/
£ 1 1 Ly W ) .
p! (p’—l)! 22"‘Zp+p’ J2 .- Jp+1 ( u )]P+2"']p+p/

iy T (D WA (W)

p+p 82y qp!

Donc iy (w A W) = (iyw) A W'+ (=1)Pw A i, QED.
® i, 0, =0 [8*[9]* et [23]1

Démonstration
. ; . , A .
Soit w = }%wilmip 0"t A ... A 0%, avec wy, ., alterné. Posons w’ = i, w,
/ _ .k A 1 ;2 " I
alors W's, i, = U Wiy .4y €0 W =i, W = dgw, alors w4, i, = U Wiy iy
1,k

= U U" Wiy .5, = 0 car wy, 4, est alterné. Par conséquent iiw =0; Vwet

iy 0 iy =142 =0 QED.

o (iyw)(ug, ... up) =w(u, ug, ..., up) ;
Y ou, ug, ... ,u, € C®(U; TM) [11]4S.

Démonstration
. 1, i i . 4
Soit w = 51 Wip iy 0" A ..o A B, avee wy, ., alterné.

43. p. 149 éq. (4.24) Propriété 2
44. p. 437

45. p. 90 Proposition 1.2

46. p. 237 exercice 3
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o (iyw)(uz, -+ yup) = iy (W), o (07 A oo A OP) (ug, .. up)

(P—1)! ,
= (luw)y, o (02 @ .o @ 0%)(ua, .. up) = U Whiy i, 45 - ug
o w(u, ug, ..., up) = ]%wkizmip (0% A 02 A oA O (u, ug, )
= Wiy, (0F @ 02 @ ... @ 0%)(u, u, ..., up) = Wiy gy UF UG Ly

o donc (i, w)(ug, ..., up) = w(u, ug, ... ,up) QED.

3.2.4 La dérivée de Lie L, des champs de formes diffé-
rentielles extérieures w selon le champ de vec-
teurs u

On pourra consulter [8] 47 [23]*® et [30] %7,

Il s’agit d'un cas particulier de la dérivée de Lie des champs de tenseurs
selon un champ de vecteurs.

Définition

Soit u un champ de vecteurs [u € C*>° (U ; TM)] et w un champ de
p - formes différentielles extérieures [w € QP (U)].

En base mobile w = w;, ;0" ® ... ® O = %wilmip 0 A ... A G,

avec wy, .4, alterné et u = u'e;; alors :

Low 2 <‘Cuw)i1...ip 0 ®...Q 00 = z% (’Cuw)il...ip O AL A0 € QP (D),
avec :

Ak J ) ‘ j A ' '
(‘Cuw)il ip — U (Opwiy ...ip, + Ciy e Wity ooy T H G Wiy ---Zp—u)
k k
+ (,U]m'2 wip ailu —f- Ce + wil ...ip71k 8ipu
_ .k P q—1 j J k
=" Wiy iy + D gy (=1 (05,0 + ¢ ut) w5

Ji1 . ig e ip

Les dérivées pfafiennes apparaissent donc.

En base naturelle w = Wg, .4, dz* ® ... ® dx
= z% Way ...ap AT A .0 A dx, avec Wy, . q, alterné et u = u® % . alors :

—

Ao~
Low = Lywg, g, dr™ @ ... & dz®™ = pi!ﬁuwalmap dzx™ A ... N\ dz%,
avec :

47. pp. 148-149§4
48. pp. 91-93§17
49. pp. 206-207§6.A.4 et pp. 212-213§6.A.7
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o A ~c 0%a; . a duc ~ s
‘cuwal ap =u 9 xc = + wcag -Gp 9 a1 + s + wal < Qp—1C § ap

a a a b o~
= walxc =+ Z ( ) (aa;flq Wha ... ap)

Exemples :

ep=0;cas A
Si A€ Q0(U) alors LA = ub Op) = ¢ 22

ep=1;cas C

Siae Q' (U); a=a; 0" =a, de™ et alors
Loa= (L, a); 0" = L, a,, dz™, avec :

.k J ko ok 0k
(Lua); = u® (Opas, + cl-1 kaj) + ay, Oy u® = u” Opai, + (0w + ¢, u”) a;
a c oa e c o0a aub ~
et Ly aq, = U 53¢ +a C(’?xal = U’ Hod g @

e p=2; cas F-bis

Siwe D (U); w=1wi, 0" A2 =3Tq,,de™ A dz® alors
Low=1(L,w),, 07 AG2=1 E Wayas d:v‘“ A dz®, avec :

1112
_ k
(E w)lllg u (akaZQ + Czl k Wiia + C 2.k wll]) + Wiy azlu + Wik alzu
_ k k
=Uu akwilig (@lu + Cil.k u )Ldin — (812u + Cig.k u )wjil et :

c 0w wal as auc

r _ au
Eu wa1a2 - u + CCL2 6 + walc O 22
~n OWaqa 8~b ~
(¢ 192
5 xc + 81”1 Wbag 0x%2 Whay -

ep=23

Siwe P (U); w= 2w, 070 N 02 N O =2 Bg 050, dz™ A da® A da®
alors
Low =g (Lyw) ;00 NO> NO® =3 Low gm0, ™ A dz® A dz®, avec :

A .
= 9d O -
(ﬁuw>i1i2i3 = w OjWiyiyig

O T R O Tk - WYY B A .

+ Wiigis (6'Llu + cz‘l.k u ) + Wiy jig (812u + Cig.ku ) + Wiyigg (alsu + Ci3.ku ) et :

8&7 ~ 6 8 a"c

~c ajagag u’ uc u

‘C wa1a2a3 =u O xc + wcagag Bzal + walcag 6aca2 _'_ walagc O x93

0w audb ~ 6~b ~ oub ~
~c ajagag u
5 x° + 5 zo1 Whasas — ) Whaias + 5 8xa3 Whaias

ep=4

Siwe Q4 (U) W= iwillé%u 9“ VAN 0i2 A 9i3 VAN 9i4
214 @alaw?)(m dr® A dz® A dx® A dz* alors
Low=5(Lyw); ;. 07" N0 NG5 A G

11121374
_ 1
=5 Eu w

dx®™ A dx® A dz*® A dz*, avec :

ailazasaq
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A s
= d O - - .
(Euw>ili2i3i4 =u 8Jw11221314
j Jok j Joak
t Wjisisis (ailu] + Cip W ) + Wiy jigia (aizu] + Cige W )
N G T J ok N O Y, J ok .
+ Wiyiajis (81311’ + Ci3.k‘ u ) + Wiyigisj ((91411 + Ci4.k u ) et :

E\Z)alagag;a;; = ac f%aéa%
+ wca2a3a4 aamal + Walca3a4 aaxllg + wa1a20a4 gxag, + walazagc aag;u;l
— awaéz;zcag,w + 81:0,1 Wba2a3a4 — 8$ab2 Whaiazay + a$al; Whayasay — 88:5_17“{;4 &jbalazag'
Propriété
(Luw);, ., ainsi défini est alterné.
Démonstration

Nous allons le démontrer pour p = 3 et p = 4; ce qui suffit pour com-
prendre la démonstration générale respectivement pour p impair et pair.

ep=23
On a:

('Cuw>i2i1¢3 ' .

+ Wiiyis (amu + Cig.k u ) + Wiy jis (821u + C kU ) + Wigi1j (ai3u] + Cl‘gk‘ uk)
JH*i11213 . ) ) ) .

— Wiyjig (aléu] + Czjzlc uk) — Wiigig (ailu] + Czjlk U'k) — Wiyigj (alduj + Czi,k uk)

= —(Lyw)

(Lu) i1, . . .
+ wji2?1 (aiauj + Czi,k uk) + Wig iy (aizuj + Czjgk uk) + Wigigj (8i1uj + Czjlk uk)
= —u’ ajwi1i2i3 . ) )
— Wiyigg (aisuj + Czi,k uk) — Wiy jig (aizuj + Czjgk uk) — Wyigig (ailuj + Czjlk uk>
£ —(Lyw
Ces deux transpositions suffisent & démontrer que (L,w), ;,;. ainsi défini
est alterné QED.

209 0, i Wigiy i

111213 °

A
A i,
= W OjWigiyiy

)i1i2i3 .

ep=4
On a :
A
(Euw>i2i1i3i4 = a‘7‘('1‘}1121‘1’5‘3@4
j J k j J k
+ Wiirigia (aizu] + Cipx U ) + Wiajiziy (ailu] + CLrU )
j J k j J k
+ wi2i1ji4 (a uw + cig.k u ) + Wigiyizg (8i4uj + Cip kW )
= —u’ 0; jWirioizia ,
k j N k
— Wiy jigiy (a u + C 2.k u ) = Wjigigiy (ailuj + Cpl )

— Wiyigjis (O3 + ¢ uF) — Wiigins (03,07 + ¢ | uP) & —(Low); i

o4



(Euw>i3i2i1i4 2 uj 8jwi3i2i17l4 '
+ Wiigiyia (aisuj + Cz]3k uk) + Wigjiyig (aizuj + Czjgk uk)
+ wisigji4 (811 w! + Czjlk uk> + Wigigi1j (ai4uj + C%{;.k uk)
= —u ajwi1i2i3i4 ) )
— Wiyigjia (05 + ¢, 1 U°) — Wiyjigis (0! + ¢, )
= Wyigigiy (8i1uj + céjl.k uk) — Wiyigisj (ai4uj + C%i.k uk) 2 _(‘C w) """

11191314
(£Uw>i4i2i3i1 = 8J('j‘)7447422311
k
Tt Wiigisiy (ai4u + Ci4. ) + Wigjigia (alzu + sz U )
j J k
+ wi4i2ji1 (ai3uj + Cigre U ) T+ Wiginigj (allu + Cil.k u )
= —u’ ajwi1i2i3i4 . N ) .
i i
— Wiyigiaj (00 + € U7) = Wiyjinis (G0 + €5 1)
i (O T uFY — e (O e k) A
wlllzju (alsu + Cig.k u ) wﬂzlsu (allu + Cil.k u ) - (ﬁuw)i1i2i3i4'
Ces trois transpositions suffisent & démontrer que (L,w), ; ;.;, ainsi défini
est alterné QED.

Remarque : si p > 2 on a aussi :

o Lw = [uF Opwi, s —l—pwm ip (O + ¢ uk)] 0 A LA O

_ 1 e 9%y . ap ai a 50 : :
= o7 [U° =55 + P Wbas ...ap 7y al] da: A ..o A dx [8]°Y mais les coefficients
¢ Oway

o b
[uf Opws, i > P Wiy .. (8“1# + cZ LU )] et [u° —5= " + PWpay ...ap aamcu] ne
sont pas alternes.

Exemples :
ep=2:cas C

Siw € Q*(U) alors L,w = 5 [u¥ Opwiyi, + 2wji, (05,07 + c'.j‘k uk)] 0% A 62

1 8wa1a2

T2 [ e Y "
[uF Opwiyiy + 2wii, (O u? + cfl.ku )] et [uf 512 + 20,, 24-] ne sont pas
alternés

+ 2 Wpay th“l] dx‘“ A dz® mais les coefficients

op:3'siw€Q3(U)alors ‘
Low=} L [uF Orwiyinis + 3 Wiigis (i 0 + & u uk)] 0% A G2 A G

_ 1 OWajagag

6 [U 0 z¢ 05 )
k ; _] Waqaga ~ ou

[U” OpWiyinis + 3 Wiiyiy (030 + ¢ u M) et [ae 52 4 3Whagas Haar) NE sont

pas alternés.
Alors on constate que £, € LIQP (U); QP (U)], i.e. siw, w € QP (U) :
L,(w+w)=L,w+ L, égalité dans QP (U)

+ 3 Whayas Bz_al] dzx®™ A dz® A dz® mais les coefficients

50. p. 129 éq. (4.22)
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L, (kw)=kL,w, avec k € R, égalité dans QP (U).

On montrera par la suite que si w € QP (U) et w’ € QY (U) alors :

0
L,(wew)=(L,w)®w+w® L, égalité dans C>* (U; &Q T*M)
p+p

et L, (w A W)= (L,w) A +w A L, égalité dans QP (U)
(donc L, est une dérivation de degré 0).

3.2.5 Liens entre le produit intérieur et la dérivée de
Lie, selon des champs de vecteurs

On pourra consulter [8] 5! [9]%2 [23]%3. et [30] %%
On a iy, o = [Lu; 1] L2 Lyody—iy0Ly;YVu veC®(U; TM).
Démonstration par récurrence

Remarquons tout d’abord que la relation précédente est plausible. En
effet si w € QP (U) alors i, yw € Q71 (U), L, (i,w) € QP71 (U),
iy(Lyw) € QP71 (U) et donc [L,, i,Jw € QP71 (U).

e sip=0;wsenote A. On a iy, A =0 et
(L, iu]A = Ly (1,A) — iy(Ly A) = L,0 — 0 =0 et la relation & démontrer est
vérifiée.

® Supposons que if, yw = [Ly, iy|w pour w € QP (U) et i, yw' = [Ly, iv]w’
pour w’ € QP (U). Nous allons montrer que i, ,j(w A ') = [Ly, 3] (0 A W)
avec w A w' € QPP (U), ce qui suffira a démontrer la proposition annoncée.

(Lo, iy] (W A W) =Ly (Iy(w A W)) —ipy(Ly (W A W)

L, ((lw) N+ (=1)Pw A i) —i,((Lyw) AN +w A Ly,w)

=L, ((lyw) AN W)+ (=1)P Ly (w A i) —ip,((Lyw) A W) —iy(w A Lyw)
(L (iyw)) A W'+ (fyw) A Ly + (=P [(Luw) A +w A Ly, (1,w")]

(L w)) AW — (=1)P (Lyw) A i’ — (lw) A Lyw' —(—1)Pw A i, (L, )

u (W) — iy (Lyw)] A W'+ (=1)Pw A [Ly (i) — ip(Ly W)

= (i[u,v]w AW+ (—1)pw A (i[u,v]w’) = i[u,v](w A w’) QED.

51. p. 150 la propriété 5 est écrite de fagcon inexacte mais elle est écrite correctement p.
157

52. p. 437

53. p. 92 éq. (17.2) Proposition 1

54. pp. 233-234 Exercice 7
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Remarque : [30]%° donne une autre démonstration.
Par exemple si p = 1 alors w se note a et on a :

T, 0@ = [Lu, Tp)a = (u! v — v* Gl + cfk u'vk)a; € Q°(U).

3.2.6 Différence entre (L, w)(u1, ..., up) et Ly fw(uy, ...

On a (Lyw)(uty ..., up) = Lyg[w(ug, .., up)]

— >0 wlu, ..., [uo, up]y oy up)

= Lyolwlur, ..., up)] + >0 (1) w([ug, ], ur, ..., G, ..., up) [23]°°.

Démonstration

) Up)]

Nous allons nous servir du produit intérieur ¢, et plusieurs fois de la

propriété i, o Lyy = Lyy © ty — tug,u] :

by Lugw = Loyl W — Fug, ug) W,

Gy by Lug = ZUQ‘C’UOZMW—ZWZ[UOWHW = ‘CUOZU2ZU1W_Zuzl[u0,u1]w_2[u07uz}lmw>

T Dy Ly Luow Zus‘cuoluzlmw ~ LuglusUug, ug )W T Puglug, ug) buy W

= EUOZU3ZU2ZU1W ZU3Zu22[u07u1]w ™ LugUug, uz)tur W Uug, uz] bus Luy W

D)

b -+ g LW = Luglay - Gy — Dby Gy - Gug,ur] - - - lugw [23]%7
On a alors :
O (Lygw)(us, - .. ) = (zul ow) (ug, ... up)
= (iugiulﬁuow)(u37 Ce o Up) = s =y e Ty LW,
O Luglyy - - - Gy W = Euo [w(ug, ... up) et :
o w(u, ..., [Uo, Up)s - oo Up) = Gy - Uug,u,] - - - GuyW €t par conséquent

(Lypw)(ur, .., up) = Lyglwlug, ..., up)]
— > wlug, ..., [uo, ur], ..., up) QED.

De plus comme w(uy, ..., [Uug, Uy, ..., Up)
= (=1)""w([uo, u), w1, .., Gy, ..., up) ON &

(Equ)(ulr, coy Up) = Ly, [w(ul/,\ TS
+ >0 (=) w([ug, ur), wr, .., Uy, ..., uy) QED.
55. pp. 233-234

56. pp. 92-93 éq. (17.3) Proposition 3 pour la premiere égalité
57. p. 93
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Exemples

ep=1;cas A
(Luga)(u1) = Ly, [alur)] — alfuo, ui]).
ep=2;cas C

(Lugw) (1, uz) = Luglw(ur, us)] — w([uo, ua], uz) — wlu, [uo, uel)
= Lo |w(ug, ug)] — w([ug, 1], ug) + w([uo, us), ur).

3.2.7 Propiété fondamentale
On pourra consulter [8]°® [9]%9 [11] % [23] ¢! et [30] 52

L, =d o i,+1i, o d. Cette propriété, qualifiée de fondamentale par [30]
ou d’identité du calcul des variations par [23] %, peut servir de définition a
L., dans le contexte des champs de formes différentielles extérieures. Elle est
parfois qualifiée de formule magique!

Démonstration

I1 suffit de faire la démonstration, avec les composantes en base naturelle.

Soit w € QP (U) et w' £ i, w € QP71 (U). Alors dw € QP (U) et
dw € QP (U).

wlbg by T u® &-}cbg‘..bp ou wlal ceQp—1 uc Z‘-v)cal e Qp_1°
—~ 0w i~ aw 0w i~
P q %%y .. by .. b by...b bo ... bg ... b
L dwbob1.~-bp - q=0 (_1) Oaxbg . 8;’0 p+2 ( ) W
donc :
o OWpy b q 9% b
dwcbl...bp = alzc £+ Z ( ) W et
rl OWpy .. b q 9% 5
Gudwy, _p, = U [—5=2 + 30 (—1) —5 =]
~c1O0Wby b OWcby ... b e fob
_ ¢ 1 2-
=u [ D xc == aa;bl - +Z ( ) axlfq p]'
— Oy o
o pfl q ag...aq ... ap_1
.~dw/a0...ap_1 - Zq:(] (_11 axgq .
o 8w,a1.“a 1 p—1 q 8"‘)/(10...6\...(1 1 .
- 8J:a0p + Zq:l (_1) axgq £ , Ou !
58. pp. 149-150 Propriété 3 éq. (4.25)
59. p. 437
60. p. 237
61. p. 93 éq. (18.1)
62. p. 216 éq. (6-17) Théoreme fondamental
63. p. 93 éq. (18.1)
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- Ay b o
AWy by = —5 2+ D 0 L (=1)° B re—
8w8b£b1 ’p -+ Z ( ) -t abW SOlt

d/(;;)bl..,bp _ ‘W;";—E + Z ( )q 1 ‘9(~ cglz.l;;lz’);.”bp)
=u _aw(;bzbl =2 + chz bp aazbl +uf ZQ:Q (_ ) . BWCbla';c'qu;Mbp

e _
+ >y (=17 wb...bq...bpgx_ubcq'

W ] ow
[ ] Zudw+d(ZuCU) ,,bp — ﬂc[a by .bp 0w cbg ... bp +Z (_ ) c...bq“.bp]

0 xc t?a:bla~ 9 xba
iy awgbgbl o wch b, a b1 + Z ( ) 1 cbg;bz;q ... bp
+ 20 (DT 17%1)1...@ b ot
= u’ awgl— + wa? bp szl + Z ( )q ' ('Nucbl l;; -bp (gz_abc‘l
- awglmc 4 Z L (=D lﬁcblml;q 5 M — L. uWp, 3, - Donc :

iydw +d (i, w) = Lyw, Yw et d o 4y +1i, 0o d= L, QED.

Remarque : si A € Q°(U) : d (i, A\) + i, d X = L, A, mais i, A = 0 et
donc : i, d X = L, X [30] ®.

Conséquences

Pour w € QP (U) on a L, yw = d (iy,w) + iy, (dw) et
(Lygw)(u, -y up) = (d (Guew)) (W1, - .y Up) + (y (dw)) (ug, .., up)

= (d (iyow))(us, ..., up) + (dw)(ug, w1, ..., up); soit :
(dw)(ug, ..y up) = (Lugw) (Ut -« -y up) — (d (iyow)) (ug, .., up) [23]%. Et
également, d’apres la différence entre (L, w) (s, - .., up) et Ly [w(ug, - .., up)] :
(dw)(ug, .., up) = Lygw(ug, ..., up)]—> by w(ur, ..., [ug, ur], ..., up)

= (d (i) (un, -, up)
= Lyw(ug, .. up)] + 3 (=) w([ug, wp]y Uty vy Uy oy Up)
—(d (iuow))(ul, ooy Up).

Autres propriétés : formules de Liebniz
eSiANeQU): L, A\w)=(LNw+AL,w

0
eSiwecPU)etw cQ (U)alorsw @ w €C®(U; @ T*M)et
p+p

64. pp. 232-233 Exercice 6
65. p. 94 éq. (18.3)
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0
L,(w@uw)=(L,w) ®w+w® L, égalité dans C= (U; @ T*M)%
p+p
(il ne s’agit que d’un cas particulier de la formule de Liebniz démontrée ci-
devant pour tous champs de tenseurs).

Mais on a également :

Lo(wAw)=(L,w) AN +w A L, égalité dans QPP () [11]97 et
[30] %8 (donc L, est une dérivation de degré 0).

Démonstration
Utilisons la propriété fondamentale.

L,(wAwW)=d(i,(wAw))+i,(dw A w))

((lyw) AN+ (—1)Pw A dyw) +iy (dw A W'

—1)Pw A duw)

((lyw) AW+ (—1)pdl(w A by W) +iy (dw A W)+ (=1)P4, (w A dw')
d(iyw)) AW+ (1) (iyw) A du'

—DP[(dw) A i, + (—11)pw A d (i, w')]

o (dw)) A w' + (=1)P (dw) A dyow’ + (=1 [(iyw) A do’

—1)Pw A iy (dw')]

Gy w) + iy (dw)] A W' +w A [d (i, W) + iy (dw')]

w) Aw+w A L,w QED (il y a eu 4 simplifications dans le calcul).

4+ ++ 11+ |

Il
—
U
pr\

Autres propriétés
VweQP(U):
Loprww=Lyw~+ Lyw et
Li,w=kL,w (k € R) mais

Loww #ANLyw [N € Q0 (U)] et done Lyio,w # u' Le,w.
(Lo, Lo]w = Ly, w, égalité dans QP (U) [11]% [23] ™ et [30] ™.

66. et (attention) non dans QPP (T* M
67. p. 210 Exercice 2

68. p. 213

69. pp. 207-208 pour p =0

70. p. 93 Proposition 4

71. p. 234 Exercice 8
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3.2.8 Liens entre la différentielle extérieure d et la dérivée
de Lie L,

La différentielle extérieure d et la dérivée de Lie £, et commutent
Onado L,=4L, od][8™[11]™ [23]™ et [30] ™.
Démonstration
Utilisons la propriété fondamentale.
edofL,=do(doi,+i,0d) =doi,od cardod=0.
e L,0d=(doi,+i,0d) od=doi,od cardod=0.
e Doncdo L,=L, odQED.

Formule de Cartan
On pourra consulter [9] 7 [11] 77 et [23] 8.

Soit w € QP (U); alors dw € QPTH(U) et :

(dw)(uo, - up) =0 (1) Loy [w(uo, ., Tgy o, up)]
-1 r ~ ~
+ Zgzo E:q—f—l (—1)7" wW([tgy U]y oy «ov s Ugy oeey Upy ooy up) € QV(U)
ou :
(dw)(ur, .. s tp1) = D05 (=) Ly fwlur, -, Gy, - Upyr)]
1 T ~ ~
+D o1 Zf:qﬂ (=) W[ty Uply Uy vy Ty ooy Uy ooy Uprr) € QO(U).

Démonstration par récurrence

e La formule de Cartan est vraie pour p = 0. En effet dans ce cas w se
note A et on a (d\)(ug) = (9;,A\) u, alors que L, (\) = uf O\ soit
(dN)(ug) = Ly

e Supposons que la formule de Cartan est vraie pour w € QP71 (U) i.e;
que :

72. p. 150 Propriété 4

73. p. 237

74. p. 97 Proposition 3

75. p. 207 PR2 et p. 218 éq. (6-18)

76. p. 194 Théoreme IV.14.A

77. p. 233 éq. (11) ou cette formule de Cartan est démontrée pour p = 1 mais avec

visiblement une erreur au premier membre
78. p. 95 éq. (18.4) avec visiblement une erreur de signe dans le second terme du second
membre
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(dw)(uy, -y up) =0y (D) Ly fwlur, ooy gy ey up)]

Y S CD) T (g ), s Ty e Up).

e Soit w € QP (U) ; alors iy w € QP (U) et d’apres 'hypothese recurrente
on a:

(d (iug)) (ur, -y up) = 320 (=17 Ly (o) (i, -y gy -y )]
P S  (CD)T () (g, el uy e Ty s T - )
= o (—1)q_1£uq[w(u0, Uty ooy Ugy ey Up)
+ IS (DT wlug, [ug, us s Ty e Ty e Up)
=3, (=) Ly, [wlug, oy gy ey up)]
=3P S (DT w((ug, w, vy e Ty - Gy s ).

Mais on a vu que :

(dw)(ug, .., up) = Ly [w(ul,A.. o up)]
+ ZE:I (_1)Tw<[u07 uT]a ULy ovey Upy oo vy up)
— (d (iyow))(us, ..., up) et par conséquent :

(dw)(ug, .., up) = Lyg[wlug, ..., up)]
+ >0 (=) w([ug, wp),ur, ooy Uy o, Uup)

+ 25:1 (1) Ly, [wlug, ..., Uy, - s up)]

o) g (DT W[ty ], v, gy s )

= 0o (CU Ly fw(uo, ooy gy oy up)]

+Z§;S $:q+1 (—1)q+rw([uq, Upl, Uy ey Ugy o ov s Upy ..., Up). Il 8agit bien

de la formule de Cartan pour w € QP (U) QED.
Exemples :
ep=0;cas A
Si A€ Q°(U) alors (d\)(ug) = Ly,A € Q°(U) (déja dit).
ep=1;cas C

Sia € QY (U) alors :
(da)(uo, ur) = Lug[a(u)] = Lu,[a(uo)] — alluo, u1]) € Q1 (U) [23] ™.

e p=2;cas F-bis
Siw e Q% (U) alors :

(dw)(uo, ur, uz) = Luglw(u, ug)] = Lo, [w(uo, uz)] + Luyw(uo, ur)]
— w([ug, u], ug) + w([uo, ual, u1) — w([u1, ug], ug) € Q*(U) .

79. p. 95 éq. (18.6)

62



3.2.9 Le produit intérieur i, et la dérivée de Lie L,
commutent

Onai, oL,=Ly,0i4,=1i, odo i, [83 et [30]3 .
Démonstration

Utilisons la propriété fondamentale.

O dy 0 Loy =1y 0 (d 0 iy +1, od) =1, od o i, car i, o i, =0.
oLy 0dy=(doiy,+1i, 0d)oi,=1i,0do i, cari, o i, =0.

o Donc i, o L, =L, 0 iy, =1, od o i, QED.

80. p. 150 Propriété 4
81. p. 218 éq. (6-18)
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Chapitre 4

Troisieme partie : ce qui
dépend des connexions

On pourra consulter (8] et [11] 2.

On définit a priori des fonctions numériques yzi_jk; i=1,...,m;
j=1,...,m;k=1,...,m [%i.jk e QVU); 7,‘51- =+ 711_].,6, en général], ap-
pelées coefficients de connexion ou des fonctions numériques I'?, = b
a=1,...,m;b=1,....m;c=1,..., m [’ €eQ); TP, #T?L en

général|, appelées symboles de Christoffel de 2¢ espece.

Les symboles de Christoffel de 2¢ espece I';, se se déduisent des coeffi-
cients de connexion 7, par changements de bases mixtes et inversement,
comme nous allons le voir.

4.1 La différentielle V, selon le champ de vec-
teurs u

On pourra consulter [8] . Le symbole V s’appelle del, nabla (du nom d’une
harpe hébraique de méme forme) ou atled (qui est delta écrit a l'envers).

1. pp. 228-279 Capitre VI
2. pp. 264-276 §28
3. p. 235
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4.1.1 Définition
Soit u un champ de vecteurs [u € C° (U ; TM)] et

q q
Vu€LIC®(U; @ T*M); C*(U; @ T*M)].
p b
q
Doncsit, ' e C*(U; @ T*M)on a:
b
q
Vu(t+1)=V,t+V,t, égalité dans C= (U; @ T*M) [8]* et
b

q
V. (kt) =kV,t, avec k € R, égalité dans C* (U; @ T*M).

p
Et V., est tel que, par définition :
¢ en base mobile :
o VA = w9\ € Q°(U) (soit Vo, A = O;)\).
oV, ep 2 (%jk u') e; € C>*(U; TM)
(SOit Ve, e = szk €; ou %Jk = (vei ek)])'
o V., 07 & — (v u) 0k € Q' (U)
(soit V,, 67 = —7 0"” ou v = —(V., 69),).
¢ en base naturelle :

o VuA 2 22 € Q°(U) (soit V o A= 2
2 (b, ~a)aieCOO(U TM) b

=T) 2 oul?, =V o -2 ).

GCB Dzl oz

L vu o0 xc

(soit V o

8303
o V,da® = (-T? 1) dxc € Q' (U)
(soit V_o_dab = —T? dx¢ ouT?P, = -V o dab).

oxza : : oxza c

!/

q q
eSitceC®(U; Q@ T*M)ett e C®(U; @ T*M) alors :

/

p b

4. p. 235 éq. (4.2)
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q+q
Vit @t)=(Vyt) @ '+t @ V, t' [égalité dans C* (U; Q T*M)]
P+
i.e. V, opere comme une dérivation sur le produit tensoriel [8]°.

q
Ces définitions permettent le calcul de V, t; vVt € C*(U; @ T*M) :
p
soit t un champ de (p, q) - tenseurs :
t=t70000 @ @00 e, ... ® e,
= 1" ab‘*d:p“1® L ®dr @ 5O ..
Vaut = (V ) ”C‘H“ R...00° e ... ® e
b
zvutalmap Y ® ... ® da® ® % . ® axibq’ avec :
1 a ki - ja : -1k
(Vut)jl.j..l‘ip (8t - +%Jlitzl F +"'+%kt o o
=ity i 3 o Jfk) 8]° (donc la paranthase st (vei t);;fz;;”‘*)
et :
— _..b1..b ~.4.b1.. bq
Vutal 1a a_ aa<8ta19 L ‘I—Fbl ta1Cb2 .bq +. —I—F tal bq 1c
.. ap T
e Tbi..bg e Tobi.bg = b1 bg
—I g teay oy’ — . =Ty tai.lay"te) (donc la paranthese est V.o, t N ).
T a ap
Démonstration, par exemple en base mobile
Par définition de V, et car A\t =\ ® t; V¢, on a :
V t_(v ti h)@’l@ L ® e TNV, 0 @ L@ e+
_|_ t - Jq 921 (vu 91p> ® ejq
+t;7 & 9“ ©. . ® (Vuey) @ ® iyt 877761 © . © (Vuey,)
(u 815 jq)é’“ ..@ejq—kt“._.lp (=i Gk)®...®ejq—|—...
+ ;7 - 9’1 ®...® (—721ui0k) ® ... Q e
+ ¢ qu“ ...®(7§_jluiej)®...®ejq+ A+t qu“ ® ...
(%’.jq u' ej)'
Soit Vi, t & (V, ), Jq 0" @ ... 00" ® e ... ® e, avec :

5. p. 235 éq. (4.3)
6. p. 236 éq. (4.7)
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(V t)"'j1

- J1-
71 11 kzg

u(at

Jq_

- 71 ip tzl

k]z
i1 .

Jq 1k

Jq_‘_,}/’th JQ_'_
] - Jq

Jip_ %) lon a fait g1 —~> ketj— j1 dans le

+’yt

i.k

quatrieme terme du second membre, j, — k et j — jq dans le cinquieme
terme du second membre, k <> 7; dans le deuxieme terme du second membre
et k <> i, dans le troisieme terme du second membre (sans compter les points
de suspension) et on a permuté les termes du résultat] QED.

Donc (rappel) de méme que :

7,1 v b1 "‘bq ~'~j1 - Jq
Tt = 9 o lay gy et Zp et
i b
t f;p n = gg; LR BT on
=, b1 Dip ~b P
(51 P 1 q -Jq
Vut,, ap = L bay e et (Vi t);? et
_ a1 =% nJ1 nJa a
(V. t) —611 gl O qu vutal...ap )

Les derlvees pfafiennes et les coefficients de connexion apparaissent donc

dans le calcul de (V,, t);!

1---0p

Christoffel de 2¢ espece apparaissent dans celui de V, ¢,

74 alors que les dérivées classiques et les symboles

by ... by

ai ...ap

Cas particulier des champs de formes différentielles extérieures

On pourra consulter [8] 7.

0
SiweQP"(U)cC®U; Q T*M) ie
P
w= #wil_.ip 0t N LA O = p, Way ..ap dT™ A ... A dz®, alors
0
Vew e C®(U; @ T*M) i.e
P
Vew = (Vyw),, i 0" @ ... ® 0= ﬁualm% dz™ @ ... ® dx, avec :
(Vuw);, iy = U (Oiiy iy = Vi) Whin iy = - — ’Yg,kl-p Wiy .ip_1k) €b
= a 85& . c ~ c ~
vu Wa, weap U ( ala;a Fa a; Weas ...ap — - Faa Wa, ...ap_lc)'

On peut vérifier que (V, w),

11 . lp

lest en (aq, ..., ap).

Par conséquent, en fait, V

7. pp. 236-237, p. 248 éqs. (11.10), (11.11) et

est alternéen (iy, ..., ip) et que V, w,, .

ap

ww € QP (U) et :

(11.12)

67



Veyw = %(Vuw)ilmipﬁil Ao N O = %ﬁ)alm%dmal A ..o N dx

€ QF (U), avec les valeurs de (V, w) ;, €t ﬁual ..ap Précédentes.

i1 ..t

Lien avec la differentielle

Placons nous en bases naturelles. Ssi la connexion est symétrique, i.e. telle
que par définition '’ = T (on verra plus loin qu’elle est alors sans torsion)

a.c
on a :
o 1 bobp & N . .
dWag...ap = T7€a0 . ap V_o_ W , O dWqq ...q, €St bien alterné en
b azb0 by by
8
(ao, ..., ap) [8]°.

Les cas particuliers qui correspondent a p = 0, 1, 2 sont indiqués ci-apres.

4.1.2 Propriétés
Formule de Liebniz
eSiANeQ(U): V,(At) = (V, Nt + AV, 1t
Démonstration
Vi At) =V, (A ® 1) =(VuA) @t+A @ V,t =(V,\)t+AV,t QED.

Remarque : la relation de définition de V,, :
Vu(t®@t)=(V,t) @'+t ® V, t' peut étre, elle méme, qualifiée de formule
de Liebniz.

Autres propriétés
q

SiteC®U; Q T*M) et u, v € C°(U; TM) alors :
p

Vijwt=Vy,t+Vytet

Viut =kV,t (k € R) mais

Vault = AV, t [ € QY (U)] (c’est une différence notable, avec la dérivée
de Lie L,).

Ces propriétés sont évidentes a démontrer.

SiA, XN eQ¥U) on a donc :

8. p. 248 éq. (11.12)
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VauNu') = AV, (Nu') = A(V N ) U+ NV, o]
=AMV N + ANV ! =AML, N)u + AN Vo car on verra que
VuN =L, N.

Calcul des symboles de Christoffel de 2° espece I a partir des
coefficients de connexion v/, et inversement

~ o~ . =5 . . ~
Onaly}, =e (0,08~ + 9% ) et inversement 77, = 6] (€2 & 'Y, + 0;eb).
Démonstrations

b _ . - _ .
TP =V o 2 =8V, (0Fer)] =20, [V, (0Fer)]

oz ;
= &0, 05 Ve, e+ (Vo 05 en] =01 (6547 + (01 65) 0]
= (0% 0%+, + 010, 09) = & (0 0% 47, + 2% ) QED.
) . — ———b . - b ~ - b
V= (Veer) =0 Veer =0, Ve o (F5%) =h&V o (7 55)
. — b . e
=LY o 5+ (Voo &) 52 | = e [ T8 + (52501
~. ~b ~.
— Gl [ Th, 4 en 0] — Gl (2 & T2, + 0;e) QED.

Les relations précédentes sont les formules de changement entre une base
mobile et une base naturelle. On voit donc que les v, et les 'Y, ne sont pas

les composantes d'un champ de (2, 1) tenseurs [8]°.

Eléments 7, € Q'(U) (j et k fixés) et I12, € Q'(U) (b et ¢ fixés)
On pose 7, £ 7 07 € QY (U) (j et k fixés) [8] 10 et
I, £ T8 de € QL (U) (b et c fixés).
Liens entre /et TI%, dans Q' (U)
On a I, = ¢ (6F w4 d67) et inversement = 5?7 (es 1%, + deb)

Démonstrations
I, = T}, dz® =& (6: 0F 77, + 90\ 6 = (@ ar) 0k v 00+ (& 90 g1)

= &[5 057 0 + (0100) 0] = & (0 7 0" + d 6))
et (0% w4+ d07) QED et inversement :

Ty =00 =0 (@ & L0 + 0i2}) 0 da
= 0 (0 &) &4 T2, do + (8 042 d) = 6] (03 6 T d + 5% dar?)
— 60 (Ee T, da® + deb) = 6 (11, + d &) QED.

9. p. 230
10. p. 229 éq. (1.6)
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Les relations précédentes sont les formules de changement entre une base
mobile et une base naturelle. On voit donc que les 7, et les I1%, ne sont pas
les composantes d'un champ de (1, 1).

On peut appeler les matrices (7 ) k indice de ligne et j indice de colonne
et (I1%), c indice de ligne et b indice de colonne, matrices de connexion.
Eléments o/ € Q2(U) (j fixé) et X € Q2(U) (b fixé)

On pose o7 £ 7 A 0% +d 7 € Q*(U) (j fixé) et
Y2105 A dat € Q2(U) (b fixé).

On a donc 07 = £ (07),,. 0 A 0% avec (07),, = =7 — = tel que
(09),; = —(07),, [et donc (07),, = 0] et B° = ;Zbac dz® A dz° avec
Y, =T — T2 tel que X, = —3b,. (et donc ¥t,, = 0).

Liens entre o7 et ¥ dans Q*(U)

On a X = UJ et inversement ¢/ = QJ o

Démonstrations

20 = I1% Ada® = & (6 jk+d BN (E50) =2 [(gg 0F) 70 +e¢ (8; 67) 0] A 0!

eb (of AN d@J) eb(ml, N 0¥ +de7) =€ o/ QED et inversement :

o7 = 6/ " QED.

Mais alors Y., = 5}1 0" (Eb)lk — 6 gk (&al), = HZA? 0" (7)., soit -
b T —gig e g* (7, =l — ¢.) et inversement :

(07); =€ 91]; €k ggaw soit 1 )y — iy — ¢l = & QJ & (L. —T2,).

Remarque :

Zb:g?.gj:Zb%:gj(’éﬁ.ai) = o’ e;.

Différentielles

On a donc, par différentiation de o7 et X :

dol =dr), A 0¥ — ' A dOF 8] et dXP = dTI%, A dat.
Eléments w; € Q*(U) (i et j fixés) et QP € Q2(U) (a etb fixés)
On pose w £ dn’,+ i A 7™ € Q2(U) (i et j fixés) [8] et

11. p. 241 éq. (7.3)
12. p. 240 éq. (6.10)
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OF £ qT0, + I, A TI, € QX(U) (a et b fixés)

On a donc w/ ;( )klekel avec
(@ Vg = Ok = OV = G Vi s+ Ao AT — A Vi €8 20 = F QP dae d?
b
avec chd_r‘ddxg_dxd +Fb Fde.a_rfal_‘a?e

Liens entre w? et Q) dans Q*(U)

Ona Q=@ ¢ bwy et inversement w; = &¢ 6] QL.

Démonstrations

o I1° = (@ﬂﬁ—d@j)donc N N
d11b, _el“bdw FE(dOL) A T+ 0L (de0) A T+ (dE) A (d6)).

o Il ANTIS, =& (67 ), +d b)) A& (0, 2 +dor)
20"6\?(6 om) i /\7T +e (egégl)w_ﬂ‘m/\déﬁﬁg’ég(é?dég) A Tl
+2 (e d6) A don
0i &b 5m i Aw"+e.5;”7r?m/\d53+§;’ég(—§gdé‘;)/\77’%
+a’9(—§ﬂd ) A do"

=gy ml, AT+, A dO7 — 0 (25 60) (de8) A

—(9@3’) (de ) A dom

:5351’ AT A dO; — 0583 (dE) A 7r"— b(des) A dor

Gkl A w2 (ABE) A G (A A L — (d2) A (dF2)

=0.ebnl AT — @b(dﬁz) =0l (deh) A m —(d e A (d67). Alors :
o II° + 11 A TI¢, = 5;%1; () + 7l A7) soit QF = 9 w? QED et

inversement :

w! = 0] QP QED.

(2

Mais alors Q2. = 6% 6}, (Q2),, = 64 6}, (6. 22 w7, = 6 €265 6 (w7, soit
T b F‘b
ddxg - c 4+ F'cl?e Pia - F.ccia Pje ' ) '
= 92 Ai} 915 91 Ok % = OVl = i Vomi + Vil ViE — Vili Vi) €t inversement :

(wj)kl—e Qjekeldesmt .
ak ryl.z o al ryk.z - Cklfymz +fykm’ylz ,ykzlyl]m

_ ~apize xd (Tida b
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Différentielles
Onadol =w! NO* =7, A o* [8]B et dXl =QP A dat —TI5, A 2°.
Démonstrations

do’ = dr, /\9’“—7? Ado* = (w! =7 A A G —7) A doF
_kaek ( A Tk /\9’+7Tk/\d9k) 4
=w AOF -7, /\ (78 A 0P+ d o) = w! A OF —7) A o% QED et de méme :
dXl = Qb A dx¢ —TI5, A ¢ QED.
Par différentiation de w; et Q on a :
dw? =dnd, Aa?—ml Adr? 8™ et dQP =dII%, ATIE, — I, A dII°,.
Mais on a également :
dw? =wi AP =7 A w™ 8] et dQ2P = QP ATIE, — 1%, A Q.
Démonstrations
dwl'-j =dnl A 7m —7T.jm Adr?
= (Wi, = A ) AT =T A (W =T A )
=w) N7t —nl AW —ml N7, AN+l ATl ATl
=wd AT —ml A w™ (car les 2 derniers termes de I'expression précédente

disparaisent puisque les indices m et n sont muets et peuvent étre permutés)
QED. De méme :

dQb=Qb A TI, — T8, A Qf QED.

4.1.3 Cas particuliers
Cas A

Il s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures
pour lequel p = 0.

SideQ°(U)alors V, A =u 9\ =u* 2% € Q°(U).

xa

Onabienc/lv)\ao—o,sbov ox A=V oy A=3 2.

bo 8 x®0

Remarque : on constate que V, A = L, \.

13. p. 241 éq. (7.4)
14. p. 241
15. p. 241

72



Cas B

——b1
Sive C®(U; TM)alors V,v = (V,v)e;, =V v 5% € C®(U; TM),
avec :
by

Vo v)t = ul (vt + 7 v et%\u/v = o (221 + I e
i.k ox

De méme que 7% = 'éé’i vt et v/t = 6] 0" on a

——b1

. o by
V,v = Egi (Vo) et (V,0)t = 9{71 V, v

Cas C

I s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures
pour lequel p = 1.

Siae Q' (U)alors Vya = (Vya), 0" =V, a,de™ € Q' (U), avec :

71

:u (aaal B NC);

o x@ a.al

(Vu a)il =’ (aiah - ,%k“ ak) et vu a

A ~  _ i . R 175 .
De méme que aq, = 0, a;, et a; = €; a,, on a:

Viya, = 5;11 (Vy a)l.1 et (Vyu a)i1 =¢;! Vyag,

Ssi la connexion est symétrique on a bien daq,q, = 11, 52%%11 Vo a

zbO b1
=V goa =V s a = (G~ i e ) = (5ot — T, )
— % _ D% alterné en (ag, ).
Cas D
2 . .
Site C*(U; Q T*M) alors V, t = (V,t)%¢;, ® ey,
0
—— b1b 2
:v“t”afbl (U; @ T*M), avec :
0

(Vu t)hjz =t (a gz 4 ,V-Ji thiz 4 ,y.jz tjlk) ot
ﬁblbz — e (ag’;:z + F bl tcbg + F b2 “j,lc)
De métme que 20 = 7 2% 005 et 04 = 7 B P on

ﬁbllﬁ ob1 gb2 (V t>J1]2 ot (Vu t)ju'z _ 51331 5{;; ﬁbwz

J1 ]2
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Cas F

1
teC*®(U; Q T*M) alors V, t = (V, t)ff@il ® ej,
1
1
—Vt dx (U; @ T*M), avec :
1

(V)7 = ui (&t'jl + it — ik, t}fl) et
o bl 8t b1 T c
Vu t ( + ' t Fa ai c )

aa a.c al

De méme que £ = 9” Abl L et ¢ = e 931 thona:
b~ ; :
Vaty, =00 (V, )7 et (V, 1)) =& 67V, 1 t

Cas F-bis
Il s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures

pour lequel p = 2.

we N (U) alors Vyw = 5 (Vyw), ;.07 A 62
%Vu Wayap, ™ A dx® € Q (U), avec :
; k K
(VU w)hiz =u' (aiwillé Yidy Whis = iy wilk) et
~p/ OFaya ~
VU Warag = a( azla 2 — F.a.al Weag — Flzc.ag waw)

On vérifie bien que (V, w), ; et V, w4, sont alternés respectivement en

(11, i2) et (aq, as).
De méme que Wo,a, = 05} 0.2 wiyi, €6 wiyi, = € €5 Waya, ON & :

~a1 ~a2
e €2 VuWayay-

— gi1 gin
vu wa1a2 - 9&1 90,2 (VU w)iliz et <vu w)iliz i1 12

—~ —_ —
. . ’ . . . b0b1b2
Ssi la connexion est symétrique on a bien d woga,a, = 57 €002 . wb )
T 102

soit, tous calculs faits :
—~ aa oa oa ,
21499 012+ 8L, alterné en (ao, a1, as).

dWagaray = 320 9201
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Cas F

0
teC®((U; @Q T*M) alors V,t = (Vyt), ;0" ® 6
2
- 0
= Viutaa,dz™ @ dz® € C*(U; @ T*M), avec :
2

(Vat); i, = u (Oitiviy — % this — Vi, tisk) et

1112 =~
~a 01 > >
— pa(Zltaya c c
V lajay, = U (522 EP — I teas — Ui, tase)
A g 11 [)12 _ "'al ~a2 § .
De méme que 4,4, = 9a1 6a2 Liyip €6 tiyiy = €5 €5 Laja, ON A

@\/utcuag = 031,622 (Vut);, i et (Vut);,;, =€, € Vuloa-

al ~az 1112

Cas G (utile pour la torsion)

teC>(U; ® T*M) alors V, t = (V,t);L 0 @ 02 @ e,

1112

a1 a2
—V ta1a2dx ® dz™ ® axb1
1
eC®U; @ T*M), avec :
2
Ji J1 gk . k J1
(V t>1122 =u' (a tzlzg + ’yzk tzlzg ’Yi.u tklz - 7. @2 tzlk) et
—— b1 oty
_ a1a2 b1 t..c c c
V talag - ( o xa +Facta1a2 Paal ca2 Paag alc)
b1 __ i1 pi2 "bl .J1 g1 "111 "112 .71 bl .
De méme que thQ 9a1 9@2 i, et b =€l e Oy o, ona
— .01
_ “b J1 Ji ~a1 >u J1
11 Pi2 501 1 302
V alaz 9a1 9(12 71 (V t)zllz et (V t)zm eil €i2 9 V ta1a2

Cas H (utile pour la courbure)

teC™(U; @ T*M)alors V,t = (V, 1)/, 0" ® e, ® 02 @ 0%
1

dz™ ® 5% ® dz™ @ dz™ € C*(U; @ T*M), avec :
3

=V,

ai.a2a3
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7 k .
(v t)zjllzgzg =u (a tzjllzgzg + 71 tll i2i3 %.11 tk ioiz fyz i tzl kis fyz i3 tu zgk)

et
—— b1 ot
1 a2a3 b1 r.c _T.c _T.c _T.c
v tal azas ( +Fa c tal a2a3 Fa al c a2a3 Fa as a1 cas Fa as a1 azc)
_ i ~b1 io Qi3 $-J1 J1 —ou ]1 £o2 gus I
De Hleme que tal asas 90,1 ]1 9 9@3 tzl 1223 et tzl 1223 - 21 9 22 23 tal a2a3
on a :
_ 21 ~b1 12 7,3 J1 Ji — on ]1 £o2 gus
V 2fa1 az2a3 9 9 0 (V )11 1213 et (v“ t)h.izig ! 9 lz 13 V ta1 a2a3”

4.1.4 La divergence div d’un champ de vecteurs

Soit v € C*> (U ; TM) alors :
dive £ (V,,v)' & Vaaa v e (U) [8] 10 [9]'7 et [27] 8. Soit :

dive = 9t + ;4 v = a% + e ¢ [38] 19

Remarque : on peut définir la divergence pour un champ de tenseurs
quelconque [9]%° et [36]%! et donc en particulier pour un champ de formes
différentielles. Cependant pour éviter toute confusion nous ne le ferons pas.

4.2 La différentielle absolue ou covariante V

On pourra consulter [8] 2% [11] 23 et [35].

La différentielle absolue ou covariante V augmente de un la covariance,
d’ot1 son nom.

4.2.1 Définition
V est tel que :

16. p. 246 éq. (11.1) pour la 1€ égalité

17. p. 189 pour la 2¢ égalité

18. pp. 555-556 § 2.4.6 Exemple 2 pour la 2¢ égalité, p. 557 § 2.4.7 Application pour la 2°¢
égalité

19. p. 1 pour la 2¢ égalité

20. pp. 465-466

21. p. 7

22. p. 235

23. pp. 264-276 § 28 mais les auteurs mélangent trop V, et V
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q q
VtE£0 @V, t;VteC®U,; @ T*M).AlorsVtecC®U; & T*M)

p p+1
et on constate que :
q q
VeLC®U; QTM);C*U; @ T*M).
p p+1
q
Doncsit, ' e C*(U; @ T*M)on a:
p

q
U; @ T*M)[8]* et
p+1

V(t+t)=Vit+ Vi, égalité dans C™ (

q
V (kt) =kVt, avec k € R, égalité dans C>* (U; & T*M).

p+1
En base mobile si :
t=t; L jq@“@ ® 0" ®ej ... RQe,,ona:
Vtﬁ(Vt)“1 j“QZ R0 Q...Q0" ®ej ... e, avec :
(Vt)m = (V)i 220 2 0y 2yt e
31 St
- %’.z‘l ki .1..z‘pq — = ip tn i ke

Les dérivées pfafiennes et les coefficients de connexion apparaissent donc.

En base naturelle si :

bq a a o) o) .
t—tal dl‘l® ®dmp®m...®8x—bq,ona.
Vt=Vt, oot Ydrt @ dr™ ® ® dz' @ =2 ® =2 avec :

- aai ...ap T dxbr " dxba’ ’
N.,.bl...bq —— biba 9" cb ... b bg1e
Vi wap T Va% tal o Tap‘i‘r b1 ta1 o R +F tal o

by ...bg _ b
ol tca2 ap — ... — 1'%, tal Lap_1c-

Les dérivées classiques et les symboles de Christoffel de 2¢ espece appa-
raissent donc.

24. p. 235 éq. (4.2)
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Cas particulier des champs de formes différentielles extérieures
Siwe QP (U) ie. :
W=wiy . 0" ® Q0P =T o, dr™ @ ... ® dz. Alors :
Vw=(Vw), ;00 ®01& ... ®0°=Viuw,.q¢d"@d" ..

Y ... 1
dx™, avec :

(Vi iy = (Ve W)y, o) = Oiiy iy = Vi, Whin iy — -+ — Vi, Wir i1k
et :
/V\/ o V/_\/ o 0Wa, =9p _ T-C ~ e ~
Waaq weap 8% wal o = "8 Llaa Weag wap T lgla, Way eap_ic
4.2.2 Propriétés
Formule de Liebniz
q
eSiNeQU)etteC®(U; @ T*M)on a:
p

V(At)=(VA) ®t+ AVt Etsiest une fonction numérique constante
égale a k on a Vk =0 et on retrouve V (kt) = k V.

Démonstration

V)20 @ V., (A\t) =0 @ [(Ve, \)t + AV, )]
=0"® [(Va, A) @ t+ AV, 1) = (0" @ V., \) ® t+ A0 @ V., 1]
= (V) ® t+ AVt QED.

!/

q q
Remarque : attentionsit € C*(U; Q@ T*M)ett' € C*(U; Q T*M)
p P’

alors, en général :

Vitet)#(Vt) @ '+t ® V', en raison de la non-commutativité du
produit tensoriel [8] ?°

4.2.3 Cas particuliers
Cas A
SiAeQ0(U)alors VA= (VA),0 =V A da® € Q' (U) (cas C), avec :

(VA), =0iAet VA, = 92.. Alors on remarque que VA = d\.

25. p. 236 exercice
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Ona VA, =0 (VA), et (VA), =2 VA,
Cas B
Sive C*(U; TM) alorsVU:(Vv)glﬁi@)ejl:N
1
eC®(U; Q T*M) (cas E), avec :
1

(V v)gl = Ot + 752 v et /V\; = %‘;1 + I e

On a ﬁ — 0% (Vo) et (Vo) = ’ég@ii ﬂal

a]l

Cas C

Sia e Q! (U) alors
Va=(Va),, 0 @ 0" =Vag,d* ® de™ € C®(U; é T*M) (cas F),
avec : ?

(Va),, = 0iai, — 5, ay et V tga, = aaa% =TIy, e

On a V dge, = 0! 5;11 (Va), et (Va), =¢eiei Vaa,.

121

Cas D
2 . .
Site C*(U; @ T*M)alors Vi= (V)"0 @ e; ® e,
0
— biby 2
=Vit, dr" @ 3% @ 5% € C>®(U; @ T*M), avec :
1

(V t)]1]2 é atjljg _’_,yljli tk‘jQ _’_,yljli t]lk et ﬂabl 2 _ d?ble +F bl th2 +F b2 f\blc.

—~ b b .. . . .
OnaVit, =0 e (Vi) t(Vzﬁ)gm:ggeg;Gggwa”’

aJl J2
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Cas F

1
SiteC®((U; @ T*M) alors Vt = (Vt)“]ll 0" @ 0" ® e,
1
N 1
=Vt, dx ® dx (U; @ T*M) (cas G), avec :
2

X . —~ ..b
(V)7 = 0t + it — 4k ] et Vi, = “1 +To e — g, th.

a.c Yay

On a ﬂa = 91 011 b1 (V t) et (V t)uﬂll _ gg 5?11 9~ii ﬂmll

aYay €5,

Cas F
0
Site C*(U; @ T*M)alors Vt=(Vt), , 08 @06 @0
2
. 0
= Vtaaa, d2® @ dz™ @ dz® € C®(U; @ T*M), avec :
3
(v t)iiuz 0 tlllz - Vilcil tk’iz - 'Yi‘kzg ti1k et
— 0Taya . .
Vt(lalfm - 3; . Fa al Ca2 Fa a2 1110‘
On a /V\/taala2 - 9; 92111 9;2 (v t)m 12 et (v t)iil’ig = gg ,é‘?ll 8722 ﬂaala@'
Cas G (utile pour la torsion)
1
SiteC*((U; @ T*M) alors Vit =(V t)m];2 0" @ 0" ® 07 ® ey
2
. 1
= Vigga, d2° @ dz™ ® dz® @ 5% € C*(U; @ T*M) (mais ce n'est pas
3
le cas H), avec :
(V t)zzljzlg - a tzljzlg + 72 k tukzg 7@1.11 tkzzz - ,yz i9 tn]li
et :
6%”“ = Qb | phiFe e fh_Te hQ
aaias + a.c Yaras a.aq cag a.as alc na:
Vot = 003 0 & (Tut) 2 et (Vut)0h, = e &2 6 Vi,
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Cas H (utile pour la courbure)

1
Site C*((U; @ T*M) alors V't
3

= (V)1 0@ 0" @ e, @02 @ 0%

i1.4213
—~ b
= Vi, a0 A7 @ dz™ & afbl ® dz* @ dx*, avec :
-J1 _ a0 J1 4.k ko ok gtk 3Rt
(V t)iil.i2i3 = altil‘igig F Vik bl inis = Vivia Chiigis — Yivio Uiy kis — Yivis Uiy ik
et
@Vt“bl = _8?;11711-&2@3_ b e T thh e th e ¢h
aai.azaz O @ a.c Yaj.az2a3 a.a1 “c.az2a3 a.as Yai.caz  * a.a3 Yai.azc
On a:
— b ~ ~ ~ o~ -
__ i ni1 Sh pie nis -J1
Viloay asas = 00 04 €51 02 052 (V. t)iil.m3 et
. ~. — b
--J1 __ Sa a1 nJ1 a2 za3
(vu t)iil.igig - ei ei1 9[)1 eiQ ei3 VU taal.agag'

4.3 Le champ de tenseurs de torsion S

On pourra consulter [8] %%, qui note S ce champ et [30] 27, qui le note 7.

Siv, we C®((U; TM) (cas B) la torsion exprime de combien
V,w — Vv differe de [v, w] [8]%5.

4.3.1 Calcul, en base mobile, de
(Vow — Vv —[v, w])’

o (Vow) = v (0wl +~7, w).
o (V) = wk (007 +~7,v%).
o [v, wf = v Gl —wh vl + ¢l viwh.

Soustrayons les deuxieme et troisieme relations ci-devant de la premiere.
Il vient :

(Vow — Vv — v, w]) = S;7 viwk, avec :

26. pp. 237-23985
27. pp. 289-290 Legon 8 (Géométrie riemannienne) §2.D.1 Tenseur de torsion
28. p. 239
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Sl & ”yfk - ,'gjll— ¢/ tel que S;7 = —S;7 (et donc S; = 0). On remarque
donc que S} = (07),,

4.3.2 Calcul, en base naturelle, de
b
Vow — Vv — [v, w]

De méme on a :

—~— b —
Vow — Vv —[v, w] =8;20%we, avec :
Sb 2 b b otel que Si? = —S:? (et donc S;? = 0). On remarque

donc que S = Sb,,.

4.3.3 Passage entre ces 2 calculs

On a:

Sy vt w = 5? S:7vtwk et S vt wh = 6] S0 w° et, par conséquent :

C.b _ gi b gk g-d - _ zagize §.b
See=0,¢e:07S; et Si =el b e} S;e.

a3 7c™i

: S pi b gk (. N zapgizesn
On retrouve bien que ¥, = 0, €5 0; (o), et que (0;),, = € 0) &} Y.

4.3.4 Définition du champ de tenseurs de torsion S

Le champ de tenseurs de torsion est, par définition, le (2, 1) champ de
tenseurs S :

1
SeC>®U; @ T*M) (cas G), tel que :
2

S=S70® 6" @ ¢ zggé’dw“ ® dz° ® %.
Donc :

C=(U; TM) x C=(U; TM) x C=(U; T*M) - Q°(U),
v —

w a S(v,w,a)

avec S(v, w, a) = S viwh a; = S;0 0 w° .

4.3.5 Autre interprétation du champ de tenseur de
torsion

Soit S(v, w) £ V,w — Vv — [v, w] € C®°(U; TM). On a :

82



S(w, v) = =S (v, w). Et donc :
(S(v, w)) = (Vyw — Vv — [v, w])) = S vl wk et :

—~ —~ b

S(v, w) = Vyw— Vv —[v, w] =827 @°. Et donc :
. , ~ — b
Szkj = (S(eia ek»J et Siig = S(azav 620> .
1
S, w)eC®(U; Q T*M)=C>(U; TM); donc :
0

C*(U;T*M) ) o (U), avec :
a T (Sw)a i
(S(v, w))a = (S(v, w)) a; 2 S viwka; = S(v, w) @ 2 S;2 0" @,
—~— b

Et donc (S(v, w)) = S v' w* et S(v, w) = Sy e

Finalement S(v, w, a) = (S(v, w))a = Szkj viwk a; = g(.l.g’ﬁa T .

4.4 Le champ de tenseurs de courbure

On pourra consulter [8]2% [11]30 [21]3! [25]32 et [30] 3. Mais certains de
ces auteurs ne traitent que du cas des variétés riemanniennes (cf. chapitre
suivant).

Siu, v, we C®(U; TM) (cas B) la courbure exprime de combien
Vo(Vyu) — Vi (Vyu) differe de Vi, ) u.

4.4.1 Calcul, en base mobile, de
[VU(VU,U) — Vw(VUu) — V[%w]u]]

o [vv(ku)]j = U,k[ak(ku)j + Vim<ku>m]
= 0" {Ok[w" (O + 2 u)] + i, (W (O™ + )]}
= VM) (O + 2y u') + W' [0k () + (i) u’ + s Opi']
+w (3, O™ + Y i u) )

29. pp. 239-240§6

30. pp. 289-301§ 30

31. pp. 120-132§1II

32. pp. 281-298 Lecon 19
33. pp. 298-308§4
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Donc si on permute v et w et k et [ on obtient :

o [V,(V,u)— Vw(vvu)]j . ,
= v {(Opw') (O + 7y ') + w' [0k (01 ) + (O’ ) + 7 O]
+ W (% O™ + Vi i W)} | |
— w{(00") (0w + 7y u') + v (00w ) + (Ol )u’ + i O]
+ 0 (3 O™ 4 il i )} | o |
= v* ! {[0(0’) — D1(Ok!)] + (OkVi%y — OrVils + Vil WF = Vit W)U
+ < Ou’ — A O™ 4 O™ — ! Ot >
+ 0" (Opw') (Opu? + 7 ut) — wh(Op®) (Opud + ;7 ud).
Du fait que 7 et m sont muets les 4 termes situés entre < et > disparaissent
et étant donné que Oy (du?) — 9y (Ou?) = ¢ O,pu? on obtient :

¢ [Vo(Vou) = Vu(Va)l |
= v W [e} Om? + (O’ = Ol + Vil WiF = Vit Vi U]
+ 0F (Opw') (Opu? + 7 ut) — wh(Op®) (Opud + ;7 ud).
o (Vipw) = (Vigwmenu) = [v, w]™(Ve,u)
= (V' Qu™ — w' ™ + ¢ vk W) (Y, u)’ ‘
= R (Opw!) (Ve,u) — w(0p%) (Ve u) + ¢ vk w!)(Ve,, u)’
= v*(Opw!) (B + 7, u?) — wH(OF) (Bpu? + i u?) + et P wh (O + 72, u)
(on a fait un changement d’indices pour les 2 dernieres expressions).

€m

Et finalement :
o (Vo (Vytt) = Vo (Vo) = Vi wu) = Ry ul vF w!, avec

Ry = 00y — 00— el s i W~ W i (817 tel que
R?,, = —R?,, (et donc R/, = 0). On constate que R, = (w;),,;.

7.

4.4.2 Calcul, en base naturelle, de

b
Vo (Vyu) = Vi (Vou) = Vi, yju

De méme on a :
—_ —— b ~
o Vy(Vuu) = Vu(Vyu) = Vi yju = R? u v, avec :

Y, 2 Gile — 9p 4 T2 T, — T, T, (8%, [21)% et 25 tel que

34. p. 240 éq. (6.8)
35. p. 329 éq. (6.3)
36. p. 126 éq. (81,2)
37. p. 286 éq. (21)
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b b
Ra de — Ra cd

[11]38 (et donc R, = 0). On constate que R?_, = Q. Qb

a.cc acd’

4.4.3 Passage entre ces 2 calculs

On a:
b ragesd  sbpd ikl Jooiak,l _ pi b ase d
R U VW = €S Ry ut vt w' et R ut vt w' = 0) R, u 0° w® et, par
consequent
Db z“’b ok gl p-J 0 > b
Racd_ea ]906 Rkl etRkl_e 9 ekel Racd

On retrouve bien que Qa ol = «92?’ gk Hl (W), et (w),, =& 5{7 e el Qb

4.4.4 Définition du champ de tenseurs de courbure R

Le champ de tenseurs de courbure est, par définition, le (3, 1) champ de
tenseurs R :

1
ReC>®(U; @ T*M) (cas H) tel que :
3
R=R},0 ®e; ® 0F @ 0 = R?

a.cd

dz® ® 55 ® dz¢ ® dz?.
Donc :

C®(U; TM) x C=(U; T*M) x C=(U; TM) x C= (U; TM) % Q0 (U) .
u a v w R(u,a,v,w)

avec R(u, a, v, w) = Ry, u'a;v* w' = RY , u® @, v° w.

4.4.5 Autres interprétations du champ de tenseur de

courbure
Soit [V, V] 2 VoV — VoV, et R(v, w) 2 [Vy, Vi) = Vi u
1
e C®(U; ® T*M) [25]3 et [30]*° alors
1

R(v, wyu = (V,Vy = ViV = Vi w)u = Vo (V) = Vo (Veu) = Vi wu
€ C*(U; TM). On a R(w, v) = —R(v, w). Et donc R/,; = (R(ex, €) ¢;)’
b

—_——

et Racd - R(i i) 0

Oz’ dxd/) dx@ *

38. p. 29263 1.
39. p. 293 éq. (34)
40. p. 299 éq. (8-54)
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e Pour R(v, w) : R(v, w) e C*(U; @ T*M) :

1
C’OO(U;TM)XCOO(U;T*M)RM) Q%(U) , avec :
(u,a) T (R(v,w))(u,a)

S . . —~— b
(R(v, w))(u, a) = (R(v, w))? uta; & R, vt ajvRw! = R(v, w), 1% a,
2 Rb e a,vC wt,

—_~—

Et donc (R(v, w))? = R/, v*w! et R(v, w) = Rb oean.
e Pour R(v, w)u : R(v, w)ue C®(U; TM) :

oo (U T*M) "% 00 (U) | avec :
a 7 (R(v,w)u)a

. . . —~—— b
R(v, wu)a = (R(v, w)u) a; & R, v'a; v* w' = R(v, w)u @
J 7.kl J
S AT

—~— b

Et donc (R(v, w)u)’ = R/, u'v*w' et R(v, w)u = RY e a.

Fmalemelllgt R(u, a, v, w) = (R(v, w))(u, a) = (R(v, w) u) a

=R/ ua;v"w —Rbdﬂ ap vt W

4.4.6 Calcul de (V. R)/,, et propriétés
D’apres ce qui précede (cf. cas H) :

(v R)z kl — =0 Rz kl + P)/m n zkl me ) R 7m k R j Pygl szkn et on
remarque que :

(Ve,, R)zlk —(Ve,, R)zkl et donc (V,, R)zk:k =0.

4.4.7 Le champ de tenseurs de Ricci

On pourra consulter [4] 4 [8] 42 [11]*3 et [21] 4. Mais ce champ n’est défini
dans le cas d'une connexion quelconque, comme ici, que par [4]. Les trois
autres auteurs ne considerent que le cas d’une connexion riemannienne (cf.
chapitre suivant).

41. pp. 90-91§X

42. p. 245 éq. (10.6)

43. p. 293 dans le cas particulier dim M = 2, p. 295 dans le cas particulier dim M = 3
et p. 296 évoqué dans le cas particulier dim M = 4

44. pp. 130-1318§85
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Le champ de tenseurs de Ricci est, par définition, le (1, 1) champ de
tenseur R obtenu par contraction du champ de tenseurs R [27]% :

ReC>®(U; @ T*M) (cas F), tel que :

R=R,;0 ® 6 = Ead dz®* ® dz?, avec :

® Ry = R\ = 07 — O}l — &1 Vi + Vi VT — Vj7 Vi Donc :
changement de bases mobiles :

Ri/l/ = 9;/ 951 Ril et Ril = 61:/ 6? Ri/l/-

b
ory .

. ana € .€
oxb +Fberda_rb

.a

D A Db _
® Rui = Ry =

changement de bases naturelles :

b, [8]%5. Donc :

~ / d/~

0 o)
Ry = 65“ £y d’ Rad et Rad aa;a # Ry

Remarque : en général le champ de tenseur de Ricci n’est pas symétrique.

4.5 Liens entre les champs de tenseurs de tor-
sion et de coubure
On a R(v, w)u + R(w, u)v + R(u, v)w

= V.S (v, w)+ V, S(w, u) + V, S(u, v)
+ S(u, [v, w]) + S(v, [w, u]) + S(w, [u, v]) [30]47

Démonstration

R(v, w)u + R(w, u)v + R(u, v)w
= (Vo Vi =V Vy = Vi u)) w
+ (Vo Vi =V Vy = Vi, y) v
+ (VuVy =V, Vy = Vi) w
=(VyVu =V Vy =V uw)u+ (Vo Vi = Vi Vi = Vi, ) v
+ V. (Vyv+ v, w]+S(v, w)) =V, (Veu+ [u, w+ S(u, w))
~ (Tl o)+ [ o], ul + (1) w)

I
<

]
u[va w]_vv [ua w] [u7 U] [[ ] w]
—Vu Vot = Vi w)t+ Vi Vv — Vi ) v
+ V.S, w) =V, S(u, w) — S([u, v], w)

45. pp. 521-522§1.7.1
46. p. 245 éq. (10.7)
47. pp. 317-318 Exercice 15 mais uniquement lorsque S = 0
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= (Vp,w u+[[u, v], w]=S([v, w], u)) +(=Viu,w v—[[v, u], w]+S([u, w], v))
— Vu [u, v] = [[u, v], w] = V4 ( —

— V9w, v+ Vy S(v, w) =V, S(u, w) — S([u, v], w)

= [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v
+ V.S, w)+V,S(w, u)+V, S
+ S(u, [v, w]) + S(v, [w, u]) + (’cg

On a aussi d¥7 = Q7 A 0F — 7/, A XF et A3t = QP A dat — 70 A X°
Identités de Bianchi [§]

Soient :
f’gklm <vek R)zjlm 2 (VGkR)z]lm + (v€1 R)zjmk + (ma R)zjkh
f’gcde (Vai é).bd = (Vaa E)-bd + (V% ﬁ)b + (Vaa é)b r
x€ a.de € a.de ox a.ec € a.c
fcde Sec{ Rf.fc = Sec{ R;zb.fc + Scef R;zb.fd + Sdcf R;zb.fe' Alors :
. . —_ — .b o~ ~
f’gklm <v€k R)zjlm = §klm Sm? sznk? et cde V% Ra.de = Jede Set{ R;lb-fc

Démonstration
cf. Annexe G.

Autres identités entre les champs de tenseurs de torsion et de
coubure

Soient : | | |
ﬁkl ik = ngl + Ry} + Ry,
ﬁkl[(ve? S)klj — Sklm Si']]

m

2 (Ve )il = Sig" S+ (Ve )i = Si™ S + (Ve S)il = Sil™ S et -
ffacd R(.lb.cd = Rézb.cd + Rfda + R.db.am

—~~— ..b ~ o~

$ V.o S —8:55.0

9z  cd

—_—— ,,b ~ ~ —_— N ,,b ~ ~ —_N—— ,,b ~ ~
£V, S —Séde‘g—l—Va S —Sd(fSceb—FVLS —S&fS&f.Alors:
oz cd 0z¢ da oz4 ac
. . . —_ — A.b ~ ~ o~
ﬁ-kl[(vei S)éf—S,;fl Siml = fikl Rfkl et facd[vaia Scd_Séf 5&2] = ﬁzcd Rézb.cd-
48. p. 241
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Démonstration

cf. Annexe H.

4.6 Torsion et courbure dans le cas m = 2

4.6.1 Torsion

S’Lk_fyzk ’Yk]z_ 'Lk S
S;b=Tp —Th, =-S2

Il y a — a priori — 2 termes différents et non nuls a calculer :

a1 1 1 _ 1

Siy = Y2 — Va1 — Cie = —55
2 _ 39 2 2 2

Siy = Vit — Va — Cio = —55i

512 = 1 2 2 1= S

512 = 1 2 2 1= S

4.6.2 Courbure

Ry = Ok, — 0 %’3.@- — O Yoni T Vit V= Vi Vi = — R

_ ory,
a.cd — " dzc 8a:d

R}

+ T2 e —Te T = —R?

a.dc

Il y a — a priori — 4 termes différents et non nuls a calculer :

1 1 1 1 1 2 1 1 .2 2 01
Ri19=017%1 — %Y1 —Cia%Yi1 — CieYa1 T Via Yo — Vid Yoo =

R'12_12 =0 7'2?1 — o '7'12_1 - C'11.2 ’7'12.1 - C'12.2 7'2?1 + ’Y'12.1 7'21.1 + ’)"1?2 72?1
- 7'1%1 ’7'22.1 - 7'121 72?2 = _R'12.21a

Ry'y = 01 13ly — 02%ila — Cila Vil — €2 Va2 + Vit Yoo T Vil2 V52
- 7'1%2 7'21.1 - ’7'12.2 ’72%2 = _R'21.217

2 2 2 1 .2 2 .2 2 1 1 .2 _
Rs49 = 017%55 — O2¥ig — CioVia — Cio Vo2 + i1 Yo — Vi Vo1 = —

_ 9Ty, aryy 1 2 2
Rl 12 = 9§zl T Toz2 +F1.2F2.1 I_\11 22_ R121

B2 _ Org,  9r{) 2 1 2 1.2 1 .2 2 P2 _
Ri7p = — G AT Ty + D3I, — T T8 =T Iy =
»1  _ 9Ty 8F'11,2 1 7 1 T2 1 i 2 1
Ryq9 = - + T Do + T Iy — Iy Iy — I s

Rp, =T _ 2T 4 12 T, T, T2 = —R?
212 = Jal a$2 121351 = 291

Champ de tenseurs de Ricci
Riy = —R¥,y, Rz = R}, Roy = —R$ |5, Ryo = Ry}
1= 112> ft12 = Li149, 1121 = 512y 1t22 = 1ty 9.
Ry = —R{1y, Ria = Ry, Ryt = —R21,, Ryy = Ry
1 = 1.12> 412 — L1712, £121 — 2.12y {122 = 15 99.
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4.7 Torsion et courbure dans le cas m = 3

4.7.1 Torsion

I A R, Y I« ItV |
*Sik: =Yk~ Vi — Gk = Shi
b b b b
Sac - Fa.c - Fc.a - _Sca'

Il y a — a priori — 9 termes différents et non nuls a calculer :

5121 = 711 %%1 - 011.2 = _5'2'11
Si5 = Vi = Yo — Cia = —Ss5i
512 Y2 2 72??1 132 = _Sé'ig
Si = ’7113 Va1~ Ciy = —Sii
S 13 = V13 2 732 123 == 312
Siz = 7133 73 |~ cfy = — S5
Sy3 = Yag ~ Va2 — Caa = —Si
Sy = 7223 Vi = Cog = — S5
S35 = Va3 — Vo2 — oy = —Si3

Sig =Ty = T3y = =55
Si3 =Ty = T3, = =83
§i’§)—F12_F21—_S3
§‘1‘§—F11.3—F31— §1
§i’§—r123 I =837
§i’§—r13_r31:_53
§’2’?}—F21.3_F32— — S5y
kié’??:r";s I, = 532
SQ’??—FQS_FMZ_S?’

4.7.2 Courbure
Ry =0k, — 0 %’3 e G Yo T Vi Vi Vi Viom = — R

R, =0da _ 0Ty L b T _ e T = — R

a.cd T 9z

a.dc
Nya-a priorl — 27 termes différents et non nuls a calculer :
Rilyy = 0 ¥ay — O2%in = &% Vina + Vibm V31 — WH Voo = —Bilon,

2 _ 2 2 m a2 2 m m a2 .2
Ry = O Vo1 — Oy Vi1~ A2 Yima T Vim Vot — Vit Vom = —Biars
.3 _ 3 3 m A,.3 3 .m m ~,.3 __ .3
Ritg = 017%51 — Oavily — ¢ Vima T Vim Vot — Vi1 Voom = —Bia1,

1 _ 1 1 m .1 1 m m .1 1
R; 15 = O Y22 — Oy Yie = 2 Ym2 T Vim Vae — Via Vam = —Rs015
2 _ 2 2 m a2 2 .m m a2 .2
Ry = O Vo2 — Oy Vi = % Yima + Vim Voo — Via Vom = — 5915
.3 _ 3 3 m A,.3 3 .m m ~,.3 __ .3
R5ho = 017559 — Oa¥ily — €% Vi T Vim Yoz — Vi3 Vom = — 591,
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=1 Y35 — 02 Yi's — 5 Vi + Vim Vs — VB Vo = —
=013 — 02 Vis — s Vit s + Viom Vo — WA Voom = —

= 01755 — OaVi’s — V2 s 4+ Viom Vo — Vi Vo

=131 — O3 v — el Vima + Vi Vot — W Vel = —
=01 V5 — O3V — T8 Yim 1+ Viom V3% — Vi Viom = —

=0V — O3V — R L+ A Y — W Vi

=173y — O3 Yils — 5 Vima + Vim Yo% — W3 Ve = —
= 01 Y5y — O3Vi%2 — C1 Vim o+ Viom V5% — ViB Viom = —

= 01V — O3V — BV o + VP Vs — Vi Vi

= 01735 — O3 Vi's — % Vims + Vim Yo% — W% Vi =
= 01 Vs — O3 Vi3 — Cls Vins + Vim Vs — V% Vom =
= 01 Vs — 037’3 — 73 Vi2 5+ Viom V5% — VB Vim

= 027930 = 03 = €55 Y1 Vo W4~ WE Vign =
=031 — 03751 — G35 Vi1 + Vom V31 — V2 Vi =
=Dy — O35 — ISV Vo Vit — Ve Vi

= 02%2 = 030 = €33 Vino + Voum Vi = V35 Vam =
= 0y ¥y — O3V5%0 — C33 Vim o+ Viom V3 — Vo Vim =
= Doy — O3 V50 — ISV o+ Vo Yo% — Va3 Vim

= D235 — O3 Va3 — Co5 Vi + Vaim Vos — Yok Vam =
= Dy iy — 03V5'3 — Co5 Vin g + Vom Vos — Yok Vim =
= Doy — O3V55 — IS Vi 3+ Vo Yo% — Vs Vim

Ty 1 1ee e 11 _ _ pl
— 5 Hlie s = I Iy e = —Riy

T 2 1.e .e 2 .2
— Gt s = I T = —Ri'y
TP 3 1.e .e 3 D.3
— 5 HIT s — I 15, = =Ry,
oTy, 1 e e Pl _ _pa
— 5 F sy =TIy . = =Ry
T3, 2 1. .e 2 .2
— 5 s, — I Iy, = =Ry,
TP, 3 1.e .e 3 D.3
— 5 1T s, =I5 15, = —R5y,
oTy'4 1 1. e Pl _ _pa
— 5 F s = Ifis s . = =Ry
Ty, 2 T.e e P2 _ _p2
— 5 Hi s = Ifs Iy, = =Ry,
oTy, 3 T.e e T3 _ _ D3
— 5 FIT s — s 15, = =Ry,
oTy'y 1 1. e Pl _ _pa
— 5 H s = I Iy . = —Rygy
oT7 | 2 T.e e P2 _ _p2
— 5 s — I I, = =Ry’
81—‘?.1 3 .e .e 3 .3
— 5 HIT s — I s, = =Ry,
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1 _ 0y,  ardy 1 Tee e Tl _ Pl
R; 43 = — g T T — I . = —Rs g

a@m; 88%

D2 _ oy Iy 2 7. ) 2 _ D2
Ry3= 32 — 582+ 1.5, — {5, = —Rsy
D3 _ 81—“3??2 81—"1?f2 .3 e .e 3 .3
Ry =32 — 52 1. U5y — I 15, = — Ry
1 _ 0gy Ty 1 e el _ Pl
Ry =% — 38+l sy — I, = —Ryg
B2 _ OTF; T3, 2 T e 12 _ P2
Rihg = 5% — 58+l sy — I, = — Ry
D3 8F‘3‘"?3 8F‘13?3 .3 e .e 3 .3
Ry = 5% — 58 + I sy — Il = — Ryl
H1 _ orgy,  aryy 1 e e 1l _ Pl
Rigy =35 — 55 + e I, — T3 5. = —Rig
B2 _ 0rf, TP 2 T e T2 _ P2
Rigy = 5 — 55 + 5.5, — 5 5. = —Ritgy
D3 _ HI‘S‘"H 8F'2??1 .3 e .e 3 .3
Rigs =35 — 35+ 15,5, — 15, 15, = —Ry’p
51 _ 0y,  aTyy, 1 e el _ Dl
Ryos = 55 — 55 + 1o . U5y — I l5. = — Ry 3
B2 _ 0If, TR, 2 e e T2 _ D2
Rioy = 55 — 55 + 5. 5y — s l5. = — Ry
D3 6]F'33.)2 8F'2%2 .3 .e .e 3 .3
R3os = 55 — 32 + 15 5, — 5,15, = — Ryl
Dl _ 03y oLy, 1 pe _1epl _ Pl
Ry o5 = 97 9 + 15, Iy 5315, = —Ris
D2 _ 0y, or'y, 2 T.e e T2 _ D2
Riog = 55 — 55 + 5. sy — a3l = — Ry
D3 _ 81ﬂ'33.’3 8F'2%3 .3 .e .e 3 5.3
Ry = 5 — 55 + 5. gy — sl = —Rysy

Remarque : si on connait les R?,, ou les E;ﬁ «q 11 est plus rapide de calculer

respectivement les R, et les R, grace aux formules de changement de
bases :

Db _ picbok gl R
Ra.cd - ea ej 90 ed Ri,kb
J _sapisesd pb
Ry =€ o, eref Ry g

Champ de tenseurs de Ricci

Ry = _Ri2.12 - Rfﬁza
Ry = Ril.lz - R'13.23a
Rz = Ril.13 + R'12.237
Ry = _R'22.12 - R.Q?TB?
Ryy = Ry yy — Rylog,
Ros = R21.13 + R'22.237
Rs = _R32.12 - Ré?l:w
Ry = R31.12 - 333,23,
R33 = Ryy3 + Rioy.
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@11 = jR'12.12 _~R'1?f13>
]:7512 = 137;'11.12 - 51323,
Riz = Riy3 + Riy,
@21 = jR'22.12 _NR-Q?TK’);
@22 = }5'21.12 - @.23.237
Rys = Ryy3 + Ry,
R3 = :R32.12 _NRS?TBa
R3y = }331.12 - @33.237
Ryz = Ryly3 + R
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Chapitre 5

Quatrieme partie : variété et
connexion riemanniennes M

On pourra consulter [8]* [11]2 [21]3 [27]% et [30]°.

5.1 Variété riemannienne

5.1.1 Définition

Définir une variété riemannienne consiste a définir un champ de 2 - formes
symétriques dit champ de tenseurs métrique :

0
geC®U; @ T*M);g=g;0 ® 6/ =g,dr® @ da’ (cas F)
2

avec gji = 9ij €t Goa = Jab-
On a donc gg = 6 QZ 9ij €t gij = g?%ﬁa#
Soit :

e (gi;) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique, ayant pour éléments g;;
(sur la ligne 7 et la colonne j) et (¢¥/) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique,
ayant pour éléments ¢/ (sur la ligne i et la colonne j).

On a (¢g”) = (gi;) " et si g 2 det(g;;) on a é = det(g¥).

pp- 89-136 Chapitre 111
pp- 31-36§3

pp. 101-132 Chapitre V
pp- 545-549§2.3

pp- 265-322 Lecon 8

Gt o=
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e (Ju) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique, ayant pour éléments
Gay (sur la ligne a et la colonne b) et (g) la matrice carrée, d’ordre m,
symétrique, ayant pour éléments g%° (sur la ligne a et la colonne b).

On a (§%) = (Gu) " et si g 2 det(Ju) on a % = det(g?).

o T = (det(B2)) g car Gy, = 00, 6] g;;. Donc sgn (8) = sgn (g).

Cette métrique va permettre de monter ou descendre les indices des
champs de tenseurs qui vont intervenir, grace aux deux isomorphismes mu-
sicaux définis dans une section suivante.

5.1.2 Norme riemannienne ||v|| du champ de vecteurs v

0] 2 gij v' 07 £ Gap 0" 0" € QO (U) [8] 6.

5.1.3 Les deux isomorphismes musicaux (ou canoniques)
b (bémol) et t (diése)

On pourra consulter [45] et [19]7. Le terme musical est du & 1'utilisation
des symboles b (bémol) et § (diese).

C=(U; TM) —= Q1 (U), avec :
—

v v,
Vyi = Gij V90U U,y = Gap 0°. Et donc v = g% v,; ou 0% = g% vy,

Cependant tres souvent on ne distingue pas les composantes de v, et de
v et on écrit :

v; = gi; v ou U, = gop 0°. Et donc v' = g¥ v; ou 0% = g v,. Et

QL (U) -5 ¢ (U ; TM), avec :
a — aﬁ
. . ~a b~ . - . ~b
a¥ = g aj ou at = g®a,. Et donc a; = g;; a¥ ou a, = G at .
Cependant trés souvent on ne distingue pas les composantes de af et de
a et on écrit :

a' = gYa; oua® = g™ a,. Et donc a; = g;j @’ ou Gy = Gup @'

Par conséquent b et # sont bien deux isomorphismes avec b=! = f et

4L =b.

6. p. 90
7. qui n’utilise pas le terme musical et note € ce que nous allons noter b
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5.1.4 Le gradiant grad d’une fonction numérique A
Le gradiant est un opérateur qui s’applique a A € Q% (U) (cas A).

Remarque préliminaire : cet opérateur n’est pas défini de la méme
maniere par les différents auteurs. On distingue ceux qui considerent que :

e grad A € Q! (U) et alors grad = V [9]® [27]° [30] 1°
et ceux qui considerent que :
o grad A\ € C® (U; TM) et alors grad # V [9] 1! [19] 12 [40] 13

Nous avons adopté ce second point de vue; Ainsi on a :

Q) = oo U TM)
NV oob LTt
QL (U)

Donc grad =4 o Vet V=D o grad.
Soit, avec A € Q0 (U) : grad A = (V) et VA = (grad \),.
(grad \)' = (VN = ¢ (V A); = g7 0; A [soit grad A = (9" 9; \) e;] ou

N

gradA — (V) =GV, =
0; A= (VA), = (grad \),, = g;; (g

/‘\_//'\_/

= VA Ao = grad Ay, = gapgrad A .

g% 2% [soit grad A = (§*° 22%) 52:] et :
(er d) ou

836“
Et comme VA =d\: grad A = (d\)* et d\ = (grad A),.

5.1.5 Le beltramien A; d’une fonction numérique A

On pourra consulter [8] 4.

Il s’agit de la norme riemannienne du gradient de cette fonction numérique :

8. p. 189

9. p. 537, p. 587

10. p. 229, p. 292, p. 313 Exercice 9
11. p. 343

12. p. 176

13. p. 7, p. 8

14. p. 247
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. . —~—a —~—b
A\ 2 ||grad A|| = gij (grad \)’ (grad A)! = Gupgrad A grad A . Donc :
A X = gij (g% 0 N) (¢ O N) = g* (Or \) (O M) [8] Y ou :

Dok = G (5 22) (3 22) = 5 82 25

5.1.6 Le tenseur de Levi-Civita ou tenseur dualiseur v

Soit &;, .4, = €+ le symbole de Levi-Civita non nul uniquement si
tous les indices iy ... iy, sont différents et égal a +1 respectivement selon le
signe de la permutation de 1 ... m a 4y ... iy. € n’est pas un tenseur.

Soit v le tenseur de Levi-Civita, ou tenseur dualiseur, tel que :

Uiy i = A8l €y i, €8 Uiy g = V|| €ay ... > QUi sONE alternés.

On peut vérifier que :

v=/lg|0* A A= /[g]dxt AL A de™ € Q™ (U) est effectivement
un tenseur. Alors :
veeGm sgn('g) €a1...am.

Uil celm €i1 velm et 5&1 —
Vel Vil
Donc vy..m = /[g], o' = —Si;%) et Ty = /8], D1 = 2 o
g

g

comme v € Q™ (U) on a bien sur dv = 0.

5.1.7 Ce qui est valable uniquement pour les champs
de formes différentielles extérieures

L’opérateur x de Hodge
On pourra consulter [8] 16 [11]17 [27]'® et [30] 17,

Cet opérateur — parfois appelé étoile de Hodge [39] ou “star operator” en
anglais [14] 2° — permet de définir le champ de formes différentielles extérieures
xw a partir du champ de formes différentielles extérieures w. Le champ *w
est le champ conjugé pour [27] ou adjoint pour [8] et [30] du champ w .

15. p. 247 éq. (11.4)
16. pp. 92-93

17. p. 172

18. pp. 535-536

19. pp. 280-282

20. pp. 15-17
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Définition
Soit we P (U);0<p<m:

W= Wi g, 0" @ ... ® O = Way ..ap A2 ® ... ® dx, avec wy, ., et
Wa, ...a, alternés; alors :

QP (U) - QP (U), avec :
—

w * W
Ay ip41 im & ap+1 a
xWw = (>r<u))l.p+1mim€p+ ® ... ® 0™ = %Wy, .0y dT™T ® @ dat,
avec (x w)iPH._.im et *Wq, ;.4 alternés, tels que :
A1 iy — 1o, i1 ipdp . .
(*w)ip+1,,,im_p!vh--.lmw p_p!Uzl...zmg --.gppwﬂm]p et

~ai..ap __ 1 7~ ~a1b1 ~apbp 7
*wap+1._.am = p ... g" wal__bp.

1 ~

p1 Yai ..am W = p1Var.cam 9
Exemples en base naturelle

ep=20;cas A

Si A € Q(U) alors
* A= A/[gldzt Ao A de™ = Av € Q™ (U). Et, en particulier, x 1 = v.

ep=1;cas C
Si a = a,dz* € Q' (U) alors :
xa = g ", (=) a%dat A A dat A LA de™ e QD)
[9]21‘
e p=2; cas F-bis

Si w= Wy dr® ® dab € Q*(U) alors :
~ m—1 m a+b—1 ~q
v = lE] S ()

det A oo ANdzt Ao AN dab A LA dae™ e QP2 (U).
e . ..
ep=m-—1
Siw=0Wa .. ap,dx" @ ... @ dz®™1 € Q" (U) alors :
cw = V/IEl Sy (-1 @ T dat] € Q1(U).
e D=1

Siw = Way . ap dz™ @ ... @ dz® € Q™ (U) alors :
0 = 1y T 0 = By 500 = B

21. p. 466 mais le signe de exposant de |g| est faux
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En particulier * v = sgn (g). Et donc en base mobile * v = sgn (g), ce qui

est cohérent car sgn (g) = sgn (g).

L’opérateur x o %

Ona QP (U) = Qn P (U) - QP (U) , avec:
w — * W — * (xw)=(xo0*)w

% (xw) = (—1)" ™ P ggn (g) w, en base mobile et  (xw) = (—1)*™ P sgn () w,

en base naturelle (on a vu que c’était cohérent) [8] 2% [11]23 [27]%* et [30] %5.

Démonstration (en base mobile)
— L ghn ipdp . .
( W)ip+1 i = p1 Vit i P W Donc :
Jp+1 -+ Jm __ JIp+1%tp+1 - Jm?
(xw) = gl i (e W) i
— 1 gjun ipjp gJp+1ip+1 - Jmim 4, . . , o
p! g J ct g pJp g.]er Pt Jmm U“ <+ lplp+1-.-lm wjl - Jp

Ou:

— 1 1 dpdp+1edm .
= v P Wi o G-

(* w)ip+1 e tm — # ,U’il Zp ip+1 Zm wil ,,,ip [30] 26

Soit W' £ xw € Q' (U), avec p’ =m —p. On a :
xw = * (xw) € QP (U) = Q° (U), avec :

! S P ¢ R T
(*w >jp/+]_"'jm - Pl Uiy oo i W »'solt :

(% (* w))jm—p+1 jm (m+p)! Vjy o ()7 ImP,

Faisons le changement d’indices :

jl — ip+17 R jm—p — irm jm—p—H — jla jm — jp' Il vient :
. 1 ) o ) ip+1 veelm
(* (* w))jl dp — (mep)! Yip+1eim it e jp (xw)
_ 1 , i eipipgt eim
~ p!(m-p)! Vipt1 ooimj1 ... jp U PPt Wiy e
Etant donné que 'on passe de (ip+1 - .. GmJ1 - - Jp) & (J1 - Jpipt1 ---
par p (m — p) transpositions on a :
_ (zpplmw i1 e lip gl e
G (2 0))j1 gy = T T Vit edp im0
_ (=pplm» B i iyl i
~ p!(m—-p)! SgI (g) Ej1 e dpipt1 im € PP Wiy g

22. pp. 92-93 qui utilise g de signe quelconque mais oublie sgn (g)
23. p. 172 éq. (15) qui utilise g de signe quelconque

24. p. 536 qui utilise g de signe positif, mais qui oublie (—1)p(m_p)
25. p. 281 éq. (8-82) premiere équation qui utilise g de signe positif
26. p. 281 éq. (8.21) o v est noté v,
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: i1 ...t % cim i1 ip 27 .
Mais €5, jpip iy .im €17 PP =pl(m —p) 15 .. o, [44] 7. Alors :

(e (k)0 = (=P P sgn (g) 03t . 67 wiy s,

= (=1)P™ P gon (g) Wiy gy SOIt 1 % (xw) = (=1)P™™P) gon (g) w QED.
Remarques :
e comme 1 € QO(U) on a *(x1) = (=1)°™ Psgn(g)1 = sgn(g) et

comme * 1 = v on retrouve * v = sgn (g) ou *xv = sgn (g).

e comme v € O™ (U) on a  (xv) = (—=1)™™ ™ sgn (g) v = sgn (g) v et
comme *v = sgn (g) on retrouve, apres simplification par sgn (g), *x1 = v.

L’opérateur !

Ona O (U) = Q™ (U) “=5 QP (U) . Donc Q° (U) “— Qmp (),
w — * W -1 (* w):w w — w1,

1)p(m7p) sgn (g) * w

avec w' =+ Lw = (—
Démonstration
Soit w' £ (—1)P™ P gon (g) % w € QP (U); alors :
= ((=1)P P sgn (g) x w) = (—=1)7" P sgn (g) * (xw)
= (=1)P™ P gon (g) (=1)*™ P ggn (g) w = w et donc w’ = *x'w QED.
La codifférentielle 6 de Hodge
On pourra consulter [8]2® [9] % [17]% [41]3! et [19] 32
Définition

SiweQU);1<p<malors dw = (1) *71 (d(xw)) (ce qui est
mieux que d’écrire § £ (—1)° 7! od o * comme [8] ** et [9]** dans la mesure
ol p est 'ordre de w et donc § dépend de w) et si A € Q° (U) alors § A = 0.

Donc * (dw) = (=1)’d (xw); p = 0.

27. p. 4 éq. (8)

28. pp. 248-249§11.d

29. p. 343 et pp. 446-448 Définition IX.3.F
30. pp. 14-1582.7

31. pp. 7-8

32. pp. 176-182§111.3.D

33. p. 248 éq. (11.8)

34. p. 343 au fond et p. 446 Définition IX.3.F
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On a donc, ssip>1:

x (=1)P

P () = Qe (1)~ Qo1 () 2 g1 () 2T e (1)
w *w — d (+w) T Tl dGw) T Sw=(=1)Pxl (d (xw))
Propriété
0o00d=0.
Démonstration

Sip =0 c’est clair et si p > 1 soit w € QP (U) alors
WESw= (=1 x! (d(xw)). X

Et (50.)1 = o d)w= (1" %71 (d(xw))
= (=P« (d(x (=)’ *1(d(xw))))) = =+ (d(dw)) =0,cardod = 0
QED.

Remarque : autre calcul de d w

Il faut remarquer que si w € QP (U) alors dw = (—1)” *7! (d (xw)) et

donc que 7! s’applique a la forme d (xw) de Q™ P+ (U). Par conséquent,

d’apres la définition de 1 :

1 (d (k) = (1) g (g) o (d (1)
= ()T D g () x (d(xw)) et

Sw = (=1)PT PV gon () % (d (xw)).
Exemples

Plagons nous en bases naturelles.
ep=20;cas A

Si A e Q0(U) alors 6 A = 0.

ep=1;cas C

Sia€ QY (U) alors :
da=—sgn(g) * (d(xa)) € Q°(U). Or :

xa=+/[g] ", (=) ardat AL A dz® A ... A dz™ et donc :

—
*
S

S~—

\

=S, (DRI A dat A A dat AL A de

d a=1
=30 (=D)L (VIEl@®) dat A dxt AL A dae A A da™
gla®)dzt A ... A do™ = —= 2 (y/[g] @) v. Alors :

5 oz

s (d(xa)) = %' 2 (V]gla) v = Sgnlﬁg -2 (y/Jgla®). Et, finalement :
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Sa=—sgn(g) * (d(xa)) = ——= % (\/[g]a*) = — (2% + % gIEI @)

~(G5+ & 75T

En particulier, comme v, € Q' (U

S| 7y v 08 ~a
0y = e ot (V) = ~(3 + g 7).
e p=2; cas F-bis

Siw € Q?(U) alors :
Sw=(—1)""sgn(g) * (d(xw)) € Q' (U). Le calcul explicite est fasti-
dieux.

SN~—
o
=
o

ep=m-—1

Siw e Q1 (U) alors :
Sw = (—1)*"™ Vsgn(g) * (d(xw)) € Q®2(U). Le caleul explicite est
fastidieux.

e D=1In

Siw e Q™ (U) alors :
dw=—sgn(g) * (d(xw)) € Q1 (U). Le calcul explicite est fastidieux.

On dit que w est cofermé ssi dw = 0 [9]*. Donc w peut étre a la fois
fermé ssi dw = 0 et cofermé ssi d w = 0.
Comparaison entre la différentielle d et la codifférentielle o

La codifférentielle 6 n’est pas une antidérivation contrairement a la différentielle d
[41] 36,

Considérons le diagramme :

d

Qe (U) — Qrtl(U)
x| dox N\, xod x|
Qe (U) = Qe (U)

Siw e QP (U), alors dw € QPTH(U) et xw € Q™ 7P (U) et on trouve :
0 (xw) = (1) x (dw).
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Par conséquent le diagramme précédent est non-commutatif si p est pair
mais il est commutatif si p est impair et en particulier si p = 1.

Et considérons le diagramme :

Or (V) P QL (1)
x| x0d0 v  dox x|
Qmp (1) & Qm-r=1(U)

Siw € QP (U), alors dw' € QP (U) et xw' € Q™ P~ (U) et on trouve :
% (0w = (=1)PTHd (x).

Par conséquent le diagramme précédent est non-commutatif si p est pair
mais il est commutatif si p est impair et en particulier si p = 1.

Soient w € QP (U) et w' € QP (U) alors xw’ € Q™ P~ (U) et
w A (xu') € QUL ().

D’apres la propriété de d :
dw A (x0')) = (dw) A (xu

(dw) A (*w’l) (=P w A
voir que (—1)P*d (xw') = * (0w

(dw) A (x) =w A (£ (0w)) +d(w A (xW)).
el

Il s’agit de la relation (H) d
position et qu’il dit caractériser 9.

(—1)Pw A (d(xw')) on a:

) +
(d(*w)) +d(w A (xw')). Mais on vient de
') et, par conséquent :

9] 37 que I'auteur appelle égalité de trans-

Le produit scalaire global ou ponctuel dans QP (U)

On pourra consulter [8]% et [9] .

Soient w, w' € QP (U) alors xw’ € Q™ P (U) et w A (xw') € Q™ (U). Donc
w A (*w') est proportionnelle & v et I'on peut poser w A (xw') £ (w, W) v
[8] 10 on (w, w') € Q°(U) est le coefficient de proportionnalité. Soit alors :

<w,w >£ [ (w, W) v [8]* et [9]*%, ol Dintégrale est supposée exister
(par exemple si M est compacte ou si w est a support borné).

37. p. 177

38. pp. 246-250§ 11

39. pp. 446-448 et pp. 507-516 § IX-10 Formule de Stokes
40. p. 248 éq. (11.14)

41. p. 248 éq. (11.15)

42. p. 447
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Il s’agit du produit scalaire global, pour [8] ou ponctuel, pour [9] dans
Qe (U).

Soient maintenant w € P~ (U) et w’ € QP (U) alors
<dw,w >=<w, dw > et, en ce sens, d et § sont adjoints.

Démonstration

d(w A (xw)) = (dw) A (') + (=1 w A (d(xw')). Soit :

(dw, w)v 2 (dw) A (x) =d(w A (xw') + (=1)Pw A (d(xw')) et
d(xw')=(—1)" % (w'). Donc :

(dw, w)v=d(w A (*w))+w A () et alors :

<dw,w' >2 [ (dw, W )v= [, dlw A (x))+ [, w A (0)

=<w, 0w’ >, car 'intégrale [, d(w A (*w')) est nulle d’aprés la formule de
Stokes QED.

Le laplacien A de Hodge
C’est 'opposé du laplacien traditionnel A, (notation de [8]*3)
[8] 4 et [9]%°.
On pourra consulter [8] 46 [9]47 [17] 48 et [19] %°.
Définition
A=dod+dod Alors: Aw=d(0w)+6(dw) et on a :
o (U) —L e+l (U) -2 QP (U) et QP (U) g QP () =L QP (U) et

w — dw 7 §(dw) w ow T d(fw)
par conséquent :

Or (U) % o (U).

w Aw

Si Aw = 0 alors w est dite harmonique [8]°° et [9]°L.

43.
44.

. 247 ¢

. 249 Remarque 1 au fond de la page
45. p. 448

46. p. 249

47. p. 446

48. pp. 15-16§2.8

49. pp. 178-182

50. p. 249

51. p. 446

T T oo
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Propriétés

doA=Aod=dododetdo A=Aod=0odod.
Démonstrations

Ces propriétés sont triviales a démontrer car d o d =0 et d o § = 0.

Siw, w € QP (U) alors < Aw, W >=< w, Aw' > et on peut dire que le
laplacien de Hodge est son propre adjoint [8] 52 et [9] 5.

Démonstration

<Aw, W >=<d(dw), w >+ < (dw), w >
=<dw, 0w >+ <dw, dw >=< Auw', w >=< w, A > QED.

Exemple

Plagons nous en bases naturelles.

ep=0;cas A

siAe QV(U)alors: AX=d(6AN)+d(dN) =6 (d)) car 6 A = 0. Donc :

—-~a —~a

AXN=6(dN) = —[24A 1 L 2 g7

oz 2g Oa°

e TN sab 7y ~ab I\
Mais d A :g“bd)\b:gabm et donc :

_ 9@ FH) 1 OF ~ab OA] _ _[mab 0%\ 9g | 1 0% ~aby O\
A/\__[ oz +2_'gax“ W]__[g 0z 9xb <8xa+2_§8x“g )?]

5.1.8 Cas particulier des variétés riemanniennes a deux
dimensions : m = 2

Placons nous en bases naturelles.

ep=0;cas A

grad A = (g" 2% + 92 22) 2 + (g2 24 + 92 2%) 5%
x A= \\/[g|dzt A dz? = v e Q?(U).

*(xA\) =sgn (g) A € Q° (V).

* X =sgn(g) * A€ Q2 (U).

ox=0.

~ 2 ~ab T o~
AXN=—[0" 55w + (%gxa + % aaxga 9°) gwlia, b=1,2.

52. p. 250 éq. (11.21)
53. p. 447
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Dans le cas particulier ou :

[211 212}:{E1 ],avecE1>OetE2>0;SOit§:E1E2:
gi12  g22

B
*)\:)\\/ElEQd
x(xA) =\ e QO (U).
xIA=x\e Q*(U).

oXN=0.
_ 1 9% 1 OFE 1 O(E1E2)\ o)
A/\__[E_l(axl)QJrE_f( dx 1+E—a;12)m
9?2 0 0 (E1 E
+ % ey T (o s ) 23]

Et dans le cas encore plus particulier ou Ey = Fy = 1 (80it gap = Oap) :

A= —((882)3 + (5 ,j) ) et, par conséquent :

Ag)\——A)\_

cien traditionnel.

)2 + ( )2 et on reconnait bien I’expression du lapla-

ep=1;cas C

xa = —/|g| (@ ds' —a' dz?) € Q' (U).

* (xa) = —sgn(g)a € Q' (V).

xlag = —sgn (g) x a E Q' (U).

da=—[35 + 9% + 3 (250 + £%a%)] e Q(U).
Le calcul explicite de A a est fastidieux.

Dans le cas particulier ot g = 6 :

Aa= (G5 + o) de' = (555 + o) da® € 21 (U)

e p=2; cas F-bis
x W = |§|&}12€QO(U)
* (+w) = sgn (g)w € Q*(U).
¥ lw = sgn(g) * weQ° (U)
81! 215™2)
dw= \/— (=90 "5 + g \/a; ' da
_ o . o "'512
+ [_922 ~( a‘i‘l )+912 ( aliL )] 2} e ! (U)
- [§12 (%L::l 21g 6?:1:1 W12 ) + 9 (88“;122 - 21% ‘;)‘;2 (:}12)] d$1
— 9" (5% — 55 55 B12) + 77 (5% — 55 5 D)) d”.

Le calcul explicite de A a est fastidieux.
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5.1.9 Cas particulier des variétés riemanniennes a trois
dimensions : m = 3

Plagons nous en bases naturelles.

ep=0;cas A
grad)\—( ~11 8)‘+g12§£‘2+gl3§$)%%—@12%%—@?28—1’\2%-@23%)(%
+EP I+ + 70 %)

s A= A/[glda' A da? A da® = Nv e Q3 (D).
+(xA) = sgn (g) A € Q° (V).
* A =sgn(g) x A€ Q3 (U).

6A—0

~a ~ab ~a
AX= _[g bafa )\mb +(88%:‘1 + 21g 8azgag b) %]; a, b= 1,2, 3.

Dans le cas particulier ou :

gu G2 013 E;, 0 O
Giz G2 Goz | = 1| 0 Ey 0 |,avec B4 >0, E;>0et E5>0;
G13 923 33 0 0 Ej

soit g = El E2 E3 :

radd = 2 e+ o o B e

* A=A E1E2E3d.l’ /\d /\dl'S:)\UEQg(U).

*(xA) =X e Q).

*TA=x\e Q).

oA=0.

2 0

AX= _[]él (88361,\)2 + E2 (= gfll + 2E2E3 (ElaffE?’)) %

192\ OE O(Er E2 E3)\ 9
+E_2(aw2)2+E§( 8z22+2E3E1 3:522 3)8_

1 92 1 (_0E 0(F1Ex E3)\ dX
Es (9283)? + &2 ( gz T 2 E1 B a3 ) oz 7).

Et dans le cas encore plus particulier ou £y = Fy = E3 =1
(SOit gab = 5ab) :

AN= _((38;1);2 + (8;2)‘)2 + (89263)‘)2) et, par conséquent :

Ao A= —-A)\= 62)3 + (592’\) + (86 3’\)2 et on reconnait bien ’expression

du laplacien tradltlonnel

ep=1;cas C
xa =/|g|] (@®dx' A dz* —a*dx' A da® +at dz? A dx®) € Q2 (U).
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* (xa) =sgn (g)a € QL (V).
xLa=sgn(g) * ac ).

da=—[9% +23% + 00 4 L (285l + 2252 4+ 2E3%)) € QO (V).

Le calcul explicite de A a est fastidieux.

Dans le cas particulier ot gu = dap :

Aa= _((31%2 + (§1§§2 T (212;2> da' — ((gjf;? + (21252 + (22;;2) da*
— (G + G+ G de? € Q' (U).

e p=2; cas F-bis

xw = /[g| (0 dx' — & da? + @™ da?) € Q' (U).
* (xw) = sgn (g)w € Q2 (V).
* 1w =sgn(g) *x weQ(U).

Les calculs explicites de d w et de A w sont fastidieux.
ep=23

xw = /|g|@'® € Q°(U).
* (xw) =sgn (g)w € (V).
1w =sgn(g) * we N ).

Les calculs explicites de d w et de A w sont fastidieux.

Le rotationnel rot d’un champ de vecteurs

Le rotationnel se note < curl > en anglais. On pourra consulter [3]** [9] 5°
[11]7 [19]57 [21]7 [26] [27]% [32]%" et [33)].

Soit :

C>(U; TM) & C>U;TM)
> | T gox!

QL (U) N 02 (U)

54. pp. 161-164§4.4.5 et pp. 173-174

55. p. 189 et p. 340

56. p. 230 2) et p. 235§25.2.2

57. pp. 178-180 Exemples 1 et 2 et p. 183 Théoreme 2
58. pp- 97-98

59. p. 395

60. p. 555§2.4.6 Exemple 1 et pp. 556-558 §2.4.7

61. p. 373 Curl
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Donc rot =f o ¥ ' o d o b [19]62
Sive C®(U;TM) on a:

rotu = (£ 0 1 o d o) (1) = sgn (g) (£ (+ (dw,))) = sgn (g) (+ (dv,))
rotv = j [% (G130" + Ga3 0° + a3 0°) — 3%3 (G120" + G2 U + 23 0°)],
— 2 -~ -
rotv = ﬁ [525 (Gu 0" + G120 + G130°) — 5% (G130 + o3 0° + G35 0%,
— 3 -~ ~
rotv. = ﬁ [t (G120 + 220 + G23 0°) — 5% (G 0" + G120 + G130°)],
Dans le cas particulier ou :
gu Gz 913 Ey 0 0
Ji2 G2 Gos | = 1| 0 Ey 0 |,avec By >0, Fy>0et F3>0
G13 923 33 0 0 Ej
on a :

¢ = E) Ey E3 et donce sgn (g) = +1. De plus :

gll 512 513 5 (1) 0
912 §22 §23 — 0 = 0
’g’13 ’g"23 ’g’33 0 0 ELB

On est alors dans la base naturelle

o o 9 1 7.2 7.3 :
52T 5470 5.3 et dans sa duale dz”, dz®, dz” et on trouve :

—1 ~3 ~2
. 1 8(E3’U ) _ 8(E2’U )
rOt U2 o \/El Fo E3 [ 0 x2 Ox3 ]7
T . 1 0 (El 51) o o (E3 173)
rot 1)3 = VBB [ 323 Dl J,
T 1 9(E20%) _ 0(Erdh)
rOtU - \/Eg El E2 [ Bxl al‘Q ]

Si on se place dans la base mobile

_ 1 9 _ 1
€= 5 g 2T g 5a7 63 = F amg et dans sa duale

0' = \/E,dz', 6> = \/E,dx?, 0° = /E, dx®, on trouve :

1 1 o (VEs VE>
(I'OtU) = VB B3 [ (8;51) ) - (3;31) )]7
2 1 a(EivY)  0(VEsu®
(I‘OtU) ~ VEs E1 [ (8;31) - (833311} )]7
3_ 1 [0(/Eav? 9 (VELv! 63 64 65 66
(rotv)® = e [HEae) — SLBLe )] [3]63 [19)64 [27] 65 [32] % et
62. p. 179
63. p. 173 éq. (4.82) avec h; =/F;;i=1,2,3
64. p. 180
65. p. bd7 avec l; = FE;;1=1,2,3
66. p. 373 éqs. (2) et (6) avec h; =+/E;;i=1,2,3
67. p.3avec h =+vFE;;i=1,2,3
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Dans le cas particulier ol g, = 0g4p, soit § = 1 et donc sgn (g) = +1
(et donc g% = §%°) on trouve :

1 aw 9w
rOtUQ =5 T oaF
- o a~1 8~3
rff/“?) = guF azh
rotv” = 9% — 9T, [3]68 (33169 [9) 70 [11]7! [21] 72 et [26] .

5.1.10 Cas particulier des variétés riemanniennes a quatre

dimensions : m =4
Plagons nous en bases naturelles.
ep=0;cas A

* A= Av/[gldzt A da® A dad A dat = Xv e QF(U).
* (x A\) =sgn (g) A € Q°(U).
* X =sgn (g) * A € QY (U).

dA=0.

o =ab S o~
AN=-[g" 5530 + (5% + 35 5 9™) Sl a. b=1,2,3,4
ep=1;cas C

xa=/|g| (—=a*dz' A dz* A d2® + @B dat A da? A dat
—a*dxt A dx® A dxt +at dz? A da® A dat) € Q3 (U).
*(xa) = —sgn (g)a € Q' (U).
*_1a:—slgn(§) x a € Q3 (U).
~ ~2 ~3 ~ =
da=—[3% + 85 + 9% + 84 4 L (2%

e QO (U).

|Q3
o
|Q:
o
N
w
4
1
N

L4 2852 +

N

Q

Q

8
[

T

Le calcul explicite de A a est fastidieux.

e p=2; cas F-bis

xw = /|g| (@3 dat A dz? — &% dat A dad + 0B dat A dat
+ oM da? A da® — OB da? A dat + 02 dad A dxt) € Q2 (U).

* (xw) =sgn (g)w € Q2 (U).

*Lw=sgn(g) * we Q).

68. p. 163 éq. (4.59)

69. p. 4

70. p. 340

71. p. 230 mais avec un signe opposé et p. 235 éq. (16) avec le bon signe!
72. p. 98 éq. (68,3)

73. p. 395 éq. (3)
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Les calculs explicites de d w et de A w sont fastidieux.
ep=23

rw = IE] (-5 dat + 5 da® — 5 da® + 5 dat) € Q' (U).
¥ (xw) = —sgn (2)w € O (U).
*Lw=—sgn(g) x we Q).

Les calculs explicites de d w et de A w sont fastidieux.
ep=4

xw = /|g| o' € QO (V).
* (xw) =sgn (g)w € Q* (V).
*tw=sgn(g) * we N ().

Les calculs explicites de d w et de A w sont fastidieux.

5.2 Connexion riemannienne

On dit aussi connexion associée & la métrique et on pourra consulter [8] ™
et [11] ™. Citons [11] 76 :

< Il convient de dire des le début que la notion de connexion et celle de
métrique riemannienne ne sont liées en aucune fagon entre elles >.

Par contre nous allons associer une connexion particuliere a la métrique
dite connexion riemannienne ou associée a la métrique.

5.2.1 Définition

La connexion riemannienne ou associée a la métrique est la seule connexion
telle que Vg =0et S =0.

5.2.2 Coefficients de connexion ou symboles de Chris-
toffel de 2° espeéce de la connexion riemannienne

Si Von pose [ij, k] £ 5 (9igj + 0j9i — Owgij) = [ji, k] [8] 7" ou :

74. pp. 242-244§8 et pp. 245-246 pour la courbure
75. pp. 280-283§3

76. p. 280

77. p. 242 éq. (8.6)
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Tape = 3 (G2e + Qdac — Bdaby — Ty, [11]7 et [27]7, (T, qualifiés de

symboles de Christoffel de 1¢ espece), on a :

Vi = g ik, 1] = L (gim ¢ &% + grm 97 7 — 7)) (8]0 ou
[l =G"Theqg=T2, [8]8 [11]3% et [27] % (I, qualifiés de symboles de
Christoffel de 2¢ espece).

Donc, pour la connexion riemannienne, les coefficients de connexion ne
sont plus imposés a priori, mais se déduisent des coefficients de structure de
base mobile et du champ de tenseurs métrique et les symboles de Christoffel
de 2°¢ espece se déduisent du champ de tenseurs métrique.

Démonstration

Faisons la démonstration pour les coefficients de connexion, en base mo-
bile ; la démonstration pour les symboles de Christoffel de 1¢ espece, en base
naturelle s’en déduit.

e Etant donné que Vg =0 (cas F') on a
(V9)iiviy = OiGiria — Vi, Ghia — Vi, girk = 0. Soit :

gi; = Vies git + iy 9u (8] Alors par permutation circulaire :

OhGij = ’Yklz gji + ’Vicl.j Git,
Oigix = Vi gw + Vil 9jis
Qi Gki = ik Git + Vi G-

Multiplions la premiere équation par —%, les deuxieme et troisieme par %
et sommons ; il vient :

5O =il ga+ 5 (i =ik — (v =) gk i g = [ig, k], avec :
[ij, k] = 2 (0,91 + 0;9i — Ongij)-

e Etant donné que S =0on a Sj/ =+, — 7%, —cf; = 0. Soit :
1 1
Vik = Vi = Cik
1 N
’Yiik - 7134‘ = C%'.kzv
Yig — Vi = Cige

78. p. 282 qui notent I'; 4 ce que nous notons 'y,

79. pp. 585-586 Exercice 11 qui note 'y ce que nous notons Iy ¢
80. p. 242 éq. (8.7) mais avec une erreur de signe

81. p. 242 éq. (8.8) qui note [ac, d] ce que nous notons Lye, g

82. p. 281 éq. (13) qui notent I'%, ce que nous notons I';?,

83. pp. 585-586 Exercice 11 qui note I'’, ce que nous notons I';?,
84. p. 242 éq. (8.4)
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On en déduit que %cﬁk gil + % ¢t gt — 2 ” Gkl + %j gu = [i], KJ.
Multiplions les 2 membres de cette équation par ¢*™ et utilisons le fait
que g g"™ = g gF™ = 6" ; il vient :

km

3Gk 909" + 3¢l 9 g™ — 5l = [ig, k] g™ o :

Vi = [ig, K] ¢*" = 5(ciy ga g™ + ¢y g g — ¢ ou

%i.jk = gt lik, 1] — % (Gim ik A+ Grm g clt — cgk) et, par conséquent, en
base naturelle :
b, =9"T,.q=T2, avec :

Fab,c = %(% + % - %) = Fba,c QED

Remarque : On a :

ik, i] = 5 (0igki + Ohgij — Oigjn) et

ik, j] = 1 (0igkj + Orgji — 0jgik)-

Donc en sommant et en tenant compte du fait que g est symétrique on a :

7k, @] + [ik, j] = Okgi; et en base naturelle I'y. o + Toep = % [11]%

Autres propriétés en base naturelle

_ =~ 1b
L Fac,d = gdb Fa,c

Démonstration

b =g"T,.q Multiplions par g ; il vient :

gebe = 5d I'sed = Dace. En remplacant 'indice e par 'indice d on a
bien :

gdb Fé)c = FULc,d QED

o %jj = _goTd _ Gedp

Démonstration

0% = §% §oq. Dérivons partiellement par rapport a z¢ :
0=25% = 9005 4 g 9% soit ;

%g;: Gea = —g% 896“. Multiplions par g®; il vient :
agdc

9z 5b gde (Fac.e + Feaa) gab = —ﬁab f)/('zd.c - ﬁde ’Yebc Soit :

85. p. 283
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%idcb = —3% (Tyee + Teca) 9% = =g T — g% T . Et on peut remplacer

I'indice muet e par 'indice muet a ; soit :

00" — _gTd — gl = g4 —guTL QED.

b 1 0g _ 3 ~
* Uoh = 55 gae = 50e (I V/[9])
Démonstration
Préliminaire
Remarquons que pour toute matrice (gyq), dépendant de 2 son déterminant

g £ det(gyq) vérifie la relation :
08 __ 5 -bd Oday

oza oz® *
Cette relation est valable pour toute matrice (gsq), méme non symétrique.
Dans notre cas ou cette matrice est symétrique on a donc :

08 __ % 7bd OGbd

oxe & oz ”

Démonstration proprement dite

b ~bd 8§cd Bgad agac — .
Lye=9""Taca=3 L3P (axa + Gt — F%2). Donc lorsque ¢ = b :

L Gt (9bd | Odag _ Odab),

b o1
Fa-b 2 0xa Oxb Oxd

Mais gbd 9dad — :(jdb 99ap — Ghbd %g’“’ (on a permuté b et d) et par conséquent :
rd, = ; g? 28d ot d’apres le préliminaire :

o x?

T 5= = 5% (In \/[g]) QED.

5.2.3 Particularités des connexions riemanniennes
Divergence d’un champ de vecteurs

La divergence du champ de vecteurs v € C* (U; TM) s’écrit, en base
naturelle :

—~—— a

divvévaaav LU= —l—I‘

8;18“
% 1 0g ~~

oo T35 00 U0 = \/— W( gl 07) [8]*° [9] et [27] *.

2 o

abU

Q

86. p. 246 éq. (11.2) pour la 2¢ égalité
87. pp- 338-339 pour la 2°¢ égalité
88. p. 549 pour la 2°¢ égalité et avec g > 0
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—~—a
Et on remarque que divo 2V o v = —dv, [9]%

oz

Et donc dv, = —V/zva 8] %0,

oax?

Codifférentielle d’une forme différentielle extérieure

En généralisant le résultat précédent on obtient :

(5W)i2...ip = —(Ve, Wz;...ip = —g" (Ve W)il...ip et
0 Way..aqp = —V _2_W 2 gV o w [8]91.

a a
oz az...ap x ai ...ap

Laplacien de Hodge
ep=0;cas A
On a A\ = —div (grad \).

Démonstration

—

On a div (grad \) = [agé% + 2%3 885 gra/\(i\a] et grad A = d\ et, par

conséquent (cf. ce qui précede) :

div (grad \) = —A X QED et donc Ay A = div (grad \).

Un cas particulier du cas particulier des connexions riemanniennes
a trois dimensions : m = 3

guu G2 013 E; 0 O
Si| gi2 Ga2 Gos | =| 0 Ey 0 |,avec By >0, By >0et E5>0;
g13 G23 33 0 0 Ej

soit g = F4 Fy E3 on va calculer les symboles de Christoffel de 1¢ et 2¢ espece.

Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce

!

—

—
=
D=

[e5)
T
=

oxl>
Tio=—1%4,
F1173 = _% %7
Tiog =225 =Ty,
Tioo =298 =Ty,
o3 =0="T%3,

89. p. 344 au début et p. 447 a la fin!
90. p. 248 Exercice 2 éq. (11.13) pour p=1
91. p. 248 éq. (11.13)
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Tig1 =2 %5 =Ty,
32 =0=132,
Tz =228 =Ty 3,
Fooq = —1 252

[0 = 1982

Foos = —1252

Loz =0=1I43,,
Togo =2 252 =Ty,
Tass =298 =Ty 3,
[y31 = —1 %5,

[332 = —é 9k

}1
w
«
w
D=
Q
wam

Calcul des symboles de Christoffel de 2¢ espéce

F'll,l = E%Fn,l = ﬁ ‘Zf%,

F'12,1 = E% T = —ﬁ ‘Z,f%,

F'13,1 = ELS Fhs= —ﬁ gfé,

[y = - Tioy = T3y = 54 55,
I, = ELQ Tipo =T5, = ﬁ 3_5127
Iy, = ELB T3 =T5, =0,

[y = 3T =Ty = 537 554,
[7y = g Tz =13, =0,

Iy = EL3F13,3 =Ty, = ﬁ o5,
F'gl,g = EL1F22,1 = —ﬁ %,

F'22,2 = EL2F22,2 = ﬁ %7

F‘23_2 = EL3F22,3 = —ﬁ a—fga

Ty = E%F%,l =T3, =0,

I3y = 2-Taso = Iy = 55 5%,
I3y = 3 Tass = Uiy = 53 554,
Fsl,g = EL1F33,1 = —ﬁ 3%,

F32,3 = E%F:sz,z = —ﬁ 8%,

Iy = 5 T3 = 5 50
diveo = e [5or (VEL B2 B30 )4 5% (VEU B2 B3 0°)+ 5% (VEL B2 E5 ).
ep=0;cas A

Pas de particularité par rapport au cas des variétés riemanniennes a trois
dimensions.
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ep=1;cas C
Aaf = —grad (div af) 4 rot (rot af) € C> (U ; MT) [19]*

Démonstration dans le cas ou £ = £y = E3 =1

§_ oa3 da dao Oas
diva* = + 8x2 + ox3 Ozt + 0 x? + dx3°
e § _ 0 (9@ O das\ _ 9@ 92 ay 9% as
grad (leCL ) D2l (_8331 + Ox2 + 313) (3331)2 + Ozl ox? + Ozl oz
— 2
o) — 0 (0a Odas dazy\ _ 9% as 9 as
grad (leCL ) Erel <_8:1:1 + 92 + dx3 ) ax18x2 + (O )2 + Ox?2 0z
— N 3
ooty — 0 (day | day | dasy _ 3%y a3
grad (div af) 5.3 (g4 + 53 +5:3) axlaxs T 527023 T (o2 3)2°
o o
5 e dz3 — Oz 83
t° _ 9@l _ 9a® _ da1 _ Oas
rota 3 Ox3 Ozt ox3 ozl
§° _ 0a* _ 9al _ dax _ dar
rota ozl Ox2 Ozt 0 x?
1
_ 9 (om @ o (9@ _ oy
rot (rot @f) = 3% (53 — 5%) — 555 (5% — 5%)
_ 9%a 9%a + 92 a3 2
T 021027 T (922)2 " 921923 T (923
—_ N 2
_ 9 (das _ 9a 9 (day 9
rot (rot a¥) = 5% (84;2 —53) — 57 (53 — 535)
_ 26 o Pa %G
T (9x1)? | 0a'0a? Bm28x3 [CEDRE
—~— 3
o (0a da 9 (da oa
rot (rot af) = 3% (8—:‘(13;1; —52) — 72 (58 — 53)
_ 0%y 9% a, 9% as 9% as .
T (9al)? + Ozl dx? (8x2)2 + dz2 03" Donc :
o 1 e~ 1 923 52 923G
—grad (diva*) + rot (rota¥) = ((a 7 T (o a§2 t o 3;2)
= —Aﬁl - —Aal
I (diva) +rof (rotat) = — (L8, 1 Bo | 05
Agia 1VAa~)1 + rot (rotaf) = ((axl)z T oz T (8$3)2)
= — al = — a

—_ 3

3 ~
—grad (divaf) +rot (rotaf) = —((gi‘f‘;’z + (gzxg;’g + P
=—-Aa; = —-A4da'. Et donc :

—grad (diva¥) + rot (rot a*) = Aa* QED.

92. p. 179 deux fois dont une fois avec une erreur de signe devant le gradiant (+ au lieu
de -)
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5.2.4 Propriété nécessaire a la suite
Pour w,v,w € C*(U; TM) on a
Vwg(u, v) = g(Vyu, v) + g(u, Vy,v) € Q0 (U).
Démonstration
Etablissons cette propriété tout d’abord pour u = e;, v = ¢; et w = ey
i Vekg(ei, €j) =V, 9ij = 8kgij-
o 9(Veuei, €5) = 9(vils €1 €5) = ik 91 = Vil 951
o glei, Vee5) = glei Vi €1) = Vi 9u
Et on a bien V., g(e;, e;) = g(Ve, €, €) + g(e;, Ve, €;) car
i = s gi + %lg,j gil-
o Viug(u, v) = Ve g(ul e, vV ej) = wh Ve, (u' v g(e;, €5))
= w[(Ve, (u'v7))g(ei, €5) +u' v/ Veg(ei e5)]
= wH{(Ve,u)v? gles, €5)+u'(Ve,v7) gles, €5)+u'v![g(Vees, €5)+g(ei Veye))]}
e g(Vuu, v) = g(Vyr ek (ul €i), v’ ej) - g(wk Ve, (uz €), v’ ej)
= wh vl g((Ve,ut) i+ u' Ve €, €5) = wPvI[(Ve, u)gle;, e;)+u' g(Ve,e:, €;)].
g g(u, va) - g(ui €i; vwkek(vj ej)) - g(ui i, w” Vek(vj ej))
= u’ w” g(e;, Vek(vj ej)) = u’ wh gle;, (Ve,v?) ej + 07 Ve, e5)
= u' w*[(Ve,v7)g(es, e5) +v7 gles, Vee))].
On constate que l'on a bien V,g(u, v) = g(V,u, v) + g(u, V,v) QED.

5.2.5 Le champ de tenseurs de torsion

Il est nul par déﬁNnition de la connexion riemannienne. Donc :
S$=0,57=082=0,=0,0/=0,2=0,et do? =0, dX* = 0.

5.2.6 Le champ de tenseurs de courbure

On pourra consulter, en plus des références précédentes valables pour une
connexion quelconque, [18] % valable pour une connexion riemannienne. On
a toujours :

B = () = Ok = Ovils = & Yoma Vi Vi3 — i Vi = — Bl
mais avec des coefficients de connexion qui se déduisent des coefficients de
structure de la base mobile et du champ de tenseur métrique. Il ne semble

93. pp- 336-382 Chapitre XI les équations du champ gravitationnel
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pas y avoir d’expression vraiment simple en fonction des seuls coefficients de
structure de la base mobile et du champ de tenseur métrique.

Db (b — s OTly | b e e b _ Db :

Ra.cd - Qa cd — dz¢ Ozl + Fc.e Fd.a - Fc.a Fd.e - _Ra.dm mais avec des
symboles de Christoffel de 2¢ espece qui se déduisent du champ de tenseur
métrique. Il ne semble pas y avoir d’expression vraiment simple en fonction

du seul champ de tenseur métrique.

5.2.7 Liens entre les champs de tenseurs de torsion et
de coubure

Identités de Bianchi

. —~— b
Puisque S =0ona ¢, (Ve R)/, =08 et§ Vo R =0][18]%.

ilm 9z  a.de

Autres identités entre les champs de torsion et de coubure

Puisque S =0 on a ¢, R, =0[8]% et § Rl =0[11].

5.2.8 Nouvelles définitions, grace au champ de tenseur
métrique

Grace au champ de tenseur métrique nous allons identifier tous les champs
de tenseurs de méme ordre en posant :

(en base mobile) e; = g;; 0" et 6" = g e;,

(en base naturelle) 325 = Gy, dz® et dz® = §® 5%.
Champs de tenseurs d’ordre 4
0 1
On va identifier C* (U; @ T*M), C>*(U; @ T*M) (cas H) et
4 3
2
C>®(U; @ T*M) (mais avec les 2 indices contravariants en téte contraire-
2

ment a ce que nous avons fait pour la présentation générale des champs de
tenseurs).

94. p. 245610 3)

95. p. 340 éq. (92,5)

96. p. 245510 2)

97. p. 291 éq. (13) et p. 292§3 4.
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Pour le champ de tenseurs de courbure considéré comme élément de
> (U; @ T*M) on pourra consulter [4] %8 [8] 9 [9] 100 [11] 10 [13] 102 [18] 103

[21] 191 et [30] 105.
Ainsi pour ce champ de tenseurs :
en base mobile :
R=Rimnt @ ™ ® oF ® 0,
R=R" e, ® ¢; ® 6F @ 0,
en base naturelle :

R Raecddx ®d9(; ® dz¢ @ da?,
R= Racddx ® 55 & dz° ® da?,

R=R" % ® 2 @ de° ® dz. Alors :

en base mobile :

Rimp = 9mj ngz = Gin Gmj Ry,
Ry = = ¢’ Rims = gin R ila ‘
R j = gm g]m Rimi = g" Rz k>

en base naturelle :

Raecd - geb Ra ced — gaf geb R
Rbb — g Raecd — gaf R ed?
Rf — ~fa be Raecd — gfa Ra -

98. p. 130 éq. (vi.86)
99. pp. 245-246 § 10 utilisé p. 245 éq. (10.1) mais pas vraiment défini

100. p. 495

101. p. 292§ 3. Exemples. Point 2
102. p. 88 éq. (11.9)

103. p. 340892 au début de ce§
104. p. 127 et éqs (82,1) et (82,2)

105. pp. 302-303 et, en particulier, éq. (8-58)
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Champs de tenseurs d’ordre 2

0 1
On va identifier C*(U; @ T*M), C>*(U; @ T*M) et
2 1

2
C>®(U; @ T*M) (mais avec I’ indice contravariant en téte contrairement
0

a ce que nous avons fait pour le cas E).
Ainsi pour le champ de tenseurs de Ricci R :
en base mobile :
]:% = Ry 6 ® 6 avec (rappel) Ry = Rfjl,
R=Rje, ® 6,
R=R"e, ® e,

en base naturelle :

R = Rogdz® @ dz® avec (rappel) Roq 2 Ry,

S _pf o
{2 = R{l i X dZEd,
R=R"3% ® ;%. Alors :
en base mobile :
Ry = Gin R = gin gi5 R”j ;
R7;: gm Rzl — glj Rdj’
R = gnz gjl Ril — g]l QL’
en base mobile :
}jad = gaf 5{1 = gaf gNdb be7
}E.{l = gfa Raq = gdb R/ b7~
RIv — ’gvfa gbd Ry = gbd R.J;‘
Champs de tenseurs d’ordre 0
Pour la courbure (riemannienne) scalaire 2 K :
en base mobile :
en base naturelle :

ZK = gda Ead = Edd,
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et de méme pour la coubure totale ou courbure de Gauss ou courbure de
Riemann K en divisant par 2.

e Propriétés de Re C>* (U; Q T*M)
4

Placons nous en bases mobiles.

R(u, t, v, w) £ g(t R(v, w)u) = gm; t" (R(v, w)u)’
= Ymjt (RJMU vFw') = ngR]klu tmoPwl = Ry uttmoFwt € QO (U)
[30] 1%, On a :

P R(u, t, w, v) = —R(u, t, v, w),

Py : R(t, u, v, w) = —R(u, t, v, w) [30]1°7,

P3: R(v, w, u, t) = R(u, t, v, w) [30] 1%,

Py: R(u, t, v, w) + R(v, t, w, u) + R(w, t, u, v) = 0 [30] 1%
110

Démonstrations [11]

De P, : R(u, t, w, v) £ g(t, R(w, v)u) = g(t, —R(v, w)u)
= —g(t, R(v, w)u) = —R(u, t, v, w) QED.

De P; : on va utiliser la propriété précédente :
Vuwg(u, v) = g(Vyu, v) + g(u, V,v). Alors :

R(t, u, v, w) = g(u, R(v, w)t) = g(R(v, w)t, u)

= g((V Vw—VuV, — V[%w])t, u)

= g(vv ( ) ) (Vw (vv t)? U) - g<v[v,w] t U)

=[Vog(Vut, u) = g(Vut, Vou)] = [V g(Vo t, u) = g(Vut, Vi u)]
— [Vio,u) 9, w) = g(t, Vip,u) u)]

=V, Vug(t,u) —V,g(t, Vyu) — Vy g(t, Vyu) + g(t, Vi, Vyou)
=V Vog(t, u) + Vi g(t, Vou) + Vi g(t, Ve u) = g(t, Vi, Vi)

- v['u,'w] g(t u) + g<t7 v['u,w] u)

:g(t7 (vwvv_vvvw+v[vw]> )—i-(V V —V v V[vw])g( )

Mais (V, Vi = Vi Vi = Vip w)) g(¢, uw) = 0 car g(t, u) € Q°(U) et il y a
des simplifications ; Alors :

R(t, u, v, w) = g(t, —R(v, w)u) = —R(u, t, v, w) QED.

106. p. 302 éq. (8-57)

107. p. 317 Exercice 14

108. p. 317 Exercice 16

109. pp. 317-318 Exercice 15
110. pp. 290-292§2
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De P, : étant donné que S = 0, d’apres ce qui précede on a :
R(v, w)u + R(w, u)v + R(u, v)w = 0 et donc :
R(u, t, v, w) + R(v, t, w, u) + R(w, t, u, v)

= g(t, R(v, w)u) + g(t, R(w, u)v) + g(t, R(u, v)w)
= g(t, R(v, w)u + R(w, u)v + R(u, v)w) = 0 QED.

De P; : on a, d’apres Py :

R(u, t, v, w) + R(v, t, w, u) + R(w, t, u, v) =
R(v, u, w, t) + R(w, u, t, v) + R(t, u, v, w)
R(w, v, t, u) + R(t, v, u, w) + R(u, v, w, t) = O,
R(t, w, u, v) + R(u, w, v, t) + R(v, w, t, u) = 0.

7

En faisant la somme de ces 4 expressions et en utilisant 4 fois la pro-

priété P, il vient :

R(v, t, w, u) + R(w, u, t, v) + R(t, v, u, w) + R(u, w, v, t) = 0. Soit en

utilisant les propriétés P; et P, et en divisant par 2 :

R(v, t, w, u) + R(w, u, t, v) = 0.

Donc :

R(v, t, w, u) = —R(w, u, t, v) = R(w, u, v, t), en utilisant la propriété P;.
Et finalement, en remplagant ¢ par w, u par t et w par u :

R(v, w, u, t) = R(u, t, v, w) QED.

A ,
o On a R = R(e;, em, ek, €). Par conséquent :

A
Pl : Rimlk = R(€i7 €m, €1, ek) = _R(€i7 €m, €k, €l> = _Rimk’l et donc
Ripair, = 0.
A
Py i Ryl = R(em, €, ex, &) = —R(€i, em, €, €1) = —Ripy et donc
Rz = 0.

A
Ps : Riyim = Reg, e, €i, em) = R(es, €m, €k, €) = Rip-

Py i Ript + Rigmii + Rimir

é R(eia €m, €k, el) + R(€k7 €m, €, ei) + R(ela €m; € ek‘) = O

Donc Ry = ¢ Rimp = —g™ R = — Ry soit Ry = 0.

De meme en base naturelle

5 A Do 8 9
o On a Ruced = R(555, 552 500 axd) Par conséquent :
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P13Eaedcé§(a 9 d B):_R<8 o) 9

Oxar 8’@57 Oxdr 9xc
111 112 —
[18] "' et [30] ' et donc Ryeee = 0.
R A prd 9 8 9\ _ _pro 8
P2 : Reacd - R(8x67 x> 8$C’Qxd) - _R(axa’ 9z’ dxc’

[11] 113 [18] 114 et [30] °. et donc Ryeeq = 0.

Q
8
e
Q
8
o
Q
8
o
g
] (Q
js¥
N—
I
oy
I}
)
[e)
s

Q
|@
IsY
N—r
I
oy
=)
)
(o)
<9

Q
8

PS : Rcdae = R(aaxca %7 aza; aie) = R( 9 0 8- i) = Raecd

[11] 16 [18] 117 et [30] 115,

~P4 : Eaecd—i_éceda_’_édegc -
éR(a (o) o) 8)+R(8 (o) o) 6)+R(%78 o) 8):()

Oxa? dxe’ Qxc’ Oxd Oxc? Oxe’ Oxd’ Jx@ Oz’ Oxa’ Oxc

18] 19" et [30] 120

Donc ]%ﬁcd = 3% Roeed = —§° Regeg = —]%ﬁcd soit }N%acfcd = 0 [4] ™! et
[30] 122,

En raison de ces diverses symétries on peut montrer que le nombre de
R et de Rgeeq & calculer a priori est de 11—2m2 (m?2 — 1) [4]'% et [9] 124
Soit :

e 1 pour m = 2; il s’agit de Ra112 et de Egllg.

s
_ 6 pour m = 3,N11 s'agit de RN21127 Ro113, Ro123, R3113, Rai3, R3203 et de
Ror12, Rons, Roies, Rsiis, Raies, Rsaos.

e 20 pour m = 4; il s’agit de Ra112, Ra113, Ro114, Ro123, K124, R2134, R3113,
R3114, R3123, R3124, R3134, Ran14, Rar2a, Raisa, Ra203, Ra04, R33a, Rasoa, Raza,
Ryszq et de Rop1, Ro113, Ra1a, Ro123, Roi24, Rou3s, R3113, R3114, 3123, R3124,
Rs134, Raina, Raroa, Rarza, Razos, Razon, Rz, Razoa, Razza, Rassa-

En effet il n’y a pas R4123 ou }N%4123 car, d’apres la proriété P; :

Ry123 = —Ro134 + R3124 ou Ryj193 = —Raj34 + R3104.

111. p. 340 éq. (92,2)
112. p. 303 éq. (8-59)
113. p. 29283 2.

114. p. 340 éq. (92,2)
115. p. 303 éq. (8-60)
116. p. 292§3 3.

117. p. 340 éq. (92,3)
118. p. 303 éq. (8-61)
119. p. 340 éq. (92,4)
120. p. 303 éq. (8-62)
121. p. 133

122. p. 303 au fond
123. p. 131

124. pp. 495-496
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Calcul explcite de ﬁaecd

D 1/ 02Gae 923, 8% 4, k] ~b
Roecd = 2 (axagéixc - 3wa%cewd - azcga ie + amd%a;e ) +9 / (Fac,f Fale,b - I‘ad,f Fce,b)

_ 1 82 § e 82 Jce 82 §a 82 gac -~ b f b f 125

— 2 (333“5336 T 9xedxd 83:6(9;5 + 8zd8x6) + 9vf (Fa-crd.e - Fa.drc-e) [4] et
126

[18]
Démonstrations

~ b
~ ard.a

o~ b
Ryeca = Geb Rﬁcd = Jeb ( dxc % + Fcbf F'dj,ca - F.c].ca Fc?f)
~ 07e ~ . b 0ge ~ . . ~ . .
= % (geb Fé).a)_ ;.a 8?,;!? ia;id (geb Fclia)—i_rcl?a 83;; +<g€b 1_\cbf) de.ca_(geb def) 1_\c].ca
= 0 dae — Oleae + ( b, 9% T 6geb> + (Fcf,e F;i].ca - Fdfﬁ Fcfa>

oxc Oxd c.a 9gd d.a 9 zc

Remplagons dans cette derniere parenthese 'indice muet f par l'indice
muet b; il vient :

b aF a,e ca,e g, g,
Raecd - dae Olea, + F'db,a (Pcb,e - ag;cb) - F.cl?a (de,e - 896b)-

oz dad ] dxd
Mais Fcb,e - %%cb = Fbc,e - %g;cb = _Fec,b - _Fce,b et
Lape — %%ﬁ’ = bge — %%; = —T'egp = —'4ep et par conséquent :
Raecd :~ 8;;((1;78~_ 8;;2;6 + Fic 1—‘de,b t F;f.d Ilce,b _
= 5 g (G + 55 — 5%) — 5 5 (G + 5% — %) + Tl Taep = Tia e
3 (Gaihss — gansst — parnse + panes) FLocLaes = Ty Lo

Finalement

D 823, e 0? Jee 62 ~a 5> Jac P
Raecd - % ( 9d g Jad + P) g )+gbf (Fac,f 1—‘de,b_l—‘ad,f 1_‘ce,b)

dzvdac Oz dz? dacdac 79§ z°

QED pour la premiere égalité et :

D 1 82 gde 62 gce 82 gad 82 gac -~ b f .b f
Raccd = 2 (aw‘lawc _’ 9z 0x? T dzcdac + B:Bdaxe) + 9oy <Fa~C Fd-e o Fa~d FC~3)
QED pour la seconde égalité.

2
e Propriétés de Re C>* (U; Q T*M)
2

Placons nous en bases mobiles.
o Concernant R, on a :
. A . . . . A y R v
Pl : R = ¢" ¢ Ry = —9™ ¢ Ripiy = —R'™, (on a utilisé la pro-
priété Pp).
/.opdn A ji — i _ i d L nj
Py R =67 9" Ripy = ¢°™ 9™ Rire = — g™ ¢'™ Rimin = — R, (on a
utilisé successivement le fait que les indices ¢ et m étant muets on peut les

125. p. 131 éq. (vii.88) pour la premieére égalité
126. p. 340 éq. (92,1) pour la seconde egalité
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permuter et la propriété P,).

Donc R’}, = —R’?, = R™, (on a utilisé les propriétés P} et Pj).

De méme en base naturelle

¢ Concernant Ef b,ona:

P : }Nﬁf oA Glagre Ruede = — 374G Roeea 2 —}N%f b (on a utilisé la pro-
priété Pp).

P2/ : Rb]éd £ ﬁba gfe Raecd - gbe gfa Reacd - _gfa §b6 Raecd £ _Rﬂc)d (OH a
utilisé successivement le fait que les indices ¢ et m étant muets on peut les
permuter et la propriété P,).

Donc R”,, = —R" = R’" (on a utilisé les propriétés P} et P}).

5.2.9 Champ de tenseurs de Ricci

A pj o _ -J J m o~ d J .m moad :
Ry = R, = 05V — Ovi — &1 Yomi T Vim Vii — Vili Vi Mals avec des
coefficients de la connexion qui se déduisent des coefficients de structure de
la base mobile et du champ de tenseur métrique.

5 oA Dy _ Oy, ory, b Tee e b ;
Roa = Ryg = 5% — 52 + 1y U, — T, T'g., mais avec des symboles

de Christoffel de 2¢ espece qui se déduisent du champ de tenseur métrique
[8] 1277 [11] 128 et [21] 129'

Le champ de tenseurs de Ricci est alors symétrique :
Rli = Ril et Rda = Rad [30] 130.

Démonstration

Ry £ Ry, & ¢7™ Ripji = 9™ Rijmi = 9™ Rty = 9™ Rimjt = "™ Rimji
£ R;. On a utilisé successivement le fait que les indices j et m étant muets
on peut les permuter, la propriété P, les propriétés Py et P, et la symétrie
du champ de 2 - formes g. De méme Ry, = R.q QED.

Alors on constate que RI" = R et de méme que R = R7®.

127. p. 245 éq. (10.6) qui contracte par rapport au dernier indice
128. p. 293

129. pp. 130-131§85 éq. (85,2)

130. p. 303
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5.2.10 Courbure (riemannienne) scalaire 2 K

2K 2 R\ = g"Ry 8] et [11]%2 ou 2K 2 RY = g% Ry 8] et
[11] 134.

5.2.11 Courbure totale ou courbure de Gauss ou cour-
bure de Riemann K

K21R,=14¢"Ry[11] ou K 2 L RY = §% R,q [11].

1
2
5.2.12 Champ de tenseurs d’Einstein et identités de

conservation
On pourra consulter [4] 135 [8] 136 [9] 137 [11] 138 [13] 139 [21] 10 et [30] '4!.
Préliminaires
Plagons nous en bases mobiles
De la méme maniere que ce que nous avons fait dans le chapitre consacré
a ce qui dépend des connexions on démontre que :
osit= ti1i2i31'4 (9“ &® Giz &® P &® 0% alors :
_ k k k k

(Vei 1) iginia = Oitivinisia = Vigy thinisia — Vi Livkizia — Viots Liviokis — Vigy Lirinisk-
osit=t12 ¢, ® e, ® 01 @ 0% alors :

Jije  _ g 4iije J1 4kjo J2 41k ka2 k42
(Ve, t>‘.i1i2 = Oty 5, + Vik Lo Vik Elivis — Vi U kin = Yido Uitk
osit=1t"!e; ® 0" alors :

J1o_ J J1 4k ko4d
(Vei t)zl - ait.i11 + /yzli t.il - 7@7,1 t/i"

e Donc pour le tenseur de courbure R :

131. p. 246

132. p. 293

133. p. 246

134. p. 293

135. pp. 133-134 § XIII Les identités de Bianchi

136. p. 246 éq. (10.10)

137. p. 497 Définition IX.8.B

138. p. 296 § 30.3.IIT (pour = 4) Tenseur de courbure. Espace & quatre dimensions
139. pp. 148-151 Chapitre VI§2 L’équation d’Einstein

140. pp. 131-132§86 éqgs. (86,3); (86,4) et (86,5). Les principes de conservation sont
évoqués p. 132 derniere ligne et pp. 207-210 textsection 129 Les équations d’Einstein
141. pp. 306-308 Legon 8 §4.D Les équations d’Einstein

127



= ao Rimkl - Vonz ankl - 70nm Rinkl - ’ank Rimnl - fyonl Rzmkn
_(veo R)zmkl et (veo R) _<veo R)

< <veo R)?,mkl
Alors (V,, R)

mikl — imlk — imkl

¢ On a vu que ‘
(Ve, R)z w = 0o Rz VS n B — 0% R;z.kz Yok Rl nl — Yol Rz kn

(cas H) et que (Vo R)), = —(V., R)7,. Et si on contracte j et k (on
conserve j) : '
(veo R)z YU ao lejl + Vojn :i.]l r}/oz R?i]l 703 RJ ’Yol RZJ]n

= 0o Ry — 7. Ry — v Ry, (car fyonR” L= RZ ., comme on le voit en
permutant les indices muets j et n).
o (Ve, R)nil =0, anl + Yop Rp]z + B — 1 B J = Yo an
On constate alors que d’apres les propriétés P| et P’ on a:
(veo R) lk - (Veo R) N (veo R>nil
Et si on contracte j et k (on conserve j) dans (V., R)’
(Veo )nJ _ 8 Rn]l +,yn Rp]l +,y] R’le ,Yo] Rn] ,}/OZRTL]
= 0o R} + ), Ry — v Ry, (car v, R™) = ) R jl comme on le voit en
permutant les indices muets j et p). On a les passages suivants :
(Ve, R)mkl = mj (Ve, R)zjkz Gin Gmj (Ve, R) KL
(Ve, R)%].kl = gjﬁl (Veo R)pnia = Jin (Veo R)",, ‘
(Ve, )5 = 9" ¢ (Veo Ry = 9™ (Ve, R)7 )y,

e Pour le tenseur de Ricci R :

nj .
Kl

V., R) a0 =00 Ri—) Rui—7,)y Rin (cas F'); alors (Ve, R),; = (Ve, R),

e}

o (
o (Ve,R)) =8, R+, RY — 2 R,
(

o (Ve, ) =8, R + Y., RP + 7], R™ (cas D); alors
(Veo R)jn = (veo R)nj
e Comparaison entre les tenseurs de coubure R et de Ricci R

On constate que (V,, R)/., = (V., R), et que (V. R)", = (V., R)] et

gl T gl

par conséquent (V,, R)"). = (V., R)’", = —(V., R)", .

Aj YU
Utilisation des identités de Bianchi :

= (Ve, B)7,, + (Vo R)? .+ (Ve, R)7,, = 0. Donc :

fklm ek zlm
9" (Ve R, + 9% (Ve R)? .+ ¢" (Ve, R)?,, = 0; soit :
(Ve R+ (Ve R)™ 4+ (Ve,, R)", = 0 [4] 142,

.Im .mk

142. p. 133 éq. (vii.98)
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Si on contracte les indices m et j (on conserve l'indice j) :

(Ve, R)nl]] + (Vq, R)”ﬁk + (Ve, R)"il = 0. Soit, d’apres les préliminaires :

~(Veu B) + (Ve R+ (Ve, B), = 0 [4] 12,
Si on contracte les indices n et k (on conserve 'indice n) :

~(Ve, R) + (Ve R)" + (Ve, R)."j = 0. Soit,d’apres les préliminaires :

n nl

~(Ve, R)} + (Ve R) — (Ve, R) = 0. Et donc, en remarquant que le

n N
premier et le dernier terme du premier membre sont égaux et en multipliant
1

par -3 :

(V. R)} — L (V. R)" =0.

n

Mais (V, R) £ O, R" + " R, — ", R, = O, R, (car les 2 derniers

D
termes du second membre disparaissent puisque les indices p et n étants

muets peuvent étre permutés) alors que V., R", = 0, R",. Soit
(Vo R)! =V, R =V, (2K)=2V,, K. Et, par conséquent :

(Ve, R)} =V, K = 0.

0 1
Soit GER-KgeC®(U; @ T*M)ouC®(U; @ T*M)
2 1
2
ou C*(U; @ T*M), appelé champ de tenseurs (symétriques d’ordre 2)
0

d’Einstein [9] 14, Le terme G est utilisé car dans le cas ou m = 4 il représente
la gravitation. On a donc :

o Gy = Ry — K gy [13] ' et [21] M ou :
oG =R"— Kg7=R?— 07K [8] M7 [13]118 et [21] ™ ou :
o GM = R _ [ g [30] 190,

143. p. 133 6q. (vii.99)

144. p. 497 Définition 1X.8.B

145. p. 149

146. p. 132 éq. (86,4)

147. p. 246

148. p. 149

149. p. 132 grace aux éqgs. (86,3) et (86,4) étant donné que ¢'; = 47
150. p. 307
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0
Alors V., G=V, R—V,, (Kg)eC®U; ® T*M)
2
1 2

ouC>®(U; QT*M)ouC>®(U; Q T*M).On a:

1 0
Ve,G=V., R—(V., K)g—KV,, g.
Mais V., g = 0 par définition de la connexion riemannienne et donc :
V., G=V., R— (V. K)g; soit :

0 (Ve, G)} = (Ve, R)} —6%(V,., K)=(V., R)} — V., K =0,
o (Ve, GV = ¢g/" (V,, G)t = 0.

D’ou les équations de conservation :

o (V., G)} =0 [4] 1! [8] 152 [13] 173 et [21] 14

o ou (V,, G)" =0 [30] .

Plagons nous maintenant en bases naturelles

On trouve de méme que :

oéadzﬁad—[(@ld ou :
oé{izﬁﬂ—f(ﬁ{l:ﬁfj—(sz}(ou:

o G = B — K

D’ou les équations de conservation :

f
OVLGdzoou:

e

OOUVLG =0.

151.
152.
153.
154.
155.

. 134 éq. (vii.101)
. 246 éq. (10.10)
. 149

. 132 éq. (86,5)

. 307 éq. (8-69)

T T T o T
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5.3 Cas particulier des connexions rieman-

nienne a deux dimensions : m = 2

On pourra consulter [11] 1%,

5.3.1 En base mobile
Calcul des symboles [ij, k|
]-17 1] = % a1 911,

[11,1]

[11,2]

[12, 1] = %82 g1l = [21, 1],
[12,2] = %31 922 = [21,2],
22,1] = 02 g12 — 5 01 gaa,
[22,2] = %82 go2.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile

vily = g [11,1] + ¢ ([11,2] — g11 &'y — g1z ¢%),
Vi = g [11,1] + ¢* ([11,2] = gu1 ¢!y — g1z ¢%),
Yile = g™ ([12,1] + %911 Gilo+ 5 g12es) + 92 ([12,2] — S g2 ¢y — 5 922 s
Y% =g (12,14 5 gu1 ¢i'a + 5 gr2e?a) + 9% ((12,2] — 5 gra i’y — 5 g22 ¢
Yo = g™ (12, 1]+ 5 g el + 5 gr2 ¢i’e) + 9" ([12,2] = 5 12 i’y — 5 go2 ¢y
v =g (12,1 + 3 gn ey + 5 g12¢a) + 972 ([12,2] — 5 912615 — 5 922 6%
Yalo = g" ([22,1] 4 g1 ¢i'o + g2 o) + 9'% [22,2],
Ve = 9" ([22,1] + gr2 ¢i'p + g22 %) + 7% [22,2].

On vérifie bien que v/, — v, = ¢/,

Il suffit de calculer le seul nombre Roq19 :
Ro112
= g11(01 V32 — G2 Vila = Cii2 Vit — Ci'a Voo

+ 711 Yoo + Vil 7‘22.22— v'ﬁgl %52 — vfg %%) - o
+ 912(01 Y57 — OaYily — Cig Via — Ca Vaa + Vi Yoo — Vi Vi)

: 1 2 1.
Puis les 3 nombres Ry 5, Ri9, Ryqo:

1 12

Ri 15 = —g°° Rano,
2 22

Ri19 = =97 Rano,
11

Ry 19 = g Ropia.

Puis le nombre R}, = —Ri'}, (= ' Roi1a).

Champ de tenseurs de Ricci

156. pp. 293-295 §1
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_ 2 22
Ry1 = —Ry% 5 = g° Ro1no,
_ pl 12 _
Ry = Ry 5 = —g~ Ro112 = Rox,
_ pl 11
Ras = R5 15 = g Rana.

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :

2K £ g Ry :2911 Ri1 + 29" Ris + g** Ray
=2[g" g% — (9")7] Ronip = 2 212,

Courbure totale ou courbure de Gauss ou

mannK:K:%.

5.3.2 En base naturelle
Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce

F1171 %599;117 N
o= 52 - 52,
Tion = § 54 = oy,
Pigp = § 5% = Ta1,
Poon = 552 — 5 5
[agp = % %9932227

Calcul des symboles de Christoffel de 2° espéece

it =g" I+ g' I 2,
re =g" INTRIRS g% 12,
Iy =" Thay + 512 [0 =%,
2 =9%T1+¢° 9 *Tipp =T3,
Iy, = 9 'T901 + 9 *T'92.,
Ity =49' F221 + g F222

courbure de Rie-

On a Fi.l + Fi.2 = azl (In 0/ g]) et 11211 + F22 = % (In V g]).

Il suffit de calculer le seul nombre R2112 :

§2112
= §11[%F—ji2 axz + Ty (T = Ty) + T4y (T — T'ily)]
+guo[oe — Oy T, (D2 — Ty) + Ty (D — T)]
= gn |2z — OTi2 1 Ty, (D)) — TPy) + Ty (T2, — Tily))
+ 512[8;;21'2 - 8;:,}22 + T3, F'l.l =Ty, T,

: pl  p2  plo.
Puis les 3 nombres Ry 5, B9, Rsqs ¢
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Eillz =—g" 132112

Rl 12 — _EaiR2112

R 12 = 911 Ra112

Puis le nombre R, = — Ry (= §'2 Romo).

Champ de tenseurs de Ricci

F:ill = i§1212 - 522 §21127 .

R12 = R'1112 = —§12 Ro112 = Ray,

R22 = Rz 12 — 9 R2112

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :

2K 2GRy = 511 Ry +2§12§12 + 3% Ry
=9 [’jll ’g“22 (~12) ]R2112 =9 2112

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K : K = %.

5.3.3 Passage entre les bases mobile et naturelle

Si on connait les Rjkl oules R?  le plus rapide est de calculer respecti-

a.cd
vement les R'b cq €t les RA ', grace aux formules de changement de bases :

Rde — 91 b 9k el szkh

a]c

]
R =€ 0 ekel Racd

5.3.4 Remarque dans ce cas particulier m = 2

On constate que R = K g et donc G = 0.

5.4 Cas particulier des connexions rieman-
niennes a trois dimensions : m = 3

On pourra consulter [11] 157

5.4.1 En base mobile
Calcul des symboles [ij, k|

157. p. 295§11
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[11,1] = 3 O g11,

[11,2] = 01 g12 — 5 D2 911,

[11,3] = 01 13 — 5 03 911,

[12,1] = $ 9o g11 = [21,1],

[12,2] = 5 1 g22 = [21,2],

[12,3] = 5 (01 g23 + 02 g13 — 93 g12) = [21, 3],
[137 1] =503911 = [317 1]7

[13,2] = 5 (01 g23 + 03 g12 — 02 913) = [31,2],
[13,3] = 5 01933 = [31, 3],

22,1] = 02 g12 — 3 01 g2o,

22,2] = 3 D5 ga2,

[22,3] = 02 g3 — 3 O3 g2,

[23,1] = 1 (02 g13 + 03 g12 — D1 g23) = [32,1],
[233 2] =3 a3 922 = [327 2]7

[2333] =3 02 g33 = [3273]7

33,1] = 05 g13 — 5 O 933,

[33,2] = 05 gaz — 5 02 g3,

[337 3] = %83 g33-

Calcul des coefficients de structure de la base mobile

vt = g 1,1 = gim g™ &7,
v = 92 11 = gim 6% ¢,
7% = g% 11,1 = gim g* el
'7'1%2 = gll [12’ Z] % (glmg C2l + 92m g Cl 1= 0112)7
Vi = g2 [12,1] — 5 (g1mg 021 + 92m 9 01 L ts);
1 = ¢4 12,1 = L (g1 6% 57 + goum 9 01 P —cia),
vils = g*t [13,1] — ! (g1m 9" e+ 9am 9" C1 = cis),
1y = g2 113, — L (gim 67 7 + gom 07 1 — i),
vi%y = g* [13,1] — % (g1m 931 et + gam 931 ot = ci’s),
72;1 = 9; [12,1] - ? (92m9 ¢l + gim 9 02 [t 01;2)7
Y5 =g~ [12,1] — ?(2m9 Cll+glmg Lot + ¢y),
v = g% [12,1] — §(g2mg 't + gim % e} + ci),
’Y'Q?Q = gll [227” —92mg lcz 1
7222 = g2l [227 l] 92m g 62 1
Vit = 9% [22,1] = gom g% el
Yo'y = g" (23,1] - % (gzmg C3l + 93m 9 021 — Cy3),
Y3y = g% (23,1] — 5 (92m9 Cg.z + 93m 9 021 Csg),
Y5y = g% (23,1] - % (92m9 031 + 93m9 Czl —c53),
7:1;;1 = g; [13,0) = 5 (93m g Lot + gim g 63 P+ 01;3),
N =9, (13,1] — ?(QSmg " 4 gim 9° 031+C3 3)s
Vi1 = gu [13,1] — P (93m 9° 17} + g1mg 031 + 0113)7
Nz =9 (23,1] — ?(ggmg ' + gam 9" C3l+c2 3)s
Vity = 9" [23,1] — P (g3m 9°" 7} + 92m9 Legt + e573),
’73??22931 [237” §(g3m9 021+92mg Csl"’cg )a
’73%3 =g"[33,1] — g3m g" 03 Is
7323 = 92l [337 l] — 93m 92l C3 1
3% = 9% [33,1] — gam ¢ ¢}

Il suffit de calculer les 6 nombres R2112, R2113, R2123, R3113, R3123, R3223 .
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}%2112
= g11[01 Voo — D2 vi'e — % Vima + Vim V35 — VB Vi)
+ 912[01 Y5ty — 02 Vite — " Vima + Viom Vo — Vi3 Vi)
+ G13[01 Y5’y — 02 Vi%y — I Vi o + Vit Vo5 — V15 Vool

}%2113
= g1 (01 139 — 03 7i's — &% Vima T Viim V3% — VB Vi)
+ G12[01 V' — O3V — T Vin o + Vitm V3B — VI8 Vil
+ G13[01 V5%, — O3 V1%y — T Vim0 + Vit V3B — V18 Vil

}%2123
= 911[02 739 — 03 ¥a'e — C3% Vima T Vorm V3 — V53 Vim)
+ 912[02 Vs — O3V — o3 Vi o + Voo V35 — V3% Vil
+ 013[02 15 — O3 ¥5's = C5 Vi o+ Voom V3B = V53 Vi)

1%3113
= g11[01 735 — 0371’3 — ¢ Vi3 + Vit V33 — Vi3 Vim)
+ 91200 1575 — O3 V1’3 = C Vim s + Viom V3% — VB Vi)
+ g13[01 V3’3 — O3 V1’3 — T Vi 3 + Vit V3B — V% Vol

}%3123
= g11[0273's — 03 a3 — 3% Vimz T Vorm V3% — Vo3 Vim)
+ G12[02 V'3 — O3 V5’3 — €35 Vi3 + Voo V3B — V3% Vil
+ G13[02 V3’3 — O3 V5’3 — 35 Vi 3 + Voo V35 — V3% Vil

}%3223
= 91202733 — 03 a3 — C3% Vimz T Vorm V3% — V53 Vim)
+ 92202 Vi3 — O3 V5’3 — €33 Vi3 + Voo V35 — V3% Vi)
+ 923[0275%5 — O3 V5’3 — C3% Vom 3 + Voo V3% — V5B Vo]

Puis les 21 nombres :

1 1 _ 12 13

R1.12 =9 ™ Ripi2 = —9 ~ Ro112 — g°° Ronis
2 _ 2 _ 22 23

Rito = 97" Rimiz = —g*° Ro112 — g Rouis
3 _ 3 _ 23 33

R1.12 = ¢°™ Rimi2 = —9~° Ran2 — 9°° Rons

1 1 _ 11 13

Ry 19 =9 Romia = g Roi112 — g°° Rai23
27 _ 9 _ 12 23

R59 = 97" Romi2 = g~ Ro112 — 9°° Rai23
3 _ 3 _ 13 33

R5 9 = ¢°" Romiz = g Roi12 — ¢°° Rai23

Ry = ¢"™ Rymia = g'' Ronis + g2 Roras
R32,12 = ¢*™ Rami2 = 9" Ro113 + g% Ra1a3

1 1 _ 12 13

R1.13 =g " Rimiz = —g* Ronz — g Rz
2 _ 2 _ 22 23

R1.13 = g“™ Rimiz = —9~° Ronz — 9°° Rans
3 _ 3 _ 23 33

Ri3 = g7 Rz = —g°° Roniz — g°° Rans
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1 1 11 13

Ry 15 =9"™ Ropmiz = g Ro113 — g°° R3i23
2 2 _ 12 23

32.13 = 9" Romi1z = 9 Ra113 — 9°° R3123
3 _ 3 _ 13 33

R2.13 = g°™ Romiz = 9°° Ra11z — g°° R3i23

Ri'15 = ¢" Rymiz = 9™ Rsi1s + 9 Rsi2s
Ri15 = ¢*™ Rymiz = g'% Ranis + 9*° Raias

1 1 11 13

Ry o5 = g™ Romas = g Rai23 — g°° R3gos
2 2 _ 12 23

32.23 = g°™ Romaz = g ° Ra123 — 9°° R3223
3 _ 3 _ 13 33

R2.23 = g°™ Romaz = g°° Ra123 — g°° R3223

Ri'ss = ¢"™ Rpmas = g™ Rsi2s + 92 Rsoos
Ri93 = ¢*™ Rymas = g'% R3123 + 9*° Raoos

Puis les 3 nombres :

Ril.zs = R'zl.ls - R31.12 (= "™ Ripmos = —9* Rojo3 — g™ R3123)
R'12.23 = R'22.13 - R:'32.12 (: ng Rimas = —922 Ro193 — 923 R3123)
R'13f23 = R'23f13 - Rs?fu (: 93m Rimas = —923 Ro193 — 933 R3123)

Puis les 3 nombres :

Ré??n = _Ril.u - R'Q2.12 (= 93m Rsmi2 = 913 Ropis + 923 Ro123)
R33.13 = _R11.13 - R'22.13 (93m Rsmiz = g™ Ranis + 9% R3123)
R:'33.23 = _Ril.zs - R'22.23 (93m Rsmaz = g" Ra1a3 + g% Ri303)

Champ de tenseurs de Ricci

Rii = =R, — R15 = 9% Rotiz + 2¢* Rons + 9% Raus,

Riz = Ri'1, — R{y5 = —9" Rot12 — 9" Ronis + 9% Raioz + ¢°° Rai23 = Rox,
Ris = Ri'15+ Ry = —9" Roniz — ¢°% Ra1os — 9'° Rsu1z — ¢%° Raio3 = Ray,
Roy = R'Ql,m - RQ?23 = 911 Roy10 — 2913 R103 + 933 Rs3293,

Ro3 = R'zl,lg + R'22.23 = 911 Roi13 + 912 Ro193 — 913 R3123 — 923 R3303 = Raa,
Rss = Riy5 + Risy = g™ Raniz + 2 9™ Rsios + g% Raoos.

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K

2K £ g" Ry
= 9" R +29" Ris + 29" Ris + g% Ray + 2 g% Ros + ¢°° Rag
= g™ (¢* Ro112 + 2 9® Ronrs + ¢*° Ran3)
+2 912 <_912 Roy12 — 913 Roy13 + 923 Ro193 + 933 R3123)
+ 29" (=g" Roniz — 9" Rs113 — 9% Rai2s — g*° Ra123)
+ 9% (9" Ror12 — 29" Raios + ¢%° Raoos)
+ 2923 (911 Ro113 — 913 R3193 + 912 Ro193 — 923 R3223)
+ % (9" R3iis + 29" Rais + %% Rsz03)
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_ 2[g11922 ( 12)2] R2112+4[g g23 12 ]R2113+2[g
+4[12 23 g3gz]R2123+4[12 33 13 23]R3123—|—2[

QCQ
—~
s

—

w w
~—

L
=
w
—
—
w

Mais (g"/) = (gi;)~" et par conséquent :
g 9% — (g 23)2 = &,

g 2g¥ —gP g =12,

9% 9% —g" g = 9?,

g Lg% — (g 13)2 =2,

gtg? —g?gt =2,

gl g2 — (¢12)’ = %2 Et, par conséquent :

2K =2 2 (933 Ro112 — 2 go3 Ro113 + 2 913 Ra123 + 922 R3113 — 2 g12 R3123 + g11 R3223)-

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K

K = é (933 R2112—2 g23 R2113+2 g13 Ro123+ 922 R3113— 2 g12 R3123+ 911 R3223).

Remarque : le champ de tenseurs de Ricci suffit a déterminer le champ
de tenseurs de courbure [11]'°%. En effet :

Rimit = it Rk — Gite Rt + Gk Rit — Gt Rite + K (9t Gike — Gmk git) 1-€.

Ronia = gao Riy — 2912 Ria + g1 Roa + K [(912)° — g11 g22),
Ro113 = 923 Ri1 — g12 Ris + 911 Ras — 913 Raz + K (913 912 — 911 923)
Ro193 = g23 Rig — g2 Ri3 + g12 Roz — g13 Roo + K (913 g22 — g12 923)7
R3113 = g3z Ri1 — 2 g13 Rig + g1 B3z + K [(913)2 — g11 933],
R3103 = g33 Ria — go3 B3 + g12 R3g — g13 Roz + K (913 923 — J12 933),
Rypo3 = g33 Roo — 2 G2z Rog + ga2 Raz + K [(g23)° — g2 g33)-

5.4.2 En base naturelle
Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce

1 9911
g =35 350,
9g12 1 9d11
F11,2 — 9zl T 2 9gz20
T dgis _ 1 90gu
11,3 = ggl 2 0x3”
10911 _
o1 =552 =Ta,
__ 1092
[iop = 5 52 = Taip,
1 /0 go3 9413 9g12\ __
[ios =5 (52 + 322 — 32%) = T3,
_ 10911 _
F13,1 — 92 923 — F31,17

158. p. 295 éq. (18)
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[i32 %g%‘ff + %‘?32 - %gjf) = D312,
I35 = %ﬁgﬁ =T33,
ooy = 522 — 5 5%,
oo =3 5%,
aps = 5% — 5 522,
o1 = g(a?;;;s + 002 OOy =Ty
Tys0 =3 75 = sz,
Lass =5 5% =,
Lz = 95 — 5 522,
Piso = 52 — 3 522,
1 9gss3

Iy =g Tigy =Ty,
[Py =9"Tigy =T%,
[Py =" Ty = T3,
Iyl =" Thay =Ty,
Fﬁz = ;QZ; Tisg =T34,
Iy = g% Ty = T3,
Ty =" Taay,

)

gt
e, s A
e T
ra g e

53 =0 L'z,
I}y = 5% Daz.

1 ) . =
O1n a F12.1 + F122 + F13.3 = C% (In V gl), F'21.1 + F'22.2 + F'2?3 = % (In V 2)
et I'sy + gy + Fé?f:s = ,9%3 (In vV gl)-

Il suffit de calculer les 6 nombres E2112> Ezllg, Eglgg, Egllg, Eglzg, égzgg :
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= ﬁll[aaF%Q A I Ty ]

+ 512[8;;12 - 8;;222 + 17 NPT

+ 513[8;;1'2 - 8;;22 + T, eI
Tonis )

= GulG4 — G + T Ty — T, T4

+ ol et — G 4T, iy iy

+ Guslae — O + I, T, — T, T
Ra123 )

= 511[8622 - 8;;32 + 15 Ty, — T3, T3]

+ 512[ axz' - a;ﬁ? + 5, Ty =I5, T3]

+ us[Sat — G2 + T8, T, — T, T
Ry .

= 511[63%’21'3 - 8323'3 + T3 Tgs — T T3]

+ 512[8;%3 — O + T2, Ty — Iy T2,]

+ 513[%%1’3 - 8;;23 +T7, T T3]
R3123 )

= §11[83F§22'3 - aarfés + Ty Ty =Ty T3

+ 512[?%3 - 83%23 + 5, Ty — T3 T3]

+ Gus[ St — 522 + T3, Ty — Ty T3]
Rzoz

= 512[631;22' - % + Ty Ty — 5315 ]

+ 522[6;9?2'3 - 8;533 + 5, Ty — 53 T3]

+ 523[8;;2' Tis 4T3 f3 — T3 T5]

Puis les 21 nombres :

pl _ ~lep

}51.12 =9 ];21612
2 e

@1.12 =9 ]jleu
3 e

R’y = 9% Riero

=1 e

@2.12 =9 Roer =
2 _ 2 D

@2.12 =g Roc12 =
3 _3ep

R315 = g°° Roe12 =

—g* 32112 - 9 R2113
—9 g R2112 - 9 R2113
—9 R2112 - 9 R2113

g 32112 - 9 R2123
9 32112 - 9 R2123
g R2112 - 9 R2123

139



R3 12 = 9 Rs 12 = g 32113 + 9 32123
R? F12=0" Rseu =g 32113 + 7 R2123

@'11_13 =g Rie13 = ~g' 32113 - 9 33113
5'12_13 =g Rie13 = —9 g% 32113 - 9 33113
Ry =3 Riaz = —¢° 3 Ronis — §°° Rau

],?'21.13 =g Rae13 = g R2113 - 9 R3123
13'22.13 =g* Rae13 = g R2113 - 9 R3123
R33 = §°° Ryers = ' Rz113 -9 R3123

—735531.13 =g Rse13 = g R3113 + 9 R3123
Ri\3 = 0% Raers = g R3113 +7° R3123

}3'21.23 =g Rieos = g R2123 - 9 R3223
}3'22.23 =g* Roeos = g R2123 - 9 R3223
Ry = §* Roeos = ' 3 Rypog — 9’ 3 Ragns

R3 23 = 9 R3e23 = 9 33123 + 9 R3223
Ry = G° R3e23 =7 33123 + ¢ 33223

Puis les 3 nombres :
];2'11.23 = 5’21.13 - }331.12 (=g' @1623 = —g" @2123 -g" @3123)
]3'12.23 = @'2?13 - 532.12 (=9 —@1e23 = —g* @2123 -9 ]33123)
Ri?hg = R'23713 - Ria?fu (= §36 Rieos = —§23 Ra123 — ,533 R3123)
Puis les 3 nombres :

§3312 = §'1112 Rz 1 (= 9 R3el2 = g R2113 + ¢* 9 32123)
R3 13 = R1 13 R2 15 (g% R3e13 = 9 R3113 + 7 9 R3123)
Ry = _Rl 23 — R2 a3 (9°¢ 33623 =7 R3123 + g R3223)

Champ de tenseurs de Ricci

Rll = —R1 12 ~R1 13 = g R2112 + 29 Rons + 9 3 Rans,

1312 = R1 12 R1 23 = —g R2112 - 9 R2113 +9 R2123 +9 R3123 = R21>
R13 = R1 137+ Rl 23 — —g R2113 - g R2123 - 9 33113 - 9 R3123 = R317
322 = R2 12 RQ 23 = 9 R2112 - 29 R2123 + g R3223,

@23 = Rz 13T R2 23 = 9 R2113 + g 32123 - 9 R3123 - g R3223 = R32,
Ra3 = Ry 15 + Ry = 3" Rainz + 23" Raros + 572 Ranos.
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Courbure (riemannienne) scalaire 2 K
2K = gil Ry = gll §11+2§ E12+2§13 El:ﬁ‘ﬁﬂ §22+2§23 §23+§33 R
=9" (g% Roniz2 + 29% R2113 + 7 33113)
+29"%(—g" Rz112 — 9 32113 + 7 g 32123 + g 9 R3123)
+23"(—g 12 Royis — R3113 — 9 2 Ryros — g R3123)
+ g% ( g' 32112 — 29 R2123 +9° 9 R3223)
+ 29 ( gt R2113 - 9 R3123 + 9 32123 - 9 R3223)
+ 3% (7" R3113 +2g 9 R3123 +7° R3223)
=2[3" 52— (5)°] Rana +4[7" 7% — 52 57%) Ranis +2(3 7% — (5%)°] Raus
+4[ 12 ~23 g13 ~22] 32123-1-4[ 12 @33 g13 ~23] R3123+2[ @33_ @23)2] ]§3223

Mais (3) = (i)~ et par conséquent :

2 ~ ~
2 (~2;3) gg LR g = glz’ gl2gn — g g gg :
~ ~1312 2
gll §33 (gl?)) = gz gll Z]QE} g12 g13 9237 gll g* (glg) 3

Et, par conséquent :

2K = % (g33 Ro112 — 2§23 Ro11s + 2§13 Ra123 + g2 Rs113 — 2§12 Ra1e3 + g1 §3223)-

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K

K = é (933 R2112—2 g23 R2113+2 13 Ro193+ G20 R3113— 2 12 R123+ 911 R3223).

On a également :

Roi ki = Git Rk — Gike Rt + Gk Rit — G Rite + K (Gont Gike — Gk Gir) 1-€.
]E2112 = g2 éu - 2?111?%12 + 511~f~‘322 + Kl(§12)2 — 11§22,

Rot1s = g23 Ri1 — g12 Ris + g1 Ras — g1z Rz + K (G13 G12 — G11 923),
R2123 = 023 R12 — G2 R13 + 12 Rzg — 13 322 + K (G13 G22 — G12 G23)
R3113 = g3 Rn - 2913 R13 + 911 R33 + K [(913) — g 933]

33123 = g3 R12 — 23 R13 + 12 R33 — 013 Rz3 + K (913 923 — G12 G33),
R3223 = g33 R22 — 23 R23 + g22 R33 + K [(923) — g2 933]

5.4.3 Passage entre les bases mobile et naturelle

Si on connait les R Tk OU les Rb le plus rapide est de calculer respecti-
vement les Rcf’cd et les R ., grace aux formules de changement de bases :

Rabcd - 01 e Qk Hl szkl’

a ] c
J _ =apized
Ry =€l 0, e e Racd
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Chapitre 6

Courbure d’une surface M de
N = R3

On pourra consulter [11]1.

Soit une surface M, variété de dimension m = 2, plongée dans la variété
N = R? de dimension n = 3. Et soit :

ML N=R3 on:

T —  y=f(x)

1 V1
x , . , =y
r = sont des coordonnées curvilignes et =’ = / des
x? 72 — ¢
coordonnées cartésiennes de M.
On ne va considérer que les bases naturelles :

e anciennes : (:2r, =25 ) et sa duale (dz', dz?),

Azl §z?
/ !
o nowvelles : (5%, %) et sa duale (dz"', dz®).

6.1 Préliminaires

6.1.1 Notations

Soit :
fl

o fE2 | f2 1, avec:
f3

1. pp. 73-146 Chapitre 2 : Théorie des surfaces
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v =yt y?) = Pt 2?), fAa! 2?))
Soient
o fi 20 05 _OF gi &0y _ o5 _
3 A 9f 3 8 9f
s = oyt L = gy
far .
* fm = fzzl ?fa:Qé ;32
91?1 32
|| fur|| = \/( ;}1)2 +( §1)2 +( 51)2 (norme),
2 2 2
|| f2]| & \/( L) 4 (%) + (f%)" (norme),

< far, for >= i [l + A [+ f2 2% (produit scalaire),

2 r£3 2 r£3
2l fxz — Jp2 St

A . .
[far, fo2] = jz ;’1 - ;1 ;’2 (produit vectoriel),
T S )
zl J g2 z2 J gl
° fz A Py 92 " _ o2 f fz A Py 92 z __of
elzl T 9 T ael)? T a@)?’ Jala? T 921922 T 921922 T 9aloa?
iA %yt p2at 92 .
2222 2@’ 0@’ 9@’ 1=1,2, 3 et
]?3 N fs A 92 f3 A 923
vyt T ool Juty? T oyt oyt Jutyt T a(y2)?)
1 1 1
fl.lzl f:l‘l.'l'Q 2222
Ay 2 AN 2 AN 2
Jerer = fxlxl s Jataz = zlz2 | Jore2 = 2222
f3 3 f3
2lpl 2lp2 2232
° .f_3 é 83 f3 73 é 33 f'3 JLTS é 83 fT3 .f—g é 63 f3
ylylyl 8(y1)37 ylylyQ 8(y1)2 ayga y1y2y2 8y1 6(3/2)2’ y2y2y2 8(y2)3
Relations

Le calcul des dérivées partielles premieres composées donne :

7

3
21
3
22

I

—f2
1

zl

3
zl _
3
22

Kk
I

1
21
1
2

2

22
_ £l
22

2
22

1
— d

]. Soit, avec d £ f1, f2

x2

2 rl
21

} et on constate que :
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—d f;l
—d f?‘;g
d

P+ (F2) + (f
= (fxla f:(:za [fa:la fo])
=< fxlv (foQHQfxl_
= || far 1”1 fa2] * =

la formule du double produit vectoriel).

[fxla fa:2] £

et donc :

=< fx17 [fx27 [fl‘lv fxz]] >
< lea fxz > fo) >

V1 = Wt Flll? =< [far, fu2l, furs fu2] >

< far, fr2 >2 (on a utilisé le produit mixte, noté (, , ) et

Soit g la Valeur commune a toutes les expressions précédentes et

BELE () +

3g/ _

()"
2(Fi Figs + T Fye) et

alors g = d?g et :

8g/ _

2(F% P + % T) -

Le calcul des dérivées partielles deux1emes composées donne :

fgla:l - (,]iglyl f;l + fjjly2 fg?l)
praz = (P fo + Frye f22)

Foage = (P fla+ I3 o 2) Fla 4 P flage + (P fla + fiye £22)
Donc :
—ﬁl f;lxl - 52 folwl + fgla:l ﬁlyl
—Ji’l f;lﬁ - ﬁ2 fx21:c2 + fa?la:z’ =M ﬁlﬁ
—f?j’l f;2m2 - f52 x22a;2 + f§2x2 f52y2
(FL7 2fh A (fA)
M = ;1 ;2 xl 12+f21 z2 :?1 52
(fL)? 2fL A (R
Tous calculs faits on trouve det(M) = d® et :

(F2)° 2t (f7 )2

Mfl _ 1 _ £l r2 + f2 _fl
d2 1.2 332 xl 1.2 1 x2 xl 1.1
(fl)’ —2 fL fL (L)
g (f )? —2£2 12, (f2)?
,fjlyZ == d% f; 'fatl f2 + fxl ac2 _fil f2221
Fypy (/) ~2fL fh (f1)

On pose, en utilisant le produit mixte :

bll =L = % (fa:17 fx27 fxlxl) = %

g g

_ d (_73 1\/__*32 3 Ve
e ( fyl Jotg fyz Jap + )
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;1 + ,]2?1 filxl + (,]Z?ly2 f$11 + ,]i:jzyz fil)
Ill + f51 fjlzz + (f§1y2 fiz + f§2y2 fgz)

§1 +]i§2 f§1w17
51 +f§)2 fz21x2,
§2 +f52 f§2z2~

, avec :
. Alors :
fz f%lwl — ng fwz%l + fxz%l
f zlx2 _ny2 fxle +f371332
f3 ;212 - f;’z fg%cz + fgzmz

< [f:cla fo]a fxlxl >



A
bl2 - =

L 1 2 ) = L= 1 2 1,2
(-7 \ﬂj; ij;)z)ﬁ S

\/— x:pl zlz zlz

b22 =N= 7 (fml fx2 f:n2x2) = Tg < [fxla fo]a fx2x2 >

= %gf (_fy?,l ;2362 fy2 fm%z + fwzla)- Et

o

A2 by by — (byy)? = LM — N2,

On trouve, tous calculs faits :

fyglyl - ;/_3; [( 22)2 bll - 2f21 b12 + (f ) b22]
e = Yy b+ (Fh Fo o+ f2 ) bis — £ £ b,
fhy = \d/—;g [(F1)2 b1y — 2 fL L bug + (f1)7 bao) et, tous calculs faits :
- e
f51y1 f;’zyz - (f51y2> - gd_4A-
Remarque :
Si on pose m = == [f,1, fo2] on a ||m||” = 2 ||[fsr, fu2]||* = 1 alors m est
VE g
un vecteur unité et :

bii =L =< m, fmlrl >,
bis = M =< m, f$1$2 >,
bgg =N =< m, fxzxz >,

6.2 Cas particulier ou on utilise les coordonnées
cartésiennes de la surface M

Soient " =y, #¥ = y? les coordonnées cartésiennes de la surface M et
v = f3(yt, y?) 'équation de cette surface. Posons :

vt =1 ),
v = ),
yd = P o).
Soient :
B jjl yl B 1 ) 0
SRR
f f 7 7

1Fll 2 /14 (/%)7 (norme),
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[1F21l & /14 (f32)° (norme),

< fy, fp>= f;’l fsg (produit scalaire),

o Iy

[fs f2l & | — f> | (produit vectoriel),
1

0 0 0
el 2| 0 [ e | 0 | Fae2| 0
f51y1 f51y2 f??zyz

Soit le champ de tenseurs métrique :

G = oy dz® @ dz¥; d', ' =1, 2 tel que, dl étant un élément de ligne de
N =R3:

(dI)* £ (dy")’ + (dy?)” + (dy*)’

- = 2

= (dy")* + (dy?)” + (f2 dy" + F dy?)

2 7 2
= 1l (dy")” + 2 < i, fio > dy' dy® + | fpl ()"
e P (@27 +2 < fory For > da¥ da? + || foo| (42

(dl)? est la premiere forme fondamentale de la surface M [11]2, écrite

avec les coordonnées cartésiennes.

Par conséquent :

Guv =B =Ll = lfpll” =1+ (F2)",
Guo = F' =< [, for >=<fip, o >= [} [,
Gry =G = |[f |l =[£I = 1+ (F%)". Alors :
S =20 f

G =2fp [

G = T o+ T s

G = I P + T e

G =2Fh fe

o2y =2 f2, f3, . Soit :

& £ det(Guy) = Girv Gory — (Gua)* = B'G' — F?

7312 7o \2 73 73 \2 7312 23 \2 ..
=1+ )T+ ()T = (Fan f2) =1+ ()" + (f,>)". On constate qu'il
s’agit bien de I'expression de g précédente. Et soit :

2. p. 79

146



g Gory
~111/ ~ ~119/ ~ 1o/

_ 1 2 1 ~ol9l 1 ~
=5922, 9 =g 9r2, g =35 g

~1'1! ~1'9! ~ ~ —1
|: 31/2/ g2/2/ :| é |: gl ! gl 2 :| . Alors .
g g

Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce

1 891/1/

F1’1’,1’ =2 9z =< fg;l’ fxl’g;l’ >=< fy 5 fyly1 >= f fy 1yls
F1/1/72/ — 889;/1%/ . % 8891’2}/ =< fx2/ fxllxll >=< fy , fy 1yl >= f fy 1yls
ok}
F1/2/71/ = é 891/1/ =< fxll fxlleI >= fy , fy 12 >= f fy 12 = F2/1/ 175
1

ag.
F1/2/,2/ =3 ag;/i’ =< fle fxl'a:2' >=< fy , fy 12 >= f fy L2 = F2,1, 2,
ok} dg.
F2/2/,1/ = agxl;?' _% 89:62,1%, =< fxl’ fo’x2' >=< fy , fy 2,2 >= f fy 22
8~ —
% 892;%, =< fx2" fo'a:2' >=< fy ) fy 22 >= ny fy2y2-

Calcul des symboles de Christoffel de 2¢ espéce [11]3

F2/2/72/ =

~171! PPy
F1’ 1 = 1 ! Fl’l’,l’ + gl 2 F1/1/72/’
19! 101
]‘—‘1, 1/ — 1 2 F1/1l71/ + g/vz 2 F1/1/72/’
~1/1/ ~1/9/ B
Fl’ =9 Tvyy+g = Diyy =Ty,
~179/ 107 ;
Fl/ or = gl 2 F1/2/’1/ —'— EQ 2 F1/2/72/ = F.QQI']_/,
~1/1/ ~1/9/
FQ/ o = g]- F2/2/ 1/ + g F2,2,72/’
F2’ o = =g F2/2/ v+ g g Fgrgggz. Soit :

1/ v =l < Fors Farr > = < for, fow > < fror, Fpvgr >
—||fy2|| <fy afyly1 > = <fy afy2><fy vfylyl >= f fylyl’
gy 1/ = |f|I* < for, Forgr > = < Fors o >< Fovrs P >
—ny1|| <fy=fyy1> <fy7fy2><fyvfy1yl> f fy1y17
1/ o = |” < Fors Fovwr > = < for, o > < fror, Fovgwr >
—||fy2|| <fyafyy2> <fy’fy2><fy7fyy2> f fyy27
Ty = 1fwl® < Fors v > = < Fory For > < for, frrer >
—ny1|| <fy=fyy2> <fy7fy2><fyvfyy2> f fyy%
2' o = W I* < For, Ty > = < Fov, For > < Foar, Frargor >
—||fy2|| <fyafyy2> < fy fp > < fi2, fipye >= f fyy27
g Fz/ o = e |” < Fory Frrr > = < for, For > < for, Py >
_ny1|| <fy7fyy2> <fyafy2><fy7fyy2> f fyy Alors :

Remarque:ona T} +T7, = - 00 (In /) et Ty 412, = - 2 (In \/&).
Calcul des dérivées partielles des symboles de Christoffel de 2¢ espéce

3. p. 298 éq. (26)
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aFl’ B A— arl’ 1/

oz T oyt T (gIQ(f f.g y1+f3 f.vj)y)fs f?:jyl—’_g/ ((ij) +f fylylyl)’
6;‘;2/1/ - 31(;5 - = E )? (f3 7y y2+f fz? y? )f f51y1+g/ (fs Tyt f;’ y2+f fylylyz)’
8;‘;/1/1/ - 61(;5 == @) 2< f?f y1+f fy y? 2) ], 2f51y1+~/ (f??lyl fy1y2+f fylylyl)’
i = * =~ B Bt e o) T B 3 Fpp T4 i )
85;1’2/ = ag;/, v = 2( fzilyl_'_f fz? y? )f f51y2+g/ (fglyl fy1y2+f fy1y1y2)’
6;:;/2, = 811;31// > = )2 (f fy 1y2 +f3 2)f 1 f§1y2 ‘|'§, (( ) +f3 2y2)7
T = T =~ z(f T f; ) P Pt ((f;y Vot 7 fglylyn,
"B = U = i T T e T ) B Tt s o e )
O = Y = G (T T T o T Bt BB T
65121’;’2l - 31(;5 * = 2( f{j’ y2+f f?? y2)f f52y2+g/ (f?? Ty? fy2y2+f fyzyzy?)’
82122/1’2l - 8%:,2/ - (g/ )? ( f§ y1+f3 fj y? )f 2 f52y2+§(f51y2 fy2y2+fy2 fy1y2y2)
O = 00w = 2 (PPt P ) T Pl & () P Py

On constate que les derivees partielles troisiemes apparaissent mais elles
vont se simplifier par la suite.

Calcul des E;’,'.C, &

On a:
or; v or;, v 2/ 1/
— 17,27 1717 . .
Rl/ 1727 — 8:81/ - W + Fl/ 27 Fll 21 Fll.ll F2/A2/
- 7R1/ 2117 , ,
= of or:? or:2 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
R oy = 557 — 5 AT v Ty + D T = T4 1 Ty = T, T3
— _p2
- _Rl’.Q’l’
~ 4/ or:} or:3 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
R.21/41’2’ = 3;/1 2 8;/2,2/ + F‘ll/.ll Féll_g/ + Fill_g/ F'22/.2/ - F‘ll/.Q/ F'lll_g/ - FiZ/_Q/ F'QI/Q/
~ .
= _RQ/ 211/
_ SFZ, o/ Ty o .17 17 .2/
RQ’ 1720 = Tyt 0;2/ + Fl’ 1/ F2'.2’ - Fl’.2’ Fl’.?’
Rg/ 2117
Et on trouve :
_ F3 F3 (73 3 £3 )2
Rl' 172" — (g/ 2 f [ y y ( ylyQ) ]7
— £3 F3 _ (F3 )2
Rll 12" — [ (f ) ] [ y y ( y1y2> :I’
73 2
R2’1’2’:(g, [ ( )H fyy (yy)]?
2 £3 3 (£33 £3 2
R2'A1'2' = 2 Tl [ yly - (fy1y2> J-

Et §2'1'1'2/ = [fylyl fy 242 (fy 1y2 )’
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la courbure totale ou courbure de Gauss ou coubure de Riemann K est
telle que :

K _ §2/111/2/ _ [f f - (f >2] _ f51y1 f52y2_(f51y232' [11]4
& @)° My vt viy? () 4 (%))
Soit :
_f3

el - | R

= \/g yly Jy?2| — \/g—/ 1y2

1+(f3 24 73 2

On a [|m/||* = % =1 et donc ||m/|| =1 i.e. m’ est un vecteur

unité et soit :
by =L &< m/, fylyl >= % f51y1,
by = M A< m/, fa,e >= \/—fj’ya,
byy = N' 2<m’, foe >= \/_fygy

On a fou e =bgem/ +TY , fu;d, b, d=1,2][11]°

6.2.1 Relations de Peterson-Codazzi

On a aab T~ aab Sadd =T bya — T, boa s d, ¥, ¢, d =1, 2; ce sont les
relations de Peterson—Codazzi [11]¢

Démonstration

En fait, en raison des symétries, il n’y a que 2 relations a vérifier :
ab ab / '

85(13;%/ - 8;;%/ — F ’or bl’ll + Fl/ 2/ b1’2/ - F%/.ll b1/2/ - F%/'l/ b2/2/ et
Obyrgr O byror / /

S — G =Ty by + 15 5 bua — Ty by — Ty barar.

Or ces 2 relations sont vérifiées car on trouve :
ab ab / /
i — G =Ty b + T3 5 buay = Ty b = Ty bara
_ -3 1713 73 3 .
=—g °? 22 [ 2V gl J 2 g2t T ( 11’12’) ] et :
Obyrgr Obyror 1/ 2!
927 aa T F o b+ F2' g Doy = Ty g by = T, o ooy
P RS - 2
_ 3 73 3 73
=g 2 21’ [fxl’xll flexz/ _< 11’3:2’) ]

4. p. 93 premiere et derniére équations
5. p. 298 éq. (27) premiére équation
6. p. 299 éq. (28)
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6.2.2 Relations de Gauss
Soit b = = 3" by ; alors :
bl/ = 3" by =" by + G by = @2'2' by — Gua ba)

=g {1+ () P — P T 1 2/}
bgl = 3" by =" by + GV by = g~—, (G2 by — Grra baroy)

=g {1+ () P — P T P}
b =G bre =G by + §F by = gl, (=g biy + gua bray)

=& =T P P + 0+ () P,
bgf =37 by = g Y2 by + g% by = (—51'2' birar + i1 barar)

= G = o P + 1+ (3)] ;;fxy}-

Alors on a :

E;Ib,l.cld/ = bya b'g — barer b'j’; a,b,d, d =1,2; ce sont les relations de
Gauss [11]7.

Démonstration

En fait, en raison des symétries, il n’y a que 2 relations a vérifier :

=17 ’
Rll/ 19 — b1/2/ bl/ bllll b21/ et
/

!
R12/ 1790 — 61’2’ bl/ bl’l’ b22/
Or ces 2 relations sont vérifiées car on trouve :
.1 _ N A _ 1 F3 73773 3 3 \2
Ry 1 = buar by — bun by = @)? fy1 fy2 [fylyl fy2y2 - (fy1y2) J et

/

~ ’ ’ w2 = o 3 2
R vy = bz b = b by = == [L+ (f3) T [ Fr Foye = (Fy2) ]

6.3 Cas général de coordonnées curvilignes

Soient !, 22 des coordonnées curvilignes de la surface M et :
y1 = fi(z!, :v2),

y = f2(z!, 2?),

v =Pty = P a?), Pt 2?) = et 22),

les coordonnées cartésiennes de N = R3.

Soit le champ de tenseurs métrique :

7. p. 299 éq. (29)
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g = gaupdzr® ® dzb; a, b =1, 2 tel que, dl étant un élément de ligne de
N =TR?:

(dl)2 2 (dy')’ + (Zdy + (dy?)? ) 2

= (fldat + f12 dz®)” + (fA dat + f2 d2?)” + (f2 dat + f2 da?)
= ||fm1|| (dat)® +2 <f$1, for > dat da? + || foo|” (da?)®,

(dl)? est la premiere forme fondamentale de la surface M [11]8, écrite
avec des coordonnées curvilignes.

Par conséquent :

27/11 =FE= fo1H27

§12 =F =< lea fxz >,

G2 = G = || fa2]]>. Soit :

g = det(Gap) = G11 G2 — (512)2 = E'G — F?2. On constate qu’il s’agit bien
de I'expression de g précédente. Alors :

by; (dx1)2+2 bio dxt dx?+boy (da:2)2 étant la deuxieme forme fondamentale

de la surface M [11]? on obtient successivement, d’apres les résultats des
préliminaires

_f1 1f22 (f1 2)2: EA _ A _ biibea-— (b12)? [11]
[1+(f3 )+ (f3 )? ] d* (&)° g G11 Go2—(G12)°

6.4 Exemples

L’exemple de la sphere de rayon a est donné Annexe E et celui du tore
de parametres [ et a en Annexe F.

8. p. 79
9. pp. 86-958§8
10. p. 92 éq. (26)
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Annexe A : coordonnées polaires dans le plan R?; m = 2

! = 0, 2> = p anciennes coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).
0c(a,a+2m);Ya;p=0.

/ / ’ 7 . . .
z', 2% nouvelles coordonnées cartésiennes ou euclidiennes (cf. figure)
telles que :

1

’ !/ . .
2l =22 cos 2! = p cos 0, 2 = 2? sin ! = p sin 0.

1 o=x dx= pdo

. A A
e1, e3) base mobile telle que e; = ?12 %, ey = %.

6, 6?) base mobile duale, donc telle que 6! = 22 dx!, 0> = dz?.

Q

o _ 9 ) nouvelle base naturelle.

! !
oxl"? dx?

dz" | dz?") nouvelle base naturelle duale.

On a :
1
2t = arctan2 (2%, zV), 22 = [(le)z + ($2/)2]§.
det = —2? sin 2! dz' + cos z! da?, dx? = 22 cos z! dx! + sin z' dz?.
dp! = =sin "’”ld"’fl;jcos ‘”ld"’“"?,, dx? = cos 2t dz" + sin 2! dz?. Donc :
0! = 22 da! = —sin 2t dat’ + cos at da?,

’ . ’
0% = dx? = cos xt dz! + sin ' dz? .

(012 + (02)® = (da"')” + (da?)’.
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Passages entre bases et bases duales :
> 32 1 92 2
@-[d )= v]=m- i &[0 ]

matrices inverses I'une de I'autre. det(€%) = — et det(6}) = 2.

~1/ / .
e &1 [ —sina' cosa?
€)=| 2 = |= 1 1| et

!

€y €3 cos rm sinw
(@) = 0, 62 | [ —sina' cosal
270 e 02 || cosat sinat |7
matrices inverses I'une de I'autre. det(e%) = —1 et det(gju) = -1

eules dérivéees classiques des €< et 0% non nulles: il y en a 2 :
Seules d l d 5 t o, lles ; il 2

9l 1 35}_1

Seules dérivéees pfafiennes des € et 5& non nulles; il y en a 2 :
0o} = — iy Ba0' = 1.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

¢l = 0,00 — 80,60,

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

1

. 1 _ 1 . g j
Cig = 7z = —Cyy. On a bien ¢, = —c¢

Seules dérivées classiques des cfj non nulles; il y en a 2 :

dei'y 1 _80'21.1

927 T T (@22 T 02t

Seules dérivées pfafiennes des cfj non nulles; il y en a 2 :
1
(x2)?

Connexion imposée a priori

N _ 1

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :
2 _ 1 .1 _ 1
Yi1= — 22 V2 = 72
Seules dérivées classiques des 77, non nulles; il y en a 2 :

O 1 vl 1

oxz2 T (#2)2 9z T (#2)%°
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Seules dérivées pfafiennes des ’yli_jk non nulles; il y en a 2 :
01y = oy O2Yie = — o
On en déduit les symboles de Christoffel de 2¢ espece :

b gi b A{;ae
. =40.e ec%k €] 5aa-

Seuls symboles de Christoffel de 2¢ espéce I, non nuls; il y en a 3 :
I'¢ =—a? T, = % =Ty,
On constate que I'?, = T'? alors que 77, # 7;..

Seules dérivées classiques des T:?, non nulles; il y en a 3 :

c

Ty, _ 1 Ty, _ 1 _ 9Ty,

0z2 ' Q2 (a:2)2 0z2

Torsion

S"j I R, B el = _S--J et S b N ¥ _§..b
ik /sz: ’ykz ik ki ac ca ca*

Le calcul montre que S;} = 0; i, j, k = 1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-apres).

: a.b _ b b :
Plus simplement S;) = I';’, — I, = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure
R = Ok — O0vids — Gl Yims + Vil Vit = Vilk Vi = — B

Le calcul montre que ngl =0;1, 7, k, L =1, 2. Cette connexion est sans
coubure.

R 9 Faba

bg= e ey P e T TP = R

a.de O

Ra ed — 91 e Qk el R'ij:l - _R‘b

a ] c a.dc®
La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la

premiere et on obtient :

Ra cd

coubure.

=0;a,b,¢,d =1, 2. On retrouve que cette connexion est sans

Champ de tenseurs de Ricci

Ry =R/, a=0cet Req = R? »a = 0; le champ de tenseurs de Ricci est nul.
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Champ de tenseur métrique (symétrique)

g2 g0 ® 0 =Gudr® @ da’ = Gy dz¥ ® da®.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
[ij, k] 2 5 [0igjx + 0;9 — Ougis), }

Vi = ¢ ik, 1) = 5 (6l gim 97" + ¢} grm 97" — €1).
Ezxemple de tenseur métrique

gij = 5ij 3 alors Zjab = 92 (9{) 5ij et ga/b’ = 62/ (9{), (Sij ) soit :

@) =)= | 2 2 | [0 g2 dentg) = vt

g21 922
~ ~ o2
~ T 0 ~ ~
= | 20 22| = |G ) e da = 0 e

~ ~// ~/ / 1 0 ~ ~
(ga’b’) = (5a/b/> — |: gl ! gl 2 :| — |: 0 1 :| 7 g/ é det(ga’b/) = ]‘

9217 Gy

Calcul des coefficients de connexion 7& et des symboles de Christoffel de
2¢ espece TP,

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2¢ espece précédents.

On vérifie que I 417, = 5% (In v/8) = 0 et T3, +T5, = 5% (In /) = &

Calcul des symboles de Christoffel de 1° espéce I'gp . -

Fuc &} (48 + 486 — ) o,

Seuls symboles de Christoffel de 1° espece I'gp . mon nuls; il y en a 3 :
F11,2 = —$2, F12,1 =a2? = 1ﬂ21,1.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

Nous avons trouvé précedemment que le champ de tenseurs de courbure
est nul et maintenant on a Raj1o = 0 (= Ryyy), Ro12 =0 (= (x3)2 Ry

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K : 2 K = 0.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :
K =0.
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Annexe B : coordonnées sphériques dans I’espace R*; m = 3
On pourra consulter [11] .

! =0, 22 = p, 2 = r anciennes coordonnées locales (curvilignes)
(cf. figure). 0 € (o, a+27);Va; pe (=5, 5);r=0.

T2 2
On peut poser p = 23 cos 22 = r cos .

/ / / ’ 7 . . .
z', 2%, ¥ nouvelles coordonnées cartésiennes ou euclidiennes (cf. figure)
telles que :
/ / . / .
! = 27 cos 2? cos x!, x? = 27 cos 2? sin 2!, ¥ = 27 sin 22

/ / . / .
Donc z'' = p cos 0, 22 = p sin 0, 2 = r sin .

0 Lx3dx=r d
= o axidr

x3

0 =x’cos x dx=r cos ¢ d©

%, %, 3%3) ancienne base naturelle

1 ) A A 0

19 s 0,
z3 cosx2 Ozl “2 T 3§20 O3 Ox3”

(

(dx', da?, dz®) ancienne base naturelle duale
(e1, e, e3) base mobile telle que e; =

(

6, 0%, 6) base mobile duale, donc telle que :
0! = 22 cos 22 dat, 0% = 23 dx?, 03 = da®.

( o) o)

el
oz’ 922 9%

) nouvelle base naturelle

(dz"', dz?, dz®") nouvelle base naturelle duale

On a:

1
2! = arctan2 (22, 2V), 2? = arctan2 (z%, [(z1)” + (2%)7]%),
1
ot = (@) + (@) + (@)

11. pp. 21-22§1.1.3 mais avec des notations différentes
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e e e Fome 00
@-|a 3 |- L0
e e e 0 0 1
N o1 02 03 x> cosxz? 0 0
Op)=16 68 6 | = 0 &0
05 02 63 0 0 1 -
matrices inverses I'une de I'autre. det(e5) = m et det(0%) = (23)* cos z2.
e & & —sin 2! cos z' 0
€)= |e e & | =| —sina®cosa’ —sina?sinz’ cosw
ey & e cos 2 cos ' cos z? sin 2! sin z
et L
B 61, 0% 63 —sin o' —sin 22 cos ' cos 2% cos x!
( },) = 5%, 5%, ég, = | cosaz! —sinz?sina! cos 2% sin 2! |,
oL 92 @3 0 cos x? sin x?

!/ .
dz' = —2x3 cos % sin ' dx! — 23

sin 22 cos x! da? + cos z? cos x' dx3,

! . . .
dz? = 22 cos 2% cos z' dz' — 22 sin 2? sin z! dz? + cos 22 sin x! dz3,
/ .
dz® = 23 cos 22 dx? + sin 22 da?.
1 _ —sina? d:rllJrcos x! d:r2,
dr” = x3 cos z? ’ , ,
de __ —sin 22 cos ! dz! —sin 2?2 sin ! dz? 4cos 22 dx?
= 3 )
! . ! . /
dx? = cos 22 cos xt dx' + cos 22 sin z! da? + sin 2% dx?.
Et donc :
. / /
0t = 22 cos 22 da! = —sin 2! dz' + cos z! da?,
. / . . ! !
0% = 23 dx? = —sin 2% cos 2t dax' — sin 2? sin a' dz? + cos 22 da?,
/ . / . ’
0% = da® = cos 22 cos ' dx' + cos 22 sin z! dz? + sin 2% dx?.

012 + (02)% + (0%) = (da"')’ + (da? )’ + (dz?)”.

Passages entre bases et bases duales

matrices inverses 'une de autre. det(’éj’) =1et det(~}/) =1

Seules dérivéees classiques des € et 0% non nulles; il y en a 6 :

98, _ _sing? 08 _ 1 9& _ 1
8£E2 - .TS COSZIZ’ 81‘3 - (x3)2 CcoSs xQ’ 8LE3 - (x3)2’
a6 3 . o 96Y 9 062
2 = —T7sin a7, 5% =cos a7, 5% = 1.

Seules dérivéees pfafiennes des €; et 5& non nulles; il y en a 6 :

2

2
2

sin x

1
;] = —————
% 1 (£3)? cos? 22’

o (23)? cos 22’

52 1
a362 - (J?3)2’
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Bs0 = —sin 22, 930 = cos a2, 362 =
Calcul des coefficients de structure de la base mobile :
¢y = 0n0] — &0, 0].

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

2

1 sin x I | B N S | 2 _ 1 _ 2
Cl2 = " WBeosaz — €21,C3= 33 = —C31,C3= 33 = —C30.
On a bien ¢, = —¢,.

Seules dérivées classiques des cfj non nulles; il y en a 8 :

1 1 1 . 1

Ociy — — _‘902.1 ‘951;2 — sin 2 — _802.1

0x2 x3 cos? 2 dz2 7 Ouxd (23)? cos a2 93
1 1 .2 .2

¢y 1 _9cy ey 1 Ocyy

a3 (23)2 0x3 7 9’ (23)2 da3 -

Seules dérivées pfafiennes des c;; non nulles; il y en a 8 :

1 2

1 _ 1 1
Doy = T @l ot —0hyy, O3¢5 =
1

1 1
@)*

sin x —
(23)% cos z2
.2

1
_8302.17

1 _ 1 2 _
Oscig = @ —0s¢3, O3¢5 = —

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 6 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 27 :

sin 22 1 _ _ _sina?

2 3 1
’711]. - I13 cos 2’ ’71 1 _57 712 - x3 cos x2?

1 _ 1 2 1
Y13 = 23 Y22 = 733 V23 = 3

Seules dérivées classiques des 77, non nulles; il y en a 8 :

07y _ 1 0%y _ _ _sina® 0%y _ 1 0%l _

dx? T adcos?x?’ 9x3 T (a8)? cos w2’ Oxd T (23)?) 9z T a3 cos?a??
7'y sin a2 Ovils _ 1 9y 1 0w 1

a3 T (a3)’ cos a2’ O0x% T (23)?7 023 T (23)77 923 T (a3)%"

Seules dérivées pfafiennes des ’yzi.jk non nulles; il y en a 8 :

2 1 2 _ __ sina?
8271-1 T (23)? cos2 x2? 8371-1 T (@3)% cos 22’
3 1 1 1
8371.1 T @2’ 8271.2 T (2%)% cos2 22
1 sin z2 1 1
8371.2 - (ZS)Q cos x2’ a3'.)/1.3 - (13)27

0373 = (m+)27 0375’ = _@E%)z-
On en déduit les symboles de Christoffel de 2¢ espece :

), =6 e gy, + e 20
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Seuls symboles de Christoffel de 2¢ espéce I, non nuls; il y en a 9 :

3 sin 22 __
cos 22, Ty = — Ty,

2 _
Fl—cosx sin 22, I3, = —x oL =

I3 = xs =Ty, I5h = —2°, Iy = x3 —F3.2-
On constate que I, = TI'?_alors que %i.jk =+ ykjl

Seules dérivées classiques des T':*, mnon nulles; il y en a 10 :

c

oT? . or;3 . or3
735t = cos? 2% — sin® 22, St = 223 cos 2? sin 2%, Gkt = — cos? a?,
8Fil.2 _ 1 _ 81—“2141 aF‘LS _ 1 _ 81"311 81—“23;2 =1
dx? T cos?z? T Qa2 9xd T (g3)2 T a3 dad T
OT3y - __1 _ oT:,
8333 (;(;3)2 8$3 :
Torsion

Sil =ik = Vi — il = =S et Sl =T, - T, = =S,

Le calcul montre que Sz?kj =0;1,j, k=1, 2, 3. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-apres).

Plus simplement 5&5 = TP, — T2 = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

Ry = Ok = O0vils = G Yona T Vil 1% — i Vi = — il

Le calcul montre que Rfkl =0;1, 7,k [ =1, 2, 3. Cette connexion est
sans coubure.

Rt =2ld 0Ty | b e _Te Db — R

a.cd Oxc 8:1:’1

a.de O

R),=0.20"0 R}, = —R?

a.cd a.dc’
La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
premiere et on obtient :
Ra cd —
coubure.

=0;a,b, c,d=1,2, 3. On retrouve que cette connexion est sans

Champ de tenseurs de Ricci

Ry =R/ a=0cet Roq = Ra pa = 0; le champ de tenseurs de Ricci est nul.
Champ de tenseur métrique (symétrique)

9290 ® 67 =gpdr® @ da’ = Gy dz® ® da*’

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
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[ij, K] é 5 (Oigjk + 039 — Okgij) | '
Yok = 9 [ik, 1 = 5 () gim 97" + ¢ Grom 97" — €5))
Ezxemple de tenseur métrique

Gij = 0;5; alors ggp = 5}1 5{) 0ij et gury = 52, 5{,‘/ d;j ; soit :

gii g2 Gi3 100
(95) = (0i5) = | 921 922 gas | = | 0 1 0 |;g=det(gy)=1et:
931 932 933 0 01
gu Gz i3 (23’ cos?2® 0 0
(Gab) = | G21 Go2 Go3 | = 0 (3;3)2 0 1;
931 g32 G33 0 0 1

g 2 det(Gw) = (2)* cos? 22 et

gllll 91/2/ g1/3/ ]_
(Qa’b/) = <5a’b’> = 92/1/ 92/2/ 92’3’ = O
g3 gy gy 0
g/ é det(ﬁa/b/) =1.
Calcul des coefficients de connexion %jk et des symboles de Christoffel de
2¢ espece T2,
On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2¢ espece précédents.
On vérifie que :
o Iy, + T3 + T, = s (
o Iy + T3y + T3y = 5% (In VE) = —sne, Zi,i
i F31.1 + F32.2 + F3?f3 =32 (In \/E) = g%s
Calcul des symboles de Christoffel de 1° espece I'gp . -

L1 (0 9 Gac 0Gab\
Fab,c -9 (893“6 + oxb 8;c>— ba,c-

Seuls symboles de Christoffel de 1° espéce I'qp . mon nuls; il y en a 9 :

2 .
T2 = (2%)7 cos 22 sin 2%, Ty 3 = —23 cos? 22,
T _ (3)2 2 o 2_7T T _ .3 2,2_T7
12,1 = ($ ) COs = sIn T~ = L9171, L1371 = &7 COS™ T© = 13171,
_ 3 _ 3
F22,3 = I, F23,2 =T = F32,2.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.
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Calcul du champ de tenseurs de courbure :

Nous avons trouvé précedemment que le champ de tenseurs de courbure
est nul et maintenant on a :

Ro112=0 ( RQ 12), o113 =0 (= R'21.13)>

Ryi23 =0 (= Ryg3), Rans =0 (= Ry y3),
R3103 =0 ( 323) R3293 = 0 ( R:'3223)-
§2112 =0(=(z ) cos® RQ 12)) R2113 =0(= (333) cos® x Rz 13)5
Ro13 =0 (= (x ) cos? x R223) R3113 =0 (= (:U3) cos® x Rslls)

Rying = 0 (= (2%)" cos? 2% Rilyy), Rsnos = 0 (= (2%) Rilys).
Courbure (riemannienne) scalaire 2K : 2 K = 0.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :
K=0.
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Annexe C : coordonnées hyper-sphériques dans I’hyper-espace

; m > 2 quelconque (généralisation de I’Annexe A, qui corres-
pond 4 m = 2 et de I’Annexe B, qui correspond a m = 3)

xl, ..., 2™ coordonnées locales curvilignes,
’ ’ 7 s, .
2V, ..., 2™ coordonnées cartésiennes, telles que :
/ —
2V = a™ cos 2™ ! ... cos 23 cos x? cos !,
/ _ .
22 = 2™ cos 2™ ! ... cos 23 cos z? sin !,
/ .
¥ = 2™ cos ™1 ... cos 22 sin 22,
/ — .
¥ = 2™ cos ™' ... sin 23,
1V _ . _
=D = gm cog g™ sin ™2,
’ . _
™ = 2™ sin ™!,
avec :
vt e (at, ot +27); Val, ...,
2 e (a™2, ™2 4 27) ; Vo
m—1 T
Z S (—57 5),
z™ > 0.
1742 m’\2 m\2
Alors (V) + ...+ (&™) = (a™)".
(6%1, o 8%) base naturelle,
dz', ..., dz™ base naturelle duale,
ey, ..., én base mobile telle que :
o — 1 R
1 = zm cos xmil ... cos x3 co§ z2 ozl
€2 = Tm cos a1 . cos 23 ox2)
v
e 0
m—2 — zin cos xm—1 §pm—2>
€m—1 :ax—m Gom—1)
em - axm
0%, ..., 0™ base mobile duale, donc telle que :
0t = 2™ cos 2™~ ! ... cos 2% cos x? da?,
m=1  cos z3 da?

0% = ™ cos x

*9

OM—2 = x™ cos g™ dr™ 2
mel — l,m dl.mfl7

o™ = dx™.

)
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Passages entre base et base duale

B 1

™ cos x™—1 ... cos x3 cos x2 (1) e 0 0
~\ ™ cos x™—1 ... cos 3 " 0 0
(ej) = : : 1 ’
: : = 0
xT
i 0 0 0 1
et :
[ 2™ cos ™1 ... cos x° cos z2 0 0 0
-~ 0 ™ cos ™1 ... cos z® 0 0
(05) = . .
: : T 0
i 0 0 0 1
matrices inverses 'une de 'autre.
~c\ _ 1
det(ej) T (™)™ cosm—2 gm—1 _ cos2 z3 cos x2 et
~ -1 _ _
det(0}) = (z™)™ " cos™ 2 z™~1 ... cos® x3 cos x°.
Exemple : m =4
/
z¥ = 2% cos 2 cos 22 cos z?,
! .
2% = 2% cos 2 cos 22 sin !,
/ .
2% = a2 cos x® sin 22,
/ .
¥ = z* sin 5.
or — 1 B
1= 2% cos 23 005 z2 Ozl
€2 = x4 cog 3 0x2?
_q
€3 = x_48 93
€4 = 9zt
0' = z* cos 23 cos 22 dz’,
0?2 = z* cos z° dz?
03 = x* da?,
0t = dx*
! . .
dr' = —x* cos x? cos z2 sin ' dx' — z* cos z° sin x2 cos xt dx?
— 2% sin 23 cos 2% cos x! da® + cos 23 cos 22 cos x! dz?,
!/ . .
dz? = z* cos 3 cos x? cos xt dx' — x?* cos 23 sin x? sin z! dx?
— 2% sin 23 cos 22 sin 2! da® + cos 23 cos 22 sin x! dz?,
! . . .
dz® = z* cos 23 cos x2 dx? — z* sin x3 sin 2% dz® + cos x° sin 22 dx
! .
dz* = 2 cos x® dx® + sin 22 dz?,
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Annexe D : plan de Lobachevsky doté de coordonnées cartésien-
nes; m = 2

x', 2% coordonnées cartésiennes.

Le plan de Lobachevsky est le demi-plan 22 > 0 muni de la base natu-
relle (32;, 5%5) et de la base naturelle duale (dz', dz?) et doté du champ de
tenseur métrique défini ci-apres.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée ayant pour symboles de Christoffel de 2¢ espece :
Iy =0, Ti, = —(2%)" F21_—(x2)_171“~21.2:0,

I = (372)_ I =0,15,=0,T35, = _(5’52)_1-

On constate que I'?, =T

./, ; cette connexion est symétrique.

Calcul des dérivées classiques des T2, :

8]:‘11 _0 8F11 —

8z1 0 x2 L

oTy, — 0 = 6F2.1 81112 — (xQ)*Z — AR

8dx1 dzl » 9x2 0 x2
rt

811 0 812 =0

ore, _ ore, _ 2\—2

Oxl O’ 0x2 _(:C )

8F'12.2 0= 8F2 1 6F12.2 =0= 811'22.1

31’; - oxl » 022 — YT Oz

oy, _ 8F2.2 — 2\—2

oxl 0’ 0x2 ([l’f )

Torsion

a.b _ b bo_q- ; i
S.o=TI7. -1, =0; cette connexion est sans torsion.

Courbure
Db BF};{ ory .b .e e b : .
R} . = ke — g+ rpre, —re . = Ra 4. €t on obtient :
.1 _ _ pa1
]:75112 =0=—-Riy _
n—2 _ 2

@1.12 = (z%) "= Rl.N21

1 N2 _ 1
}32.12 =—(2%) " =Ry

R'22.12 =0= _R'22.21-

Champ de tenseurs de Ricci
-2

En = j§12.12 = —(2%) 7,
@12 = R'l 2 = O,
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-2

Ryy = Ry, = —(27)
Champ de tenseur métrique (symétrique)
g & G dz® @ dab, avec :
~ o~ -2

~ gi1 gi2 (2?) 0 ~ 4

w) =121 2 = _5 |. Donc g = (= .
(92) [ g1 g2z } [ 0 (z2)7° g =%
La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
b =g"T,.q=T7% (symboles de Christoffel de 2¢ espece) avec :
Lape 24 (%—l—%—%) = ['ba, . (symboles de Christoffel de 1¢ espece).

Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce Ty -

I'ia=0 L
2= (332)

o1 = —($2)_3 =T
22 =0=T92

['991 =0

['y00 = —(IE2)_3-

Calcul des symboles de Christoffel de 2¢ espéce T, :
On trouve qu’il s’agit des symboles de Christoffel de 2¢ espece précédents.
On vérifie que 'y + ', = 5% (In /g) = 0 et
F'21,1 + F'22.2 = % (In \/E) = _xlz‘
Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

~ 4 : : =5

_ On trouve Rypip = —(2%) " et on retrouve bien les coefficients Ry'yy, Rt
1 2

Ry 19, Riy.

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :
2K =282 — 9
5 .
Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K= % = —1. On trouve bien que le plan de Lobachevsky est decour-
bure négative.
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Annexe E : La sphére S? (de rayon a) : m = 2

x!, 2? coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).

(32, %) base naturelle.

(dz', dx?) base naturelle duale.

(e1, 62) base mobile telle que e; = —L— a%l et eg £ 1 %.

(6, 0%) base mobile duale, donc telle que 6! = a cos x? dx' et 6% = a da?.

Passages entre bases et bases duales

51 32 1
=3 3] =" 1]

| €2 € 0 a
- ot @2 0 L
)=+ 2| = @ cos , matrices inverses I'une de I'autre.
! 0 63 0 a

det(€5) = ——— et det(6}) = a® cos 2.

Seules dérivées classiques des € et des 0% non nulles; il y en a 2 :

a’é} sin z2 85% : 2
522  acos? z2) oz —a sin 1.

Seules dérivées pfafiennes des €5 et des 5& non nulles; il y en a 2 :

~1 sin 22 _ : 2

Ohe] = —oi—s, 829 = —sin z°.
Calcul des coefficients de structure de la base mobile :
Jo_zen, pi e . pi

¢l =€50,0) — e 0,07

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

1 sin 2 __ 1
Cl2 = Tqeosa?2 21
On a bien ¢, = —¢/,.
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Seules dérivées classiques des cfj non nulles; il y en a 2 :

dcily — 1 _ 0oy

o2 a cos? 2 ox2 *

Seules dérivées pfafiennes des c;; non nulles; il y en a 2 :

1 _ .2
6261.2 — —CL2 cos2 22 82621

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :

2 sin 2 1 sin z2

Y1~ qeosa2) 1.2 = " Gcos a2
Seules dérivées classiques des 7, non nulles; il y en a 2 :

1 2
0vias _ o 1 0vih _ 1
0 x2 a cos? 27 Qux? a cos? z2°

Seules dérivées pfafiennes des fyzi_jk non nulles; il y en a 2 :

11 2 1
62712 a2 cos? x2? 8271.1 ~ a2 cos? x2°

On en déduit les symboles de Christoffel de 2¢ espece "2, :

Fb _9@ gk%k 89

] ox®”

Seuls symboles de Christoffel de 2¢ espéce T2, non nuls; il y en a 3

[

2 2 o 2 1 _sina? __
I'? = cosa? sin a?, Iy = =202, — T

On constate que I'; b =TI b alors que %,jk - %jz

Seules dérivées classiques des T':?, non nulles; il y en a 3 :

[

ord, .9 9 O, 1 ooy
ozx2 COS 23 — sz, 9zl T T cos2x2 — Qzl
Torsion
Y A, _ J b b b _ _Q.b
Sik = Yik — 71“ - C = —5y; et S =Ty — T, =5

Le calcul montre que Slig =0;1, 7, k =1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-apres).

Plus simplement S;* = I’ — T’ = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

R = Ok = Oyl = Gl Vi H i Vit —Vith Viom = — 7y, et on obtient :
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1 0 1 2 1 2
R1.12 =0= Rl 215 Rl 12 = T g2 — _R1.21>

1 1 2
R2.12 — a2 R2 21> RZ 12 — 0 R2.21'
pb 9Ty, BF;}?a b e e T
Ra.cd — 9z 9xd + Fc.e Fd.a - Fc.a Fd e Ra de O

Rabcd = 6.2 6 95 Rz Kl = — —R}

a _7 c a.dc*

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
premiere et on obtient :

R112—O— _R121> R112: — cos® 1” :_R1217
R2.12 =1= R2.21> R2.12 =0= Rz 21-

Champ de tenseurs de Ricci

Ry RJ 1 et on obtient :

Ry = R112 a27R12—R112—0
R21:_R212—0 R22—R212— a2

a

Ry =R}

il et on obtient :

Ry = —}3'12_12 = cos? 22, Ryp = Efu =0,

Roy = —Ryy =0, Ry = Ry 5 = 1.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g2 g0 ® 07 =Guda® @ da’.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

[Zj) k] £1 (8’09]]9 + ajglk akgm)
Vi k;_gﬂ [Zk l] (Ckzgzmg +c gkmgjl_cjk)-

Ezemple de tenseur métrique

gij = 045 ; alors gap = 5; 5{, 0 ; soit :

o == 00 2] <[ } o=t
0

(5s) = g1 Gz | a? cos?® 2 E F |
Jab g1 G22 0 a? F G|’

g 2 det(ga) = a* cos? 22
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Calcul des coefficients de connezion fyzi_jk et des symboles de Christoffel de
2¢ espéce I

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2¢ espece précédents.

On vérifie que ', + T3, = % (In \/E) =0 et
Ty + 15, = 3%2 (In \/E) = - ii
Calcul des symboles de Christoffel de 1° espece I'gp . -

A 190G Odac __ 9Gab\ _
Fobb,c -9 (8xac + oxb 8;c ) - I_\ba,c-

Seuls symboles de Christoffel de 1° espéce I'qp . mon nuls; il y en a 3 :

2 2

19 = a? cos 22 sin 22, 51 = —a? cos 22 sin 22 = [y 4.
’ ? ) )
Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

C’est le champ de tenseurs de coubure que nous avons trouvé précédemment

et maintenant on a :

_ 1 /_ pi1 D _ .2 2,2 (_ 2 2 ,.2p1
Ry112 = 5 (= Ry py) et Ropo = a® cos® 22 (= a” cos® 2° Ry ).
Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :
9K — 9 B2z 21:32112 _ 2

g g a?’
Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K = BReuz _— Roi1p — 1
g g a?’
Calcul de la courbure en tant que surface M = S? de N = R3,
avec les coordonnées curvilignes 7!, 22

Soit :

2V =yt = fl(z', 2?) = a cos 22 cos z!,
¥ =9 = (2", 2?) = a cos 2? sin 2!,
v = f3(x!, 2%) = a sin 22
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cos 2 cos z!

—sin ©
_ 2 i1 _ 2 1
e f=a | cosx”sinx , for =acosx COS T ,
sin z2 0
) 1
—sin x° cos x
f A o 2 o3 1
2 =a sin z° sin x
cos x?

cos 2 cos z!
1

[fer, fo2] = a® cos 2% | cos x? sinz! |, m =
sin x?
g =E =||fall’ = a* cos? a?,

512 - F =< fmla f:vz >= 07
Goo = G = || fo2])? = a®.

~ ~ N\~ o~ ~ N2 _ 4 22
g = det(gap) = g1 go2 — (g12)” = a* cos® w
cos x
Frigt = 2 ol o ain 2
2zl = —@Q COS T sin x|, fp.2 =asinx
0
2 17

COS I~ COS T

fr2e2 = —a | cos x? sin !
sin 2 ]
b = #gv (fars fa2, forar) = —a cos® z?,
bz = ﬁ (fx% Ja2, fx1x2) =0,
by = == (far, [, fa2a2) = —a.

=

g
A = b11 bgg — (b12)2 = CL2 COS2 1.2‘

b11 baa—b122
11 Go2—(G12)°

_ 1
=1

K=%=
=2

cos 2 cos !
cos x2 sin z!

sin 22

sin x
—cos x! |,

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.

Calcul de la courbure en tant que surface M = S? de N = R?,

’ , o /
avec les coordonnées cartésiennes .Z’l

v = Py YY) = \/
que y* > 0).

[¥]
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7 = 1)2 4 (43)2 2_ (,2)2
Gu = B = |[fpl? =1+ () = Ui = =

v Tyt R w)?*
gl’Z’ZF/ =< fy17fy2 >= fy31 f; = ?3133;2’
. _ —a 2 2\2 3\2 a2—(yt 2
Gy =G = ||Jall” = 1+ (Fp)” = S = o
~ 7512 7312 ~ -~ = ~ a
g =1+ (1)) +([») = det(Gur) = Guv Gorzr — (Gi2)* = =

)"

Remarque : Comme d = f}, % — f% fl, = a® cos z* sin 2” on a bien
g =d’g = a* cos? 22

- T e 0 R o (i N

y'y! v*)° w%)*
— 1,2

fyglyQ - _?(Jy;;‘n”

7, = @A) e’
y2y? (?)° @3

f_.31 lf_.32 2_(-}(_.31 2)2 1 . ’
= [y1y(f§ )y2 (fgy )?’2]2 = =3, on retrouve, une fois de plus le résultat
+( 1)+ 2
Yy Yy
précédent.

Equation cartésienne de la sphere :
F(y', o2 %) = ") + ()" + (v*)° — > = 0.

Il s’agit donc d’une surface de degré 2.
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Annexe F : le tore 7?2 = S x S (de parametres [ et a) ; m = 2

x!, 2% coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).

0= a dx>
912( l+a cos x ) dx :

a X2

Xl

On suppose | > a > 0 (ou I = 0 qui correspondant a la sphere S? de

rayon a et permet de comparer avec I’Annexe E).

(32, 32) base naturelle.
(dx', dz?) base naturelle duale.

1 9
I+a cos z2 Ozl

Q=

(e1, e2) base mobile telle que e; £ et eq 2 %.

(6, 0%) base mobile duale, donc telle que
0' = (I + a cos 2?) dz' et 67 = adz?.

Passages entre bases et bases duales

51 32 1
(’é’c) _|&a &a — l+a cos 2 0 et :
j e ~1 AQ - 1 .
€5 0

a

~ G 62 [l+acos932
0, 03 0
et det(F3) = a (I + a cos z2).

0 ..
o | matrices inverses 'une de I'autre.

det(e5) = -

1
(I4+a cos z2)
Seules dérivées classiques des Ej et des 0 non nulles; il y en a 2 :

=1 . a1
5 €1 a sin z2 891

_ 00 . 2
= Uhacos o9)? da2 — @ ST

Seules dérivées pfafiennes des €5 et des 5& non nulles; il y en a 2 :

~1 sin z? ol C 2
€ = ————= 07 = —sin x-.
0y 1 (I+a cos x2)%’ 0y 1
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Calcul des coefficients de structure de la base mobile :
¢ =& 0y 00 — 0,0},

Tous les coeflicients de structure sont nuls sauf :

2

1 _ _  singz I |
Cl2 = l+a cos 22 Ca.1-
: Jo_ ]
On a bien ¢, = —c7,.

Seules dérivées classiques des cfj non nulles; il y en a 2 :

.1 .1
Ociy _ a+l cos z? Ocyy

dz?  (I+a cos 22)? L

Seules dérivées pfafiennes des c;; non nulles; il y en a 2 :

a4+l cos z2

2
= —09C5 1.
a (I+a cos z2)? 82 2.1

1
8201.2 = —
Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :

2 _ _sina? 1 _ _ _ sina?
i1~ I+a cos x2” T2 = l+a cos z2°

Seules dérivées classiques des 77, non nulles; il y en a 2 :

87‘1%2 __ _ _a+lcos z2 87121 _ a+lcos 22
ozx2

(I4-a cos x2)?7 O a? (I4-a cos 22)%"

Seules dérivées pfafiennes des %;.J'k non nulles; il y en a 2 :

1 _ _ _ a+lcosx? a+l cos x2
62712 T a(l+a cos 22)?’ 8271 1= a(I+a cos z2)?"

On en déduit les symboles de Christoffel de 2¢ espece T2, -

), =6 e gy + e 20

Seuls symboles de Christoffel de 2¢ espéce I, non nuls; il y en a 3 :

c

2 (l4a cosz?) sin x2 __ _asinaz? __
F1.1 - a Fl 2~ T ltacosz? F

On constate que I'; b =TI b alors que %i.jk + 7,31

Seules dérivées classiques des I non nulles; il y en a 3 :

a.c
OTy) _ lcos a®ta(cos® z’—sin® 2?) 0Ty, _  a(atlcosa®) _ 0Ty,
Oz @ v oxt (I4+a cos x2)? Ozl
Torsion
J -J b b b __3.b
Sid =i~y el = ST et §;b =T b — G
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Le calcul montre que S;! = 0; i, j, k = 1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-apres).

: q.b _ b b ;
Plus simplement S;) = I, — I, = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure
_ -J -J m A-J -J .m moaJ J : .
W= Ok V= O Vi s — G Yo T Vi Yilh — Vit Viom = — R €t on obtient :
1 0 1 2 cos x2 _ 2
Nt _ cos z2 _
R212 - a(l+a Ccos ;172) - R2 21> R2 12 — 0 - R221'
pb 0T, e b _ Db
Ra.cd — THzxc 8;1;'1 + F F - Fc.a Fcl,e - _Ra.dc ou

R :91 ekelRJ _ E.b

a.cd a.dc®

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
premiere et on obtient :

1 _ (I+a cos z2) cos 22

R1.12 - O - _Rl 21> Rl 12 — - _Rl 21>
1 _ acosz? __

R2.12 - - RQ 21> RQ 12 — =0= _RQ 21

l+a cos z2

Champ de tenseurs de Ricci

Ry RJ 1 et on obtient :

_ 2 cos x2
Ry = —Rijy = iy, Ria = R}y = 0,

a (I4+a cos z2)
2

_ 2 _ _ CcoS T
R21 — _R2.12 - 07 R22 - R2.12 -

a(l+a cos x?2)*
Eu = ﬁf_'ﬂ et on obtient :

D l4+a cos z2) cos x2
Rll:_an—( ) R12—R112—0

a
2

a COS T
Ry = _R221 =0, Ra —R212_

l4+a cos z2°

Champ de tenseur métrique (symétrique)

9= ;0" @ 07 =Gy da® ® dab.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
[ija k] £ 3 (0ig5 + 0,9 — akgij)

W = 9" Jik, 1) - 3 (At Gim 87 + €7 Grm 97 — ).

Ezxemple de tenseur métrique

gij = 0 ; alors g = 5; 5{) 8;; 5 soit :
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)= 6= | 40 92 | [ 0 i 2 et = 1ot

g21 g22
(Gu) = g1 G2 | _ | (I+acos 22)? 0 _|E F
Jab 21§22 0 a? F G|’

g 2 det(Guy) = a® (I + a cos 22)°.

Calcul des coefficients de connexion 7, et des symboles de Christoffel de
2¢ espeéce TP,

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2¢ espece précédents.
On vérifie que T'{!; + T', = 5% (In VE) =0 et

2

Ly + 15y = % (In \/g) = _%‘
Calcul des symboles de Christoffel de 1° espéce I'gp . :

A l 851)(: 6§ac 8gab —
Fab,c — 3 (8xa + 9xb — Hxc ) - Fba,c-

Seuls symboles de Christoffel de 1° espéce I'qp . mon nuls; il y en a 3 :
[112 = asin 22 (I 4+ a cos x2), T'191 = —a sin 2 (I + a cos %) = Tqy 1.
Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

C’est le champ de tenseurs de coubure que nous avons trouvé précédemment
et maintenant on a :
2

Rojio = % (= R'21.12) et :

l+a cos z2

Rotis = a(l+ a cos 2%) cosz? [= (I + a cos 22)° Riy).

Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :

_ 9 Rois _ 9 Royto _ _ 2cos a?
2K =2 g =2 g  a(l+acosa?)”

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

R 2
K = Beuz — Roup cos

g g a (l4+a cos z2)°
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Calcul de la courbure en tant que surface M =72 de N = R3

Soit
2t =yt = fl(z', 2?) = (14 a cos x?) cos
¥ =% = f2(2, 2?) = (l+a cos z?%) sin x!,
v = f3(a!, 2%) = a sin 22
Alors
(I 4+ a cos x?) cos ! — sin !
of=| (I+acosa?®)sina' |, fu=(+acos2?) | cosazt |,
a sin z* 0
—a sin z* cos !
fr2 2 | —asin 22 sin 2!
a cos x?
cos % cos z! cos z?% cos z?
[fo1, fe2] =a(l+acos 2?) | cos z? sin ' |, m = | cos z? sin z!
sin x? sin x?

Gu=E=||fa]]> = (+a cos 22)*,
§12 - F =< fmla f932 >= Oa
Goo = G = || fo2]|? = a®.

g = det(gap) = 11 922 — 912 =a*(l+acosz )2

cos :v sin x
foimt = —(I+acos2?) | sinz! |, fue =asinaz? | —cos z! |,
0
cos 22 cos x!
fr2p2 = —a | cos 2 sm x!
sin 22
b = ﬁ (fory foz, forar) = (l + a cos %) cos 72,

S

b22 = - (fa:l f$2 f:v 222
A=y 522 - (b12) =a

_ _biibyo—bip? _ cos x
G11 922 —(312)° a (I+a cos 22)°

%I

)
b12: 1 (fxl f:l:2 fx xz)
) =
0+

a cos x?) cos 2.

2

K =

oo >

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.
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Calcul de la courbure en tant que surface M = 7? de N = R?,
s, , / /
avec les coordonnées cartésiennes 2 = y', 2% =32

On a (y*)" = 204/’ + (1®)* = ()" + (»)" + 1> — a?] et, pour la
demi-partie du tore telle que % > 0 :

v = Ay, y?) = \/2l VD + @) = 1Y)+ (12 + 12— a?].

73y VYD) 7w PV )+
fyl - ) fy2 -

: avec y° ci-devant.

vV )+ (w?)° vV ) +w?)
~ o FL2 — 7332 _ a ()’ +)’ (%)’
gy = E = ny1H =1+ (fy1> RO 2+(y2%2} )
o F o mom o g e—Y)
G = F' =< [, f,2 >= fyl fy T W3 (W) +2))?
22 +H? %)’

gorr = G' = ||fyz||2 =1+ (fg?Q)z =1 : avec > ci-devant.

~ 72 \2 73\ 2 ~ ~ ~ ~ a
g/ = 1 + (f;l) + <f52) - det(ga/b/) == gllll 92’2’ — (91’2’)2 — (y3)2-

LA = fA fL =a(l+acos 2?) sin 2° on a

Remarque : Comme d = f, f2,
bien § = d?g = a2 (I + a cos 22)°.

Le calcul des dérivées partielles deuxiémes en fonction de ¢!, 3? est com-
plexe, nous allons I'effectuer en fonction de z!, z2. On trouve :

JF3 ___acos @2 sin? 22 sin® a4 (I+a cos x?) cos? !
ylyl a (I4-a cos x2) sin® x2 )
]?-3 __ (i+a cos® x2) cos x! sin x!
yly? a (I+a cos x2) sin3 22 7
fg ___acos x? sin? 2% cos® z!4(I+a cos #?) sin? !
2y T a (I+a cos x2) sin® 22 ’
£3 £3 r3 2 _ cos z?
fy1y1 fy2y2 o (fylyQ) ~ a(i+a cos z2) sin® 22

Py P o= (71 0)° cos 22 .
S 5T T a(ltacos @) O retrouve, une fois de plus le
1+ )+

résultat précédent.

Introduction de coordonnées cartesiennes

Equatz’on cartésienne du tore :
2
F(y', o2 v%) = (4" + ) + (1)) =2 —a?] +482 (") —412a> = 0.

Il s’agit donc d’une surface de degré 4.
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Annexe G : démonstration des identités de Bianchi

Préliminaires

e On a vu la propriété des constantes de structure de la base mobile :
.0 .0 0 __ .n .0 .n .0 N .0

OCilm + O+ OmCy = =€l Gl = Comke € — €t G

e Kt on a vu que :

(am O — Ok am)('yljz) = Op, (ak%]z) — Ok (6771’71]1) = Cok an’yljz’
(Ok O — 01 Ok) (Vi) = Ok OV s) — 0L (Ok Vi) = Citly On Vi i

Démonstration des identités de Bianchi

fklm er 1)} lm = (Ve, R)ijzm + (Ve R);Jmk + (Ve,, R)z kl
- akRz Im + ’Ykn z.lm Vk’ i R 7k: l Rz nm fyk m RJ

+ al Rz mk + ryljn Rlnmk’ Vi Rn mk ’yl.m Rz nk ’Yl k Rz mn

+ O Ry + Vi Bt — Vo Bl — Vo Rz,nl Vini By A

=A+ (%ﬁl Vi) Rz]nk + (Vi = Vo) Bl + (Vik — Vi) By, 6tant donné
que R’ —R!  RY —R? et R}, = —R},, et avec :

ioml T i.lm> ikm i.mk

A =0 (O ; — 0wy — clmvm A = Y )
+ 0y (&nm - 5mm - cmmm +7mm” Vori Viw)
A O Ok Vs — O vils — vl F Vil Vil — W)
A Oy s = Om Wi = € Vi + Vi Wils — VS Vi)
1 O il = Ok Vi — Cok Vol + Vi Vi~ Y Vi)
+ Yinn Ok i — O %QZ et Yo T Victo % = Yivi Vi)
=% OV = Om Vi = o Vil + Vit Yoo = Yion Viino)
— i’ (Om %’Zn Oh vm n = ok Vi Vo Vion = Vi Vito)
— Vi Ok Vit = O Vil = UV Vi 0 Vi — ion i)

En permutant les indices muets n et o on constate la dispartion de 12
termes et en calculant les dérivées pfafiennes 0y, J;, 0,, des 3 premiers termes
on obtient :
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= (01 Om — Om O1) Vi, (3 Ok — Ok Om) Vi + (Ok Or — 0L Ok) Vi1
- % ; akcl m Cz m O Vsa s Vin Okl + Vil O Vi = Vit OKVi'% — V1% Ok Vit
— vn i ek = o OV s + i 3wm ot vm OV = i O — Vi O
- 'Vn,z 8mck 1 — Ciy 8m'7n i ik m'Vk.n + 'Vk.n amfyl.z ’Yi.]n am/Yl'cr.Lz‘ — Vi 8m7i.]n
F 90 O = Om Vit = o Vi)
+ % O Vil = Ok Vi — G Vo)
+ % (Ot — 3171m — 1Y)
— Vi (al’an - m%n Clm%m)
— Vi (am’an - ak%nn - ka%n)
— Y Ok = Oy — Qi vdn)-

On constate la disparition de 24 termes et en utilisant le second point des
préliminaires on obtient :

A= &ﬁkl +cn, an% 4ol Oy =47 (Oc + 01cC . + Omc)
+ ¢l (=0 + % 01 — Vil Vino)
+ ok (SO s+ VoG = Wi Vi)
+ & (0w s Vo Yims = Witi Vo)

Et en utilisant le premier point des préliminaires on obtient :

A=—ct (0nvid = Okl — ok + 0 10— i)
_Cknm(anvlz al’}/nz_cnl’yoz_,l_’yno,ylz_,ynzfylo) )
—clk(anvm—@mm—cnm%ﬁ%ovm Yoi Vimo)
=—cr, R} —cl R — R

i.nl

Alors fklm Vek R)'j

z.lm j ;
- S Rz]nk S RJ + Slk:n szn fkl Sml Rz nk QED

7.l
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Annexe H : démonstration des autres identités entre les champs
de torsion et de courbure

1 1
SeC®U; Q T*M) (cas G) et V,, S € C*°(U; @ T*M) (cas G);
2 2

avec
(Ver S)id 2 0iSid + % Sil™ = % Sy = %iF S Done :
ﬁkl[(ve? S)J — Sy 87

m

2 (Ve S)id = S Sim + (Ve S)il = Si™ Sy, + (Ve S)ill = S Sih
= 8,5, + 4 Sk — KR S — T S — S S

+ O Sj + Vil Si™ = Vil Sy — il Siy — Si™ Siir,

+ OIS A+ Vi Sk = T Sk = ik Si = Siil" S . .
=0 =% =l F i i = iR = el = i = e =€)

= UV = Vb ke = i) = (Vi = Y% = D) Vit = Vimi = Cim)

+ 0 (i = — &) F VT = i = ) = i Veni = Vim — Coni)
— N Vit = Vit = Cim) = W =% = ) Vil = Vink = o)
+ 0V =i — ) F i = = ) = i (Ve = Vitm = k)
— YR Vitm = Yoi = Cim) — (iR = Yil% = &) Vi = Yiht = i)

Il y a 63 termes dans le membre de droite de I’équation précédente. 46
termes se simplifient 2 & 2 et les 6 termes de la somme suivante :

— (k) &+ 0icil)) + (&7 G + Oncily) + (¢ ¢l + Oicil)] disparaissent
en raison de la propriéte annoncée des constantes de structure de la base
mobile.

Il reste donc 15 termes dans le membre de droite de I’équation précédente
et :

$al(Ve, S = S Sl '
= OV — O Vis — Gl Vima T Vit V% — Vil Vi
+ 0y = 0V = G5 Yo T Vi Vik = Vik Viom
+ 05y = O it — v Vi Vi — Vi Vil
= Ry + Ry + By = $,, By QED.

(2
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Annexe I : Exemple tiré de [8]'?; il correspond & m = 3

3

xt, 2%, 2% coordonnées,

(821, 822, 5o -9) base naturelle,
(dot, dx?, dz®) base naturelle duale,
(e1, €2, 63) base mobile telle que :
elzDe P 1,62 P 81+D3 s etes = —x P 8 T — X D 2+D ‘9
avec D 224 (22)” et P =22 22
(6, 62, 63) base mobile duale, donc telle que :

' = D le " dz! — PD2e " da?,
0 = D Vdz? + 22 D71 da? et

03 = D~ da3.

Soient A 2 2 — (22)® [et donc AD = 4 — (22)"]; alors 92 = 227 et
98 — 942
o2 :
De plus %D—x;l = —222D2,

Passages entre bases et bases duales :

[l &2 & De* 0 0

@)=l & &|=| P D 0 |et:
&) e & —2*P —a2*D D

N 6! 62 g3 Dle’ 0 0

@)=1|6 62 63 |=| -PD2e* D' 0 |,
0y 02 63 0 D' D7

matrices inverses I'une de l'autre. det(e) = D% e et det(f}) = D=3 e=".

Seules dérivées classiques des € et 0 non nulles :

de; o3 a~1 3
azg—Q:z: . =L =De",
Be 2 o€l

xl_2 73%:2'77

% =2

922 xv

oek 2\2 O€l 1.9
S =-2(2%)", 5.8 = —4v 2%,
&2 212
a;ﬁ=-[2+3(l‘)],

a”s

a;§:2x2.

12. pp. 45-46 Probléme 6
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% = 222 D72 e‘ws, % =—-D! 6_13,

g—zél = 222D7? e*xg,

g—i% = —22'2-3(22)] D3 e, g—z% =2¢' a2 D 2e ",
o0 — 222 D2,

9% —AD™2,

g—z% = —222D72

Seules dérivées pfafiennes des € et 6% non nulles :

et =242 De*’ 958! = ADe”,

el =222 De*’ | Oyl = 21! £2 +3(22)%], 5eb = =221 22 2 + 3 (22)7],
Oyes =222 D, Ose2 = —2(2?)" D,

diet = —2(22)° De*”, el = =81 a2 [1 + (22)7],

95t = 8 (22)° [1 + (22)7],

0582 = —[2+ 3 (22| D, 383 = 22 [2 + 3 (2%)%] D,

8,88 = 222 D, 8588 = —2(22)° D.

00} = —222 D~ e, 030) = —~AD e,

3155 = —222D7!, 0255 — 2z AD2e 8355 =8zl a2 D 2e ",
Bs2 = —222 D71, 9462 = 2 (22)> D1,

002 = AD™, 9562 = —22 AD!,

8,03 = =222 D', 9503 = 2 (22)* D1

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

¢y = & 0 07 — &.0; 01,

Tous les coeflicients de structure sont nuls sauf :

1 _ 1 2 _ 2 3 _o.2_ .3
Cig=—D = —c3y, G533 = —A = =gy, ¢33 =22 = —c3y.

: Jo_
On a bien ¢, = —c7,.
Seules dérivées classiques des ¢}, non nulles :
de'y _ 2 _ _0cy ey _ o, 2 _0Ocfy Oy o Ocyy
6x2__2x__8x2’8x2_2$__81‘2’8962_ — T 9x2-

L J .
Seules dérivées pfafiennes des c;\, non nulles :

Oacily = =222 D = —dacil,, Oscily = 2(2)° D = —0s¢3,
Doy = 222 D = —0ocdy, O3¢5 = —2 (:C2)2 D = —0s¢,
820'233 =2D = —820'3?2, (930'2?3 = 222D = —830'3?2.
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Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 6 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 27 :

Vi =Dyl = =D, 95y = A iy = A gy = =227, 5y = 227,
On en déduit les symboles de Christoffel de 2¢ espece :

b z"“bk J "b@@J
Y. = 6.6k, + e 9%,

Le calcul donne (il y en a 18 de caractéristiques) :
2

Iy =—22' (%) " D te
4z (22’ D 2e 2" — 222 D7 =T,

-1 ,—2a3
)

1 _
F11.2 = !

[is=—-1= F'317

g, = —a’e 2"

2 1 2 1,-2z3 _ 1.2
F12.2—2$ (2> D € =I5,
I3 =0=T%,,

3 _ —2z3
Flsl —° 2 1 _—223 3

. J— — —ZXT - .
F132——2$L’ :36 D e =1y,
'y =0=T1%,

Dy = —8(2) (%) D e — 201 [1 1+ ()] AD?,
Ty = 200?24 () + (7)) D2 = T,

(& N (22’ D 2e72%" — 22 [4 — (2?)°] DY,
F22.3: (IQ) D! F3227

If, = 4(x)’ (12) D2 e + AD,
3 =
Iy = ()’ D =13,

4 21 e

Ty =22 (%) [1+ (2%)7] D72,

3 21—
gy = (a?)" [1 + (2*)7] D7,
4

Iy = —(2*) D7V

On constate que I'?, = T'* alors que 77, # 7;. et on remarque que :

Iy =Ty = -T3) et I 3—F32—_F'3?f3-

Torsion

Sik = Vik = Via — G = — 5%

Le calcul montre que Slig =051, 7, k=1, 2, 3. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-apres).
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: S.b b b :
Plus simplement S;? = I';’, —I'.’, = 0, on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Seules dérivées classiques des ~y;, non nulles; il y en a 6 :

a,y.ii 2 8741 2 8')“3 2 8’}"2 2 8')/'3
par T 207, G = 240, i = 207, o= 200, 5 = -2
.2
97375 —9
0 x?

Seules dérivées pfafiennes des 'yziljk non nulles; il y en a 12 :

Oovi3, =222 D, O3y, = —2 (91:2)2 D,
Oovil'y = =222 D, 9573l = 2 (22)* D,
Oxysy = —222 D, D375 = 2 (%)’ D,
Opyidy = 222 D, D375 = —2 (%)’ D
Doysly = —2 D, 03733y = 222 D,
3273?3 =2D, 6373?3 = —22°D.

9

Calcul des dérivées classiques des TP, :

ory 2 N1 —2483 . . .
St = —2(2*)" D' e ?* (n’intervient pas par la suite),
or _9 _9.3

8132'1:—8$1$2D 20 Zz,

Ty 1(,2\2 p—1 ,—2423

810131 =4 (l’ ) D="e™=" )

ATy g1 (,2\3 p—2 —22% _ 9T5,
o2 =8 (2°)" D%e = SA,

T, — 4 ($1)2 (ZE2)6 [6 . (I2)2] D3 6—2503 —9A D2 = ‘9F212.1

8:):? ) 9x2
o'y, 1\2 213 —2 943 _ 0Ty,

22 = —8(x')" (2%)" D™ %e = 54,
oTy'5 =0= oTy,

8111 8111 )

AN =0= Ol5,

837? 83:? )

Oly sy 0= oL,

o3 dad

8F'121 ye . .

5. =0 (n’intervient pas par la suite),

TPy _ _ —2a3

81.2 - 9

ory 2 —243

8;31 =2z%e ,

o, _ N2 -1 ,-223 _ 9T 9y

9l —Z(l')D € — 9z —  dazxl
OT3y . 1.2 -2 ,-223 _ 0L 9Ty,
68$§ =8x 2" D "e — 0x? 8_2_ 830229 )
Uig 1(2\2 p-1_,-22% _ 9Ty, _ ia
8173__41: ($)D € — 9z3 T 9x3
OT? =0 = oT,

89:21 89:; )

Olyy 0= oy,

8103 - Y 8103 ’

OTs =0 = o5,

0 x3 Ox3
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6F'1?f1

= 0 (n’intervient pas par la suite),

88x§

F.

i =0,

81"'3 *213

ik = —2e72%,

ord, _ 2 -1 ,-223 _ 9T}

5zl —2x*D e = Tt

ory, 1 —2 ,—2¢3 _ OT'5,

Py 1,2 -1 ,-22% _ 0I5

g =4t D e = 54

61‘1?3 =0 = 81133.1

89:; - Y 89:;7

oYy 0= ory

810; - Y 810;’

oYy 0= oryy

ox3 — Y Qa3

oIyt 112 N4 ~—3 243 o2 _9
i = —24(2')’ (27)' D0 e —2[1+ (2*)] AD?,

0Tz — 16 (1) () [4 — (%)) D12 + 401 22 [2 4 5 (22)%] D3
(n’intervient pas par la suite),

a;;? =16 (x1)3 (a:2)4 D=3 e27"

i =222 2+ (27) + (+7)'] D = 92,
s — 20 4+ 9(2?) + (22)°) D3 = Uiz,
9Ty =0= oTy,

Ox3 Ox3

arg 1/,.2\3 y—2 —243
542 = =8z (27)" D2 e™?",
811'22.2

o2 = 4 (") (22)7[6 — (22))) D7 2" 4 [<8 + 10 (2?)? + (2)"] D2
(n’intervient pas par la suite),
0Ty, _ g (x1)2 (x2)3 D2 6—29537

Ox3

3F'22.3 =0= 3F32.2

88z; YT 9zl S

Tys 2\3 212 —2 _ 9T,
gt =2(2%)" |4+ (27)] D7° = H22,
81"'2?3 =0= 81"3?2

728 — U= G5

oT3 — 8! (1'2)2 D2 6—2:::3

! ’
6;;22 =8 (')’ 22 AD 327" — 822 D=2 (n'intervient pas par la suite),
e = —8(a") (27 D7 e,
BBF'Q?Q — 0= aanfiz?

x €T

.3 .3
T = =) 6+ ()] D7 = T,
T =0= T,
o’ daxd

.1
Tae =20 1+ ()] D,
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Ol _ g gt (22)° [4 + 6 (z2)° + (22)*] D3,

ory! . . .
5 =0 (n’intervient pas par la suite),
oT:2

ozt = 0,

s — (222 3+ (227 [2+ 3 (22)] D2,

= 0 (n’intervient pas par la suite),

=0,
e = =22 4+ (") D7 = T,

= 0 (n’intervient pas par la suite).

Courbure

En base mobile :

R = Ok — Orvils — & Yo F Vil Vi = W Vi =

Le calcul donne :

R11.12 =0= _Ril.21a
Ri2.12 =AD= _R'12.21a
R13.12 =—22°D = _R13.21a

Ril.ls =0= _R11.31>
Ri2.13 =—22°D :2_R12.317
Ri?ﬁs = [2 +3 ($2> ]D = _Ri?f?m

Rél.13 =21°D = _R'21.31a

R'2§13 =0= _R'2§31a
R33=0=—R35,

2

R:é;w =—[2+3 (2332) | D = _R31.31,
R33.13 =0= _ngzp

R3h3 =0 = —Rgs,

Ri;23 =0= _Ri;327

Ri93 = 0= —Ry3,

R'13?23 =0= _R'13f32a
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On constate que :

R'1112 + Rézm + Rfszu =0,
R'11.13 + R'22.13 + R533.13 =0,
Ry g3+ R593 + Rils3 = 0.

C’est normal parce que l'on verra qu’en fait la connexion est rieman-
nienne.

Comme S =0ona fﬁ.kl R?,, =0, ce qui ne donne de relations intéressantes
que pour 7, k, [ tous différents; a savoir :

Ry 3= Ri'os + Ri1y =04 Ry, =227 D,
R313 = Rigs + R, =040 =0,
R3'3 = Rigs + Ry = 0+0=0.

En base naturelle :

8Fd§a 8Fcba b .€ .€e .
Ra cd — 9xzc + F Fd.a - Fc.a I‘d e Ra de O
b i b gk gl R Db
Ra cd — ea 7 00 0 Rz Kl — Ra.dc'

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
premiere et on obtient :

}?11.12 =2z 2?2 Dl e 2 = _ﬁil.zp

}2'12.12 =2 = — Ry, B

Ri?ﬁz =-222D71e 2" = _Ri?fzp

Ry =—[4— (@) +4 (') (@?)° e 27| D2 = — Ry,
E'22.12 = 222’ Dl e " = Rz 21

2 -2 —243
R'23.12:4I1 (5’32) D% = R221,

}Eél.m = (12)3 D= _Esl,ma

@32.12 =0= Rs 21>

R, =0= _R3.217

@11.13 = —4a' (2*)*[1 + (2?)"] D7 6_2$3~: —Rily,
[1+(@2)°] D71 e?” = —Ry,

R'12.13 = —22° (
R1 31

.3 —213
Ry =e
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Ry =8(a") ()’ [L+ (22)7] D72 2% + (22)° D' = —Rylyy,

Rz 13 =4zt (x2)2 1+ (z )2] D_ZNQ_ZIS = —Riy,
Rz 3= —2z'2? D! e 2 = — Ry,

Riyy=—[1+ (2*)"]A D' = —Ryy,,
R3213 =0= R3231,
R3313 =0= —R3331,

R123—4x ( ) (14 (z )]D‘ie‘” :_§'12.32’
R1323:—2x x? D le 2o :_Rigfsza

i = —16(01)' (@) L+ (') D20 1 8 () D = Ry
Ry = =8()" (00 (L)) D70 20 +(2)" (61 () D2 =~y
Ry =~ [6+ (@) —4 (2P e 2| D = ~ Ry,

Riyy = 42! 2?2+ 3(z 2’ [1 4 (2?)") D™ = —Rylys,
Ry = () 6+ (= D’ [14 (@*)°] D72 = =Ry,
Ry = —(x ) [6+ (2 )2] D% = —Rys,.

On constate que :

Eil.m + IE'22.12 + @312 =0,

Ri'y3 + Ry + Rly3 = 0,

Rilys + Rifo3 + Rilyy = 0.

C’est normal parce que l'on verra qu’en fait la connexion est rieman-
nienne.

On constate que R 3= — R} 93 1+ R3 1, que R 13 = = R 9y = —R! 13 et que
R2313 = R Doz = R2 19 = —Rl.12 Ceci s’explique en partie du fait que S =0
et donc que 'on a ¢ chd = 0, ce qui ne donne de relations intéressantes
que pour a, ¢, d tous différents; a savoir :

R2113 = Rl 23+R3 125
R213—R123+R312—R123+0—R1237
R23.13—R 3+R312—R123+0—R123

Champ de tenseurs de Ricci

Ry =R

150"

Le calcul donne :
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Rs3p = R31.12 - R33.23. = 22? D,
Ray = Riyy + Ry = —2[2+ (22 + (22)).

On constate que R; = R;;; le champ de tenseurs de Ricci est symétrique.
C’est parce que 1'on verra qu’en fait la connexion est riemannienne.

Rog = E;ﬁbd ou Rag = 52 52 R;;.

Le calcul donne :

Ell = :13512.12 iéﬁm = 2727,

Ry = @11.12 - ];2'1??23 =4zl a2 D7l e 2

Riz = Ri'j3 + Ry = 0,

Ry = jR'22.12 ~ Ry =4x'a? D7'e 2™,

Ry = Ri1p— Ry = =8 (")’ (¢?)” D72 72" +:2((2?)" + 3 (2?) = 2] D2,
Ros = Ryyy + Ry = 2(0?)" [4 + («?)") D2,

]:7531 = jR32.12 — Ri}3 =0,

Ray = Ry — Rty = 2(a)" [4 + ()" D

Raz = Ry + Ry = —2[2 - 3(2*)° — (2)"][1 + (2%)*] D2

On constate que éli = R; ; on retrouve que le champ de tenseurs de Ricci
est symétrique.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

92950 ®@ 07 = Gopdr® ® dab.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
[ij, k] = 5 [0igjx + 0;9i — Orgis), '

ik = g [k, 1) = 5 () gim 7' + €7 Ghom 97" = €).

Ezxemple de tenseur métrique :

g1t 912 913 1 00
(9ij) = (055) = | 921 922 923 | = |0 1 0 |;alors:
g31 g32 033 0 0 1
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[ D227 941 g2 D322 0
(Gao) = | 22122 D 3¢722" 4 (:El)2 (LCQ)Q D422 4 D2 22 D2 et:
I 0 2> D2 1+ (22)°] D2
4(2Y)? (22 ) [ (22)°] + D2 2™ 22122 [1+ (22)°]D —22' (22)° D
@) = 24! [ + (2% D [1+ (22)°] D? —22 D2
i 22! (22)° D —z2 D? D?

g=1letg= D 627"
Calcul des coefficients de connexion 7, et des symboles de Christoffel de
2¢ espeéce TP,

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2¢ espece précédents.

On vérifie que :

o I + T2+ T = 3% (In V) =0,

o Iy + T + I"2:)73 = 3%2 (In \/g) =—62D7,
o Iy + 13, + T3, = % (In \/E) = -1

Calcul des symboles de Christoffel de 1¢ espéce Ty -

F1171 = 07
F11,2 = 07 5
— -2 2z
I'ng=D""e )
3 _9.3
F121 = —21’2D 36 2e7 — F2171,

_ 1(,2Y2 -4 ,—223 _
F122—4I (JZ) D e °* —FQLQ,

_ _ 3
D3 =—2x'2? D3 e 2" =Ty 3,
_ -2 ,—2z% __ _
I'z1=—-D 7 e " = 1;31,1 = —T'13,
91,2 )—3 —2a3 _ _
Iizo=2x 2D 2e =" =TI319=—T123,

'3z =0=1I33,

Tooq = —22' 2 — 3 (x )2]D_4e‘2””3,

Tooo = 4 (21) 22[2 — 3 (22) ]D—5 —20% _ 942 D3,
T3 = 4 (z1)” $2)2D 427 42— 3(22)"|D3,
F231=2I z* D 3e _F321——F123:F13,2,
[az0 = —4 (2" (x 2) D727 = T'gy,,

[a33 = (1’2)3D = ['323,

F33,1 - 07 5
D330 = (2%)" D73 = —Ta33,
I's33 =0
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Calcul du champ de tenseurs de torsion :

il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons trouvé
précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

il a été calculé précédemment et maintenant on a :

Ro110=—-AD (Z R'21.12)a
Roi13 =22%D (: R'21.13)=
Ro123 =0 (= R'21‘23), .
R3iig = —[2+43(2%)7]D (= Ry13),
R3123 =0 (:2 R31.23)a )
R3293 = (xZ) 6+ ($2) | (= R:'32.23>-
§2112 = —AD B2,
Rz = (33'2)3 D~ 6_2x37
R2123 = —2 131 (I2>4 D_4 6_21:3,
53113 = —[]_ + ($2)2] A D_3 6_2I3,
R3i93 = 2 xt ZL‘2[]_ + (172)2] A D™ 672x37
Rigos = —4 (z1) (22)°[1 + (22)’] A D% 727" 4 (22)°[6 + (22)°] D,
Courbure (riemannienne) scalaire 2 K :
2 K =2 (Ro112 + R3113 + Raoo3) = —2[8+2 (x2)2 + (x2)4].
Et de méme :
2K = % (933 Ro11a — 2923 Rous + 2013 Ro123 + g22 R — 2g12 Ra123 + gi1 E3223)
= —2[8+2(2%)" + (a?)"].
On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.
Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :
K = Ro112 + R3113 + Ragos = — [8 + 2 ($2)2 + ($2>4]-
Et de méme :

K = % (933 Rov12 — 2§23 Ro113 + 213 Ro123 + G22 Ra113 — 212 Ra12s + g11 Raoas
= —[8+2(=2)° + (22).

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.
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Tenseur d’Einstein

On trouve, en base mobile :

[ —6(22)” — (22)* 0 0
(Gi) = 0 448 (22 +3(22)" 422 +2(22)°
I 0 422 42 (2%)° 4— (22)*
[ —6(22)” — (22)* 0 0
(GY) = 0 448 (22)° +3(22)" 422 +2(22)°
i 0 422 +2 (.:1:2)3 4 — (x2)4
[ —6(22)” — (22)* 0 0
(G7) = 0 44822’ +3(2%)" 422 +2(2?)°
I 0 42? +2(22)° 4— (22)*
et, en base naturelle :
~ i gn (Em glg
(Gij) = €21 Cj22 €23 , avec :
i G31 G32 G33
G = —(a?)?[6+ (2?)") D22
G12—G21—2$ ($)3[6+( )]D?’*227
G13 = G31 =0, i
G = (x1)2< 2)* [6+( ") D~ e + 24 3 (2?)"] D7,
G23 =Gp=u1 [4 +3(22)’] D7,
Gss = [1+ (2?)"][2+ 3 (2?)°] D
N Gy Gy G
(G?j) = lel glzz les ; avec .
Gy Gy Gy

@1 = —(a?)?[6+ ()7,
G =42'222+5 (2% + (2?)"] D7,
Gy=4x! (22)* [1 + (22)7],

G.21 =0,

6.22 - DQ,

G4 =21 [1 + (2] D,
G?l =0,

G3, =222 D,

6?3 = D27
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N 611 6«12 613
(Gij) _ 621 éQQ §23 , avec :
631 é32 633

G = (@) 6.+ ()] D2 +4(@') (2) [L+ ()] 2~ (o2)7] D.
G2 =GP =24 2?1 + (a*)"] [2 = (a)"] D,

ng — Bl =941 (x2)4 D?,

G = 1+ (2%)°) [2— (a)"] D%,

€23 — O3 = (m2)3 D3,

G = [2 — («2)°] D3

Identités de conservation
On calcule que :
en base mobile :

(Ve, @) =0, (Ve, @) =0, (Ve, G)’, = 0 et donc on a bien :
(Ve, G>.11 + (Ve G)21 + (Ve G)i =0,

(Ve, G).lz —DG%, (Ve, G).QQ =0, GH - AGH - A G.237
(Vey G), = 93G5 — 222 G2 4 2% G% et donc on a bien :

(Ver G)o + (Ve, G)% + (Ve G = 0,

(Ve G)y = —DGi+ DG, (Ve, Gy = 0, G% — AGY + A G,
(Ve, G)% = 03 G — 222 G% — 22° G et donc on a bien :
(Ver G)g + (Ves Gy + (Vey G)y = 0,

(Ve, ) =0, (V.,G)? =0, (V., G) = 0 et donc on a bien :
(Ve G>11 + (Ve, G)12 + (Ve G)lg =0,

(Ve, &) = =DG®, (V,,G)* = 0,G? - 2A G,
(Ve, G)® = 05GP + 222G — 222 G® et donc on a bien
(ve1 G>12 + (Vez G)22 + (ves G)23 =0,

(Ve, ) = —DG® + DGY, (V,,G)* = 0,G® — AG® + AG?,
(Ve, G)* = 85 G — 422 G et donc on a bien :
(Ve, G>13 + (Ve G)23 + (Ve G)33 =0,
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et, en base naturelle :

—_—~ 2
Vo G =8z (z2)"'Dle 2" V¥ 0, G = —8 ! (z2)' DL e 2",
dx 1

—~—— 1 —~— —~— 3
VoG +VLG —I—ViG =0,
z1 1 ax2 . oz 1

Vo G =—4z2—2(22)" 16 (a") (22)° D 222",
Vo G =42242(22)° +4(22)° +16 (1) (22)° D2 722",

V/;;/G , = 4 (2?)” et donc on a bien
z/-v 1 —~— —~—— 3
Vo G +V.o G —I—V G2 =0,
Vo G =-202+50 + (%)),
NI2 —~— 3
Vo, G =22+5) +3(") +2(%)°), V.o G = —4(()" + (=?)")
et donc on a bien ) to
Vaa G3 +V 2, G +V o G = 0 et on trouve (les détails du calcul
zl a3 3

sont fast1d1eux) que I on a bien :

12
V o G +V a G +V a G
o2l
= 8362111 + 630;22 + (2 Fl 1+ F1.2) Gll + (3 F11.2 + 11'22.2 + F'23f3) G"?
+ (3T + T2y + Ty) G + T3, G2 + 2T, G + T4, G = 0

Gu + 83«222 + F121 G + (T ‘t?’ I'?) G + Ty + 275, +T'5) G2
+(F113+3F 3+F )G23+F'2 G33:0,

—~— 23

V o G +V 2, G +V 2, G
8zl
= aaillg + ()8037223 + Fl.l G' 42 Ff)fz G2 + (T, +T'2y) GB 4+ T3, G

+ (T + 55 +31%5) G*® + (T3 + Ty +2T5) G* =0,
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