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Chapitre 1

Introduction

Les champs de tenseurs sont des fonctions différentiables sur le domaine
(ouvert connexe) d’une variété différentielle.

Le but de ce rapport de recherche est d’étudier les champs
indépendants de toute connexion de géométrie différentielle puis
ceux qui en dépendent. Dans ce second cas l’accent est mis prin-
cipalement sur le calcul des champs de tenseurs de torsion et de
coubure de la connexion selon que la variété est quelconque ou rie-
mannienne (i.e. dotée d’un champ de tenseurs très particulier ap-
pelé métrique). Lorsque la variété est riemannienne les calculs sont
effectués pour une connexion quelconque et pour une connexion
adaptée à la métrique dite connexion riemannienne. L’objectif est
de préciser beaucoup mieux que ne le font les diverses références
indiquées en bibliographie dans quel cadre précis les calculs sont
effectués (connexion ou pas ? variété quelconque ou riemannienne ?
connexion quelconque ou riemannienne ?).

Dans un but de simplification nous n’avons considéré que des variétés de
classe C∞. M. Berger et B. Gostiaux [2] considèrent le cas, plus général, des
variétés de classe Cs.

Nous considérons, tout d’abord, les champs de tenseurs de type (p, q)
(i.e. p - fois contravariants et q - fois covariants) et donc d’ordre p + q. Ces
champs sont mixtes lorsque p q 6= 0. Beaucoup d’auteurs cités en référence ne
considèrent que le cas plus restrictif des champs de tenseurs antisymétriques
de type (p, 0), appelés p - formes différentielles extérieures.
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Pour définir les composantes des champs de tenseurs nous avons considéré
le cas le plus général des bases mobiles et de leurs duales, comme seul le fait
Y. Choquet-Bruhat [8], de préférence au cas particulier des bases naturelles
et de leurs duales, comme les autres auteurs cités en référence le font..

Dans ce rapport nous utilisons toujours la convention d’Einstein qui
consiste, pour les composantes des champs de tenseurs, à sommer par rap-
port aux indices covariants (en bas) et contravariants (en haut) identiques,
sans pour autant utiliser un quelconque symbole de sommation (ce qui allège
énormément les écritures).

Nous privilégions le plus souvent (mais pas toujours) les champs de ten-
seurs mixtes qui utilisent des composantes avec les indices covariants en tête.
Le fait de panacher les indices conduit à des champs de tenseurs différents
en raison de la non commutativité du produit tensoriel.

Plus précisément tout au long de ce rapport nous allons considérer :

� le cas particulier A des champs de tenseurs de type (0, 0) ou champs
de scalaires,

� le cas particulier B des champs de tenseurs de type (0, 1) ou champs
de vecteurs,

� le cas particulier C des champs de tenseurs de type (1, 0) ou champs
de covecteurs,

� le cas particulier D des champs de tenseurs de type (0, 2),

� un cas particulier E de champs de tenseurs de type (1, 1) ; ceux qui
utilisent l’indice covariant en tête,

� le cas particulier F des champs de tenseurs de type (2, 0),

� le cas particulier F -bis des champs de 2 - formes différentielles extérieures,

� un cas particulier G de champs de tenseurs de type (2, 1) avec indice
covariant en tête et dont un exemple est le champ de tenseurs de torsion,

� un cas particulier H de champs de tenseurs de type (3, 1) avec indices
covariants et contravariants panachés (précisé ci-après) et dont un exemple
est le champ de tenseurs de courbure.
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Les différentes notions introduites ne sont pas toujours exactement celles
utilisées par tous les auteurs cités en référence du fait qu’ils ne posent pas
tous les mêmes définitions. Par exemple nous avons choisi de ne définir la
divergence que pour les champs de vecteurs, afin d’éviter tout confusion,
alors que R. Deheuvels [9] la définit pour tous les champs de tenseurs et nous
avons défini le gradiant d’une fonction numérique (ou champ de scalaires)
comme un champ de vecteurs alors que certains auteurs cités en référence
considèrent qu’il s’agit d’un champ de covecteurs.

Les propriétés annoncées sont quasiment toutes démontrées. Des références
de démonstration sont données pour les rares qui ne le sont pas.

• Dans la première partie (chapitre 2) nous définissons les tenseurs et
leurs champs sur une variété différentielle quelconque. Nous présentons les
changements de composantes qui sont dues aux changements de bases. Fi-
nalement nous définissons les coefficients de structure d’une base mobile à
partir du crochet de deux champs de vecteurs (ces coefficients sont nuls pour
une base naturelle).

•Dans la deuxième partie (chapitre 3) nous définissons les notions indépen-
dantes de celle de connexion, qu’elles soient valables pour tous les champs de
tenseurs ou uniquement pour les champs de formes différentielles extérieures.
À savoir dans le premier cas la notion de dérivée de Lie selon un champ de
vecteurs et dans le second les notions de dérivation et d’antidérivation comme
la différentielle extérieure et le produit intérieur selon un champ de vecteurs.

• Dans la troisième partie (chapitre 4) nous définissons la notion de
connexion (imposée a priori) et les notions qui en découlent : la différentielle
selon un champ de vecteurs et la différentielle absolue ou covariante. Nous
définissons les champs de tenseurs de torsion et de courbure de cette connexion,
ainsi que le champ de tenseurs de Ricci (comme L. Brillouin [4] et contrai-
rement à tous les autres auteurs cités en référence qui ne définissent cette
notion que dans la partie suivante). Nous calculons explicitement les champs
de tenseurs précédents pour les variétés différentielles à deux et trois dimen-
sions.

• Dans la quatrième partie (chapitre 5) nous examinons les particula-
rités des variétés riemanniennes (qui sont dotées d’un champ de 2 - formes
symétriques dit champ de tenseur métrique) et des connexions riemanniennes
(pour lesquelles la connexion est imposée par cette métrique). Nous calculons
les champs de tenseurs de torsion, de courbure et de Ricci dans les deux cas
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(dans le second cas le champ de tenseur de torsion est nul) et définissons les
nouvelles notions de courbures scalaire et totale. Nous définissons le champ
de tenseurs d’Einstein et les identités de conservation qui en découlent. Nous
calculons explicitement les champs de tenseurs de torsion, de coubure, de
Ricci et d’Einstein pour les variété et connexion riemanniennes à deux et
trois dimensions.

• Dans la cinquième partie (chapitre 6) nous calculons la courbure d’une
surface à deux dimensions plongée dans l’espace à trois dimensions.

Nous présentons :

• en Annexe A l’exemple des coordonnées polaires dans le plan,

• en Annexe B l’exemple des coordonnées sphériques dans l’espace,

• en Annexe C l’exemple des coordonnées hyper-sphériques dans l’hyper-
espace (seule une courte introduction est développée),

• en Annexe D l’exemple du plan de Lobachevsky doté de coordonnées
cartésiennes (à courbure négative),

• en Annexe E l’exemple de la sphère,

• en Annexe F l’exemple du tore,

• en Annexe G la démonstration des identités de Bianchi qui relient les
champs de tenseurs de torsion et de coubure,

• en Annexe H la démonstration d’autres identités, que celles de Bianchi,
qui relient les champs de tenseurs de torsion et de coubure,

Finalement nous présentons, dans le dernier annexe (Annexe I) le calcul
complet des champs de tenseurs de torsion, de courbure, de Ricci et d’Einstein
pour un exemple quelconque à trois dimensions tiré de [8] 1.

L’auteur remercie par avance toute personne qui lui signalerait des erreurs
dans ce rapport.

1. pp. 45-46 Problème 6
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Chapitre 2

Première partie : variété M
quelconque

2.1 Notations

R corps de base.

M variété différentielle de classe C∞, de dimension m
(M comme “manifold”) (exemple le plus simple : M = Rm).

U domaine de M i.e. ouvert connexe (U ⊂M) et x point de U (x ∈ U).

TxM espace (vectoriel) tangent à M , en x, de dimension m [2] 1 [8] 2

(espace des vecteurs ou vecteurs contravariants [8] 3).

(ejx) , (e1x, . . . , emx) base mobile de TxM [8] 4.

( ∂x
∂ xb

) , ( ∂x
∂ x1

, . . . , ∂x
∂ xm

) base naturelle de TxM [8] 5.

T ∗xM , L(TxM ; R) espace (vectoriel) cotangent à M , en x où L est un
ensemble de formes linéaires, de dimension m [8] 6 (espace des covecteurs ou
vecteurs covariants [8] 7). T ∗xM est l’espace vectoriel dual de l’espace vectoriel
TxM [2] 8.

T ∗∗x M , L(T ∗xM ; R) ∼= TxM (∼= signifie isomorphe).

1. p. 88
2. p. 19
3. p. 28
4. p. 28
5. p. 28 mais qui parle de repère naturel
6. p. 28
7. p. 28
8. p. 163 § 5.1.1
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(θix) , (θ1
x, . . . , θ

m
x ) base mobile de T ∗xM , duale de la base mobile précédente,

i.e. telle que θix (ejx) = δij (symbole de Kronecker) et ejx (θix) = δij [8] 9.

(dxx
a) , (dxx

1, . . . , dxx
m) base naturelle duale de T ∗xM , duale de la base

naturelle précédente, i.e. telle que dxx
a ( ∂x

∂ xb
) = δab (symbole de Kronecker) et

∂x
∂ xb

(dxx
a) = δab [8] 10.

TM , ∪x∈UTxM fibré tangent à M , variété différentielle [2] 11 et [23] 12.

T ∗M , ∪x∈UT ∗xM fibré cotangent à M , variété différentielle.

Les constantes (dimensions, rangs, types, ordres, ...) sont notées de la
sorte : m, n, p, q, r, s, k, k′, k

′′
, . . . alors que les indices (variables) sont notés

de la sorte : i, j, k, l, m, n, o, p (en base mobile) et a, b, c, d, e, f, g, h (en
base naturelle) avec la correspondance :
i↔ a, j ↔ b, k ↔ c, l ↔ d, m↔ e, n↔ f, o↔ g, p↔ h.

ssi signifie : � si et seulement si �.

2.1.1 Espaces de tenseurs (sur l’espace tangent)

Cas général

q⊗
p

T ∗xM , L(TxM × . . . × TxM︸ ︷︷ ︸
p fois

× T ∗xM × . . . × T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q fois

; R), avec L

ensemble de formes linéaires (notation de [27] 13) : espace de tenseurs de type
(p, q) ou (p, q) - tenseurs (tenseurs p fois covariants et q fois contravariants
[8] 14 et d’ordre p + q) (espace vectoriel de dimension mp+q).

Remarque : certains auteurs font intervenir en tête, dans la définition
précédente, les espaces duals [23]. Il est également possible de panacher les
espaces et leurs duals de toutes les façons possibles ; on obtient à chaque fois
un tenseur différent.

tx ∈
q⊗
p

T ∗xM : tenseur de type (p, q) ou (p, q) - tenseur et d’ordre p+q.

9. p. 28
10. p. 28 mais qui parle de repère naturel dual
11. p. 94
12. p. 75
13. p. 537
14. p. 32
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Soient, pour k = 1, . . . , p, ukx = ujkkx ejkx ∈ TxM où les ujkkx sont les
composantes du vecteur ukx dans la base mobile (ejkx) et, pour l = 1, . . . , q,
alx = alilx θ

il
x ∈ T ∗xM où les alilx sont les composantes du covecteur alx dans la

base mobile duale (θilx ). Donc θilx (ukx) = uilkx et ejkx (alx) = aljkx. Alors :

TxM
u1x

× . . . TxM
upx

× T ∗xM
a1x

× . . . T ∗xM
aqx

tx−→
7−→

R
tx (u1x, ... , upx, a1x, ... , a

q
x)

Composantes d’un tenseur

On pose t
... j1 ... jq
i1 ... ipx

, tx (ei1x, . . . , eipx, θ
j1
x , . . . , θ

jq
x ) ∈ R.

Alors tx (u1x, . . . , upx, a
1
x, . . . , a

q
x) = t

... j1 ... jq
i1 ... ipx

ui11x . . . u
ip
px a1

j1x
. . . aq

jqx
.

Remarque : on pourrait poser t
(j)
(i)x à la place de t

... j1 ... jq
i1 ... ipx

comme [11] 15.

Produit tensoriel de tenseurs (noté ⊗)

Soient tx ∈
q⊗
p

T ∗xM et t′x ∈
q′⊗
p′

T ∗xM alors (t ⊗ t′)x ∈
q + q′⊗
p + p′

T ∗xM

est tel que, par définition :

(t ⊗ t′)x(u1x, . . . , upx, u(p+1)x, . . . , u(p+p′)x, a
1
x, . . . , a

q
x, a

q+1
x , . . . , aq+q′

x )
= tx (u1x, . . . , upx, a

1
x, . . . , a

q
x) t
′
x (u(p+1)x, . . . , u(p+p′)x, a

q+1
x , . . . , aq+q′

x ).

Le produit tensoriel est non commutatif.

Et, en utilisant le produit tensoriel, on remarque que :

tx = t
... j1 ... jq
i1 ... ipx

θi1x ⊗ . . . ⊗ θ
ip
x ⊗ ej1x ⊗ . . . ⊗ ejqx.

Composantes d’un produit tensoriel

(t ⊗ t′)x (ei1x, . . . , eipx, eip+1x, . . . , eip+p′x
, θj1x , . . . , θ

jq
x , θ

jq+1
x , . . . , θ

jq+q′
x )

= tx (ei1x, . . . , eipx, θ
j1
x , . . . , θ

jq
x ) t′x (eip+1x, . . . , eip+p′x

, θ
jq+1
x , . . . , θ

jq+q′
x ), donc :

(t ⊗ t′)
... j1 ...jqjq+1 ... jq+q′
i1 ... ipip+1 ... ip+p′x

= t
... j1 ... jq
i1 ... ipx

t
′ ... jq+1 ... jq+q′
ip+1 ... ip+p′x

.

Exemples :

0⊗
0

T ∗xM = R : espace des scalaires, de dimension 1,

15. p. 267 éq. (10)
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1⊗
0

T ∗xM
∼= TxM : espace des vecteurs ou vecteurs contravariants, de

dimension m,

0⊗
1

T ∗xM
∼= T ∗xM : espace des covecteurs ou vecteurs covariants ou

1 - formes, de dimension m,

0⊗
p

T ∗xM : espace des p - formes.

Cas particulier important : espace des formes différentielles extérieures

∧p T ∗xM , La (TxM × . . . × TxM ; R) ⊂
0⊗
p

T ∗xM , avec La ensemble

de formes linéaires alternées (notation de [2] 16) : espace des p - formes
différentielles extérieures (p - formes alternées ou tenseurs de type (p, 0)
ou (p, 0) - tenseurs antisymétriques), de dimension Cp

m , m !
p ! (m−p) !

.

ωx ∈ ∧p T ∗xM : p - forme différentielle extérieure ou tenseur de type
(p, 0) ou (p, 0) - tenseur antisymétrique.

On pose ωi1 ... ipx = ω(ei1x,, . . . , eipx) ; alors ωi1 ... ipx est alterné.

Exemples :

∧0 T ∗xM =
0⊗
0

T ∗xM = R : espace des scalaires, de dimension 1,

∧1 T ∗xM =
0⊗
1

T ∗xM
∼= T ∗xM : espace des covecteurs ou vecteurs cova-

riants ou 1 - formes, de dimension m,

∧p T ∗xM = ∅, si m < p.

Remarque : ∧T ∗xM ,
m⊕

p = 0
∧p T ∗xM de dimension

∑m
p=0C

p
m.

16. p. 163
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Définition du fibré
q⊗
p

T ∗M

q⊗
p

T ∗M , ∪x∈U
q⊗
p

T ∗xM . Alors :

q⊗
p

T ∗M = ∪x∈UL (TxM × . . . × TxM︸ ︷︷ ︸
p fois

× T ∗xM × . . . × T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q fois

; R)

= L (∪x∈UTxM × . . . × ∪x∈UTxM︸ ︷︷ ︸
p fois

× ∪x∈UT ∗xM × . . . × ∪x∈UT ∗xM︸ ︷︷ ︸
q fois

; ∪x∈UR)

= L (TM × . . . × TM︸ ︷︷ ︸
p fois

× T ∗M × . . . × T ∗M︸ ︷︷ ︸
q fois

; ∪x∈UR)

Exemples :

0⊗
0

T ∗M = ∪x∈U
0⊗
0

T ∗xM = ∪x∈UR,

1⊗
0

T ∗M = ∪x∈U
1⊗
0

T ∗xM = ∪x∈UTxM = TM ,

0⊗
1

T ∗M = ∪x∈U
0⊗
1

T ∗xM = ∪x∈UT ∗xM = T ∗M .

Définition de Λp T ∗M

Λp T ∗M = Λp ∪x∈U T ∗xM = ∪x∈UΛp T ∗xM , fibré extérieur de base U et de
fibres vectorielles Λp T ∗xM [2] 17 et [23] 18.

Exemples :

Λ0 T ∗M = ∪x∈UΛ0 T ∗xM = ∪x∈UR =
0⊗
0

T ∗M ,

Λ1 T ∗M = ∪x∈UΛ1 T ∗xM = ∪x∈UT ∗xM = T ∗M =
0⊗
1

T ∗M ,

Λp T ∗M = ∪x∈UΛp T ∗xM = M × ∅ = M , si m < p.

17. p. 163 § 5.1.2
18. p. 84
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2.1.2 Espaces des champs de tenseurs, sur le domaine U

I) Cas général

C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M) : espace des champs de tenseurs de type (p, q) ou

(p, q) - tenseurs et d’ordre p + q. C’est un espace vectoriel sur R et un
module sur l’anneau C∞ (U ; R) des fonctions réelles différentiables sur U
[23] 19

Alors :

C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M) = C∞ [U ; L (TM × . . . × TM︸ ︷︷ ︸
p fois

× T ∗M × . . . × T ∗M︸ ︷︷ ︸
q fois

; R)]

= L [(C∞ (U ; TM) × . . . × C∞ (U ; TM)︸ ︷︷ ︸
p fois

× C∞ (U ; T ∗M) × . . . × C∞ (U ; T ∗M)︸ ︷︷ ︸
q fois

;C∞ (U ; R)],

avec L ensemble d’applications linéaires.

t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M)

champ de tenseurs de type (p, q) ou (p, q) - tenseurs et d’ordre p + q. On

peut dire que t est une section, au dessus de U , du fibré vectoriel
q⊗
p

T ∗M .

D’après ce que nous venons de dire il y a deux conceptions de t :

Première conception :

U
t−→

q⊗
p

T ∗M

x 7−→ tx ∈
q⊗
p

T ∗xM

et :

Seconde conception :

C∞ (U ; TM)
u1

× . . . × C∞ (U ; TM)
up

× C∞ (U ; T∗M)
a1

× . . . × C∞ (U ; T∗M)
aq

t−→
7−→

C∞ (U ; R)
t (u1, ... , up, a1, ... , aq)

avec :

U
x

t(u1, ... , up, a1, ... , aq)−→
7−→

R
[t(u1, ... , up, a1, ... , aq)]x,tx(u1x, ... , upx, a1x, ... , a

q
x)

19. p. 77
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Définition de λ t si λ ∈ C∞ (U ; R) et t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M) (propriété

de module) :

U
λ t−→

q⊗
p

T ∗M

x 7−→ (λ t)x , λx tx ∈
q⊗
p

T ∗xM

et alors λ t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M) qui est bien un module.

En particulier : ej ∈ C∞ (U ;
1⊗
0

T ∗M) = C∞ (U ; TM) ; j = 1, . . . , m

(champs de vecteurs) :

C∞ (U ; T ∗M)
ej−→ C∞ (U ; R)

x 7−→ ejx ∈
1⊗
0

T ∗xM
∼= TxM

Et θi ∈ C∞ (U ;
0⊗
1

T ∗M) = C∞ (U ; T ∗M) ; i = 1, . . . , m (champs de

covecteurs) :

C∞ (U ; TM)
θi−→ C∞ (U ; R)

x 7−→ θix ∈
0⊗
1

T ∗xM
∼= T ∗xM

(ej) , (e1, . . . , em) est une base mobile de C∞ (U ;
1⊗
0

T ∗M) = C∞ (U ; TM)

et

(θi) , (θ1, . . . , θm) la base mobile de C∞ (U ;
0⊗
1

T ∗M) = C∞ (U ; T ∗M),

duale de la précédente, i.e telle que θi(ej) , δij (symbole de Kronecker) et

ej (θi) , δij [car la base (ej) est duale de la base (θi)].
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Soient, pour k = 1, . . . , p, uk = ujkk ejk ∈ C∞ (U ; TM) où les ujkk sont
les composantes du champ de vecteurs uk dans la base mobile (ejk) et, pour
l = 1, . . . , q, al = alil θ

il ∈ C∞ (U ; T ∗M) où les alil sont les composantes du

champ de covecteurs al dans la base mobile duale (θil). Donc θil(uk) = uilk et
ejk(a

l) = aljk .

Composantes d’un champ de tenseurs

On pose :

t
... j1 ... jq
i1 ... ip

, t(ei1 , . . . , eip , θ
j1 , . . . , θjq) ∈ C∞ (U ; R).

Remarque : on pourrait poser t
(j)
(i) à la place de t

... j1 ... jq
i1 ... ip

comme [11] 20.

Alors t(u1, . . . , up, a
1, . . . , aq) = t

... j1 ... jq
i1 ... ip

ui11 . . . u
ip
p a1

j1
. . . aq

jq
.

Produit tensoriel de champs de tenseurs (noté ⊗)

Soient t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M) et t′ ∈ C∞ (U ;
q′⊗
p′

T ∗M) alors

t ⊗ t′ ∈ C∞ (U ;
q + q′⊗
p + p′

T ∗M) est tel que, par définition :

(t ⊗ t′)(u1, . . . , up, up+1, . . . , up+p′ , a
1, . . . , aq, aq+1, . . . , aq+q′)

= t(u1, . . . , up, a
1, . . . , aq) t′(up+1, . . . , up+p′ , a

q+1, . . . , aq+q′).

Le produit tensoriel de champs de tenseurs est non commutatif.

Et, en utilisant le produit tensoriel de champs de tenseurs, on remarque
que t = t

... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗ ejq .

Remarque : (λ t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

= λ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

et par conséquent :

λ ⊗ t = t ⊗ λ = λ t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p

T ∗M).

Composantes d’un produit tensoriel de champs de tenseurs

(t ⊗ t′)(ei1 , . . . , eip , eip+1 , . . . , eip+p′
, θj1 , . . . , θjq , θjq+1 , . . . , θjq+q′ )

= t(ei1 , . . . , eip , θ
j1 , . . . , θjq) t′(eip+1 , . . . , eip+p′

, θjq+1 , . . . , θjq+q′ ), donc :

(t ⊗ t′)
... j1 ... jqjq+1 ... jq+q′
i1 ... ipip+1 ... ip+p′

= t
... j1 ... jq
i1 ... ip

t
′ ... jq+1 ... jq+q′
ip+1 ... ip+p′

.

20. p. 267 éq. (10)
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II) Cas particulier important : espace des champs de formes différen-
tielles extérieures

Ωp (U) , C∞ (U ; Λp T ∗M) ⊂ C∞ (U ;
0⊗
p
T ∗M) : espace des champs

de p - formes différentielles extérieures ou formes différentielles extérieures
d’ordre p [2] 21. Certains disent degré et non ordre [27]. C’est un espace
vectoriel sur R et un module sur l’anneau C∞ (U ; R) des fonctions réelles
différentiables sur U .

Alors Ωp (U) = C∞ [U ; La (TM × . . . × TM︸ ︷︷ ︸
p fois

; R)]

= La [(C∞ (U ; TM) × . . . × C∞ (U ; TM)︸ ︷︷ ︸
p fois

; C∞ (U ; R)], avec La ensemble

d’applications linéaires alternées.

En particulier Ω0 (U) = C∞ (U ; R) et Ω1 (U) = C∞ (U ; T ∗M).

ω ∈ Ωp (U) champ de p - formes différentielles extérieures ou formes
différentielles extérieures d’ordre p. On peut dire que ω est une section, au
dessus de U , du fibré vectoriel Λp T ∗M . Il y a deux conception de ω :

Première conception :

U
ω−→ Λp T ∗M

x 7−→ ωx ∈ Λp T ∗xM

et :

Seconde conception :

C∞ (U ; TM)
u1

× . . . × C∞ (U ; TM)
up

ω−→
7−→

Ω0 (U)
ω (u1, ... , up)

; avec :

U
x

ω(u1, ... , up)−→
7−→

R
[ω(u1, ... , up)]x,ωx(u1x, ... , upx)

λ ∈ Ω0 (U) champ de 0 - formes différentielles extérieures ou formes
différentielles extérieures d’ordre 0 ou fonction numérique réelle.

Définition de λω si λ ∈ Ω0 (U) et ω ∈ Ωp (U) (propriété de module) :

U
λω−→ Λp T ∗M

x 7−→ (λω)x , λx ωx ∈ Λp T ∗xM

et alors λω ∈ Ωp (U) qui est bien un module.

21. p. 164 § 5.2.1
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Attention : si ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U) alors :

ω ⊗ ω′ ∈ C∞ (U ;
0⊗

p + p′
T ∗M) mais ω ⊗ ω′ /∈ Ωp+p′ (U).

• Composantes d’un champ de formes différentielles extérieures

On pose :

ωi1 ... ip , ω(ei1 , . . . , eip), avec ωi1 ... ip alterné.

Alors en utilisant le produit tensoriel de champs de formes différentielles
extérieures on remarque que :

ω = ωi1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip , avec ωi1 ... ip alterné,

Remarque : (λω)i1 ... ip = λωi1 ... ip et par conséquent :

λ ⊗ ω = ω ⊗ λ = λω ∈ Ωp (U).

II.1) Produit extérieur ∧

On pourra consulter [8] 22 [11] 23 [23] 24 [27] 25 et [30] 26.

Attention : dans [8] le produit extérieur est défini d’ une manière légère-
ment différente de celles des autres références indiquées et de celle présentée
ici dans ce rapport.

• Si 1 6 p et 1 6 p′ ; soient ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U) ; alors le produit
extérieur
ω
′′
, ω ∧ ω′ ∈ Ωp+p′ (U) est tel que, par définition :

ω
′′
i1 ... ip+p′

= 1
p !

1
p′ !

∑
σ∈Sp+p′

εσ ωiσ(1) ... iσ (p)
ω′iσ (p+1) ... iσ (p+p′)

=
∑

σ∈Ap+p′⊂Sp+p′
εσ ωiσ (1) ... iσ (p)

ω′iσ (p+1) ... iσ (p+p′)
, où :

Sp+p′ est le groupe symétrique d’ordre p + p′ des permutations σ, Ap+p′

le sous ensemble de Sp+p′ des permutations telles que :
σ(1) < . . . < σ (p) et σ (p + 1) < . . . < σ (p + p′) et εσ la signature de la
permutation σ (cf. exemples ci-après).

ωi1 ... ip et ω′i1 ... ip′ étant alternés on vérifie que ω
′′
i1 ... ip+p′

ainsi défini l’est.

• Soient λ ∈ Ω0 (U) et ω ∈ Ωp (U). On a vu que λω ∈ Ωp (U) ; alors on

22. pp. 55-56
23. pp. 167-169 § 3 et, en particulier, p. 165 éq. (18) mal écrite
24. pp. 118-119
25. pp. 528-530 § 1.10
26. pp. 167-199 Leçon 5 et, en particulier, p. 174 §D
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pose : λ ∧ ω = ω ∧ λ , λω. Et, en particulier, si µ ∈ Ω0 (U) :
λ ∧ µ = µ ∧ λ , λµ = µλ ∈ Ω0 (U).

On constate que ∧ ∈ L[Ωp (U)×Ωp′ (U) −→ Ωp+p′ (U)] et par conséquent,
d’après la linéarité, si k, k′, k

′′ ∈ R :

(kω + k′ ω′) ∧ ω
′′

= kω ∧ ω
′′

+ k′ ω′ ∧ ω
′′

ω ∧ (k′ ω′ + k
′′
ω
′′
) = k′ ω ∧ ω′ + k

′′
ω ∧ ω

′′
[27] 27.

Propriétés

• ω′ ∧ ω = (−1)p p′ ω ∧ ω′ (commutativité ou anti-commutativité) ; deux
champs de formes différentielles extérieures d’ordres impairs anti-commutent,
sinon elles commutent.

Démonstration

(ω ∧ ω′)i1 ... ip+p′
=
∑

σ∈Ap+p′⊂Sp+p′
εσ ωσ(i1)...σ(ip) ω

′
σ(ip+1)...σ(ip+p′ )

,

avec σ(1) < . . . < σ (p) et σ (p + 1) < . . . < σ (p + p′). Par conséquent :

(ω′ ∧ ω)i1 ... ip′+p
=
∑

σ′∈Ap′+p⊂Sp′+p
εσ′ ω

′
σ′(i1)...σ′(ip′ )

ωσ′(ip′+1)...σ′(ip′+p),

avec σ′(1) < . . . < σ′ (p′) et σ′ (p′ + 1) < . . . < σ′ (p′ + p).

À la permutation σ′ ∈ Ap′+p associons la permutation σ ∈ Sp+p′ telle
que :

σ(1) = σ′ (p′ + 1), . . . , σ (p) = σ′ (p′ + p),
σ (p + 1) = σ′(1), . . . , σ (p + p′) = σ′ (p′).

Alors on constate que σ ∈ Ap+p′ , car :

σ(1) = σ′ (p′ + 1) < . . . < σ (p) = σ′ (p′ + p) et
σ (p + 1) = σ′(1) < . . . < σ (p + p′) = σ′ (p′).

On constate également que εσ′ = (−1)p p′ εσ et par conséquent :

(ω′ ∧ ω)i1 ... ip′+p
=
∑

σ∈Ap′+p⊂Sp′+p
(−1)p p′ εσ ω

′
σ(ip+1)...σ(ip+p′ )

ωσ(i1)...σ(ip) et

donc :

(ω′ ∧ ω)i1 ... ip′+p
= (−1)p p′ (ω ∧ ω′)i1 ... ip+p′

soit :

ω′ ∧ ω = (−1)p p′ ω ∧ ω′ QED.

Et, en particulier, θi2 ∧ θi1 = −θi1 ∧ θi2 .

Donc si ω est d’ordre impair : ω ∧ ω = 0 et, en particulier, θi ∧ θi = 0.

27. pp. 529-530
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• (ω ∧ ω′) ∧ ω
′′

= ω ∧ (ω′ ∧ ω
′′
) (associativité) et on peut donc écrire

ω ∧ ω′ ∧ ω
′′

pour la valeur commune.

Démonstration [30] 28

Soient ω ∈ Ωp (U), ω′ ∈ Ωp′ (U) et ω
′′ ∈ Ωp

′′
(U). On peut écrire :

(ω ∧ ω′)i1 ... ip+p′
= 1

p !
1

p′ !
ε
j1 ... jp+p′
i1 ... ip+p′

ωj1 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

où ε
j1 ... jp+p′
i1 ... ip+p′

est le

symbole de kronecker, égal à +1 ou −1 selon que le signe de la permu-
tation de i1 . . . ip+p′ à j1 . . . jp+p′ est respectivement pair ou impair. Par
conséquent :

[(ω ∧ ω′) ∧ ω
′′
]i1 ... ip+p′ ip+p′+1 ... ip+p′+p

′′

= 1
(p+p′) !

1
p′′ !

ε
j1 ... jp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ (ω ∧ ω′)j1 ... jp+p′

ω
′′
jp+p′+1 ... jp+p′+p

′′ , mais :

(ω ∧ ω′)j1 ... jp+p′
= 1

p !
1

p′ !
ε
k1 ... kp+p′
j1 ... jp+p′

ωk1 ... kp ω
′
kp+1 ... kp+p′

et donc :

[(ω ∧ ω′) ∧ ω
′′
]i1 ... ip+p′+p

′′

= 1
p !

1
p′ !

1
(p+p′) !

1
p′′ !

ε
j1 ... jp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ ε

k1 ... kp+p′
j1 ... jp+p′

ωk1 ... kp ω
′
kp+1 ... kp+p′

ω
′′
jp+p′+1 ... jp+p′+p

′′ .

La permutation de (i1 . . . ip+p′ip+p′+1 . . . ip+p′+p′′ ) à
(k1 . . . kp+p′jp+p′+1 . . . jp+p′+p′′ ) est le produit de la permutation de
(i1 . . . ip+p′ip+p′+1 . . . ip+p′+p′′ ) à (j1 . . . jp+p′jp+p′+1 . . . jp+p′+p′′ ) et de la per-
mutation de
(j1 . . . jp+p′jp+p′+1 . . . jp+p′+p′′ ) à (k1 . . . kp+p′jp+p′+1 . . . jp+p′+p′′ ).

Étant donné que la signature d’un produit de permutations est le produit
de leurs signatures on en déduit que :

ε
k1 ... kp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′ ip+p′+1 ... ip+p′+p
′′ = ε

j1 ... jp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p
′′

i1 ... ip+p′ ip+p′+1 ... ip+p′+p
′′ ε

k1 ... kp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p
′′

j1 ... jp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p
′′ .

De plus :

ε
j1 ... jp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ ε

k1 ... kp+p′+p
′′

j1 ... jp+p′+p
′′ = (p ! + p′ !) ε

k1 ... kp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p
′′

i1 ... ip+p′+p
′′ et donc :

[(ω ∧ ω′) ∧ ω
′′
]i1 ... ip+p′+p

′′

= 1
p !

1
p′ !

1
p′′ !

ε
k1 ... kp+p′jp+p′+1 ... jp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ ωk1 ... kp ω

′
kp+1 ... kp+p′

ω
′′
jp+p′+1 ... jp+p′+p

′′

= 1
p !

1
p′ !

1
p′′ !

ε
k1 ... kp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ ωk1 ... kp ω

′
kp+1 ... kp+p′

ω
′′

kp+p′+1 ... kp+p′+p
′′ .

On démontre de même que cette expression est [ω ∧ (ω′ ∧ ω
′′
)]i1 ... ip+p′+p

′′

28. pp. 176-178 Propriété P2

17



et par conséquent [(ω ∧ ω′) ∧ ω
′′
]i1 ... ip+p′+p

′′ = [ω ∧ (ω′ ∧ ω
′′
)]i1 ... ip+p′+p

′′ ,

soit ω ∧ (ω′ ∧ ω′′) = (ω ∧ ω′) ∧ ω
′′

QED.

• θj1 ∧ . . . ∧ θjp =
∑

σ∈Sp
εσ θ

jσ(1) ⊗ . . . ⊗ θjσ (p) = ε
j1 ... jp
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip

[11] 29 et [27] 30.
Et on en déduit que

ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip , avec ωi1 ... ip alterné (écriture forme),

Démonstrations

On vient de voir que :

[ω ∧ ω′ ∧ ω
′′
]i1 ... ip+p′+p

′′

= 1
p !

1
p′ !

1
p′′ !

ε
k1 ... kp+p′+p

′′

i1 ... ip+p′+p
′′ ωk1 ... kp ω

′
kp+1 ... kp+p′

ω
′′

kp+p′+1 ... kp+p′+p
′′ . Et donc, en par-

ticulier, si p = p′ = p
′′

= 1 :

(a ∧ a′ ∧ a
′′
)i1i2i3 = εk1k2k3i1i2i3

ak1 a
′
k2
a
′′

k3
et

a ∧ a′ ∧ a
′′

= εk1k2k3i1i2i3
ak1 a

′
k2
a
′′

k3
θi1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 .

On généralise à :

(aj1 ∧ . . . ∧ ajp)i1 ... ip = ε
k1 ... kp
i1 ... ip

aj1k1 . . . a
jp
kp

et

aj1 ∧ . . . ∧ ajp = ε
k1 ... kp
i1 ... ip

aj1k1 . . . a
jp
kp
θi1 ⊗ . . . ⊗ θip .

En particulier si aj1 = θj1 , . . . , ajp = θjp on a aj1k1 = δj1k1 , . . . , a
jp
kp

= δ
jp
kp

(symboles de Kronecker) et :

(θj1 ∧ . . . ∧ θjp)i1 ... ip = ε
k1 ... kp
i1 ... ip

δj1k1 . . . δ
jp
kp

= ε
j1 ... jp
i1 ... ip

QED

et θj1 ∧ . . . ∧ θjp = ε
j1 ... jp
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip QED.

On a alors les trois écritures suivantes possibles pour le champ de
p - formes différentielles extérieures ω :

ω = ωi1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip , avec ωi1 ... ip alterné (écriture tenseur),

ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip , avec ωi1 ... ip alterné (écriture forme),

ω =
∑

16i1< ...<ip6m ωi1 ... ip θ
i1 ∧ . . . ∧ θip .

29. p. 165
30. p. 528
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Exemples de calcul de ω
′′

= ω ∧ ω′ :

• p = 1, p′ = 1. Soient a ∈ Ω1 (U), a′ ∈ Ω1 (U) et ω
′′

= a ∧ a′ ∈ Ω2 (U) ;
alors :

ω
′′
i1i2

= ai1 a
′
i2
− ai2 a′i1 . Et ω

′′
= a ∧ a′ = a ⊗ a′ − a′ ⊗ a.

• p = 1, p′ = 2. Soient a ∈ Ω1 (U), ω′ ∈ Ω2 (U) et ω
′′

= a ∧ ω′ ∈ Ω3 (U) ;
alors :

ω
′′
i1i2i3

= ai1 ω
′
i2i3
− ai2 ω′i1i3 + ai3 ω

′
i1i2

.

• p = 2, p′ = 1. Soient ω ∈ Ω2 (U), a′ ∈ Ω1 (U) et ω
′′

= ω ∧ a′ ∈ Ω3 (U) ;
alors :

ω
′′
i1i2i3

= ωi2i3 a
′
i1
− ωi1i3 a′i2 + ωi1i2 a

′
i3

.

• p = 2, p′ = 2. Soient ω ∈ Ω2 (U), ω′ ∈ Ω2 (U) et ω
′′

= ω ∧ ω′ ∈ Ω4 (U) ;
alors :

ω
′′

i1i2i3i4
= ωi1i2 ω

′
i3i4
− ωi1i3 ω

′
i2i4

+ ωi1i4 ω
′
i2i3

+ ωi2i3 ω
′
i1i4
− ωi2i4 ω

′
i1i3

+ ωi3i4 ω
′
i1i2

.

• p = 2, p′ = 3. Soient ω ∈ Ω2 (U), ω′ ∈ Ω3 (U) et ω
′′

= ω ∧ ω′ ∈ Ω5 (U) ;
alors :

ω
′′
i1i2i3i4i5

= ωi1i2 ω
′
i3i4i5
−ωi1i3 ω′i2i4i5 +ωi1i4 ω

′
i2i3i5
−ωi1i5 ω′i2i3i4 +ωi2i3 ω

′
i1i4i5

− ωi2i4 ω′i1i3i5 + ωi2i5 ω
′
i1i3i4

+ ωi3i4 ω
′
i1i2i5

− ωi3i5 ω′i1i2i4 + ωi4i5 ω
′
i1i2i3

.

Remarque :

∀ i1, . . . , ip+p′ on a : ε
j1 ... jp+p′
i1 ... ip+p′

ωj1 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

= ε
j1 ... jp+p′
i1 ... ip+p′

[pωi1j2 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

+ (−1)p p′ ωj2 ... jp+1 ω
′
i1jp+2 ... jp+p′

].

III) Cas particuliers de champs de tenseurs et de champs de formes
différentielles extérieures

III.1) Cas A : espace des champs de (0, 0) tenseurs ou champs
de 0 - formes ou champs de 0 - formes différentielles extérieures ou
champs de scalaires ou fonctions numériques :

Ω0 (U) , C∞ (U ;
0⊗
0

T ∗M) = C∞ (U ; R).

Notation générique : λ ∈ Ω0 (U).
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III.2) Cas B : espace des champs de vecteurs ou champs de (0, 1)
tenseurs :

C∞ (U ;
1⊗
0

T ∗M) = C∞ (U ; TM).

Notation générique : u ∈ C∞ (U ;
1⊗
0

T ∗M) = C∞ (U ; TM) : u = uj1 ej1

.

III.3) Cas C : espace des champs de covecteurs ou champs de
(1, 0) tenseurs ou champs de 1 - formes différentielles extérieures :

Ω1 (U) , C∞ (U ;
0⊗
1

T ∗M) = C∞ (U ; Λ1T ∗M) = C∞ (U ; T ∗M).

Notation générique : a ∈ Ω1 (U) : a = ai1 θ
i1 .

III.4) Cas D : espace des champs de (0, 2) tenseurs :

C∞ (U ;
2⊗
0

T ∗M).

Notation générique : t ∈ C∞ (U ;
2⊗
0

T ∗M) : t = tj1j2 ej1 ⊗ ej2 .

III.5) Cas E : un espace de champs de (1, 1) tenseurs, avec indice
covariant en tête

C∞ (U ;
1⊗
1

T ∗M).

Notation générique : t ∈ C∞ (U ;
1⊗
1

T ∗M) : t = t.j1i1 θ
i1 ⊗ ej1 .

III.6) Cas F : espace des champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes

C∞ (U ;
0⊗
2

T ∗M).

Notation générique : t ∈ C∞ (U ;
0⊗
2

T ∗M) : t = ti1i2 θ
i1 ⊗ θi2 .
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III.6 bis) Cas F -bis : espace des champs de (2, 0) tenseurs anti-
symétriques ou champs de 2 - formes différentielles extérieures

Ω2 (U) , C∞ (U ; Λ2 T ∗M).
Notation générique : ω ∈ Ω2 (U) : ω = 1

2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 , avec ωi1i2 alterné.

III.7) Cas G : un espace de champs de (2, 1) tenseurs, avec indices
covariants en tête

C∞ (U ;
1⊗
2

T ∗M).

Notation générique : t ∈ C∞ (U ;
1⊗
2

T ∗M) : t = t..j1i1i2
θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1 .

III.8) Cas H : un espace de champs de (3, 1) tenseurs, avec in-
dices covariants et contravariants mélangés

C∞ (U ;
1⊗
3

T ∗M).

Notation générique : t ∈ C∞ (U ;
1⊗
3

T ∗M) :

t = t.j1i1.i2i3 θ
i1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3

Remarque : on utilisera par la suite, en particulier lors de l’étude des
connexions riemanniennes, d’autres espaces de champs de tenseurs que ceux
ci-devant qui mélangent différemment les indices covariants et contravariants.

2.2 Changement de bases

Les diverses composantes qui vont intervenir sont notées sans tilde dans
les bases mobiles et leurs duales et avec tilde dans les bases naturelles et leurs
duales. Les éléménts des matrices carrées qui vont intervenir ont une indice
de ligne situé en bas et un indice de colonne en haut.
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2.2.1 Changement de bases mobiles et de leurs bases
mobiles duales

Changement de base mobile (pour les champs de vecteurs)

Soient (ej) et (ek′), respectivement, une � ancienne� et une � nouvelle� base

mobile de C∞ (U ;
1⊗
0
T ∗M) = C∞ (U ; TM), avec :

ej , ek
′
j ek′ et ek′ , θjk′ ej. Alors :

ej = ek
′
j θ

i
k′ ei ; soit ek

′
j θ

i
k′ = δij (symbole de Kronecher) et ek′ = θjk′ e

l′
j el′ ;

soit θjk′ e
l′
j = δl

′

k′ .

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (θi) l’ � ancienne � base mobile duale de l’ � ancienne � base
mobile (ej), telle que, par définition, θi(ej) = δij et (θl

′
) la � nouvelle � base

mobile duale de la � nouvelle � base mobile (ek′), telle que, par définition,
θl
′
(ek′) = δl

′

k′ . Alors θi = θil′ θ
l′ et θl

′
= el

′
i θ

i.

Démonstrations

• Soit θi = bil′ θ
l′ . On a δij = θi(ej) = bil′ θ

l′(ek
′
j ek′) = bil′ e

k′
j θ

l′(ek′)

= bil′ e
k′
j δ

l′

k′ = ek
′
j b

i
k′ et δij = ek

′
j θ

i
k′ ; donc bik′ = θik′ et θi = θil′ θ

l′ QED.

• Soit θl
′
= al

′
i θ

i. On a δl
′

k′ = θl
′
(ek′) = al

′
i θ

i (θjk′ ej) = al
′
i θ

j
k′ θ

i(ej)
= al

′
i θ

j
k′ δ

i
j = θjk′ a

l′
j et δl

′

k′ = θjk′ e
l′
j ; donc al

′
j = el

′
j et θl

′
= el

′
i θ

i QED.

Soient (ek
′
j ) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément ek

′
j sur la

ligne j et la colonne k′ et (θil′) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément
θil′ sur la ligne l′ et la colonne i. Alors, d’après ce qui précède, on a :

(θil′) = (ek
′
j )
−1

et (ek
′
j ) = (θil′)

−1
.

Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque
les indices covariants sont en tête

t
... k′1 ... k

′
q

l′1 ... l
′
p

= θi1l′1
. . . θ

ip
l′p
e
k′1
j1
. . . e

k′q
jq
t
... j1 ... jq
i1 ... ip

et :

t
... j1 ... jq
i1 ... ip

= e
l′1
i1
. . . e

l′p
ip
θj1k′1

. . . θ
jq
k′q
t
... k′1 ... k

′
q

l′1 ... l
′
p

.

22



Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)

Soit u un champ de vecteurs : u = uj1 ej1 = uk
′
1 ek′1 . Alors :

uk
′
1 = e

k′1
j1
uj1 et uj1 = θj1k′1

uk
′
1 .

Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)
tenseurs (cas C)

Soit a un champ de covecteurs : a = ai1 θ
i1 = al′1 θ

l′1 . Alors :

al′1 = θi1l′1
ai1 et ai1 = e

l′1
i1
al′1 .

Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)

Soit t un champ de (0, 2) tenseurs : t = tj1j2 ej1 ⊗ ej2 = tk
′
1k
′
2 ek′1 ⊗ ek′2 .

Alors :

tk
′
1k
′
2 = e

k′1
j1
e
k′2
j2
tj1j2 et tj1j2 = θj1k′1

θj2k′2
tk
′
1k
′
2 .

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E)

Soit t un champ de (1, 1) tenseurs : t = t.j1i1 θ
i1 ⊗ ej1 = t

.k′1
l′1
θl
′
1 ⊗ ek′1 .

Alors :

t
.k′1
l′1

= θi1l′1
e
k′1
j1
t.j1i1 et t.j1i1 = e

l′1
i1
θj1k′1

t
.k′1
l′1

.

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F )

Soit t un champ de (2, 0) tenseurs : t = ti1i2 θ
i1 ⊗ θi2 = tl′1l′2 θ

l′1 ⊗ θl
′
2 .

Alors :

tl′1l′2 = θi1l′1
θi2l′2

ti1i2 et ti1i2 = e
l′1
i1
e
l′2
i2
tl′1l′2 .

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
(cas F -bis) : ω = 1

2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 = 1
2
ωl′1l′2 θ

l′1 ∧ θl′2 , avec ωi1i2 et ωl′1l′2 alternés.
Alors :

ωl′1l′2 = θi1l′1
θi2l′2

ωi1i2 et ωi1i2 = e
l′1
i1
e
l′2
i2
ωl′1l′2 .

Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit t un champ de (2, 1) tenseurs :

t = t..j1i1i2
θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1 = t

..k′1
l′1l
′
2
θl
′
1 ⊗ θl

′
2 ⊗ ek′1 . Alors :

23



t
..k′1
l′1l
′
2

= θi1l′1
θi2l′2

e
k′1
j1
t..j1i1i2

et t..j1i1i2
= e

l′1
i1
e
l′2
i2
θj1k′1

t
..k′1
l′1l
′
2
.

Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)

Soit t un champ de (3, 1) tenseurs :

t = t.j1i1.i2i3 θ
i1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 = t

.k′1
l′1.l
′
2l
′
3
θl
′
1 ⊗ ek′1 ⊗ θl

′
2 ⊗ θl

′
3 . Alors :

t
.k′1
l′1.l
′
2l
′
3

= θi1l′1
e
k′1
j1
θi2l′2

θi3l′3
t.j1i1.i2i3 et t.j1i1.i2i3 = e

l′1
i1
θj1k′1

e
l′2
i2
e
l′3
i3
t
..k′1
l′1l
′
2
.

2.2.2 Changement de bases mixtes et de leurs bases
mixtes duales

Changement de bases mixtes (pour les champs de vecteurs)

Soient (ej) et ( ∂
∂ xb

), respectivement, une base mobile et une base naturelle

de C∞ (U ;
1⊗
0
T ∗M) = C∞ (U ; TM), avec :

ej , ẽbj
∂
∂ xb

et ∂
∂ xb

, θ̃jb ej. Alors :

ej = ẽbj θ̃
i
b ei ; soit ẽbj θ̃

i
b = δij et ∂

∂ xb
= θ̃jb ẽ

a
j

∂
∂ xa

; soit θ̃jb ẽ
a
j = δab .

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (θi) la base mobile duale de la base mobile (ej), telle que, par
définition, θi(ej) = δij et (dxa) la base naturelle duale de la base naturelle

( ∂
∂ xb

), telle que, par définition, dxa ( ∂
∂ xb

) = δab . Alors (mêmes démonstrations
que précédemment) :

θi = θ̃ia dx
a et dxa = ẽai θ

i.

Soient (ẽbj) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément ẽbj sur la

ligne j et la colonne b et (θ̃ia) la matrice carrée, d’ordre m, ayant pour élément

θ̃ia sur la ligne a et la colonne i. Alors, d’après ce qui précède, on a :

(θ̃ia) = (ẽbj)
−1

et (ẽbj) = (θ̃ia)
−1

.

Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque
les indices covariants sont en tête

t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap = θ̃i1a1 . . . θ̃

ip
ap ẽ

b1
j1
. . . ẽ

bq
jq
t
... j1 ... jq
i1 ... ip

et :

t
... j1 ... jq
i1 ... ip

= ẽa1i1 . . . ẽ
ap
ip
θ̃j1b1 . . . θ̃

jq
bq
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap .
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Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)

Soit u un champ de vecteurs : u = uj1 ej1 = ũb1 ∂
∂ xb1

. Alors :

ũb1 = ẽb1j1 u
j1 et uj1 = θ̃j1b1 ũ

b1 .

Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)
tenseurs (cas C)

Soit a un champ de covecteurs : a = ai1 θ
i1 = ãa1 dx

a1 Alors :

ãa1 = θ̃i1a1 ai1 et ai1 = ẽa1i1 ãa1 .

Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)

Soit t un champ de (0, 2) tenseurs : t = tj1j2 ej1 ⊗ ej2 = t̃b1b2 ∂
∂ xb1

⊗ ∂
∂ xb2

.
Alors :

t̃b1b2 = ẽb1j1 ẽ
b2
j2
tj1j2 et tj1j2 = θ̃j1b1 θ̃

j2
b2
t̃b1b2 .

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E)

Soit t un champ de (1, 1) tenseurs : t = t.j1i1 θ
i1 ⊗ ej1 = t̃.b1a1 dx

a1 ⊗ ∂
∂ xb1

.
Alors :

t̃.b1a1 = θ̃i1a1 ẽ
b1
j1
t.j1i1 et t.j1i1 = ẽa1i1 θ̃

j1
b1
t̃.b1a1 .

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F )

Soit t un champ de (2, 0) tenseurs : t = ti1i2 θ
i1 ⊗ θi2 = t̃a1a2 dx

a1 ⊗ dxa2 .
Alors :

t̃a1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2
ti1i2 et ti1i2 = ẽa1i1 ẽ

a2
i2
t̃a1a2 .

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
(cas F -bis) : ω = 1

2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 = 1
2
ω̃a1a2 dx

a1 ∧ dxa2 , avec ωi1i2 et ω̃a1a2
alternés. Alors :

ω̃a1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2
ωi1i2 et ωi1i2 = ẽa1i1 ẽ

a2
i2
ω̃a1a2 .

Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit t un champ de (2, 1) tenseurs :
t = t..j1i1i2

θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1 = t̃..b1a1a2
dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂

∂ xb1
. Alors :

t̃..b1a1a2
= θ̃i1a1 θ̃

i2
a2
ẽb1j1 t

..j1
i1i2

et t..j1i1i2
= ẽa1i1 ẽ

a2
i2
θ̃j1b1 t̃

..b1
a1a2

.
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Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)

Soit t un champ de (3, 1) tenseurs :
t = t.j1i1.i2i3 θ

i1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 = t̃.b1a1.a2a3 dx
a1 ⊗ ∂

∂ xb1
⊗ dxa2 ⊗ dxa3 . Alors :

t̃.b1a1.a2a3 = θ̃i1a1 ẽ
b1
j1
θ̃i2a2 θ̃

i3
a3
t.j1i1.i2i3 et t.j1i1.i2i3 = ẽa1i1 θ̃

j1
b1
ẽa2i2 ẽ

a3
i3
t̃.b1a1.a2a3 .

2.2.3 Changement de bases naturelles et de leurs bases
naturelles duales

Changement de bases naturelles (pour les champs de vecteurs)

Soient ( ∂
∂ xb

) et ( ∂
∂ xc′

), respectivement, une � ancienne � et une � nou-

velle � base naturelle de C∞ (U ;
1⊗
0
T ∗M) = C∞ (U ; TM), avec :

∂
∂ xb

, ∂ xc
′

∂ xb
∂

∂ xc′
et ∂

∂ xc′
, ∂ xb

∂ xc′
∂
∂ xb

. Alors :

∂
∂ xb

= ∂ xc
′

∂ xb
∂ xa

∂ xc′
∂
∂ xa

; soit ∂ xc
′

∂ xb
∂ xa

∂ xc′
= δab et ∂

∂ xc′
= ∂ xb

∂ xc′
∂ xd

′

∂ xb
∂

∂ xd′
; soit :

∂ xb

∂ xc′
∂ xd

′

∂ xb
= δd

′

c′ .

Changement de base mobile duale (pour les champs de covecteurs)

Soient (dxa) l’ � ancienne � base naturelle duale de l’ � ancienne � base
naturelle ∂

∂ xb
, telle que, par définition, dxa ( ∂

∂ xb
) = δab et (dxd

′
) la

� nouvelle � base naturelle duale de la � nouvelle � base naturelle ( ∂
∂ xc′

), telle

que, par définition, dxd
′
( ∂
∂ xc′

) = δd
′

c′ . Alors
(mêmes démonstrations que précédemment) :

dxa = ∂ xa

∂ xd′
dxd

′
et dxd

′
= ∂ xd

′

∂ xa
dxa.

Changement de composantes pour les champs de (p, q) tenseurs lorsque
les indices covariants sont en tête

t̃
... c′1 ... c

′
q

d′1 ... d
′
p

= ∂ xa1

∂ xd
′
1
. . . ∂ x

ap

∂ xd
′
p

∂ xc
′
1

∂ xb1
. . . ∂ x

c′q

∂ xbq
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap [27] 31 et :

t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap = ∂ xd

′
1

∂ xa1
. . . ∂ x

d′p

∂ xap
∂ xb1

∂ xc
′
1
. . . ∂ x

bq

∂ xc
′
q
t̃
... c′1 ... c

′
q

d′1 ... d
′
p

.

31. p. 519 éq. (8)
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Cas particuliers

Changement de composantes pour les champs de vecteurs ou de (0, 1)
tenseurs (cas B)

Soit u un champ de vecteurs : u = ũb1 ∂
∂ xb1

= ũc
′
1 ∂

∂ xc
′
1
. Alors :

ũc
′
1 = ∂ xc

′
1

∂ xb1
ũb1 et ũb1 = ∂ xb1

∂ xc
′
1
ũc
′
1 .

Changement de composantes pour les champs de covecteurs ou de (1, 0)
tenseurs (cas C)

Soit a un champ de covecteurs : a = ãa1 dx
a1 = ãd′1 dx

d′1 Alors :

ãd′1 = ∂ xa1

∂ xd
′
1
ãa1 et ãa1 = ∂ xd

′
1

∂ xa1
ãd′1 .

Changement de composantes pour les champs de (0, 2) tenseurs (cas D)

Soit t un champ de (0, 2) tenseurs : t = t̃b1b2 ∂
∂ xb1

⊗ ∂
∂ xb2

= t̃c
′
1c
′
2 ∂

∂ xc
′
1
⊗

∂

∂ xc
′
2
. Alors :

t̃c
′
1c
′
2 = ∂ xc

′
1

∂ xa1
∂ xc
′
2

∂ xa2
t̃a1a2 et t̃a1a2 = ∂ xa1

∂ xc
′
1

∂ xa2

∂ xc
′
2
t̃c
′
1c
′
2 .

Changement de composantes pour les champs de (1, 1) tenseurs (cas E)

Soit t un champ de (1, 1) tenseurs : t = t̃.b1a1 dx
a1 ⊗ ∂

∂ xb1
= t̃

.c′1
d′1
dxd

′
1 ⊗ ∂

∂ xc
′
1
.

Alors :

t̃
.c′1
d′1

= ∂ xa1

∂ xd
′
1

∂ xc
′
1

∂ xb1
t̃.b1a1 et t̃.b1a1 = ∂ xd

′
1

∂ xa1
∂ xb1

∂ xc
′
1
t̃
.c′1
d′1

.

Changement de composantes pour les champs de (2, 0) tenseurs ou champs
de 2 - formes (cas F )

Soit t un champ de (2, 0) tenseurs : t = t̃a1a2 dx
a1 ⊗ dxa2 = t̃d′1d′2 dx

d′1 ⊗
dxd

′
2 . Alors :

t̃d′1d′2 = ∂ xa1

∂ xd
′
1

∂ xa2

∂ xd
′
2
t̃a1a2 et t̃a1a2 = ∂ xd

′
1

∂ xa1
∂ xd

′
2

∂ xb1
t̃d′1d′2 .

Et, en particulier, pour les champs de 2 - formes différentielles extérieures
(cas F -bis) : ω = 1

2
ω̃a1a2 dx

a1 ∧ dxa2 = 1
2
ω̃d′1d′2 dx

d′1 ∧ dxd
′
2 , avec ω̃a1a12 et

ω̃d′1d′2 alternés. Alors :

ω̃d′1d′2 = ∂ xa1

∂ xd
′
1

∂ xa2

∂ xd
′
2
ω̃a1a2 et ω̃a1a2 = ∂ xd

′
1

∂ xa1
∂ xd

′
2

∂ xa2
ω̃d′1d′2 .

Changement de composantes pour les champs de (2, 1) tenseurs (cas G)

Soit t un champ de (2, 1) tenseurs :
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t = t̃..b1a1a2
dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂

∂ xb1
= t̃

..c′1
d′1d
′
2
dxd

′
1 ⊗ dxd

′
2 ⊗ ∂

∂ xc
′
1
. Alors :

t̃
..c′1
d′1d
′
2

= ∂ xa1

∂ xd
′
1

∂ xa2

∂ xd
′
2

∂ xc
′
1

∂ xb1
t̃..b1a1a2

et t̃..b1a1a2
= ∂ xd

′
1

∂ xa1
∂ xd

′
2

∂ xa2
∂ xb1

∂ xc
′
1
t̃
..c′1
d′1d
′
2
.

Changement de composantes pour les champs de (3, 1) tenseurs (cas H)

Soit t un champ de (3, 1) tenseurs :

t = t̃.b1a1.a2a3 dx
a1 ⊗ ∂

∂ xb1
⊗ dxa2 ⊗ dxa3 = t̃

.c′1
d′1.d

′
2d
′
3
dxd

′
1 ⊗ ∂

∂ xc
′
1
⊗ dxd

′
2 ⊗ dxd

′
3 .

Alors :

t̃
.c′1
d′1.d

′
2d
′
3

= ∂ xa1

∂ xd
′
1

∂ xc
′
1

∂ xb1
∂ xa2

∂ xd
′
2

∂ xa3

∂ xd
′
3
t̃.b1a1.a2a3 et t̃.b1a1.a2a3 = ∂ xd

′
1

∂ xa1
∂ xb1

∂ xc
′
1

∂ xd
′
2

∂ xa2
∂ xd

′
3

∂ xa3
t̃
.c′1
d′1.d

′
2d
′
3
.

2.2.4 Changement de plusieurs bases mobiles et natu-
relles et de leurs bases duales

Soient (ej) et (ek′) 2 bases mobiles et ( ∂
∂ xb

) et ( ∂
∂ xc′

) 2 bases naturelles et

(θi) et (θl
′
) leurs bases mobiles duales et (dxa) et (dxd

′
) leurs bases naturelles

duales respectives.

On a alors, par exemple :

• ek′ = ẽc
′

k′
∂

∂ xc′
, ∂
∂ xc′

= θ̃k
′

c′ ek′ , θ
l′ = θ̃l

′

d′ dx
d′ , dxd

′
= ẽd

′

l′ θ
l′ , (θ̃l

′

d′) = (ẽc
′

k′)
−1

,

(ẽc
′

k′) = (θ̃l
′

d′)
−1

.

• ej = ẽc
′
j

∂
∂ xc′

, ∂
∂ xc′

= θ̃jc′ ej, θ
i = θ̃id′ dx

d′ , dxd
′

= ẽd
′
i θ

i, (θ̃id′) = (ẽc
′
j )
−1

,

(ẽc
′
j ) = (θ̃id′)

−1
.

• ek′ = ẽbk′
∂
∂ xb

, ∂
∂ xb

= θ̃k
′

b ek′ , θ
l′ = θ̃l

′
a dx

a, dxa = ẽal′ θ
l′ , (θ̃l

′
a ) = (ẽbk′)

−1
,

(ẽbk′) = (θ̃l
′
a )
−1

.

2.2.5 Crochet de deux champs de vecteurs

On pourra consulter [1] 32 et [8] 33.

Dérivée pfafienne d’une fonction numérique

Soit λ ∈ Ω0 (U). Alors λ est une fonction numérique sur U . Soit d λ la
différentielle classique de cette fonction numérique. Alors on a :

d λ , (∂i λ) θi , ∂ λ
∂ xa

dxa ∈ Ω1(U).

32. pp. 209-211 mais qui definit le crochet, appelé crochet de Poisson ou commutateur,
avec un signe opposé au notre

33. pp. 25-26
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On dit que ∂i λ est la dérivée pfafienne de λ de la même manière que ∂ λ
∂ xa

est sa dérivée classique.

On a (∂i λ) θi = ∂ λ
∂ xa

ẽai θ
i et donc ∂iλ = ẽai

∂ λ
∂ xa

et inversement ∂ λ
∂ xa

= θ̃ia ∂iλ.

Formule de Liebniz

Soient λ ∈ Ω0 (U) et µ ∈ Ω0 (U). Alors ∂i (λµ) = (∂iλ)µ+ λ ∂iµ.

Démonstration

∂i (λµ) = ẽbi
∂ (λµ)
∂ xb

= ẽbi ( ∂ λ
∂ xb

µ+ λ ∂ µ
∂ xb

) = (ẽbi
∂ λ
∂ xb

)µ+ λ (ẽbi
∂ µ
∂ xb

)
= (∂iλ)µ+ λ ∂iµ QED.

Crochet

Soient les deux champs de vecteurs u ∈ C∞ (U ; TM) et v ∈ C∞ (U ; TM)
alors w , [u, v] ∈ C∞ (U ; TM) est le champ de vecteurs crochet des deux
champs de vecteurs u et v tel que, en base naturelle :

w = w̃e ∂
∂ xe

, avec :

w̃e , ũd ∂ ṽe

∂ xd
− ṽd ∂ ũe

∂ xd
[8] 34.

Alors, en base mobile, w = wj ej, avec :

wj = ui ∂iv
j − vk ∂kuj + c.ji.k u

i vk, avec les coefficients :

c.ji.k , θ̃je (∂i ẽ
e
k − ∂k ẽei ) = −c.jk.i, qualifés de constantes de structure de la

base mobile [8] 35.

Démonstration

wj = θ̃je w̃
e = θ̃je [(ẽdi u

i)
∂ (ẽek v

k)

∂ xd
− (ẽdk v

k)
∂ (ẽei u

i)

∂ xd
]. Soit, d’après la formule

de Liebniz :

wj = ẽek θ̃
j
e u

i ẽdi
∂ vk

∂ xd
− ẽei θ̃je vk ẽdk ∂ ui

∂ xd
+ θ̃je (ẽdi

∂ ẽek
∂ xd
− ẽdk

∂ ẽei
∂ xd

)ui vk

= δjk u
i ∂i v

k − δji vk ∂k ui + θ̃je (∂i ẽ
e
k − ∂k ẽei )ui vk

= ui ∂iv
j − vk ∂kuj + c.ji.k u

i vk, avec : c.ji.k , θ̃je (∂i ẽ
e
k − ∂k ẽei ) QED.

Autres expressions des constantes de structure de la base mobile

On a c.ji.k = [ei, ek]
j = ẽei ∂k θ̃

j
e − ẽek ∂i θ̃je [8] 36.

Démonstrations

34. p. 25 éq. 13.3
35. p. 155 pour un groupe de Lie, mais attention à cette dénomimation car ces coefficients

ne sont pas des constantes dans le cas général !
36. p. 238 éq. (5.11) pour la première égalité
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Comme wj = [u, v]j = ul ∂lv
j − vn ∂nuj + c.jl.n u

l vn on a :

[ei, ek]
j = δli ∂lδ

j
k − δnk ∂nδ

j
i + c.jl.n δ

l
i δ

n
k = c.ji.k QED.

Et comme ẽek θ̃
j
e = δjk et ∂i δ

j
k = 0 on a, d’après la formule de Liebniz :

ẽek ∂i θ̃
j
e + θ̃je ∂i ẽ

e
k = 0 ; soit θ̃je ∂i ẽ

e
k = −ẽek ∂i θ̃je et, en permutant les indices

i et k : −θ̃je ∂k ẽei = ẽei ∂k θ̃
j
e. Par conséquent :

c.ji.k = [ei, ek]
j = ẽei ∂k θ̃

j
e − ẽek ∂i θ̃je QED.

Remarque : les constantes de structure de la base naturelle
c̃.ed.f = [ ∂

∂ xd
, ∂
∂ xf

]
e

sont nulles.

Démonstration

On a, dans la base naturelle :

w̃e , ũd ∂ ṽe

∂ xd
− ṽd ∂ ũe

∂ xd
= ũd ∂ ṽe

∂ xd
− ṽf ∂ ũe

∂ xf
+ c̃.ed.f ũ

d ṽf donc c̃.ed.f = 0 QED.

Propriétés du crochet

Soient u, v, w ∈ C∞ (U ; TM) et λ, µ ∈ Ω0 (U) ; alors :

• [v, u] = −[u, v] (anti-commutativité) [8] 37.

Démonstration

Il suffit de vérifier qu’avec les composantes en base naturelle :

[̃v, u]
e

= −[̃u, v]
e

, ce qui est bien le cas QED.

• [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 (identité de Jacobi) [8] 38.

Démonstration

Il suffit de vérifier qu’avec les composantes en base naturelle :
˜[u, [v, w]]

e

+ ˜[v, [w, u]]
e

+ ˜[w, [u, v]]
e

= 0. Or :

˜[u, [v, w]]
e

, ũd ∂ [̃v, w]
e

∂ xd
− [̃v, w]

d
∂ ũe

∂ xd

= ũd ∂
∂ xd

(ṽf ∂ w̃e

∂ xf
− w̃f ∂ ṽe

∂ xf
)− (ṽf ∂ w̃d

∂ xf
− w̃f ∂ ṽd

∂ xf
) ∂ ũe

∂ xd

= ũd (ṽf ∂2w̃e

∂ xd ∂ xf
+ ∂ ṽf

∂ xd
∂ w̃e

∂ xf
− w̃f ∂2ṽe

∂ xd ∂ xf
− ∂ w̃f

∂ xd
∂ ṽe

∂ xf
)

− ṽf ∂ w̃d

∂ xf
∂ ũe

∂ xd
+ w̃f ∂ ṽd

∂ xf
∂ ũe

∂ xd
. Et alors :

37. p. 26
38. p. 26
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˜[u, [v, w]]
e

+ ˜[v, [w, u]]
e

+ ˜[w, [u, v]]
e

= ũd (ṽf ∂2w̃e

∂ xd ∂ xf
+ ∂ ṽf

∂ xd
∂ w̃e

∂ xf
− w̃f ∂2ṽe

∂ xd ∂ xf
− ∂ w̃f

∂ xd
∂ ṽe

∂ xf
)

+ ṽd (w̃f ∂2ũe

∂ xd ∂ xf
+ ∂ w̃f

∂ xd
∂ ũe

∂ xf
− ũf ∂2w̃e

∂ xd ∂ xf
− ∂ ũf

∂ xd
∂ w̃e

∂ xf
)

+ w̃d (ũf ∂2ṽe

∂ xd ∂ xf
+ ∂ ũf

∂ xd
∂ ṽe

∂ xf
− ṽf ∂2ũe

∂ xd ∂ xf
− ∂ ṽf

∂ xd
∂ ũe

∂ xf
)

− ṽf ∂ w̃d

∂ xf
∂ ũe

∂ xd
+w̃f ∂ ṽd

∂ xf
∂ ũe

∂ xd
−w̃f ∂ ũd

∂ xf
∂ ṽe

∂ xd
+ ũf ∂ w̃d

∂ xf
∂ ṽe

∂ xd
− ũf ∂ ṽd

∂ xf
∂ w̃e

∂ xd
+ ṽf ∂ ũd

∂ xf
∂ w̃e

∂ xd

= 0 car, les termes s’éliminent deux à deux étant donné que les indices muets
d et f peuvent être permutés et que les dérivées partielles secondes mixtes
ne dépendent pas de l’ordre de dérivation partielle QED.

• [λu , µ v] = λµ [u , v] + λ (ul ∂l µ) v − µ (vl ∂l λ)u 39.

Démonstration

[λu , µ v]j , (λu)i ∂i (µ v)j − (µ v)k ∂k (λu)j + c.ji.k (λu)i (µ v)k

= λui ∂iµ v
j −µ vk ∂kλuj + c.ji.k λµu

i vk. Soit, d’après la formule de Liebniz :

[λu , µ v]j = λui (µ ∂iv
j + vj ∂iµ)− µ vk (λ ∂ku

j + uj ∂kλ) + c.ji.k λµu
i vk

= λµ (ui ∂iv
j − vk ∂kuj + c.ji.k u

i vk) + λ (ui ∂iµ) vj − µ (vk ∂kλ)uj

= λµ [u, v]j + λ (ui ∂iµ) vj − µ (vk ∂kλ)uj, donc :

[λu , µ v] = λµ [u , v] + λ (ul ∂l µ) v − µ (vl ∂l λ)u QED.

Propriété des constantes de structure de la base mobile

On a (c.lj.k c
.m
i.l +∂ic

.m
j.k)+(c.lk.i c

.m
j.l +∂jc

.m
k.i)+(c.li.j c

.m
k.l+∂kc

.m
i.j ) = 0 ; ∀ i, j, k, m.

et, en particulier, dans le cas où les les coefficients c.ki.j sont constants on a
c.lj.k c

.m
i.l + c.lk.i c

.m
j.l + c.li.j c

.m
k.l = 0 ; ∀ i, j, k, m [8] 40.

Démonstration

[ei, [ej, ek]] + [ej, [ek, ei]] + [ek, [ei, ej]] = 0 (identité de Jacobi). Soit :

[ei, c
.l
j.k el] + [ej, c

.l
k.i el] + [ek, c

.l
i.j el] = 0.

Mais d’après la dernière relation démontrée on a :
[ei, c

.l
j.k el] = c.lj.k [ei, el] + 1 (δpi ∂pc

.l
j.k) el − c.lj.k (δpl ∂p1) ei

= c.lj.k c
.m
i.l em + (∂ic

.l
j.k) el = (c.lj.k c

.m
i.l + ∂ic

.m
j.k) em. Donc :

[ei, c
.l
j.k el] + [ej, c

.l
k.i el] + [ek, c

.l
i.j el]

= (c.lj.k c
.m
i.l + ∂ic

.m
j.k) em + (c.lk.i c

.m
j.l + ∂jc

.m
k.i) em + (c.li.j c

.m
k.l + ∂kc

.m
i.j ) em. Et :

(c.lj.k c
.m
i.l + ∂ic

.m
j.k) + (c.lk.i c

.m
j.l + ∂jc

.m
k.i) + (c.li.j c

.m
k.l + ∂kc

.m
i.j ) = 0 ; ∀ i, j, k, m

QED.

39. lorsque l’on définira la dérivée de Lie selon un champ de vecteurs on verra que
[λu , µ v] = λµ [u , v] + λ (Luµ) v − µ (Lvλ)u

40. p. 155 éq. (7.7) dans le cas des constantes de structure d’un groupe de Lie
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Changements de base mobile

c.j
′

i′.k′ = θii′ e
j′

j θ
k
k′ c

.j
i.k + θii′ ∂k′ e

j′

i − θkk′ ∂i′ e
j′

k et

c.ji.k = ei
′
i θ

j
j′ e

k′

k c
.j′

i′.k′ + ei
′
i ∂k θ

j
i′ − ek

′

k ∂i θ
j
k′

Donc les c.ki.j ne sont pas, en général, les composantes d’un champ de (2, 1)
tenseurs.
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Chapitre 3

Deuxième partie : ce qui est
indépendant des connexions

3.1 Ce qui est valable pour tous les champs

de tenseurs t : la dérivée de Lie Lu selon

le champ de vecteurs u

On pourra consulter :

• pour la dérivée de Lie d’un champ de vecteurs selon un champ de
vecteurs : [8] 1 et [30] 2,

• pour la dérivée de Lie d’un champ de tenseurs contravariants selon un
champ de vecteurs : [8] 3 et [30] 4,

• pour la dérivée de Lie d’un champ de tenseurs covariants selon un champ
de vecteurs : [8] 5 et [30] 6,

• pour la dérivée de Lie d’un champ de tenseurs quelconques selon un
champ de vecteurs : [11] 7 [23] 8 et [30] 9.

Certains auteurs notent ∂u à la place de Lu.

1. p. 26 et pp. 143-146 § 4
2. p. 116 éq. (3-6) et pp. 202-206 § 1.A.2
3. pp. 146-147 § 4
4. p. 206 éq. (6-3) et p. 211 éq. (6-12)
5. pp. 147-148 § 4
6. p. 206 éq. (6-4) et p. 211 éq. (6-11)
7. pp. 205-210 § 23-2
8. p. 81 éq. (12.1)
9. p. 212 éq. (6-13) § 1.A.6
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3.1.1 Définition

Soit u un champ de vecteurs [u ∈ C∞ (U ; TM)] et t un champ de

(p, q) - tenseurs [t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M)].

En base mobile si t = t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq et u = ui ei
on a :

Lu t , (Lu t) ... j1 ... jqi1 ... ip
θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq , avec :

(Lu t) ... j1 ... jqi1 ... ip
,

ui (∂it
... j1 ... jq
i1 ... ip

+c.ki1.i t
... j1 ... jq
ki2 ... ip

+. . .+c.kip.i t
... j1 ... jq
i1 ... ip−1k

+c.j1i.k t
... kj2 ... jq
i1 ... ip

+. . .+c
.jq
i.k t

... j1 ... jq−1k
i1 ... ip

)

+t
... j1 ... jq
ki2 ... ip

∂i1u
k+. . .+t

... j1 ... jq
i1 ... ip−1k

∂ipu
k−t ... kj2 ... jqi1 ... ip

∂ku
j1−. . .−t ... j1 ... jq−1k

i1 ... ip
∂ku

jq ,

les dérivées pfafiennes apparaissent donc [11] 10.

En base naturelle si t = t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap ⊗ ∂

∂
xb1

. . . ⊗ ∂
∂
xbq

et u = ũa ∂
∂ xa

on a :

L̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
, ũa

∂ t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap

∂ xa
+ t̃

... b1 ... bq
ca2 ... ap

∂ ũc

∂ xa1
+ . . .+ t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap−1c

∂ ũc

∂ xap

− t̃ ... cb2 ... bqa1 ... ap
∂ ũb1
∂ xc
− . . .− t̃ ... b1 ... bq−1c

a1 ... ap
∂ ũbq

∂ xc
.

Alors on constate aisément que :

Lu ∈ L[C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) ; C∞ (U ;

q⊗
p
T ∗M)], i.e.

si t, t′ ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) :

Lu (t+ t′) = Lu t+ Lu t′, égalité dans C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M)

et

Lu (k t) = kLu t, avec k ∈ R, égalité dans C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M).

10. p. 206 éq. (15) mais écrite en base naturelle
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3.1.2 Exemples

Cas A : p = 0, q = 0

Voir ci-après car il s’agit de la dérivée de Lie d’un champ particulier de
formes différentielles extérieures. On verra que Lu λ = ui ∂i λ = ũa ∂ λ

∂ xa
.

Cas B : p = 0, q = 1

v = vj1 ej1 = ṽb1 ∂
∂ xb1

et Lu v = (Lu v)j1 ej1 = L̃u v
b1 ∂

∂ xb1
, avec :

(Lu v)j1 = ui (∂i v
j1 + c.j1i.k v

k)− vk ∂k uj1 et L̃u v
b1

= ũa ∂ ṽ
b1

∂ xa
− ṽc ∂ ũb1

∂ xc
.

Remarque : on constate que Luv = [u , v].

En effet (Luv)j = ui (∂i v
j + c.ji.k v

k)− vk ∂k uj
= ui ∂i v

j − vk ∂k uj + c.ji.k u
i vk = [u , v]j.

Alors Luv = −Lvu puisque [u, v] = −[v, u] [8] 11 et [11] 12.

Cas C : p = 1, q = 0

Voir ci-après car il s’agit de la dérivée de Lie d’un champ particulier de
formes différentielles extérieures.

Cas D : p = 0, q = 2

t = tj1j2 ej1 ⊗ ej2 = t̃b1b2 ∂
∂ xb1

⊗ ∂
∂ xb2

et

Lu t = (Lu t)j1j2 ej1 ⊗ ej2 = L̃u t
b1b2 ∂

∂ xb1
⊗ ∂

∂ xb2
, avec :

(Lu t)j1j2 = ui (∂i t
j1j2 + c.j1i.k t

kj2 + c.j2i.k t
j1k)− tkj2 ∂k uj1 − tj1k ∂k uj2 et

L̃u t
b1b2

= ũa ∂ t̃
b1b2

∂ xa
− t̃cb2 ∂ ũb1

∂ xc
− t̃b1c ∂ ũb2

∂ xc
.

Cas E : p = 1, q = 1

t = t.j1i1 θ
i1 ⊗ ej1 = t̃.b1a1 dx

a1 ⊗ ∂
∂ xb1

et

Lu t = (Lu t).j1i1 θ
i1 ⊗ ej1 = L̃u t

.b1

a1
dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
, avec :

(Lu t).j1i1 = ui (∂i t
.j1
i1

+ c.ki1.i t
.j1
k + c.j1i.k t

.k
i1

) + t.j1k ∂i1 u
k − t.ki1 ∂k u

j1 et

L̃u t
.b1

a1
= ũa

∂ t̃
.b1
a1

∂ xa
+ t̃.b1c

∂ ũc

∂ xa1
− t̃.ca1

∂ ũb1
∂ xc

.

11. p. 146 éq. 4.10
12. p. 207 éq. (18)
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Cas F : p = 2, q = 0

t = ti1i2 θ
i1 ⊗ θi2 = t̃a1a2 dx

a1 ⊗ dxa2 et

Lu t = (Lu t)i1i2 θ
i1 ⊗ θi2 = L̃u ta1a2 dxa1 ⊗ dxa2 , avec :

(Lu t)i1i2 = ui (∂i ti1i2 + c.ki1.i tki2 + c.ki2.i ti1k) + tki2 ∂i1 u
k + ti1k ∂i2 u

k et

L̃u ta1a2 = ũa
∂ t̃a1a2
∂ xa

+ t̃ca2
∂ ũc

∂ xa1
+ t̃a1c

∂ ũc

∂ xa2
.

Cas F -bis : p = 2, q = 0

Voir ci-après car il s’agit de la dérivée de Lie d’un champ particulier de
formes différentielles extérieures.

Cas G : p = 2, q = 1

t = t..j1i1i2
θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1 = t̃..b1a1a2

dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂
∂ xb1

et

Lu t = (Lu t)..j1i1i2
θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1 = L̃u t

..b1

a1a2
dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂

∂ xb1
, avec :

(Lu t)..j1i1i2
= ui (∂i t

..j1
i1i2

+ c.ki1.i t
..j1
ki2

+ c.ki2.i t
..j1
i1k

+ c.j1i.k t
..k
i1i2

)

+ t..j1ki2
∂i1 u

k + t..j1i1k
∂i2 u

k − t..ki1i2 ∂k u
j1 et

L̃u t
..b1

a1a2
= ũa

∂ t̃
..b1
a1a2

∂ xa
+ t̃..b1ca2

∂ ũc

∂ xa1
+ t̃..b1a1c

∂ ũc

∂ xa2
− t̃..ca1a2

∂ ũb1
∂ xc

Cas H : p = 3, q = 1

t = t.j1i1.i2i3 θ
i1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 = t̃.b1a1.a2a3 dx

a1 ⊗ ∂
∂ xb1

⊗ dxa2 ⊗ dxa3 et

Lu t = (Lu t).j1i1.i2i3 θ
i1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 = L̃u t

.b1

a1.a2a3
dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
⊗ dxa2 ⊗

dxa3 , avec :

(Lu t).j1i1.i2i3 = ui (∂i t
.j1
i1.i2i3

+ c.ki1.i t
.j1
k.i2i3

+ c.ki2.i t
.j1
i1.ki3

+ c.ki3.i t
.j1
i1.i2k

+ c.j1i.k t
.k
i1.i2i3

)

+ t.j1k.i2i3 ∂i1 u
k + t.j1i1.ki3 ∂i2 u

k + t.j1i1.i2k ∂i3 u
k − t.ki1.i2i3 ∂k u

j1 et

(Lu t).j1i1.i2i3 = ui (∂i t
.j1
i1.i2i3

+ c.ki1.i t
.j1
k.i2i3

+ c.ki2.i t
.j1
i1.ki3

+ c.ki3.i t
.j1
i1.i2k

+ c.j1i.k t
.k
i1.i2i3

)

+ t.j1k.i2i3 ∂i1 u
k + t.j1i1.ki3 ∂i2 u

k + t.j1i1.i2k ∂i3 u
k − t.ki1.i2i3 ∂k u

j1 et

L̃u t
.b1

a1.a2a3
= ũa

∂ t̃
.b1
a1.a2a3

∂ xa
+t̃.b1c.a2a3

∂ ũc

∂ xa1
+t̃.b1a1.ca3

∂ ũc

∂ xa2
+t̃.b1a1.a2c

∂ ũc

∂ xa3
−t̃.ca1.a2a3

∂ ũb1
∂ xc

3.1.3 Propriétés

Formules de Liebniz

• Si λ ∈ Ω0 (U) : Lu (λ t) = (Luλ) t+λLu t, égalité dans C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M).
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Démonstration

Il suffit de faire la démonstration avec les composantes en base naturelle.

L̃u (λ t)
... b1 ... bq

a1 ... ap
, ũa ∂

∂ xa
λ̃ t

... b1 ... bq

a1 ... ap
+λ̃ t

... b1 ... bq

ca2 ... ap
∂

∂ xa1
ũc+. . .+λ̃ t

... b1 ... bq

a1 ... ap−1c
∂

∂ xap
ũc

− λ̃ t
... cb2 ... bq

a1 ... ap
∂
∂ xc

ũb1 − . . .− λ̃ t
... b1 ... bq−1c

a1 ... ap
∂
∂ xc

ũbq .

Mais λ̃ t
... b1 ... bq

a1 ... ap
= λ t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap et ∂

∂ xa
λ̃ t

... b1 ... bq

a1 ... ap
= ∂ λ

∂ xa
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap +λ ∂

∂ xa
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap .

Donc :

L̃u (λ t)
... b1 ... bq

a1 ... ap
= ũa ∂ λ

∂ xa
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap

+ λ (ũa ∂
∂ xa

t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap + t̃

... b1 ... bq
ca2 ... ap

∂
∂ xa1

ũc + . . .+ t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap−1c

∂
∂ xap

ũc

− t̃ ... cb2 ... bqa1 ... ap
∂
∂ xc

ũb1 − . . .− t̃ ... b1 ... bq−1c
a1 ... ap

∂
∂ xc

ũbq). Soit :

L̃u (λ t)
... b1 ... bq

a1 ... ap
= (Luλ) t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap + λ L̃u t

... b1 ... bq

a1 ... ap
et donc :

Lu (λ t) = (Luλ) t+ λLu t QED.

Une seconde démonstration est indiquée ci-après.

• Si t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) et t′ ∈ C∞ (U ;

q′⊗
p′

T ∗M) alors

t ⊗ t′ ∈ C∞ (U ;
q + q′⊗
p + p′

T ∗M) et :

Lu (t ⊗ t′) = (Lu t) ⊗ t′ + t ⊗ Lu t′, égalité dans C∞ (U ;
q + q′⊗
p + p′

T ∗M)

[8] 13 [11] 14 et [30] 15.

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration avec les composantes en base naturelle.

Soit t
′′

= t ⊗ t′ ; alors t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

Calculs préliminaires

13. p. 147 éq. (4.14) donnée pour les champs de tenseurs contravariants et rappelée pour
les champs de tenseurs covariants mais non démontrée

14. p. 209 exercice 1 non traité
15. p. 212 mais non démontrée
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∂
∂ xa

t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
= ( ∂

∂ xa
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap ) t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
+ t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap

∂
∂ xa

t̃′
... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

t̃′′
... b1 ... bq+q′

ca2 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
ca2 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

. . .

t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap−1cap+1 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap−1c t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... apcap+2 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′

cap+2 ... ap+p′
.

. . .

t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′−1c
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap t̃′

... jq+1 ... jq+q′

ap+1 ... ap+p′−1c
. Et :

t̃′′
... cb2 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
= t̃

... cb2 ... bq
a1 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

. . .

t̃′′
... b1 ... bq−1cbq+1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq−1c
a1 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

t̃′′
... b1 ... bqcbq+2 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap t̃′

... cbq+2 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

. . .

t̃′′
... b1 ... bq+q′−1c

a1 ... ap+p′
= t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap t̃′

... bq+1 ... bq+q′−1c

ap+1 ... ap+p′
.

Donc L̃u t′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′

= ũa ∂
∂ xa

t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
+ t̃′′

... b1 ... bq+q′

ca2 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xa1
+ . . .+ t̃′′

... b1 ... bq+q′

a1 ... ap−1cap+1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xap

+ t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... apcap+2 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xap+1 + . . .+ t̃′′
... b1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′−1c
∂ ũc

∂ x
ap+p′

− t̃′′
... cb2 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xb1
− . . .− t̃′′

... b1 ... bq−1cbq+1 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xbq

− t̃′′
... b1 ... bqcbq+2 ... bq+q′

a1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xbq+1
− . . .− t̃′′

... b1 ... bq+q′−1c

a1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ x
bq+q′

= (ũa ∂
∂ xa

t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap + t̃

... b1 ... bq
ca2 ... ap

∂ ũc

∂ xa1
+ . . .+ t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap−1c

∂ ũc

∂ xap

− t̃ ... cb2 ... bqa1 ... ap
∂ ũc

∂ xb1
− . . .− t̃ ... b1 ... bq−1c

a1 ... ap
∂ ũc

∂ xbq
) t̃′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′

+t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap (ũa ∂

∂ xa
t̃′
... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
+t̃′

... bq+1 ... bq+q′

cap+2 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xap+1 +. . .+t̃′
... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′−1c
∂ ũc

∂ x
ap+p′

− t̃′
... cbq+2 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ xbq+1
− . . .− t̃′

... bq+1 ... bq+q′−1c

ap+1 ... ap+p′
∂ ũc

∂ x
bq+q′

)

= L̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
t̃′
... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
+ t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap L̃u t′

... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′

= ˜(Lu t) ⊗ t′ + t ⊗ Lu t′
... bq+1 ... bq+q′

ap+1 ... ap+p′
.

Donc Lu t
′′

= Lu (t ⊗ t′) = (Lu t) ⊗ t′ + t ⊗ Lu t′ QED.
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Remarque :
Lu (λ t) = Lu (λ ⊗ t) = (Lu λ) ⊗ t+ λ ⊗ Lu t = (Lu λ)t+ λLu t ; il s’agit de
la seconde démonstation de cette propriété.

Autres propriétés

Lu+u′ = Lu + Lu′ et
Lku = kLu (k ∈ R) mais
Lλu 6= λLu [λ ∈ Ω0 (U)] et donc Lui ei 6= ui Lei .

Démonstrations

Les démonstrations des deux premières propriétés sont évidentes QED.
Démontrons la troisième en utilisant les composantes en base naturelle.

Le calcul montre que ∀t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) :

L̃λut
... b1 ... bq

a1 ... ap
= λ L̃u t

... b1 ... bq

a1 ... ap
+ (t̃

... b1 ... bq
ca2 ... ap

∂ λ
∂ xa1

+ . . .+ t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap−1c

∂ λ
∂ xap

)ũc

− (t̃
... cb2 ... bq
a1 ... ap ũb1 + . . .+ t̃

... b1 ... bq−1c
a1 ... ap ũbq) ∂ λ

∂ xc
et donc :

L̃λut
... b1 ... bq

a1 ... ap
6= λ L̃u t

... b1 ... bq

a1 ... ap
; soit :

L̃λut 6= λ L̃u t ; ∀t et finalement :

Lλu 6= λLu QED.

Identité de Jacobi

Lu Lu′u
′′

+ Lu′ Lu′′u+ Lu′′ Lu u′ = 0.

Démonstration

Il s’agit de l’identité de Jacobi :

[u, [u′, u
′′
]] + [u′, [u

′′
, u]] + [u

′′
, [u, u′]] = 0 déjà démontrée QED.
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3.1.4 Définition du crochet [Lu, Lv] pour u, v ∈ C∞ (U ; TM)

Lu, Lv ∈ L[C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) ; C∞ (U ;

q⊗
p
T ∗M)], espace vectoriel, donc

il en est de même pour Lu ◦ Lv, Lv ◦ Lu et Lu ◦ Lv − Lv ◦ Lu.

On pose [Lu, Lv] , Lu ◦ Lv − Lv ◦ Lu,

égalité dans L[C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) ; C∞ (U ;

q⊗
p
T ∗M)].

Propriété

[Lu, Lv] = L[u, v] , LLuv.

i.e. [Lu, Lv] t = L[u, v] t , LLuv t ; ∀ t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M)

[8] 16 [11] 17 et [30] 18.

Démonstration par récurrence

• Nous allons établir tout d’abord cette propriété pour λ ∈ Ω0 (U).

L[u, v] λ = [u, v]j ∂j λ = (ui ∂i v
j − vk ∂k uj + c.ji.k u

i vk) ∂j λ
= ui (∂i v

j) (∂j λ)−vk (∂k u
j) (∂j λ)+ui vk [∂i (∂k λ)−∂k (∂i λ)], car on établiera

ci-après la relation c.ji.k ∂j λ = ∂i (∂k λ)− ∂k (∂i λ).

Étant donné que Lu λ = ua ∂a λ et Lv λ = vb ∂b λ on a :

Lu Lv λ = ui ∂i(v
b ∂b λ) = ui (∂i v

j) (∂j λ) + ui vk ∂i (∂k λ) et
Lv Lu λ = vk ∂k(u

a ∂a λ) = vk (∂k u
j) (∂j λ) + vk ui ∂k (∂i λ).

Par conséquent [Lu, Lv]λ , Lu Lv λ − Lv Lu λ = L[u, v] λ et la propriété
est vraie pour t = λ ∈ Ω0 (U) QED.

• Supposons que [Lu, Lv] t = L[u, v] t ; pour t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) et

16. p. 146 éq. (4.11) écrite pour t = w ∈ C∞ (U ; TM) et qualifiée d’identité de Jacobi
car alors [Lu, Lv]w = L[u, v] w s’écrit Lu Lv w − Lv Lu w − L[u, v] w, soit
[u, [v, w]] − [v, [u, w]] − [[u, v], w] ou [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]], ce qui est bien
l’identité de Jacobi

17. pp. 207-208 Théorème 1 écrite pour t = λ ∈ Ω0 (U)
18. p. 234 Exercice 8 écrite pour t = ω ∈ Ωp (U)
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[Lu, Lv] t′ = L[u, v] t
′ ; pour t′ ∈ C∞ (U ;

q′⊗
p′

T ∗M) alors nous allons établir

que [Lu, Lv] t
′′

= L[u, v] t
′′

; pour t
′′
, t ⊗ t′ ∈ C∞ (U ;

q + q′⊗
p + p′

T ∗M) ce qui,

de proche en proche, suffira à établir la propriété.

• [Lu, Lv] t
′′
, Lu Lv t

′′ − Lv Lu t
′′

= Lu ((Lv t) ⊗ t′ + t ⊗ Lv t′)− Lv ((Lu t) ⊗ t′ + t ⊗ Lu t′)
Lu ((Lv t) ⊗ t′) + Lu (t ⊗ Lv t′)− Lv ((Lu t) ⊗ t′)− Lv(t ⊗ Lu t′)
= (Lu Lv t) ⊗ t′ + (Lv t) ⊗ Lu t′ + (Lu t) ⊗ Lv t′ + t ⊗ Lu Lv t′
− (Lv Lu t) ⊗ t′ − (Lu t) ⊗ Lv t′ − (Lv t) ⊗ Lu t′ − t ⊗ Lv Lu t′
= (Lu Lv t−Lv Lu t)⊗ t′+t⊗ (Lu Lv t′−Lv Lu t′) = (L[u, v] t)⊗ t′+t⊗L[u, v] t

′

= L[u, v] t
′′

QED.

3.2 Ce qui est valable uniquement pour les

champs de formes différentielles extérieures

D (dérivation), de degré r.
A (antidérivation), de degré r.
d (différentielle extérieure), antidérivation de degré 1.
iu (produit intérieur selon le champ de vecteurs u),
• dérivation de degré −1 si p est pair et :
• antidérivation de degré −1 si p est impair.

D ∈ L[Ωp (U) ; Ωp+r (U)]. A ∈ L[Ωp (U) ; Ωp+r (U)].
d ∈ L[Ωp (U) ; Ωp+1 (U)]. iu ∈ L[Ωp (U) ; Ωp−1 (U)].

3.2.1 Dérivation D et antidérivation A

On pourra consulter [23] 19 et [30] 20.

Dérivation D, de degré r 21 : Ωp (U)
ω

D−→
7−→

Ωp+r (U)
Dω

19. pp. 87-88 § 15
20. p. 218 §D
21. On pourrait généraliser ces notions au cas des champs de tenseurs et non plus uni-

quement à celui des champs de formes différentielles extérieures ; on montrerait alors que
la dérivée de Lie est une dérivation ainsi que la différentielle suivant un champ de vecteurs
(cf. ci-après)
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D est R - linéaire : Ωp+p′ (U)
ω ∧ω′

D−→
7−→

Ωp+p′+r (U)
D (ω ∧ω′),(Dω)∧ω′+ω ∧Dω′

,

avec ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U)

Exemples : (cf. ci-après)

Lu est une dérivation de degré 0

iu, si p est pair, est une dérivation de degré −1

Antidérivation A, de degré r : Ωp (U)
ω

A−→
7−→

Ωp+r (U)
Aω

A est R - linéaire : Ωp+p′ (U)
ω ∧ω′

A−→
7−→

Ωp+p′+r (U)
A (ω ∧ω′),(Aω)∧ω′+(−1)pω ∧Aω′

,

avec ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U)

Exemples : (cf. ci-après)

d est une antidérivation de degré 1

iu, si p est impair, est une antidérivation de degré −1

3.2.2 La différentielle extérieure d

On pourra consulter [8] 22, [11] 23, [23] 24 et [30] 25.

Définition

Soit ω une p - forme différentielle extérieure [ω ∈ Ωp (U)] alors dω est
une p + 1 - forme différentielle extérieure [dω ∈ Ωp+1 (U)] telle que si :

ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip = 1
p !
ω̃a1 ... ap dx

a1 ∧ . . . ∧ dxap , avec ωi1 ... ip
et ω̃a1 ... ap alternés, alors :

dω , 1
(p+1) !

(dω)i0 ... ip θ
i0 ∧ . . . ∧ θip , 1

(p+1) !
d̃ ωa0 ... ap dx

a0 ∧ . . . ∧ dxap ,

avec (dω)i0 ... ip et d̃ ωa0 ... ap alternés tels que :

(dω)i0 ... ip =
∑p

q=0 (−1)q ∂iqωi0 ... îq ... ip
+
∑p−1

q=0

∑p
r=q+1 (−1)q+rc.iiq .ir ωii0 ... îq ... îr ... ip (îq et îr termes omis) et :

d̃ ωa0 ... ap =
∑p

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ap

∂ xaq
(âq terme omis).

22. pp. 59-63 § 5
23. pp. 228-237 Chapitre 4 § 25
24. pp. 93-98 § 18, pp. 120-121 § 29.3 et pp. 210-211 § 16.4
25. pp. 188-199 § 4
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En effet on va démontrer que d̃ ωa0 ... ap ainsi défini, est effectivement al-
terné ce qui prouvera que (dω)i0 ... ip , ainsi défini, l’est également.

Démonstration

d̃ ωa0 ... ap =
∑p

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ap

∂ xaq
. Donc, si r < r′ :

∗ d̃ ωa0 ... ar ... ar′ ... ap
=
∑r−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ar ... ar′ ... ap

∂ xaq
+ (−1)r

∂ ω̃a0 ... âr ... ar′ ... ap
∂ xar

+
∑r′−1

q=r+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar ... âq ... ar′ ... ap

∂ xaq
+ (−1)r

′ ∂ ω̃a0 ... ar ... âr′ ... ap
∂ xar′

+
∑p

q=r′+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar ... ar′ ... âq ... ap

∂ xaq

= −
∑r−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

+ (−1)r
∂ ω̃a0 ... ar−1ar+1 ... ar′ ... ap

∂ xar

−
∑r′−1

q=r+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... âq ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

+ (−1)r
′ ∂ ω̃a0 ... ar ... ar′−1ar′+1 ... ap

∂ xar′

−
∑p

q=r′+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... âq ... ap

∂ xaq
. Et :

∗ d̃ ωa0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

=
∑r−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

+ (−1)r
′ ∂ ω̃a0 ... ar−1âr′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xar′

+
∑r′−1

q=r+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... âq ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

+ (−1)r
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1ârar′+1 ... ap

∂ xar

+
∑p

q=r′+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... âq ... ap

∂ xaq

=
∑r−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

− (−1)r
′ ∂ ω̃a0 ... ar ... ar′−1ar′+1 ... ap

∂ xar′

+
∑r′−1

q=r+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... âq ... ar′−1arar′+1 ... ap

∂ xaq

− (−1)r
∂ ω̃a0 ... ar−1ar+1 ... ar′ ... ap

∂ xar

+
∑p

q=r′+1 (−1)q
∂ ω̃a0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... âq ... ap

∂ xaq
.

∗ Et on constate que
d̃ ωa0 ... ar−1ar′ar+1 ... ar′−1arar′+1 ... ap

= −d̃ ωa0 ... ar ... ar′ ... ap QED.

44



Alors on constate aisément que d ∈ L[Ωp (U) ; Ωp+1 (U)] i.e.

si ω, ω′ ∈ Ωp (U) :

d (ω + ω′) = dω + dω′, égalité dans Ωp+1 (U) et
d (kω) = k dω, avec k ∈ R, égalité dans Ωp+1 (U).

Le champ de formes différentielles ω est dit fermé ssi dω = 0 et exact ssi
il existe un champ de formes différentielles ω′ tel que ω = dω′.

Exemples

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors d λ ∈ Ω1 (U) est à la fois la différentielle extérieure
de la 0 - forme différentielle λ et la différentielle de la fonction numérique
λ [8] 26.

d λ = (d λ)i0 θ
i0 = d̃ λa0 dx

a0 ∈ Ω1 (U), avec (d λ)i0 = ∂i0λ et d̃ λa0 = ∂ λ
∂ xa0

.

• p = 1 ; cas C [30] 27

Si a = ai1 θ
i1 = ãa1 dx

a1 ∈ Ω1 (U) alors

d a = 1
2

(d a)i0i1 θ
i0 ∧ θi1 = 1

2
d̃ aa0a1 dx

a0 ∧ dxa1 ∈ Ω2 (U) avec (d a)i0i1 et

d̃ aa0a1 alternés tels que :

(d a)i0i1 = ∂i0ai1 − ∂i1ai0 − c.ii0.i1 ai et d̃ aa0a1 =
∂ ãa1
∂ xa0
− ∂ ãa0

∂ xa1
.

Par exemple si m = 3 :

d̃ a23 = ∂ ã3
∂ x2
− ∂ ã2

∂ x3
, d̃ a31 = ∂ ã1

∂ x3
− ∂ ã3

∂ x1
, d̃ a12 = ∂ ã2

∂ x1
− ∂ ã1

∂ x2
[11] 28 et [27] 29.

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω = 1
2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 = 1
2
ω̃a1a2 dx

a1 ∧ dxa2 ∈ Ω2 (U), avec ωi1i2 et ω̃a1a2
alternés, alors
dω = 1

6
(dω)i0i1i2 θ

i0 ∧ θi1 ∧ θi2 = 1
6
d̃ ωa0a1a2 dx

a0 ∧ dxa1 ∧ dxa2 ∈ Ω3 (U),

avec (dω)i0i1i2 et d̃ ωa0a1a2 alternés tels que :

(dω)i0i1i2 = ∂i0ωi1i2 − ∂i1ωi0i2 + ∂i2ωi0i1 − c.ii0.i1 ωii2 + c.ii0.i2 ωii1 − c
.i
i1.i2

ωii0
et d̃ ωa0a1a2 =

∂ ωa1a2
∂ xa0

− ∂ ωa0a2
∂ xa1

+
∂ ωa0a1
∂ xa2

.

26. p. 60
27. pp. 197-198 Exercice 11
28. p. 230 avec des signes faux
29. p. 555

45



• p = 3

Si ω = 1
6
ωi1i2i3 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 = 1
6
ω̃a1a2a3 dx

a1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 ∈ Ω3 (U),
avec ωi1i2i3 et ω̃a1a2a3 alternés, alors :

dω = 1
24

(dω)i0i1i2i3 θ
i0 ∧ θi1 ∧ θi2 ∧ θi3

= 1
24
d̃ ωa0a1a2a3 dx

a0 ∧ dxa1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 ∈ Ω4 (U), avec (dω)i0i1i2i3 et

d̃ ωa0a1a2a3 alternés tels que :

(dω)i0i1i2i3 = ∂i0ωi1i2i3 − ∂i1ωi0i2i3 + ∂i2ωi0i1i3 − ∂i3ωi0i1i2
− c.ii0.i1 ωii2i3 + c.ii0.i2 ωii1i3 − c

.i
i0.i3

ωii1i2 − c.ii1.i2 ωii0i3 + c.ii1.i3 ωii0i2 − c
.i
i2.i3

ωii0i1 et

d̃ ωa0a1a2a3 =
∂ ωa1a2a3
∂ xa0

− ∂ ωa0a2a3
∂ xa1

+
∂ ωa0a1a3
∂ xa2

− ∂ ωa0a1a2
∂ xa3

.

Propriétés

Soient ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U) alors

• d (ω ∧ ω′) = (dω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ dω′, égalité dans Ωp+p′+1 [23] 30.
d est donc une antidérivation A de degré r = 1.

Démonstration cf. [8] 31

ω = aa1 ... ap dx
a1 ∧ . . . ∧ dxap (donc aa1 ... ap = 1

p !
ω̃a1 ... ap alterné) donc :

dω = daa1 ... ap ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxap

ω′ = bb1 ... bp′ dx
b1 ∧ . . . ∧ dxbp′ (donc bb1 ... bp′ = 1

p′ !
ω̃′b1 ... bp′ alterné) donc :

dω′ = dbb1 ... bp′ ∧ dxb1 ∧ . . . ∧ dxbp′

ω ∧ ω′ = aa1 ... ap bb1 ... bp′ dx
a1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ dxb1 ∧ . . . ∧ dxbp′ donc :

d (ω ∧ ω′) = d (aa1 ... ap bb1 ... bp′ ) ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ dxb1 ∧ . . . ∧ dxbp′

= [(daa1 ... ap) bb1 ... bp′+aa1 ... ap dbb1 ... bp′ ] ∧ dx
a1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ dxb1 ∧ . . . ∧ dxbp′

= daa1 ... ap dx
a1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ bb1 ... bp′ dx

b1 ∧ . . . ∧ dxbp′

+ (−1)paa1 ... ap dx
a1 ∧ . . . ∧ dxap ∧ dbb1 ... bp′ dx

b1 ∧ . . . ∧ dxbp′

= dω ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ dω′ QED.

En particulier :

∗ si λ ∈ Ω0 (U) alors d (λω) = d (λ ∧ ω) = (d λ) ∧ ω + λ ∧ dω
= (d λ) ∧ ω + λ dω et si la fonction numérique λ est constante et égale à
k ∈ R on retrouve d (kω) = k dω.

30. p. 96 Proposition 2.4
31. p. 61 éq. 3
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∗ si λ, µ ∈ Ω0 (U) alors d (λµ) = d (λ ∧ µ) = (d λ) ∧ µ+ λ ∧ d µ
= µ (d λ) + λ dµ.

• d ◦ d = 0 [8] 32 [23] 33.

Démonstration

Soient ω ∈ Ωp (U), ω′ , dω ∈ Ωp+1 (U) et ω
′′
, dω′ , d2ω ∈ Ωp+2 (U).

ω̃′a0 ... ap = d̃ ωa1 ... ap =
∑p

q=0 (−1)q
∂ ω̃a0 ... âq ... ap

∂ xaq
ou :

ω̃′b1 ... bp+1 =
∑p

q=0 (−1)q
∂ ω̃

b1 ...
̂bq+1 ... bp+1

∂ xbq+1
. Et :

ω̃′′b0 ... bp+1 = d̃ ω′b0 ... bp+1 = d̃2ωb0 ... bp+1 =
∑p+1

r=0 (−1)r
∂ ω̃′

b0 ... b̂r ... bp+1

∂ xbr
.

Or on peut remarquer que :

ω̃′b0 ... b̂r ... bp+1
=
∑r−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃

b0 ... b̂q ... b̂r ... bp+1

∂ xbq

+
∑p+1

q=r+1 (−1)q−1
∂ ω̃

b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbq
. Et par conséquent :

ω̃′′b0 ... bp+1

=
∑p+1

r=0 (−1)r
∂ [

∑r−1
q=0 (−1)q

∂ ω̃
b0 ... b̂q ... b̂r ... bp+1

∂ xbq
+
∑p+1
q=r+1 (−1)q−1

∂ ω̃
b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbq
]

∂ xbr

=
∑p+1

r=1

∑r−1
q=0 (−1)q+r

∂2ω̃
b0 ... b̂q ... b̂r ... bp+1

∂ xbr ∂ xbq

+
∑p

r=0

∑p+1
q=r+1 (−1)q+r−1

∂2ω̃
b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbr ∂ xbq
.

Si on remarque que
∑p+1

r=1

∑r−1
q=0 αrq =

∑p
q=0

∑p+1
r=q+1 αrq, ∀αrq on peut

écrire :

ω̃′′b0 ... bp+1 =
∑p

q=0

∑p+1
r=q+1 (−1)q+r

∂2ω̃
b0 ... b̂q ... b̂r ... bp+1

∂ xbr ∂ xbq

+
∑p

r=0

∑p+1
q=r+1 (−1)q+r−1

∂2ω̃
b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbr ∂ xbq

=
∑p

r=0

∑p+1
q=r+1 (−1)r+q

∂2ω̃
b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbq ∂ xbr

+
∑p

r=0

∑p+1
q=r+1 (−1)q+r−1

∂2ω̃
b0 ... b̂r ... b̂q ... bp+1

∂ xbr ∂ xbq
= 0 QED.

Donc un champ de formes différentielles exact est fermé. En effet si
ω = dω′ alors dω = d (dω′) = 0.

32. p. 90 Propriété 3 ; la très succinte démonstration invoque la symétrie des dérivées
secondes croisées p. 61

33. p. 96 Proposition 2.6 ; la démonstration se fait p. 97 à partir de la propriété fonda-
mentale indiquée ci-après
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Remarque : si λ ∈ Ω0 (U) alors :
a , d λ = ai1 θ

i1 = (d λ)i1 θ
i1 = (∂i1λ) θi1 . Et

0 = d2λ = d a = 1
2

(d a)i0i1 θ
i0 ∧ θi1 avec

0 = (d a)i0i1 = ∂i0ai1 − ∂i1ai0 − c.ii0.i1 ai ; soit :

∂i0 (∂i1λ)− ∂i1 (∂i0λ)− c.ii0.i1 ∂iλ = 0 ou ∂i (∂k λ)− ∂k (∂i λ) = c.ji.k ∂jλ.

Formule de Maurer-Cartan ou équations de structure de Maurer-
Cartan

d θj = −1
2
c.ji.k θ

i ∧ θk [8] 34

Démonstration

θj = θ̃jd dx
d donc d θj = θ̃jd d

2xd + (dθ̃jd) ∧ dxd = [(∂i θ̃
j
d) θ

i] ∧ (ẽdk θ
k)

= ẽdk (∂i θ̃
j
d) θ

i ∧ θk (car d2xl = 0).

Cependant ẽlk (∂i θ̃
j
l ) n’est pas égal a 1

2
(d θj)ik car non alterné.

Par contre d θj = −1
2

[ẽli (∂k θ̃
j
l )− ẽlk (∂i θ̃

j
l )] θ

i ∧ θk = −1
2
c.ji.k θ

i ∧ θk, avec

c.ji.k alterné QED. Donc (d θj)ik = −c.ji.k.

Généralisation de la formule de Maurer-Cartan

d (θi1 ∧ . . . ∧ θip) = −1
2

∑p
q=1 c

.iq
i0.k

θi0 ∧ . . . ∧ θiq−1 ∧ θk ∧ θq+1 ∧ . . . ∧ θip

Démonstration

Par récurrence sur p. Si p = 1 la relation précédente est exacte car il
s’agit de la formule de Maurer-Cartan. Supposons la vraie pour p. Alors :

d (θi1 ∧ . . . ∧ θip ∧ θip+1) = d (θi1 ∧ . . . ∧ θip) ∧ θip+1

+ (−1)p θi1 ∧ . . . ∧ θip ∧ d θip+1

= (−1
2

∑p
q=1 c

.iq
i0.k

θi0 ∧ . . . ∧ θiq−1 ∧ θk ∧ θq+1 ∧ . . . ∧ θip) ∧ θip+1

+ (−1)p θi1 ∧ . . . ∧ θip (−1
2
c
ip+1

i0.k
θi0 ∧ θk)

= (−1
2

∑p
q=1 c

.iq
i0.k

θi0 ∧ . . . ∧ θiq−1 ∧ θk ∧ θq+1 ∧ . . . ∧ θip) ∧ θip+1

− 1
2
c
ip+1

i0.k
θi0 ∧ θi1 . . . ∧ θip ∧ θk

= −1
2

∑p+1
q=1 c

.iq
i0.k

θi0 ∧ . . . ∧ θiq−1 ∧ θk ∧ θq+1 ∧ . . . ∧ θip+1 . Donc la relation
précédente est vraie pour p + 1 QED.

On a donc également :

d (θi1 ∧ . . . ∧ θip) = 1
2

∑p
q=1 (−1)q c

.iq
i0.k

θi1 ∧ . . . ∧ θ̂iq ∧ . . . ∧ θip ∧ θi0 ∧ θk.

34. p. 155 éq. (7.5), p. 156 éq. (3.4), p. 239 éq. (5.12)
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Cas particuliers

• p = 1 : d θi1 = −1
2
c.i1i0.k θ

i0 ∧ θk.

• p = 2 : d (θi1 ∧ θi2) = −1
2
c.i1i0.k θ

i0 ∧ θk ∧ θi2 − 1
2
c.i2i0.k θ

i0 ∧ θi1 ∧ θk

= −1
2
c.i1i0.k θ

i2 ∧ θi0 ∧ θk + 1
2
c.i2i0.k θ

i1 ∧ θi0 ∧ θk.

• p = 3 : d (θi1 ∧ θi2 ∧ θi3) = −1
2
c.i1i0.k θ

i0 ∧ θk ∧ θi2 ∧ θi3
− 1

2
c.i2i0.k θ

i0 ∧ θi1 ∧ θk ∧ θi3 − 1
2
c.i3i0.k θ

i0 ∧ θi1 ∧ θi2 ∧ θk
= −1

2
c.i1i0.k θ

i2 ∧ θi3 ∧ θi0 ∧ θk
+ 1

2
c.i2i0.k θ

i1 ∧ θi3 ∧ θi0 ∧ θk − 1
2
c.i3i0.k θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi0 ∧ θk.

3.2.3 Le produit intérieur iu selon le champ de vec-
teurs u

On pourra consulter [8] 35 [11] 36 et [30] 37.

Définition

Soit u ∈ C∞ (U ; TM). Pour p > 1 soit ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip

= 1
p !
ω̃a1 ... ap dx

a1 ∧ . . . ∧ dxap , avec ωi1 ... ip et ω̃a1 ... ap alternés. Alors :

iu ω , 1
(p−1) !

(iu ω)i2 ... ip θ
i2 ∧ . . . ∧ θip , 1

(p−1) !
ĩu ωa2 ... ap dx

a2 ∧ . . . ∧ dxap ,

avec (iu ω)i2 ... ip et ĩu ωa2 ... ap alternés tels que :

(iu ω)i2 ... ip , uk ωki2 ... ip et ĩu ωa2 ... ap , ũc ω̃ca2 ... ap [8] 38.

Pour p = 0 alors ω se note λ et iuλ , 0.

Alors on constate aisément que iu ∈ L[Ωp (U) ; Ωp−1 (U)],
avec u ∈ C∞ (U ; TM) i.e.

si ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp (U) :

iu (ω + ω′) = iu ω + iu ω
′ [8] 39, égalité dans Ωp−1 (U) et

iu (kω) = k iu ω, avec k ∈ R [11] 40, égalité dans Ωp−1 (U).

35. p. 149
36. p. 237 exercice 3
37. pp. 213-215 § 2-A
38. p. 149 éq. (4.23)
39. p. 149 éq. (4.23 a))
40. p. 237 exercice 3 a)

49



Exemples

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors :

iuλ = 0.

• p = 1 ; cas C [30] 41

Si a = ai1 θ
i1 = ãa1 dx

a1 ∈ Ω1 (U) alors :

iua = uk ak = ũc ãc ∈ Ω0 (U).

Donc iejθ
i = δkj δ

i
k = δij et i ∂

∂ xb
dxa = δcb δ

a
c = δab .

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω = 1
2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 = 1
2
ω̃a1a2 dx

a1 ∧ dxa2 ∈ Ω2 (U), avec ωi1i2 et ω̃a1a2
alternés, alors :

iu ω = (iu ω)i2 θ
i2 = ĩu ωa2 dx

a2 , avec :

(iu ω)i2 = uk ωki2 et ĩu ωa2 = ũc ω̃ca2 .

Donc si ω = d θj = 1
2

(d θj)ik θ
i ∧ θk = −1

2
c.ji.k θ

i ∧ θk on a :

ieid θ
j = (ieid θ

j)i2 θ
i2 , avec :

(ieid θ
j)i2 θ

i2 = δki (d θj)ki2 = (d θj)ii2 = −cji.i2 et

ieid θ
j = −c.ji.k θk = (d θj)ik θ

k.

• p = 3

Si ω = 1
6
ωi1i2i3 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 = 1
6
ω̃a1a2a3 dx

a1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 ∈ Ω3 (U),
avec ωi1i2i3 et ω̃a1a2a3 alternés, alors :

iu ω = 1
2

(iu ω)i2i3 θ
i2 ∧ θi3 = 1

2
ĩu ωa2a3 dx

a2 ∧ dxa3 , avec :

(iu ω)i2i3 = uk ωki2i3 et ĩu ωa2a3 = ũc ω̃ca2a3 .

Propriétés

• iu (ω ∧ ω′) = (iu ω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ iu ω
′, égalité dans Ωp+p′−1 si

ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ [23] 42.
iu est donc une dérivationD de degré r = −1 si p est pair et une antidérivation
A de degré r = −1 si p est impair.

41. pp. 197-198 Exercice 11
42. p. 88 Théorème 4
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Démonstration

Soit ω
′′

= ω ∧ ω′ ; alors :

(iu ω
′′
)i2 ... ip+p′

, ui1 ω
′′
i1i2 ... ip+p′

= ui1 ( 1
p !

1
p′ !
ε
j1 ... jp+p′
i1 ... ip+p′

ωj1 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

).

Soit, d’après la remarque faite lors de la présentation du produit extérieur :

(iu ω
′′
)i2 ... ip+p′

= ui1 1
p !

1
p′ !
ε
j2 ... jp+p′
i2 ... ip+p′

[pωi1j2 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

+ (−1)p p′ ωj2 ... jp+1 ω
′
i1jp+2 ... jp+p′

]

= 1
(p−1) !

1
p′ !
ε
j2 ... jp+p′
i2 ... ip+p′

(ui1 ωi1j2 ... jp)ω′jp+1 ... jp+p′

+ (−1)p 1
p !

1
(p′−1) !

ε
j2 ... jp+p′
i2 ... ip+p′

ωj2 ... jp+1 (ui1 ω′i1jp+2 ... jp+p′
)

= 1
(p−1) !

1
p′ !
ε
j2 ... jp+p′
i2 ... ip+p′

(iu ω)j2 ... jp ω
′
jp+1 ... jp+p′

+ (−1)p 1
p !

1
(p′−1) !

ε
j2 ... jp+p′
i2 ... ip+p′

ωj2 ... jp+1 (iu ω
′)′jp+2 ... jp+p′

= ((iu ω) ∧ ω′)i2 ... ip+p′
+ (−1)p ω ∧ (iu ω

′)i2 ... ip+p′
.

Donc iu (ω ∧ ω′) = (iu ω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ iu ω
′ QED.

• iu ◦ iu = 0 [8] 43 [9] 44 et [23] 45

Démonstration

Soit ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip , avec ωi1 ... ip alterné. Posons ω′ , iu ω,

alors ω′i2 ... ip = uk ωki2 ... ip et ω
′′
, iu ω

′ = i2uω, alors ω
′′
i3 ... ip = ul ω′li3 ... ip

= ul uk ωkli3 ... ip = 0 car ωi1 ... ip est alterné. Par conséquent i2uω = 0 ; ∀ ω et
iu ◦ iu = i2u = 0 QED.

• (iu ω)(u2, . . . , up) = ω(u, u2, . . . , up) ;
∀ u, u2, . . . , up ∈ C∞ (U ; TM) [11] 46.

Démonstration

Soit ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip , avec ωi1 ... ip alterné.

43. p. 149 éq. (4.24) Propriété 2
44. p. 437
45. p. 90 Proposition 1.2
46. p. 237 exercice 3
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� (iu ω)(u2, . . . , up) = 1
(p−1) !

(iu ω)i2 ... ip (θi2 ∧ . . . ∧ θip)(u2, . . . , up)

= (iu ω)i2 ... ip (θi2 ⊗ . . . ⊗ θip)(u2, . . . , up) = uk ωki2 ... ip u
i2
2 . . . u

ip
p .

� ω(u, u2, . . . , up) = 1
p !
ωki2 ... ip (θk ∧ θi2 ∧ . . . ∧ θip)(u, u2, . . . , up)

= ωki2 ... ip (θk ⊗ θi2 ⊗ . . . ⊗ θip)(u, u2, . . . , up) = ωki2 ... ip u
k ui22 . . . u

ip
p .

� donc (iu ω)(u2, . . . , up) = ω(u, u2, . . . , up) QED.

3.2.4 La dérivée de Lie Lu des champs de formes diffé-
rentielles extérieures ω selon le champ de vec-
teurs u

On pourra consulter [8] 47 [23] 48 et [30] 49.

Il s’agit d’un cas particulier de la dérivée de Lie des champs de tenseurs
selon un champ de vecteurs.

Définition

Soit u un champ de vecteurs [u ∈ C∞ (U ; TM)] et ω un champ de
p - formes différentielles extérieures [ω ∈ Ωp (U)].

En base mobile ω = ωi1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip = 1

p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip ,

avec ωi1 ... ip alterné et u = ui ei ; alors :

Luω , (Luω)i1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip = 1

p !
(Luω)i1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip ∈ Ωp (U),
avec :

(Luω)i1 ... ip , uk (∂kωi1 ... ip + c.ji1.k ωji2 ... ip + . . .+ c.jip.k ωi1 ... ip−1j)

+ ωki2 ... ip ∂i1u
k + . . .+ ωi1 ... ip−1k ∂ipu

k

= uk ∂kωi1 ... ip +
∑p

q=1 (−1)q−1 (∂iqu
j + c.jiq .k u

k)ωji1 ... îq ... ip .

Les dérivées pfafiennes apparaissent donc.

En base naturelle ω = ω̃a1 ... ap dx
a1 ⊗ . . . ⊗ dxap

= 1
p !
ω̃a1 ... ap dx

a1 ∧ . . . ∧ dxap , avec ω̃a1 ... ap alterné et u = ũa ∂
∂ xa

; alors :

Luω , L̃uωa1 ... ap dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap = 1
p !
L̃uωa1 ... ap dxa1 ∧ . . . ∧ dxap ,

avec :

47. pp. 148-149 § 4
48. pp. 91-93 § 17
49. pp. 206-207 § 6.A.4 et pp. 212-213 § 6.A.7
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L̃uωa1 ... ap , ũc
∂ ω̃a1 ... ap

∂ xc
+ ω̃ca2 ... ap

∂ ũc

∂ xa1
+ . . .+ ω̃a1 ... ap−1c

∂ ũc

∂ xap

= ũc
∂ ω̃a1 ... ap

∂ xc
+
∑p

q=1 (−1)q−1 ( ∂ ũb

∂ xaq
ω̃ba1 ... âq ... ap)

Exemples :

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors Luλ = uk ∂kλ = ũc ∂ λ
∂ xc

.

• p = 1 ; cas C

Si a ∈ Ω1 (U) ; a = ai1 θ
i1 = ãa1 dx

a1 et alors

Lu a = (Lu a)i1 θ
i1 = L̃u aa1 dxa1 , avec :

(Lu a)i1 = uk (∂kai1 + c.ji1.k aj) + ak ∂i1u
k = uk ∂kai1 + (∂i1u

j + c.ji1.k u
k) aj

et L̃u aa1 = ũc
∂ ãa1
∂ xc

+ ãc
∂ ũc

∂ xa1
= ũc

∂ ãa1
∂ xc

+ ∂ ũb

∂ xa1
ãb.

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω ∈ Ω2 (U) ; ω = 1
2
ωi1i2 θ

i1 ∧ θi2 = 1
2
ω̃a1a2 dx

a1 ∧ dxa2 alors

Lu ω = 1
2

(Lu ω)i1i2 θ
i1 ∧ θi2 = 1

2
L̃u ωa1a2 dxa1 ∧ dxa2 , avec :

(Lu ω)i1i2 = uk (∂kωi1i2 + c.ji1.k ωji2 + c.ji2.k ωi1j) + ωki2 ∂i1u
k + ωi1k ∂i2u

k

= uk ∂kωi1i2 + (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)ωji2 − (∂i2u
j + c.ji2.k u

k)ωji1 et :

L̃u ωa1a2 = ũc
∂ ω̃a1a2
∂ xc

+ ω̃ca2
∂ ũc

∂ xa1
+ ω̃a1c

∂ ũc

∂ xa2

= ũc
∂ ω̃a1a2
∂ xc

+ ∂ ũb

∂ xa1
ω̃ba2 − ∂ ũb

∂ xa2
ω̃ba1 .

• p = 3

Si ω ∈ Ω3 (U) ; ω = 1
6
ωi1i2i3 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 = 1
6
ω̃a1a2a3 dx

a1 ∧ dxa2 ∧ dxa3
alors
Lu ω = 1

6
(Lu ω)i1i2i3 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 = 1
6
L̃u ωa1a2a3 dxa1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 , avec :

(Luω)i1i2i3 , uj ∂jωi1i2i3
+ ωji2i3 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k) + ωi1ji3 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k) + ωi1i2j (∂i3u

j + c.ji3.k u
k) et :

L̃u ωa1a2a3 = ũc
∂ ω̃a1a2a3
∂ xc

+ ω̃ca2a3
∂ ũc

∂ xa1
+ ω̃a1ca3

∂ ũc

∂ xa2
+ ω̃a1a2c

∂ ũc

∂ xa3

= ũc
∂ ω̃a1a2a3
∂ xc

+ ∂ ũb

∂ xa1
ω̃ba2a3 − ∂ ũb

∂ xa2
ω̃ba1a3 + ∂ ũb

∂ xa3
ω̃ba1a2

• p = 4

Si ω ∈ Ω4 (U) ; ω = 1
24
ωi1i2i3i4 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 ∧ θi4

= 1
24
ω̃a1a2a3a4 dx

a1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 ∧ dxa4 alors
Lu ω = 1

24
(Lu ω)i1i2i3i4 θ

i1 ∧ θi2 ∧ θi3 ∧ θi4

= 1
24
L̃u ωa1a2a3a4 dxa1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 ∧ dxa4 , avec :
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(Luω)i1i2i3i4 , uj ∂jωi1i2i3i4
+ ωji2i3i4 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k) + ωi1ji3i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)

+ ωi1i2ji4 (∂i3u
j + c.ji3.k u

k) + ωi1i2i3j (∂i4u
j + c.ji4.k u

k) et :

L̃u ωa1a2a3a4 = ũc
∂ ω̃a1a2a3a4

∂ xc

+ ω̃ca2a3a4
∂ ũc

∂ xa1
+ ω̃a1ca3a4

∂ ũc

∂ xa2
+ ω̃a1a2ca4

∂ ũc

∂ xa3
+ ω̃a1a2a3c

∂ ũc

∂ xa4

= ũc
∂ ω̃a1a2a3a4

∂ xc
+ ∂ ũb

∂ xa1
ω̃ba2a3a4 − ∂ ũb

∂ xa2
ω̃ba1a3a4 + ∂ ũb

∂ xa3
ω̃ba1a2a4 − ∂ ũb

∂ xa4
ω̃ba1a2a3 .

Propriété

(Luω)i1 ... ip ainsi défini est alterné.

Démonstration

Nous allons le démontrer pour p = 3 et p = 4 ; ce qui suffit pour com-
prendre la démonstration générale respectivement pour p impair et pair.

• p = 3

On a :

(Luω)i2i1i3 , uj ∂jωi2i1i3
+ ωji1i3 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k) + ωi2ji3 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k) + ωi2i1j (∂i3u

j + c.ji3.k u
k)

= −uj ∂jωi1i2i3
− ωi1ji3 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)− ωji2i3 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)− ωi1i2j (∂i3u

j + c.ji3.k u
k)

, −(Luω)i1i2i3 .

(Luω)i3i2i1 , uj ∂jωi3i2i1
+ ωji2i1 (∂i3u

j + c.ji3.k u
k) + ωi3ji1 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k) + ωi3i2j (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)

= −uj ∂jωi1i2i3
− ωi1i2j (∂i3u

j + c.ji3.k u
k)− ωi1ji3 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)− ωji2i3 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)

, −(Luω)i1i2i3 .

Ces deux transpositions suffisent à démontrer que (Luω)i1i2i3 ainsi défini
est alterné QED.

• p = 4

On a :

(Luω)i2i1i3i4 , uj ∂jωi2i1i3i4
+ ωji1i3i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k) + ωi2ji3i4 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)

+ ωi2i1ji4 (∂i3u
j + c.ji3.k u

k) + ωi2i1i3j (∂i4u
j + c.ji4.k u

k)
= −uj ∂jωi1i2i3i4
− ωi1ji3i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)− ωji2i3i4 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)

− ωi1i2ji4 (∂i3u
j + c.ji3.k u

k)− ωi1i2i3j (∂i4u
j + c.ji4.k u

k) , −(Luω)i1i2i3i4 .
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(Luω)i3i2i1i4 , uj ∂jωi3i2i1i4
+ ωji2i1i4 (∂i3u

j + c.ji3.k u
k) + ωi3ji1i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)

+ ωi3i2ji4 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k) + ωi3i2i1j (∂i4u
j + c.ji4.k u

k)
= −uj ∂jωi1i2i3i4
− ωi1i2ji4 (∂i3u

j + c.ji3.k u
k)− ωi1ji3i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)

− ωji2i3i4 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)− ωi1i2i3j (∂i4u
j + c.ji4.k u

k) , −(Luω)i1i2i3i4 .

(Luω)i4i2i3i1 , uj ∂jωi4i2i3i1
+ ωji2i3i1 (∂i4u

j + c.ji4.k u
k) + ωi4ji3i1 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)

+ ωi4i2ji1 (∂i3u
j + c.ji3.k u

k) + ωi4i2i3j (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)
= −uj ∂jωi1i2i3i4
− ωi1i2i3j (∂i4u

j + c.ji4.k u
k)− ωi1ji3i4 (∂i2u

j + c.ji2.k u
k)

− ωi1i2ji4 (∂i3u
j + c.ji3.k u

k)− ωji2i3i4 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k) , −(Luω)i1i2i3i4 .

Ces trois transpositions suffisent à démontrer que (Luω)i1i2i3i4 ainsi défini
est alterné QED.

Remarque : si p > 2 on a aussi :

• Luω = 1
p !

[uk ∂kωi1 ... ip + pωji2 ... ip (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)] θi1 ∧ . . . ∧ θip

= 1
p !

[ũc
∂ ω̃a1 ... ap

∂ xc
+ p ω̃ba2 ... ap

∂ ũb

∂ xa1
] dxa1 ∧ . . . ∧ dxap [8] 50 mais les coefficients

[uk ∂kωi1 ... ip + pωji2 ... ip (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)] et [ũc
∂ ωa1 ... ap

∂ xc
+ p ω̃ba2 ... ap

∂ ũb

∂ xa1
] ne

sont pas alternés.

Exemples :

• p = 2 : cas C

Si ω ∈ Ω2 (U) alors Luω = 1
2

[uk ∂kωi1i2 + 2ωji2 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)] θi1 ∧ θi2

= 1
2

[ũc
∂ ω̃a1a2
∂ xc

+ 2 ω̃ba2
∂ ũb

∂ xa1
] dxa1 ∧ dxa2 mais les coefficients

[uk ∂kωi1i2 + 2ωji2 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)] et [ũc
∂ ω̃a1a2
∂ xc

+ 2 ω̃ba2
∂ ũb

∂ xa1
] ne sont pas

alternés

• p = 3 : si ω ∈ Ω3 (U) alors
Luω = 1

6
[uk ∂kωi1i2i3 + 3ωji2i3 (∂i1u

j + c.ji1.k u
k)] θi1 ∧ θi2 ∧ θi3

= 1
6

[ũc
∂ ω̃a1a2a3
∂ xc

+ 3 ω̃ba2a3
∂ ũb

∂ xa1
] dxa1 ∧ dxa2 ∧ dxa3 mais les coefficients

[uk ∂kωi1i2i3 + 3ωji2i3 (∂i1u
j + c.ji1.k u

k)] et [ũc
∂ ω̃a1a2a3
∂ xc

+ 3 ω̃ba2a3
∂ ũb

∂ xa1
] ne sont

pas alternés.

Alors on constate que Lu ∈ L[Ωp (U) ; Ωp (U)], i.e. si ω, ω′ ∈ Ωp (U) :

Lu (ω + ω′) = Lu ω + Lu ω′, égalité dans Ωp (U)

50. p. 129 éq. (4.22)
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Lu (kω) = kLu ω, avec k ∈ R, égalité dans Ωp (U).

On montrera par la suite que si ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U) alors :

Lu (ω ⊗ ω′) = (Lu ω)⊗ ω′+ω ⊗Lu ω′, égalité dans C∞ (U ;
0⊗

p + p′
T ∗M)

et Lu (ω ∧ ω′) = (Lu ω) ∧ ω′ + ω ∧ Lu ω′, égalité dans Ωp+p′ (U)
(donc Lu est une dérivation de degré 0).

3.2.5 Liens entre le produit intérieur et la dérivée de
Lie, selon des champs de vecteurs

On pourra consulter [8] 51 [9] 52 [23] 53. et [30] 54.

On a i[u, v] = [Lu, iv] , Lu ◦ iv − iv ◦ Lu ; ∀ u, v ∈ C∞ (U ; TM).

Démonstration par récurrence

Remarquons tout d’abord que la relation précédente est plausible. En
effet si ω ∈ Ωp (U) alors i[u, v]ω ∈ Ωp−1 (U), Lu (ivω) ∈ Ωp−1 (U),
iv(Lu ω) ∈ Ωp−1 (U) et donc [Lu, iv]ω ∈ Ωp−1 (U).

• si p = 0 ; ω se note λ. On a i[u, v]λ = 0 et
[Lu, iv]λ = Lu (ivλ)− iv(Lu λ) = Lu 0− 0 = 0 et la relation à démontrer est
vérifiée.

• Supposons que i[u, v]ω = [Lu, iv]ω pour ω ∈ Ωp (U) et i[u, v]ω
′ = [Lu, iv]ω′

pour ω′ ∈ Ωp′ (U). Nous allons montrer que i[u, v](ω ∧ ω′) = [Lu, iv] (ω ∧ ω′)
avec ω ∧ ω′ ∈ Ωp+p′ (U), ce qui suffira à démontrer la proposition annoncée.

[Lu, iv] (ω ∧ ω′) = Lu (iv(ω ∧ ω′))− iv(Lu (ω ∧ ω′))
= Lu ((ivω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ ivω

′)− iv((Lu ω) ∧ ω′ + ω ∧ Lu ω′)
= Lu ((ivω) ∧ ω′) + (−1)p Lu (ω ∧ ivω

′)− iv((Lu ω) ∧ ω′)− iv(ω ∧ Lu ω′)
= (Lu (ivω)) ∧ ω′ + (ivω) ∧ Lu ω′ + (−1)p [(Lu ω) ∧ ivω

′ + ω ∧ Lu (ivω
′)]

− (iv(Lu ω)) ∧ ω′− (−1)p (Lu ω) ∧ ivω′− (ivω) ∧ Lu ω′− (−1)p ω ∧ iv(Lu ω′)
= [Lu (ivω)− iv(Lu ω)] ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ [Lu (ivω

′)− iv(Lu ω′)]
= (i[u, v]ω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ (i[u, v]ω

′) = i[u, v](ω ∧ ω′) QED.

51. p. 150 la propriété 5 est écrite de façon inexacte mais elle est écrite correctement p.
157

52. p. 437
53. p. 92 éq. (17.2) Proposition 1
54. pp. 233-234 Exercice 7
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Remarque : [30] 55 donne une autre démonstration.

Par exemple si p = 1 alors ω se note a et on a :

i[u, v]a = [Lu, iv]a = (ui ∂iv
j − vk ∂kuj + c.ji.k u

i vk) aj ∈ Ω0 (U).

3.2.6 Différence entre (Lu0
ω)(u1, . . . , up) et Lu0

[ω(u1, . . . , up)]

On a (Lu0ω)(u1, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]
−
∑p

r=1 ω(u1, . . . , [u0, ur], . . . , up)
= Lu0 [ω(u1, . . . , up)] +

∑p
r=1 (−1)r ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up) [23] 56.

Démonstration

Nous allons nous servir du produit intérieur iu et plusieurs fois de la
propriété iu ◦ Lu0 = Lu0 ◦ iu − i[u0, u] :

iu1Lu0ω = Lu0iu1ω − i[u0, u1]ω,

iu2iu1Lu0ω = iu2Lu0iu1ω−iu2i[u0, u1]ω = Lu0iu2iu1ω−iu2i[u0, u1]ω−i[u0, u2]iu1ω,

iu3iu2iu1Lu0ω = iu3Lu0iu2iu1ω − iu3iu2i[u0, u1]ω − iu3i[u0, u2]iu1ω
= Lu0iu3iu2iu1ω − iu3iu2i[u0, u1]ω − iu3i[u0, u2]iu1ω − i[u0, u3]iu2iu1ω,

. . .,

iup . . . iu1Lu0ω = Lu0iup . . . iu1ω −
∑p

r=1 iup . . . i[u0, ur] . . . iu1ω [23] 57.

On a alors :

� (Lu0ω)(u1, . . . , up) = (iu1Lu0ω)(u2, . . . , up)
= (iu2iu1Lu0ω)(u3, . . . , up) = . . . = iup . . . iu1Lu0ω,

� Lu0iup . . . iu1ω = Lu0 [ω(u1, . . . , up)] et :

� ω(u1, . . . , [u0, ur], . . . , up) = iup . . . i[u0, ur] . . . iu1ω et par conséquent :

(Lu0ω)(u1, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]
−
∑p

r=1 ω(u1, . . . , [u0, ur], . . . , up) QED.

De plus comme ω(u1, . . . , [u0, ur], . . . , up)
= (−1)r−1ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up) on a :

(Lu0ω)(u1, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]
+
∑p

r=1 (−1)r ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up) QED.

55. pp. 233-234
56. pp. 92-93 éq. (17.3) Proposition 3 pour la première égalité
57. p. 93
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Exemples

• p = 1 ; cas A

(Lu0a)(u1) = Lu0 [a(u1)]− a([u0, u1]).

• p = 2 ; cas C

(Lu0ω)(u1, u2) = Lu0 [ω(u1, u2)]− ω([u0, u1], u2)− ω(u1, [u0, u2])
= Lu0 [ω(u1, u2)]− ω([u0, u1], u2) + ω([u0, u2], u1).

3.2.7 Propiété fondamentale

On pourra consulter [8] 58 [9] 59 [11] 60 [23] 61 et [30] 62.

Lu = d ◦ iu + iu ◦ d. Cette propriété, qualifiée de fondamentale par [30]
ou d’identité du calcul des variations par [23] 63, peut servir de définition à
Lu, dans le contexte des champs de formes différentielles extérieures. Elle est
parfois qualifiée de formule magique !

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration, avec les composantes en base naturelle.

Soit ω ∈ Ωp (U) et ω′ , iu ω ∈ Ωp−1 (U). Alors dω ∈ Ωp+1 (U) et
dω′ ∈ Ωp (U).

ω̃′b2 ... bp = ũc ω̃cb2 ... bp ou ω̃′a1 ... ap−1 = ũc ω̃ca1 ... ap−1 .

• d̃ ωb0b1 ... bp =
∑p

q=0 (−1)q
∂ ω̃

b0 ... b̂q ... bp

∂ xbq
=

∂ ω̃b1 ... bp
∂ xb0

+
∑p

q=1 (−1)q
∂ ω̃

b0 ... b̂q ... bp

∂ xbq
,

donc :

d̃ ωcb1 ... bp =
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

+
∑p

q=1 (−1)q
∂ ω̃

c ... b̂q ... bp

∂ xbq
et

ĩudωb1 ... bp = ũc [
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

+
∑p

q=1 (−1)q
∂ ω̃

c ... b̂q ... bp

∂ xbq
]

= ũc [
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

− ∂ ω̃cb2 ... bp
∂ xb1

+
∑p

q=2 (−1)q
∂ ω̃

c ... b̂q ... bp

∂ xbq
].

• d̃ ω′a0 ... ap−1 =
∑p−1

q=0 (−1)q
∂ ω̃′a0 ... âq ... ap−1

∂ xaq

=
∂ ω̃′a1 ... ap−1

∂ xa0
+
∑p−1

q=1 (−1)q
∂ ω̃′a0 ... âq ... ap−1

∂ xaq
, ou :

58. pp. 149-150 Propriété 3 éq. (4.25)
59. p. 437
60. p. 237
61. p. 93 éq. (18.1)
62. p. 216 éq. (6-17) Théorème fondamental
63. p. 93 éq. (18.1)
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d̃ ω′b1b1 ... bp =
∂ ω̃′b2 ... bp
∂ xb1

+
∑p−1

q=1 (−1)q
∂ ω̃′

b1 ...
̂bq+1 ... bp

∂ xbq+1

=
∂ ω̃′b2 ... bp
∂ xb1

+
∑p

q=2 (−1)q−1 ∂ ω̃′
b1 ... b̂q ... bp

∂ xbq
. Soit :

d̃ (iu ω)b1 ... bp =
∂ (ũc ω̃cb2 ... bp )

∂ xb1
+
∑p

q=2 (−1)q−1 ∂ (ũc ω̃
cb1 ... b̂q ... bp

)

∂ xbq

= ũc
∂ ω̃cb2 ... bp
∂ xb1

+ ω̃cb2 ... bp
∂ ũc

∂ xb1
+ ũc

∑p
q=2 (−1)q−1 ∂ ω̃

cb1 ... b̂q ... bp

∂ xbq

+
∑p

q=2 (−1)q−1 ω̃cb1 ... b̂q ... bp
∂ ũc

∂ xbq
.

• ˜iudω + d (iu ω)b1 ... bp = ũc [
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

− ∂ ω̃cb2 ... bp
∂ xb1

+
∑p

q=2 (−1)q
∂ ω̃

c ... b̂q ... bp

∂ xbq
]

+ ũc
∂ ω̃cb2 ... bp
∂ xb1

+ ω̃cb2 ... bp
∂ ũc

∂ xb1
+ ũc

∑p
q=2 (−1)q−1 ∂ ω̃

cb1 ... b̂q ... bp

∂ xbq

+
∑p

q=2 (−1)q−1 ω̃cb1 ... b̂q ... bp
∂ ũc

∂ xbq

= ũc
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

+ ω̃cb2 ... bp
∂ ũc

∂ xb1
+
∑p

q=2 (−1)q−1 ω̃cb1 ... b̂q ... bp
∂ ũc

∂ xbq

= ũc
∂ ω̃b1 ... bp
∂ xc

+
∑p

q=1 (−1)q−1 ω̃cb1 ... b̂q ... bp
∂ ũc

∂ xbq
= L̃uωb1 ... bp . Donc :

iudω + d (iu ω) = Luω, ∀ω et d ◦ iu + iu ◦ d = Lu QED.

Remarque : si λ ∈ Ω0 (U) : d (iu λ) + iu d λ = Lu λ, mais iu λ = 0 et
donc : iu d λ = Lu λ [30] 64.

Conséquences

Pour ω ∈ Ωp (U) on a Lu0ω = d (iu0ω) + iu0(dω) et
(Lu0ω)(u1, . . . , up) = (d (iu0ω))(u1, . . . , up) + (iu0(dω))(u1, . . . , up)
= (d (iu0ω))(u1, . . . , up) + (dω)(u0, u1, . . . , up) ; soit :

(dω)(u0, . . . , up) = (Lu0ω)(u1, . . . , up)−(d (iu0ω))(u1, . . . , up) [23] 65. Et
également, d’après la différence entre (Lu0ω)(u1, . . . , up) et Lu0 [ω(u1, . . . , up)] :

(dω)(u0, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]−
∑p

r=1 ω(u1, . . . , [u0, ur], . . . , up)
− (d (iu0ω))(u1, . . . , up)
= Lu0 [ω(u1, . . . , up)] +

∑p
r=1 (−1)r ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up)

− (d (iu0ω))(u1, . . . , up).

Autres propriétés : formules de Liebniz

• Si λ ∈ Ω0 (U) : Lu (λω) = (Luλ)ω + λLu ω

• Si ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp′ (U) alors ω ⊗ ω′ ∈ C∞ (U ;
0⊗

p + p′
T ∗M) et

64. pp. 232-233 Exercice 6
65. p. 94 éq. (18.3)
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Lu (ω ⊗ ω′) = (Lu ω) ⊗ ω′+ω ⊗ Lu ω′, égalité dans C∞ (U ;
0⊗

p + p′
T ∗M) 66

(il ne s’agit que d’un cas particulier de la formule de Liebniz démontrée ci-
devant pour tous champs de tenseurs).

Mais on a également :

Lu (ω ∧ ω′) = (Lu ω) ∧ ω′ + ω ∧ Lu ω′, égalité dans Ωp+p′ (U) [11] 67 et
[30] 68 (donc Lu est une dérivation de degré 0).

Démonstration

Utilisons la propriété fondamentale.

Lu (ω ∧ ω′) = d (iu (ω ∧ ω′)) + iu (d (ω ∧ ω′))
= d ((iu ω) ∧ ω′ + (−1)p ω ∧ iu ω

′) + iu (dω ∧ ω′

+ (−1)p ω ∧ dω′)
= d ((iu ω) ∧ ω′) + (−1)p d (ω ∧ iu ω

′) + iu (dω ∧ ω′) + (−1)p iu (ω ∧ dω′)
= (d (iu ω)) ∧ ω′ + (−1)p−1 (iu ω) ∧ dω′

+ (−1)p [(dω) ∧ iu ω
′ + (−1)p ω ∧ d (iu ω

′)]
+ (iu (dω)) ∧ ω′ + (−1)p+1 (dω) ∧ iu ω

′ + (−1)p [(iu ω) ∧ dω′

+ (−1)p ω ∧ iu (dω′)]
= [d (iu ω) + iu (dω)] ∧ ω′ + ω ∧ [d (iu ω

′) + iu (dω′)]
= (Lu ω) ∧ ω′ + ω ∧ Lu ω′ QED (il y a eu 4 simplifications dans le calcul).

Autres propriétés

∀ ω ∈ Ωp (U) :

Lu+u′ω = Lu ω + Lu′ω et
Lkuω = kLu ω (k ∈ R) mais
Lλuω 6= λLu ω [λ ∈ Ω0 (U)] et donc Lui eiω 6= ui Leiω.
[Lu, Lv]ω = L[u, v]ω, égalité dans Ωp (U) [11] 69 [23] 70 et [30] 71.

66. et (attention) non dans Ωp+p′(T ∗M
67. p. 210 Exercice 2
68. p. 213
69. pp. 207-208 pour p = 0
70. p. 93 Proposition 4
71. p. 234 Exercice 8
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3.2.8 Liens entre la différentielle extérieure d et la dérivée
de Lie Lu

La différentielle extérieure d et la dérivée de Lie Lu et commutent

On a d ◦ Lu = Lu ◦ d [8] 72 [11] 73 [23] 74 et [30] 75.

Démonstration

Utilisons la propriété fondamentale.

• d ◦ Lu = d ◦ (d ◦ iu + iu ◦ d) = d ◦ iu ◦ d, car d ◦ d = 0.

• Lu ◦ d = (d ◦ iu + iu ◦ d) ◦ d = d ◦ iu ◦ d, car d ◦ d = 0.

• Donc d ◦ Lu = Lu ◦ d QED.

Formule de Cartan

On pourra consulter [9] 76 [11] 77 et [23] 78.

Soit ω ∈ Ωp (U) ; alors dω ∈ Ωp+1 (U) et :

(dω)(u0, . . . , up) =
∑p

q=0 (−1)q Luq [ω(u0, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=0

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u0, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up) ∈ Ω0 (U)

ou :

(dω)(u1, . . . , up+1) =
∑p+1

q=1 (−1)q−1 Luq [ω(u1, . . . , ûq, . . . , up+1)]

+
∑p

q=1

∑p+1
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u1, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up+1) ∈ Ω0 (U).

Démonstration par récurrence

• La formule de Cartan est vraie pour p = 0. En effet dans ce cas ω se
note λ et on a (d λ)(u0) = (∂i0λ)ui00 , alors que Lu0 (λ) = uk0 ∂kλ soit
(d λ)(u0) = Lu0λ.

• Supposons que la formule de Cartan est vraie pour ω ∈ Ωp−1 (U) i.e ;
que :

72. p. 150 Propriété 4
73. p. 237
74. p. 97 Proposition 3
75. p. 207 PR2 et p. 218 éq. (6-18)
76. p. 194 Théorème IV.14.A
77. p. 233 éq. (11) où cette formule de Cartan est démontrée pour p = 1 mais avec

visiblement une erreur au premier membre
78. p. 95 éq. (18.4) avec visiblement une erreur de signe dans le second terme du second

membre
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(dω)(u1, . . . , up) =
∑p

q=1 (−1)q−1 Luq [ω(u1, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=1

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u1, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up).

• Soit ω ∈ Ωp (U) ; alors iu0ω ∈ Ωp−1 (U) et d’après l’hypothèse recurrente
on a :

(d (iu0ω))(u1, . . . , up) =
∑p

q=1 (−1)q−1 Luq [(iu0ω)(u1, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=1

∑p
r=q+1 (−1)q+r (iu0ω)([uq, ur], u1, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up)

=
∑p

q=1 (−1)q−1 Luq [ω(u0, u1, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=1

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω(u0, [uq, ur], u1, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up)

=
∑p

q=1 (−1)q−1 Luq [ω(u0, . . . , ûq, . . . , up)]

−
∑p−1

q=1

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u0, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up).

Mais on a vu que :

(dω)(u0, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]
+
∑p

r=1 (−1)r ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up)
− (d (iu0ω))(u1, . . . , up) et par conséquent :

(dω)(u0, . . . , up) = Lu0 [ω(u1, . . . , up)]
+
∑p

r=1 (−1)r ω([u0, ur], u1, . . . , ûr, . . . , up)
+
∑p

q=1 (−1)q Luq [ω(u0, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=1

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u0, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up)

=
∑p

q=0 (−1)q Luq [ω(u0, . . . , ûq, . . . , up)]

+
∑p−1

q=0

∑p
r=q+1 (−1)q+r ω([uq, ur], u0, . . . , ûq, . . . , ûr, . . . , up). Il s’agit bien

de la formule de Cartan pour ω ∈ Ωp (U) QED.

Exemples :

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors (d λ)(u0) = Lu0λ ∈ Ω0 (U) (déjà dit).

• p = 1 ; cas C

Si a ∈ Ω1 (U) alors :
(d a)(u0, u1) = Lu0 [a(u1)]− Lu1 [a(u0)]− a([u0, u1]) ∈ Ω1 (U) [23] 79.

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω ∈ Ω2 (U) alors :
(dω)(u0, u1, u2) = Lu0 [ω(u1, u2)]− Lu1 [ω(u0, u2)] + Lu2 [ω(u0, u1)]
− ω([u0, u1], u2) + ω([u0, u2], u1)− ω([u1, u2], u0) ∈ Ω2 (U) .

79. p. 95 éq. (18.6)
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3.2.9 Le produit intérieur iu et la dérivée de Lie Lu
commutent

On a iu ◦ Lu = Lu ◦ iu = iu ◦ d ◦ iu [8] 80 et [30] 81 .

Démonstration

Utilisons la propriété fondamentale.

� iu ◦ Lu = iu ◦ (d ◦ iu + iu ◦ d) = iu ◦ d ◦ iu, car iu ◦ iu = 0.

� Lu ◦ iu = (d ◦ iu + iu ◦ d) ◦ iu = iu ◦ d ◦ iu, car iu ◦ iu = 0.

� Donc iu ◦ Lu = Lu ◦ iu = iu ◦ d ◦ iu QED.

80. p. 150 Propriété 4
81. p. 218 éq. (6-18)
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Chapitre 4

Troisième partie : ce qui
dépend des connexions

On pourra consulter [8] 1 et [11] 2.

On définit a priori des fonctions numériques γ.ji.k ; i = 1, . . . , m ;
j = 1, . . . , m ; k = 1, . . . , m [γ.ji.k ∈ Ω0 (U) ; γ.jk.i 6= γ.ji.k, en général], ap-
pelées coefficients de connexion ou des fonctions numériques Γ.ba.c = γ̃.ba.c ;
a = 1, . . . , m ; b = 1, . . . , m ; c = 1, . . . , m [Γ.ba.c ∈ Ω0 (U) ; Γ.bc.a 6= Γ.ba.c, en
général], appelées symboles de Christoffel de 2e espèce.

Les symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c se se déduisent des coeffi-
cients de connexion γ.ji.k, par changements de bases mixtes et inversement,
comme nous allons le voir.

4.1 La différentielle ∇u selon le champ de vec-

teurs u

On pourra consulter [8] 3. Le symbole∇ s’appelle del, nabla (du nom d’une
harpe hébräıque de même forme) ou atled (qui est delta écrit à l’envers).

1. pp. 228-279 Capitre VI
2. pp. 264-276 § 28
3. p. 235
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4.1.1 Définition

Soit u un champ de vecteurs [u ∈ C∞ (U ; TM)] et

∇u ∈ L[C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) ; C∞ (U ;

q⊗
p
T ∗M)].

Donc si t, t′ ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) on a :

∇u (t+ t′) = ∇u t+∇u t
′, égalité dans C∞ (U ;

q⊗
p
T ∗M) [8] 4 et

∇u (k t) = k∇u t, avec k ∈ R, égalité dans C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M).

Et ∇u est tel que, par définition :

� en base mobile :

• ∇uλ , ui ∂iλ ∈ Ω0 (U) (soit ∇eiλ = ∂iλ).

• ∇u ek , (γ.ji.k u
i) ej ∈ C∞ (U ; TM)

(soit ∇ei ek = γ.ji.k ej ou γ.ji.k = (∇ei ek)
j).

• ∇u θ
j , −(γ.ji.k u

i) θk ∈ Ω1 (U)
(soit ∇ei θ

j = −γ.ji.k θk ou γ.ji.k = −(∇ei θ
j)k).

� en base naturelle :

• ∇u λ , ũa ∂ λ
∂ xa
∈ Ω0 (U) (soit ∇ ∂

∂ xa
λ = ∂ λ

∂ xa
).

• ∇u
∂
∂ xc

, (Γ.ba.c ũ
a) ∂

∂ xb
∈ C∞ (U ; TM)

(soit ∇ ∂
∂ xa

∂
∂ xc

= Γ.ba.c
∂
∂ xb

ou Γ.ba.c = ˜∇ ∂
∂ xa

∂
∂ xc

b

).

• ∇u dx
b , (−Γ.ba.c ũ

a) dxc ∈ Ω1 (U)

(soit ∇ ∂
∂ xa

dxb = −Γ.ba.c dx
c ou Γ.ba.c = − ˜∇ ∂

∂ xa
dxb

c
).

• Si t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) et t′ ∈ C∞ (U ;

q′⊗
p′

T ∗M) alors :

4. p. 235 éq. (4.2)
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∇u (t ⊗ t′) = (∇u t) ⊗ t′+ t ⊗ ∇u t
′ [égalité dans C∞ (U ;

q + q′⊗
p + p′

T ∗M)]

i.e. ∇u opère comme une dérivation sur le produit tensoriel [8] 5.

Ces définitions permettent le calcul de ∇u t ; ∀t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) :

soit t un champ de (p, q) - tenseurs :

t = t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq

= t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap ⊗ ∂

∂ xb1
. . . ⊗ ∂

∂ xbq
. Alors :

∇u t = (∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq

= ∇̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap ⊗ ∂

∂ xb1
. . . ⊗ ∂

∂ xbq
, avec :

(∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

= ui (∂it
... j1 ... jq
i1 ... ip

+ γ.j1i.k t
... kj2 ... jq
i1 ... ip

+ . . .+ γ
.jq
i.k t

... j1 ... jq−1k
i1 ... ip

−γ.ki.i1 t
... j1 ... jq
ki2 ... ip

−. . .−γ.ki.ip t
... j1 ... jq
i1 ... ip−1k

) [8] 6 (donc la paranthèse est (∇ei t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

)
et :

∇̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
= ũa (

∂ t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

... cb2 ... bq
a1 ... ap + . . .+ Γ

.bq
a.c t̃

... b1 ... bq−1c
a1 ... ap

−Γ.ca.a1 t̃
... b1 ... bq
ca2 ... ap − . . .−Γ.ca.ap t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap−1c) (donc la paranthèse est ∇̃ ∂

∂ xa
t
... b1 ... bq

a1 ... ap
).

Démonstration, par exemple en base mobile

Par définition de ∇u et car λ t = λ ⊗ t ; ∀t, on a :

∇u t = (∇u t
... j1 ... jq
i1 ... ip

) θi1 ⊗ . . . ⊗ ejq + t
... j1 ... jq
i1 ... ip

(∇u θ
i1) ⊗ . . . ⊗ ejq + . . .

+ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ (∇u θ
ip) ⊗ . . . ⊗ ejq

+ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ (∇u ej1) ⊗ . . . ⊗ ejq + . . .+ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ (∇u ejq)

= (ui ∂it
... j1 ... jq
i1 ... ip

) θi1 ⊗ . . . ⊗ ejq + t
... j1 ... jq
i1 ... ip

(−γi1i.k ui θk) ⊗ . . . ⊗ ejq + . . .

+ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ (−γipi.k ui θk) ⊗ . . . ⊗ ejq

+ t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ (γji.j1 u
i ej) ⊗ . . . ⊗ ejq + . . . + t

... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗
(γji.jq u

i ej).

Soit ∇u t , (∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq , avec :

5. p. 235 éq. (4.3)
6. p. 236 éq. (4.7)
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(∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

, ui (∂it
... j1 ... jq
i1 ... ip

+ γ.j1i.k t
... kj2 ... jq
i1 ... ip

+ . . .+ γ
.jq
i.k t

... j1 ... jq−1k
i1 ... ip

− γ.ki.i1 t
... j1 ... jq
ki2 ... ip

− . . . − γ.ki.ip t
... j1 ... jq
i1 ... ip−1k

) [on a fait j1 → k et j → j1 dans le
quatrième terme du second membre, jq → k et j → jq dans le cinquième
terme du second membre, k ↔ i1 dans le deuxième terme du second membre
et k ↔ ip dans le troisième terme du second membre (sans compter les points
de suspension) et on a permuté les termes du résultat] QED.

Donc (rappel) de même que :

t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap = θ̃i1a1 . . . θ̃

ip
ap ẽ

b1
j1
. . . ẽ

bq
jq
t
... j1 ... jq
i1 ... ip

et

t
... j1 ... jq
i1 ... ip

= ẽa1i1 . . . ẽ
ap
ip
θ̃j1b1 . . . θ̃

jq
bq
t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap on a :

∇̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
= θ̃i1a1 . . . θ̃

ip
ap ẽ

b1
j1
. . . ẽ

bq
jq

(∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

et

(∇u t)
... j1 ... jq
i1 ... ip

= ẽa1i1 . . . ẽ
ap
ip
θ̃j1b1 . . . θ̃

jq
bq
∇̃u t

... b1 ... bq

a1 ... ap
.

Les dérivées pfafiennes et les coefficients de connexion apparaissent donc
dans le calcul de (∇u t)

... j1 ... jq
i1 ... ip

alors que les dérivées classiques et les symboles

Christoffel de 2e espèce apparaissent dans celui de ∇̃u t
... b1 ... bq

a1 ... ap
.

Cas particulier des champs de formes différentielles extérieures

On pourra consulter [8] 7.

Si ω ∈ ΩP (U) ⊂ C∞ (U ;
0⊗
p
T ∗M) i.e. :

ω = 1
p !
ωi1 ... ip θ

i1 ∧ . . . ∧ θip = 1
p !
ω̃a1 ... ap dx

a1 ∧ . . . ∧ dxap , alors

∇u ω ∈ C∞ (U ;
0⊗
p
T ∗M) i.e.

∇u ω = (∇u ω)i1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip = ∇̃u ωa1 ... ap dx

a1 ⊗ . . . ⊗ dxap , avec :

(∇u ω)i1 ... ip = ui (∂iωi1 ... ip − γ.ki.i1 ωki2 ... ip − . . .− γ
.k
i.ip ωi1 ... ip−1k) et :

∇̃u ωa1 ... ap = ũa (
∂ ω̃a1 ... ap

∂ xa
− Γ.ca.a1 ω̃ca2 ... ap − . . .− Γ.ca.ap ω̃a1 ... ap−1c).

On peut vérifier que (∇u ω)i1 ... ip est alterné en (i1, . . . , ip) et que ∇̃u ωa1 ... ap
l’est en (a1, . . . , ap).

Par conséquent, en fait, ∇u ω ∈ Ωp (U) et :

7. pp. 236-237, p. 248 éqs. (11.10), (11.11) et (11.12)
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∇u ω = 1
p !

(∇u ω)i1 ... ip θ
i1 ∧ . . . ∧ θip = 1

p !
∇̃u ωa1 ... ap dx

a1 ∧ . . . ∧ dxap

∈ ΩP (U), avec les valeurs de (∇u ω)i1 ... ip et ∇̃u ωa1 ... ap précédentes.

Lien avec la differentielle

Plaçons nous en bases naturelles. Ssi la connexion est symétrique, i.e. telle
que par définition Γ.ba.c = Γ.bc.a (on verra plus loin qu’elle est alors sans torsion)
on a :

d̃ ωa0 ... ap = 1
p !
ε
b0 ... bp
a0 ... ap ∇̃ ∂

∂ xb0

ω
b1 ... bp

, où d̃ ωa0 ... ap est bien alterné en

(a0, . . . , ap) [8] 8.

Les cas particuliers qui correspondent à p = 0, 1, 2 sont indiqués ci-après.

4.1.2 Propriétés

Formule de Liebniz

• Si λ ∈ Ω0 (U) : ∇u (λ t) = (∇u λ) t+ λ∇u t.

Démonstration

∇u (λ t) = ∇u (λ ⊗ t) = (∇u λ) ⊗ t+λ ⊗ ∇u t = (∇u λ) t+λ∇u t QED.

Remarque : la relation de définition de ∇u :
∇u (t ⊗ t′) = (∇u t) ⊗ t′+t ⊗ ∇u t

′ peut être, elle même, qualifiée de formule
de Liebniz.

Autres propriétés

Si t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) et u, u′ ∈ C∞ (U ; TM) alors :

∇u+u′ t = ∇u t+∇u′ t et
∇ku t = k∇u t (k ∈ R) mais
∇λu t = λ∇u t [λ ∈ Ω0 (U)] (c’est une différence notable, avec la dérivée

de Lie Lu).

Ces propriétés sont évidentes à démontrer.

Si λ, λ′ ∈ Ω0 (U) on a donc :

8. p. 248 éq. (11.12)
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∇λu (λ′ u′) = λ∇u (λ′ u′) = λ[(∇u λ
′)u′ + λ′∇u u

′]
= λ(∇u λ

′)u′ + λλ′∇u u
′ = λ(Lu λ′)u′ + λλ′∇u u

′ car on verra que
∇u λ

′ = Lu λ′.

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c à partir des
coefficients de connexion γ.ji.k et inversement

On a Γ.ba.c = ẽbj (θ̃ia θ̃
k
c γ

.j
i.k + ∂ θ̃jc

∂ xa
) et inversement γ.ji.k = θ̃jb (ẽai ẽ

c
k Γ.ba.c + ∂iẽ

b
k).

Démonstrations

Γ.ba.c = ˜∇ ∂
∂ xa

∂
∂ xc

b

= ẽbj [∇θ̃ia ei
(θ̃kc ek)]

j
= ẽbj θ̃

i
a [∇ei (θ̃kc ek)]

j

= ẽbj θ̃
i
a [θ̃kc ∇ei ek + (∇ei θ̃

k
c ) ek]

j
= ẽbj θ̃

i
a [θ̃kc γ

.j
i.k + (∂i θ̃

k
c ) δ

j
k]

= ẽbj [θ̃ia θ̃
k
c γ

.j
i.k + θ̃ia ∂i θ̃

j
c ] = ẽbj (θ̃ia θ̃

k
c γ

.j
i.k + ∂ θ̃jc

∂ xa
) QED.

γ.ji.k = (∇ei ek)
j = θ̃jb ∇̃ei ek

b

= θ̃jb
˜∇ẽai
∂

∂ xa
(ẽck

∂
∂ xc

)
b

= θ̃jb ẽ
a
i

˜∇ ∂
∂ xa

(ẽck
∂
∂ xc

)
b

= θ̃jb ẽ
a
i [ ˜ẽck∇ ∂

∂ xa

∂
∂ xc

+ (∇ ∂
∂ xa

ẽck)
∂
∂ xc

b

] = θ̃jb ẽ
a
i [ẽck Γ.ba.c + (

∂ ẽck
∂ xa

)δbc]

= θ̃jb [ẽai ẽ
c
k Γ.ba.c + ẽai

∂ ẽbk
∂ xa

] = θ̃jb (ẽai ẽ
c
k Γ.ba.c + ∂iẽ

b
k) QED.

Les relations précédentes sont les formules de changement entre une base
mobile et une base naturelle. On voit donc que les γ.ji.k et les Γ.ba.c ne sont pas
les composantes d’un champ de (2, 1) tenseurs [8] 9.

Éléments πj.k ∈ Ω1(U) (j et k fixés) et Πb
.c ∈ Ω1(U) (b et c fixés)

On pose πj.k , γ.ji.k θ
i ∈ Ω1 (U) (j et k fixés) [8] 10 et

Πb
.c , Γ.ba.c dx

a ∈ Ω1 (U) (b et c fixés).

Liens entre πj.k et Πb
.c dans Ω1 (U)

On a Πb
.c = ẽbj (θ̃kc π

j
.k + d θ̃jc) et inversement πj.k = θ̃jb (ẽck Πb

.c + d ẽbk)

Démonstrations

Πb
.c = Γ.ba.c dx

a = ẽbj (θ̃ia θ̃
k
c γ

.j
i.k+ ∂ θ̃jc

∂ xa
) ẽal θ

l = ẽbj [(ẽal θ̃
i
a) θ̃

k
c γ

.j
i.k θ

l+(ẽal
∂ θ̃jc
∂ xa

) θl]

= ẽbj [δil θ̃
k
c γ

.j
i.k θ

l + (∂l θ̃
j
c) θ

l] = ẽbj (θ̃kc γ
.j
i.k θ

i + d θ̃jc)

= ẽbj (θ̃kc π
j
.k + d θ̃jc) QED et inversement :

πj.k = γ.ji.k θ
i = θ̃jb (ẽai ẽ

c
k Γ.ba.c + ∂iẽ

b
k) θ̃

i
d dx

d

= θ̃jb [(θ̃id ẽ
a
i ) ẽ

c
k Γ.ba.c dx

d + (θ̃id ∂iẽ
b
k) dx

d] = θ̃jb (δad ẽ
c
k Γ.ba.c dx

d +
∂ ẽbk
∂ xd

dxd)

= θ̃jb (ẽck Γ.ba.c dx
a + d ẽbk) = θ̃jb (ẽck Πb

.c + d ẽbk) QED.

9. p. 230
10. p. 229 éq. (1.6)
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Les relations précédentes sont les formules de changement entre une base
mobile et une base naturelle. On voit donc que les πj.k et les Πb

.c ne sont pas
les composantes d’un champ de (1, 1).

On peut appeler les matrices (πj.k), k indice de ligne et j indice de colonne
et (Πb

.c), c indice de ligne et b indice de colonne, matrices de connexion.

Éléments σj ∈ Ω2(U) (j fixé) et Σb ∈ Ω2(U) (b fixé)

On pose σj , πj.k ∧ θk + d θj ∈ Ω2(U) (j fixé) et
Σb , Πb

.c ∧ dxc ∈ Ω2(U) (b fixé).

On a donc σj = 1
2

(σj)ik θ
i ∧ θk avec (σj)ik = γ.ji.k − γ

.j
k.i − c

.j
i.k tel que

(σj)ki = −(σj)ik [et donc (σj)ii = 0] et Σb = 1
2

Σ̃b
ac dx

a ∧ dxc avec

Σ̃b
ac = Γ.ba.c − Γ.bc.a tel que Σ̃b

ca = −Σ̃b
ac (et donc Σ̃b

aa = 0).

Liens entre σj et Σb dans Ω2(U)

On a Σb = ẽbj σ
j et inversement σj = θ̃jb Σb.

Démonstrations

Σb = Πb
.c ∧ dxc = ẽbj (θ̃kc π

j
.k+d θ̃

j
c)∧ (ẽcl θ

l) = ẽbj [(ẽcl θ̃
k
c ) π

j
.k+ẽ

c
l (∂i θ̃

j
c) θ

i]∧ θl

= ẽbj (δkl π
j
.k ∧ θl + d θj) = ẽbj (πj.k ∧ θk + d θj) = ẽbj σ

j QED et inversement :

σj = θ̃jb Σb QED.

Mais alors Σ̃b
ac = θ̃ia θ̃

k
c (Σb)ik = θ̃ia θ̃

k
c (ẽbj σ

j)
ik

= θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c (σj)ik, soit :

Γ.ba.c − Γ.bc.a = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c (γ.ji.k − γ

.j
k.i − c

.j
i.k) et inversement :

(σj)ik = ẽai θ̃
j
b ẽ

c
k Σ̃b

ac, soit : γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k (Γ.ba.c − Γ.bc.a).

Remarque :

Σb = ẽbj σ
j =⇒ Σb ∂

∂ xb
= σj (ẽbj

∂
∂ xb

) = σj ej.

Différentielles

On a donc, par différentiation de σj et Σb :

d σj = d πj.k ∧ θk − πj.k ∧ d θk [8] 11 et dΣb = dΠb
.c ∧ dxc.

Éléments ω.ji ∈ Ω2(U) (i et j fixés) et Ω.b
a ∈ Ω2(U) (a etb fixés)

On pose ω.ji , d πj.i + πj.m ∧ πm.i ∈ Ω2(U) (i et j fixés) [8] 12et

11. p. 241 éq. (7.3)
12. p. 240 éq. (6.10)
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Ω.b
a , dΠb

.a + Πb
.e ∧ Πe

.a ∈ Ω2(U) (a et b fixés)
On a donc ω.ji = 1

2
(ω.ji )kl θ

k θl avec

(ω.ji )kl = ∂k γ
.j
l.i− ∂l γ

.j
k.i− c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m et Ω.b

a = 1
2

Ω̃.b
a cd dx

c dxd

avec Ω̃.b
a cd =

Γ.bd.a
dxc
− Γ.bc.a

dxd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e

Liens entre ω.ji et Ω.b
a dans Ω2(U)

On a Ω.b
a = θ̃ia ẽ

b
j ω

.j
i et inversement ω.ji = ẽai θ̃

j
b Ω.b

a .

Démonstrations

• Πb
.a = ẽbj (θ̃ia π

j
.i + d θ̃ja) donc

dΠb
.a = θ̃ia ẽ

b
j d π

j
.i + ẽbj (d θ̃ia) ∧ πj.i + θ̃ia (d ẽbj) ∧ πj.i + (d ẽbj) ∧ (d θ̃ja).

• Πb
.e ∧ Πe

.a = ẽbj (θ̃me π
j
.m + d θ̃je) ∧ ẽen (θ̃ia π

n
.i + d θ̃na )

= θ̃ia ẽ
b
j (ẽen θ̃

m
e ) πj.m ∧ πn.i + ẽbj (ẽen θ̃

m
e ) πj.m ∧ d θ̃na + θ̃ia ẽ

e
n (ẽbj d θ̃

j
e) ∧ πn.i

+ ẽbj (ẽen d θ̃
j
e) ∧ d θ̃na

= θ̃ia ẽ
b
j δ

m
n π

j
.m ∧ πn.i + ẽbj δ

m
n π

j
.m ∧ d θ̃na + θ̃ia ẽ

e
n (−θ̃je d ẽbj) ∧ πn.i

+ ẽbj (−θ̃je d ẽen) ∧ d θ̃na
= θ̃ia ẽ

b
j π

j
.m ∧ πm.i + ẽbj π

j
.m ∧ d θ̃ma − θ̃ia (ẽen θ̃

j
e) (d ẽbj) ∧ πn.i

− (θ̃je ẽ
b
j) (d ẽen) ∧ d θ̃na

= θ̃ia ẽ
b
j π

j
.m ∧ πm.i + ẽbj π

j
.i ∧ d θ̃ia − θ̃ia δjn (d ẽbj) ∧ πn.i − δbe (d ẽen) ∧ d θ̃na

= θ̃ia ẽ
b
j π

j
.m ∧ πm.i − ẽbj (d θ̃ia) ∧ πj.i − θ̃ia (d ẽbj) ∧ πj.i − (d ẽbn) ∧ (d θ̃na )

= θ̃ia ẽ
b
j π

j
.m ∧ πm.i − ẽbj (d θ̃ia) ∧ πj.i − θ̃ia (d ẽbj) ∧ πj.i − (d ẽbj) ∧ (d θ̃ja). Alors :

• Πb
.a + Πb

.e ∧ Πe
.a = θ̃ia ẽ

b
j (πj.i + πj.m ∧ πm.i ) soit Ω.b

a = θ̃ia ẽ
b
j ω

.j
i QED et

inversement :

ω.ji = ẽai θ̃
j
b Ω.b

a QED.

Mais alors Ω̃.b
a cd = θ̃kc θ̃

l
d (Ω.b

a )kl = θ̃kc θ̃
l
d (θ̃ia ẽ

b
j ω

.j
i )

kl
= θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
d (ω.ji )kl soit :

Γ.bd.a
dxc
− Γ.bc.a

dxd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e

= θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c θ̃

l
d (∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m) et inversement :

(ω.ji )kl = ẽai θ̃
j
b ẽ

c
k ẽ

d
l Ω̃.b

a cd soit :

∂k γ
.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m

= ẽai θ̃
j
b ẽ

c
k ẽ

d
l (

Γ.bd.a
dxc
− Γ.bc.a

dxd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e).
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Différentielles

On a d σj = ω.jk ∧ θk − πj.k ∧ σk [8] 13 et dΣb = Ω.b
c ∧ dxc − Πb

.c ∧ Σc.

Démonstrations

d σj = d πj.k ∧ θk − πj.k ∧ d θk = (ω.jk − πj.m ∧ πm.k ) ∧ θk − πj.k ∧ d θk

= ω.jk ∧ θk − (πj.k ∧ πk.i ∧ θi + πj.k ∧ d θk)
= ω.jk ∧ θk − π

j
.k ∧ (πk.i ∧ θi + d θk) = ω.jk ∧ θk − π

j
.k ∧ σk QED et de même :

dΣb = Ω.b
c ∧ dxc − Πb

.c ∧ Σc QED.

Par différentiation de ω.ji et Ω.b
a on a :

dω.ji = d πj.m ∧ πm.i −πj.m ∧ d πm.i [8] 14 et dΩ.b
a = dΠb

.e ∧ Πe
.a−Πb

.e ∧ dΠe
.a.

Mais on a également :

dω.ji = ω.jm ∧ πm.i − πj.m ∧ ω.mi [8] 15 et dΩ.b
a = Ω.b

e ∧ Πe
.a − Πb

.e ∧ Ω.e
a .

Démonstrations

dω.ji = d πj.m ∧ πm.i − πj.m ∧ d πm.i
= (ω.jm − πj.n ∧ πn.m) ∧ πm.i − πj.m ∧ (ω.mi − πm.n ∧ πn.i)
= ω.jm ∧ πm.i − πj.m ∧ ω.mi − πj.n ∧ πn.m ∧ πm.i + πj.m ∧ πm.n ∧ πn.i
= ω.jm ∧ πm.i −πj.m ∧ ω.mi (car les 2 derniers termes de l’expression précédente
disparaisent puisque les indices m et n sont muets et peuvent être permutés)
QED. De même :

dΩ.b
a = Ω.b

e ∧ Πe
.a − Πb

.e ∧ Ω.e
a QED.

4.1.3 Cas particuliers

Cas A

Il s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures
pour lequel p = 0.

Si λ ∈ Ω0 (U) alors ∇u λ = ui ∂iλ = ũa ∂ λ
∂ xa
∈ Ω0 (U).

On a bien d̃ λa0 = 1
0!
εb0a0 ∇ ∂ λ

∂ xb0

λ = ∇ ∂ λ
∂ xa0

λ = ∂ λ
∂ xa0

.

Remarque : on constate que ∇u λ = Lu λ.

13. p. 241 éq. (7.4)
14. p. 241
15. p. 241
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Cas B

Si v ∈ C∞ (U ; TM) alors∇u v = (∇u v)j1ej1 = ∇̃u v
b1 ∂

∂ xb1
∈ C∞ (U ; TM),

avec :

(∇u v)j1 = ui (∂iv
j1 + γ.j1i.k v

k) et ∇̃u v
b1

= ũa (∂ ṽ
b1

∂ xa
+ Γ.b1a.c ṽ

c)

De même que ṽb1 = ẽb1j1 v
j1 et vj1 = θ̃j1b1 ṽ

b1 on a :

∇̃u v
b1

= ẽb1j1 (∇u v)j1 et (∇u v)j1 = θ̃j1b1 ∇̃u v
b1

.

Cas C

Il s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures
pour lequel p = 1.

Si a ∈ Ω1 (U) alors ∇u a = (∇u a)i1θ
i1 = ∇̃u aa1dx

a1 ∈ Ω1 (U), avec :

(∇u a)i1 = ui (∂iai1 − γ.ki.i1 ak) et ∇̃u aa1 = ũa (
∂ ãa1
∂ xa
− Γ.ca.a1 ãc) ;

De même que ãa1 = θ̃i1a1 ai1 et ai1 = ẽa1i1 ãa1 on a :

∇̃u aa1 = θ̃i1a1 (∇u a)i1 et (∇u a)i1 = ẽa1i1 ∇̃u aa1

Ssi la connexion est symétrique on a bien d̃ aa0a1 = 1
1!
εb0b1a0a1

∇̃ ∂

∂ xb0

a
b1

= ∇̃ ∂
∂ xa0

a
a1
− ∇̃ ∂

∂ xa1
a
a0

= (
∂ ãa1
∂ xa0
− Γ.ca0.a1 ãc)− (

∂ ãa0
∂ xa1
− Γ.ca1.a0 ãc)

=
∂ ãa1
∂ xa0
− ∂ ãa0

∂ xa1
, alterné en (a0, a1).

Cas D

Si t ∈ C∞ (U ;
2⊗
0
T ∗M) alors ∇u t = (∇u t)

j1j2ej1 ⊗ ej2

= ∇̃u t
b1b2 ∂

∂ xb1
⊗ ∂

∂ xb2
∈ C∞ (U ;

2⊗
0
T ∗M), avec :

(∇u t)
j1j2 = ui (∂it

j1j2 + γ.j1i.k t
kj2 + γ.j2i.k t

j1k) et

∇̃u t
b1b2

= ũa (∂ t̃
b1b2

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

cb2 + Γ.b2a.c t̃
b1c)

De même que t̃b1b2 = ẽb1j1 ẽ
b2
j2
tj1j2 et tj1j2 = θ̃j1b1 θ̃

j2
b2
t̃b1b2 on a :

∇̃u t
b1b2

= ẽb1j1 ẽ
b2
j2

(∇u t)
j1j2 et (∇u t)

j1j2 = θ̃j1b1 θ̃
j2
b2
∇̃u t

b1b2
.
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Cas E

t ∈ C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) alors ∇u t = (∇u t)

.j1
i1
θi1 ⊗ ej1

= ∇̃u t
.b1

a1
dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
∈ C∞ (U ;

1⊗
1
T ∗M), avec :

(∇u t)
.j1
i1

= ui (∂it
.j1
i1

+ γ.j1i.k t
.k
i1
− γ.ki.i1 t

.j1
k ) et

∇̃u t
.b1

a1
= ũa (

∂ t̃
.b1
a1

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

.c
a1
− Γ.ca.a1 t̃

.b1
c )

De même que t̃.b1a1 = θ̃i1a1 ẽ
b1
j1
t.j1i1 et t.j1i1 = ẽa1i1 θ̃

j1
b1
t̃.b1a1 on a :

∇̃u t
.b1

a1
= θ̃i1a1 ẽ

b1
j1

(∇u t)
.j1
i1

et (∇u t)
.j1
i1

= ẽa1i1 θ̃
j1
b1
∇̃u t

.b1

a1
.

Cas F -bis

Il s’agit du cas particulier de champ de formes différentielles extérieures
pour lequel p = 2.

ω ∈ Ω2 (U) alors ∇u ω = 1
2

(∇u ω)i1i2θ
i1 ∧ θi2

= 1
2
∇̃u ωa1a2dx

a1 ∧ dxa2 ∈ Ω2 (U), avec :

(∇u ω)i1i2 = ui (∂iωi1i2 − γ.ki.i1 ωki2 − γ
.k
i.i2
ωi1k) et

∇̃u ωa1a2 = ũa(
∂ ω̃a1a2
∂ xa

− Γ.ca.a1 ω̃ca2 − Γ.ca.a2 ω̃a1c)

On vérifie bien que (∇u ω)i1i2 et ∇̃u ωa1a2 sont alternés respectivement en
(i1, i2) et (a1, a2).

De même que ω̃a1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2
ωi1i2 et ωi1i2 = ẽa1i1 ẽ

a2
i2
ω̃a1a2 on a :

∇̃u ωa1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2

(∇u ω)i1i2 et (∇u ω)i1i2 = ẽa1i1 ẽ
a2
i2
∇̃u ωa1a2 .

Ssi la connexion est symétrique on a bien d̃ ωa0a1a2 = 1
2!
εb0b1b2a0a1a2

∇̃ ∂

∂ xb0

ω
b1b2

,

soit, tous calculs faits :

d̃ ωa0a1a2 =
∂ ãa1a2
∂ xa0

− ∂ ãa0a2
∂ xa1

+
∂ ãa0a1
∂ xa2

, alterné en (a0, a1, a2).

74



Cas F

t ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M) alors ∇u t = (∇u t)i1i2θ

i1 ⊗ θi2

= ∇̃u ta1a2dx
a1 ⊗ dxa2 ∈ C∞ (U ;

0⊗
2
T ∗M), avec :

(∇u t)i1i2 = ui (∂iti1i2 − γ.ki.i1 tki2 − γ
.k
i.i2
ti1k) et

∇̃u ta1a2 = ũa(
∂ t̃a1a2
∂ xa

− Γ.ca.a1 t̃ca2 − Γ.ca.a2 t̃a1c)

De même que t̃a1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2
ti1i2 et ti1i2 = ẽa1i1 ẽ

a2
i2
t̃a1a2 on a :

∇̃u ta1a2 = θ̃i1a1 θ̃
i2
a2

(∇u t)i1i2 et (∇u t)i1i2 = ẽa1i1 ẽ
a2
i2
∇̃u ta1a2 .

Cas G (utile pour la torsion)

t ∈ C∞ (U ;
1⊗
2
T ∗M) alors ∇u t = (∇u t)

..j1
i1i2
θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1

= ∇̃u t
..b1

a1a2
dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂

∂ xb1

∈ C∞ (U ;
1⊗
2
T ∗M), avec :

(∇u t)
..j1
i1i2

= ui (∂it
..j1
i1i2

+ γ.j1i.k t
..k
i1i2
− γ.ki.i1 t

..j1
ki2
− γ.ki.i2 t

..j1
i1k

) et

∇̃u t
..b1

a1a2
= ũa (

∂ t̃
..b1
a1a2

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

..c
a1a2
− Γ.ca.a1 t̃

..b1
ca2
− Γ.ca.a2 t̃

..b1
a1c

).

De même que t̃..b1a1a2
= θ̃i1a1 θ̃

i2
a2
ẽb1j1 t

..j1
i1i2

et t..j1i1i2
= ẽa1i1 ẽ

a2
i2
θ̃j1b1 t̃

..b1
a1a2

on a :

∇̃u t
..b1

a1a2
= θ̃i1a1 θ̃

i2
a2
ẽb1j1 (∇u t)

..j1
i1i2

et (∇u t)
..j1
i1i2

= ẽa1i1 ẽ
a2
i2
θ̃j1b1 ∇̃u t

..b1

a1a2

Cas H (utile pour la courbure)

t ∈ C∞ (U ;
1⊗
3
T ∗M) alors ∇u t = (∇u t)

.j1
i1.i2i3

θi1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3

= ∇̃u t
.b1

a1.a2a3
dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
⊗ dxa2 ⊗ dxa3 ∈ C∞ (U ;

1⊗
3
T ∗M), avec :
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(∇u t)
.j1
i1.i2i3

= ui (∂it
.j1
i1.i2i3

+ γ.j1i.k t
.k
i1.i2i3

− γ.ki.i1 t
.j1
k.i2i3
− γ.ki.i2 t

.j1
i1.ki3
− γ.ki.i3 t

.j1
i1.i2k

)
et

∇̃u t
.b1

a1.a2a3
= ũa (

∂ t̃
.b1
a1.a2a3

∂ xa
+Γ.b1a.c t̃

.c
a1.a2a3

−Γ.ca.a1 t̃
.b1
c.a2a3
−Γ.ca.a2 t̃

.b1
a1.ca3
−Γ.ca.a3 t̃

.b1
a1.a2c

).

De même que t̃.b1a1.a2a3 = θ̃i1a1 ẽ
b1
j1
θ̃i2a2 θ̃

i3
a3
t.j1i1.i2i3 et t.j1i1.i2i3 = ẽa1i1 θ̃

j1
b1
ẽa2i2 ẽ

a3
i3
t̃.b1a1.a2a3

on a :

∇̃u t
.b1

a1.a2a3
= θ̃i1a1 ẽ

b1
j1
θ̃i2a2 θ̃

i3
a3

(∇u t)
.j1
i1.i2i3

et (∇u t)
.j1
i1.i2i3

= ẽa1i1 θ̃
j1
b1
ẽa2i2 ẽ

a3
i3
∇̃u t

.b1

a1.a2a3
.

4.1.4 La divergence div d’un champ de vecteurs

Soit v ∈ C∞ (U ; TM) alors :

div v , (∇ei v)i , ∇̃ ∂
∂ xa

v
a

∈ Ω0 (U) [8] 16 [9] 17 et [27] 18. Soit :

div v = ∂iv
i + γ.ii.k v

k = ∂ ṽa

∂ xa
+ Γ.aa.c ṽ

c [38] 19.

Remarque : on peut définir la divergence pour un champ de tenseurs
quelconque [9] 20 et [36] 21 et donc en particulier pour un champ de formes
différentielles. Cependant pour éviter toute confusion nous ne le ferons pas.

4.2 La différentielle absolue ou covariante ∇
On pourra consulter [8] 22 [11] 23 et [35].

La différentielle absolue ou covariante ∇ augmente de un la covariance,
d’où son nom.

4.2.1 Définition

∇ est tel que :

16. p. 246 éq. (11.1) pour la 1e égalité
17. p. 189 pour la 2e égalité
18. pp. 555-556 § 2.4.6 Exemple 2 pour la 2e égalité, p. 557 § 2.4.7 Application pour la 2e

égalité
19. p. 1 pour la 2e égalité
20. pp. 465-466
21. p. 7
22. p. 235
23. pp. 264-276 § 28 mais les auteurs mélangent trop ∇u et ∇
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∇ t , θi⊗∇ei t ; ∀t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M). Alors∇ t ∈ C∞ (U ;

q⊗
p + 1

T ∗M)

et on constate que :

∇ ∈ L[C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) ; C∞ (U ;

q⊗
p + 1

T ∗M)].

Donc si t, t′ ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) on a :

∇ (t+ t′) = ∇ t+∇ t′, égalité dans C∞ (U ;
q⊗

p + 1
T ∗M) [8] 24 et

∇ (k t) = k∇ t, avec k ∈ R, égalité dans C∞ (U ;
q⊗

p + 1
T ∗M).

En base mobile si :

t = t
... j1 ... jq
i1 ... ip

θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq , on a :

∇ t , (∇ t) ... j1 ... jqii1 ... ip
θi ⊗ θi1 ⊗ . . . ⊗ θip ⊗ ej1 . . . ⊗ ejq , avec :

(∇ t) ... j1 ... jqii1 ... ip
= (∇eit)

... j1 ... jq
i1 ... ip

, ∂it
... j1 ... jq
i1 ... ip

+γ.j1i.k t
... kj2 ... jq
i1 ... ip

+. . .+γ
.jq
i.k t

... j1 ... jq−1k
i1 ... ip

− γ.ki.i1 t
... j1 ... jq
ki2 ... ip

− . . .− γ.ki.ip t
... j1 ... jq
i1 ... ip−1k

.

Les dérivées pfafiennes et les coefficients de connexion apparaissent donc.

En base naturelle si :

t = t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap ⊗ ∂

∂ xb1
. . . ⊗ ∂

∂ xbq
, on a :

∇ t = ∇̃ t
... b1 ... bq

aa1 ... ap
dxa ⊗ dxa1 ⊗ . . . ⊗ dxap ⊗ ∂

∂ xb1
. . . ⊗ ∂

∂ xbq
, avec :

∇̃ t
... b1 ... bq

aa1 ... ap
= ∇̃ ∂

∂xa
t
... b1 ... bq

a1 ... ap
,

∂ t̃
... b1 ... bq
a1 ... ap

∂ xa
+Γ.b1a.c t̃

... cb2 ... bq
a1 ... ap +. . .+Γ

.bq
a.c t̃

... b1 ... bq−1c
a1 ... ap

− Γ.ca.a1 t̃
... b1 ... bq
ca2 ... ap − . . .− Γ.ca.ap t̃

... b1 ... bq
a1 ... ap−1c.

Les dérivées classiques et les symboles de Christoffel de 2e espèce appa-
raissent donc.

24. p. 235 éq. (4.2)
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Cas particulier des champs de formes différentielles extérieures

Si ω ∈ ΩP (U) i.e. :

ω = ωi1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip = ω̃a1 ... ap dx

a1 ⊗ . . . ⊗ dxap . Alors :

∇ω = (∇ω)ii1 ... ip θ
i ⊗ θi1 ⊗ . . . ⊗ θip = ∇̃ωaa1 ... ap dxa ⊗ dxa1 ⊗ . . . ⊗

dxap , avec :

(∇ω)ii1 ... ip = (∇ei ω)i1 ... ip = ∂iωi1 ... ip − γ.ki.i1 ωki2 ... ip − . . .− γ
.k
i.ip ωi1 ... ip−1k

et :

∇̃ωaa1 ... ap = ∇̃ ∂
∂ xa

ω
a1 ... ap

=
∂ ω̃a1 ... ap

∂ xa
−Γ.ca.a1 ω̃ca2 ... ap−. . .−Γ.ca.ap ω̃a1 ... ap−1c.

4.2.2 Propriétés

Formule de Liebniz

• Si λ ∈ Ω0 (U) et t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) on a :

∇ (λ t) = (∇λ) ⊗ t+λ∇ t. Et si λ est une fonction numérique constante
égale à k on a ∇ k = 0 et on retrouve ∇ (k t) = k∇ t.

Démonstration

∇ (λ t) , θi ⊗ ∇ei (λ t) = θi ⊗ [(∇ei λ)t+ λ∇ei t)]
= θi ⊗ [(∇ei λ) ⊗ t+ λ∇ei t)] = (θi ⊗ ∇ei λ) ⊗ t+ λ θi ⊗ ∇ei t]
= (∇λ) ⊗ t+ λ∇ t QED.

Remarque : attention si t ∈ C∞ (U ;
q⊗
p
T ∗M) et t′ ∈ C∞ (U ;

q′⊗
p′

T ∗M)

alors, en général :

∇ (t ⊗ t′) 6= (∇ t) ⊗ t′ + t ⊗ ∇ t′, en raison de la non-commutativité du
produit tensoriel [8] 25

4.2.3 Cas particuliers

Cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors ∇λ = (∇λ)i θ
i = ∇̃λa dxa ∈ Ω1 (U) (cas C), avec :

(∇λ)i = ∂iλ et ∇̃λa = ∂ λ
∂ xa

. Alors on remarque que ∇λ = d λ.

25. p. 236 exercice
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On a ∇̃λa = θ̃ia (∇λ)i et (∇λ)i = ẽia ∇̃λa.

Cas B

Si v ∈ C∞ (U ; TM) alors ∇ v = (∇ v)j1i θ
i ⊗ ej1 = ∇̃ v

b1

a dx
a ⊗ ∂

∂ xb1

∈ C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) (cas E), avec :

(∇ v)j1i = ∂iv
j1 + γ.j1i.k v

k et ∇̃ v
b1

a = ∂ ṽb1
∂ xa

+ Γ.b1a.c ṽ
c.

On a ∇̃ v
b1

a = θ̃ia ẽ
b1
j1

(∇ v)j1i et (∇v)j1i = ẽai θ̃
j1
b1
∇̃ v

b1

a

Cas C

Si a ∈ Ω1 (U) alors

∇ a = (∇ a)ii1 θ
i ⊗ θi1 = ∇̃ aaa1 dxa ⊗ dxa1 ∈ C∞ (U ;

0⊗
2
T ∗M) (cas F ),

avec :

(∇ a)ii1 = ∂iai1 − γ.ki.i1 ak et ∇̃ aaa1 =
∂ ãa1
∂ xa
− Γ.ca.a1 ãc.

On a ∇̃ aaa1 = θ̃ia θ̃
i1
a1

(∇ a)ii1 et (∇a)ii1 = ẽai ẽ
a1
i1
∇̃ aaa1 .

Cas D

Si t ∈ C∞ (U ;
2⊗
0
T ∗M) alors ∇ t = (∇ t).j1j2i θi ⊗ ej1 ⊗ ej2

= ∇̃ t
.b1b2

a dxa ⊗ ∂
∂ xb1

⊗ ∂
∂ xb2
∈ C∞ (U ;

2⊗
1
T ∗M), avec :

(∇ t).j1j2i , ∂it
j1j2 +γ.j1i.k t

kj2 +γ.j2i.k t
j1k et ∇̃ t

.b1b2

a = ∂ t̃b1b2
∂ xa

+Γ.b1a.c t̃
cb2 +Γ.b2a.c t̃

b1c.

On a ∇̃ t
.b1b2

a = θ̃ia ẽ
b1
j1
ẽb2j2 (∇ t).j1j2i et (∇ t).j1j2i = ẽai θ̃

j1
b1
θ̃j2b2 ∇̃ t

.b1b2

a .
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Cas E

Si t ∈ C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) alors ∇ t = (∇ t)..j1ii1

θi ⊗ θi1 ⊗ ej1

= ∇̃ t
..b1

aa1
dxa ⊗ dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
∈ C∞ (U ;

1⊗
2
T ∗M) (cas G), avec :

(∇ t)..j1ii1
= ∂it

.j1
i1

+ γ.j1i.k t
.k
i1
− γ.ki.i1 t

.j1
k et ∇̃ t

..b1

aa1
=

∂ t
.b1
a1

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

.c
a1
− Γ.ca.a1 t̃

.b1
c .

On a ∇̃ t
..b1

aa1
= θ̃ia θ̃

i1
a1
ẽb1j1 (∇ t)..j1ii1

et (∇ t)..j1ii1
= ẽai ẽ

a1
i1
θ̃j1b1 ∇̃ t

..b1

aa1
.

Cas F

Si t ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M) alors ∇ t = (∇ t)ii1i2 θ

i ⊗ θi1 ⊗ θi2

= ∇̃ taa1a2 dxa ⊗ dxa1 ⊗ dxa2 ∈ C∞ (U ;
0⊗
3
T ∗M), avec :

(∇ t)ii1i2 = ∂iti1i2 − γ.ki.i1 tki2 − γ
.k
i.i2
ti1k et

∇̃ taa1a2 =
∂ t̃a1a2
∂ xa

− Γ.ca.a1 t̃ca2 − Γ.ca.a2 t̃a1c.

On a ∇̃ taa1a2 = θ̃ia θ̃
i1
a1
θ̃i2a2 (∇ t)ii1i2 et (∇ t)ii1i2 = ẽai ẽ

a1
i1
ẽa2i2 ∇̃ taa1a2 .

Cas G (utile pour la torsion)

Si t ∈ C∞ (U ;
1⊗
2
T ∗M) alors ∇ t = (∇ t)...j1ii1i2

θi ⊗ θi1 ⊗ θi2 ⊗ ej1

= ∇̃ t
...b1

aa1a2
dxa ⊗ dxa1 ⊗ dxa2 ⊗ ∂

∂ xb1
∈ C∞ (U ;

1⊗
3
T ∗M) (mais ce n’est pas

le cas H), avec :

(∇ t)...j1ii1i2
= ∂it

..j1
i1i2

+ γ.j1i.k t
..k
i1i2
− γ.ki.i1 t

..j1
ki2
− γ.ki.i2 t

..j1
i1k

et :

∇̃ t
...b1

aa1a2
=

∂ t̃
..b1
a1a2

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

..c
a1a2
− Γ.ca.a1 t̃

..b1
ca2
− Γ.ca.a2 t̃

..b1
a1c

. On a :

∇̃u t
...b1

aa1a2
= θ̃ia θ̃

i1
a1
θ̃i2a2 ẽ

b1
j1

(∇u t)
...j1
ii1i2

et (∇u t)
...j1
ii1i2

= ẽai ẽ
a1
i1
ẽa2i2 θ̃

j1
b1
∇̃u t

...b1

aa1a2
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Cas H (utile pour la courbure)

Si t ∈ C∞ (U ;
1⊗
3
T ∗M) alors ∇ t

= (∇ t)..j1ii1.i2i3
θi ⊗ θi1 ⊗ ej1 ⊗ θi2 ⊗ θi3

= ∇̃ t
..b1

aa1.a2a3
dxa ⊗ dxa1 ⊗ ∂

∂ xb1
⊗ dxa2 ⊗ dxa3 , avec :

(∇ t)..j1ii1.i2i3
= ∂it

.j1
i1.i2i3

+ γ.j1i.k t
.k
i1.i2i3

− γ.ki.i1 t
.j1
k.i2i3

− γ.ki.i2 t
.j1
i1.ki3

− γ.ki.i3 t
.j1
i1.i2k

et

∇̃ t
..b1

aa1.a2a3
=

∂ t̃
.b1
a1.a2a3

∂ xa
+ Γ.b1a.c t̃

.c
a1.a2a3

−Γ.ca.a1 t̃
.b1
c.a2a3

−Γ.ca.a2 t̃
.b1
a1.ca3

−Γ.ca.a3 t̃
.b1
a1.a2c

On a :

∇̃u t
..b1

aa1.a2a3
= θ̃ia θ̃

i1
a1
ẽb1j1 θ̃

i2
a2
θ̃i3a3 (∇u t)

..j1
ii1.i2i3

et

(∇u t)
..j1
ii1.i2i3

= ẽai ẽ
a1
i1
θ̃j1b1 ẽ

a2
i2
ẽa3i3 ∇̃u t

..b1

aa1.a2a3
.

4.3 Le champ de tenseurs de torsion S

On pourra consulter [8] 26, qui note S ce champ et [30] 27, qui le note T .

Si v, w ∈ C∞ (U ; TM) (cas B) la torsion exprime de combien
∇vw −∇wv diffère de [v, w] [8] 28.

4.3.1 Calcul, en base mobile, de
(∇v w −∇w v − [v, w])j

• (∇v w)j = vi(∂iw
j + γ.ji.k w

k).

• (∇w v)j = wk(∂k v
j + γ.jk.i v

i).

• [v, w]j = vi ∂iw
j − wk ∂k vj + c.ji.k v

iwk.

Soustrayons les deuxième et troisième relations ci-devant de la première.
Il vient :

(∇v w −∇w v − [v, w])j = S..jik v
iwk, avec :

26. pp. 237-239 § 5
27. pp. 289-290 Leçon 8 (Géométrie riemannienne) § 2.D.1 Tenseur de torsion
28. p. 239

81



S..jik , γ.ji.k−γ
.j
k.i− c

.j
i.k tel que S..jki = −S..jik (et donc S..jii = 0). On remarque

donc que S..jik = (σj)ik.

4.3.2 Calcul, en base naturelle, de

˜∇vw −∇wv − [v, w]
b

De même on a :

˜∇v w −∇w v − [v, w]
b

= S̃..bac ṽ
a w̃c, avec :

S̃..bac , Γ.ba.c − Γ.bc.a tel que S̃..bca = −S̃..bac (et donc S̃..baa = 0). On remarque

donc que S̃..bac = Σ̃b
ac.

4.3.3 Passage entre ces 2 calculs

On a :

S̃..bac ṽ
a w̃c = ẽbj S

..j
ik v

iwk et S..jik v
iwk = θ̃jb S̃

..b
ac ṽ

a w̃c et, par conséquent :

S̃..bac = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c S

..j
ik et S..jik = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k S̃

..b
ac .

On retrouve bien que Σ̃b
ac = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c (σj)ik et que (σj)ik = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k Σ̃b

ac.

4.3.4 Définition du champ de tenseurs de torsion S

Le champ de tenseurs de torsion est, par définition, le (2, 1) champ de
tenseurs S :

S ∈ C∞ (U ;
1⊗
2
T ∗M) (cas G), tel que :

S = S..jik θ
i ⊗ θk ⊗ ej = S̃..bac dx

a ⊗ dxc ⊗ ∂
∂ xb

.

Donc :

C∞ (U ; TM)
v

× C∞ (U ; TM)
w

× C∞ (U ; T ∗M)
a

S−→
7−→

Ω0 (U)
S(v, w, a)

,

avec S(v, w, a) = S..jik v
iwk aj = S̃..bac ṽ

a w̃c ãb.

4.3.5 Autre interprétation du champ de tenseur de
torsion

Soit S(v, w) , ∇vw −∇wv − [v, w] ∈ C∞ (U ; TM). On a :
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S(w, v) = −S(v, w). Et donc :

(S(v, w))j = (∇vw −∇wv − [v, w])j = S..jik v
iwk et :

S̃(v, w)
b

= ˜∇vw −∇wv − [v, w]
b

= S̃..bac ṽ
a w̃c. Et donc :

S..jik = (S(ei, ek))
j et S̃..bac = ˜S( ∂

∂ xa
, ∂
∂ xc

)
b

.

S(v, w) ∈ C∞ (U ;
1⊗
0
T ∗M) = C∞ (U ; TM) ; donc :

C∞ (U ; T ∗M)
a

S(v, w)−→
7−→

Ω0 (U)
(S(v, w)) a

, avec :

(S(v, w)) a = (S(v, w))j aj , S..jik v
iwk aj = S̃(v, w)

b

ãb , S̃..bac ṽ
a w̃c ãb.

Et donc (S(v, w))j = S..jik v
iwk et S̃(v, w)

b

= S̃..bac ṽ
a w̃c .

Finalement S( v, w, a) = (S(v, w)) a = S..jik v
iwk aj = S̃..bac ṽ

a w̃c ãb.

4.4 Le champ de tenseurs de courbure

On pourra consulter [8] 29 [11] 30 [21] 31 [25] 32 et [30] 33. Mais certains de
ces auteurs ne traitent que du cas des variétés riemanniennes (cf. chapitre
suivant).

Si u, v, w ∈ C∞ (U ; TM) (cas B) la courbure exprime de combien
∇v(∇wu)−∇w(∇vu) diffère de ∇[v, w]u.

4.4.1 Calcul, en base mobile, de
[∇v(∇wu)−∇w(∇vu)−∇[v, w]u]j

• [∇v(∇wu)]j = vk[∂k(∇wu)j + γ.jk.m(∇wu)m]
= vk{∂k[wl(∂luj + γ.jl.i u

i)] + γ.jk.m[wl(∂lu
m + γ.ml.i u

i)]}
= vk{(∂kwl)(∂luj + γ.jl.i u

i) + wl[∂k(∂lu
j) + (∂kγ

.j
l.i)u

i + γ.jl.i ∂ku
i]

+ wl(γ.jk.m ∂lu
m + γ.jk.m γ

.m
l.i u

i)}.

29. pp. 239-240 § 6
30. pp. 289-301 § 30
31. pp. 120-132 § III
32. pp. 281-298 Leçon 19
33. pp. 298-308 § 4
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Donc si on permute v et w et k et l on obtient :

• [∇v(∇wu)−∇w(∇vu)]j

= vk{(∂kwl)(∂luj + γ.jl.i u
i) + wl[∂k(∂lu

j) + (∂kγ
.j
l.i)u

i + γ.jl.i ∂ku
i]

+ wl(γ.jk.m ∂lu
m + γ.jk.m γ

.m
l.i u

i)}
− wl{(∂lvk)(∂kuj + γ.jk.i u

i) + vk[∂l(∂ku
j) + (∂lγ

.j
k.i)u

i + γ.jk.i ∂lu
i]

+ vk(γ.jl.m ∂ku
m + γ.jl.m γ

.m
k.i u

i)}
= vk wl {[∂k(∂luj)− ∂l(∂kuj)] + (∂kγ

.j
l.i − ∂lγ

.j
k.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ

.j
l.m γ

.m
k.i)u

i

+ < γ.jl.i ∂ku
i − γ.jl.m ∂kum + γ.jk.m ∂lu

m − γ.jk.i ∂lui >
+ vk(∂kw

l)(∂lu
j + γ.jl.i u

i)− wl(∂lvk)(∂kuj + γ.jk.i u
i).

Du fait que i et m sont muets les 4 termes situés entre < et > disparaissent
et étant donné que ∂k(∂lu

j)− ∂l(∂kuj) = c.mk.l ∂mu
j on obtient :

• [∇v(∇wu)−∇w(∇vu)]j

= vk wl[c.mk.l ∂mu
j + (∂kγ

.j
l.i − ∂lγ

.j
k.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ

.j
l.m γ

.m
k.i)u

i]
+ vk(∂kw

l)(∂lu
j + γ.jl.i u

i)− wl(∂lvk)(∂kuj + γ.jk.i u
i).

• (∇[v, w]u)j = (∇[v, w]m emu)j = [v, w]m(∇emu)j

= (vl ∂lw
m − wl ∂lvm + c.mk.l v

k wl)(∇emu)j

= vk(∂kw
l)(∇elu)j − wl(∂lvk)(∇eku)j + c.mk.l v

k wl)(∇emu)j

= vk(∂kw
l)(∂lu

j + γ.jl.i u
i)−wl(∂lvk)(∂kuj + γ.jk.i u

i) + c.mk.l v
k wl(∂mu

j + γ.jm.i u
i)

(on a fait un changement d’indices pour les 2 dernières expressions).

Et finalement :

• [∇v(∇wu)−∇w(∇vu)−∇[v, w]u]j = R.j
i.kl u

i vk wl, avec :

R.j
i.kl , ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m [8] 34 tel que

R.j
i.lk = −R.j

i.kl (et donc R.j
i.kk = 0). On constate que R.j

i.lk = (ω.ji )kl.

4.4.2 Calcul, en base naturelle, de

˜∇v(∇wu)−∇w(∇vu)−∇[v, w]u
b

De même on a :

• ˜∇v(∇wu)−∇w(∇vu)−∇[v, w]u
b

= R̃.b
a.cd ũ

a ṽc w̃d, avec :

R̃.b
a.cd ,

∂Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e [8] 35, [21] 36 et [25] 37 tel que

34. p. 240 éq. (6.8)
35. p. 329 éq. (6.3)
36. p. 126 éq. (81,2)
37. p. 286 éq. (21)
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R̃.b
a.dc = −R̃.b

a.cd [11] 38 (et donc R̃.b
a.cc = 0). On constate que R̃.b

a.cd = Ω̃.b
a cd.

4.4.3 Passage entre ces 2 calculs

On a :

R̃.b
a.cd ũ

a ṽc w̃d = ẽbj R
.j
i.kl u

i vk wl et R.j
i.kl u

i vk wl = θ̃jb R̃
.b
a.cd ũ

a ṽc w̃d et, par
conséquent :

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl et R.j

i.kl = ẽai θ̃
j
b ẽ

c
k ẽ

d
l R̃

.b
a.cd

On retrouve bien que Ω̃.b
a cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
d (ω.ji )kl et (ω.ji )kl = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k ẽ

d
l Ω̃.b

a cd.

4.4.4 Définition du champ de tenseurs de courbure R

Le champ de tenseurs de courbure est, par définition, le (3, 1) champ de
tenseurs R :

R ∈ C∞ (U ;
1⊗
3
T ∗M) (cas H) tel que :

R = R.j
i.kl θ

i ⊗ ej ⊗ θk ⊗ θl = R̃.b
a.cd dx

a ⊗ ∂
∂ xb
⊗ dxc ⊗ dxd.

Donc :

C∞ (U ; TM)
u

× C∞ (U ; T ∗M)
a

× C∞ (U ; TM)
v

× C∞ (U ; TM)
w

R−→
7−→

Ω0 (U)
R(u, a, v, w)

.

avec R(u, a, v, w) = R.j
i.kl u

i aj v
k wl = R̃.b

a.cd ũ
a ãb ṽ

c w̃d.

4.4.5 Autres interprétations du champ de tenseur de
courbure

Soit [∇v, ∇w] , ∇v∇w −∇w∇v et R(v, w) , [∇v, ∇w]−∇[v, w]

∈ C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) [25] 39 et [30] 40 alors

R(v, w)u = (∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w])u = ∇v(∇wu)−∇w(∇vu)−∇[v, w]u

∈ C∞ (U ; TM). On a R(w, v) = −R(v, w). Et donc R.j
i.kl = (R(ek, el) ei)

j

et R̃.b
a.cd = ˜R( ∂

∂ xc
, ∂
∂ xd

) ∂
∂ xa

b

.

38. p. 292 § 3 1.
39. p. 293 éq. (34)
40. p. 299 éq. (8-54)
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• Pour R(v, w) : R(v, w) ∈ C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) :

C∞ (U ; TM)× C∞ (U ; T ∗M)
(u, a)

R(v, w)−→
7−→

Ω0 (U)
(R(v, w))(u, a)

, avec :

(R(v, w))(u, a) = (R(v, w)).ji u
i aj , R.j

i.kl u
i aj v

k wl = R̃(v, w)
.b

a ũ
a ãb

, R̃.b
a.cd ũ

a ãb ṽ
c w̃d.

Et donc (R(v, w)).ji = R.j
i.kl v

k wl et R̃(v, w)
.b

a = R̃.b
a.cd ṽ

c w̃d.

• Pour R(v, w)u : R(v, w)u ∈ C∞ (U ; TM) :

C∞ (U ; T ∗M)
a

R(v, w)u−→
7−→

Ω0 (U)
(R(v, w)u) a

, avec :

(R(v, w)u) a = (R(v, w)u)j aj , R.j
i.kl u

i aj v
k wl = ˜R(v, w)u

b

ãb
, R̃.b

a.cd ũ
a ãb ṽ

c w̃d.

Et donc (R(v, w)u)j = R.j
i.kl u

i vk wl et ˜R(v, w)u
b

= R̃.b
a.cd ũ

a ṽc w̃d.

Finalement R(u, a, v, w) = (R(v, w))(u, a) = (R(v, w)u) a

= R.j
i.kl u

i aj v
k wl = R̃.b

a.cd ũ
a ãb ṽ

c w̃d.

4.4.6 Calcul de (∇em R).ji.kl et propriétés

D’après ce qui précède (cf. cas H) :

(∇em R).ji.kl = ∂mR
.j
i.kl + γ.jm.nR

.n
i.kl− γ.nm.iR

.j
n.kl− γ.nm.k R

.j
i.nl− γ.nm.lR

.j
i.kn et on

remarque que :

(∇em R).ji.lk = −(∇em R).ji.kl et donc (∇em R).ji.kk = 0.

4.4.7 Le champ de tenseurs de Ricci

On pourra consulter [4] 41 [8] 42 [11] 43 et [21] 44. Mais ce champ n’est défini
dans le cas d’une connexion quelconque, comme ici, que par [4]. Les trois
autres auteurs ne considèrent que le cas d’une connexion riemannienne (cf.
chapitre suivant).

41. pp. 90-91 §X
42. p. 245 éq. (10.6)
43. p. 293 dans le cas particulier dimM = 2, p. 295 dans le cas particulier dimM = 3

et p. 296 évoqué dans le cas particulier dimM = 4
44. pp. 130-131 § 85
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Le champ de tenseurs de Ricci est, par définition, le (1, 1) champ de
tenseur R̄ obtenu par contraction du champ de tenseurs R [27] 45 :

R̄ ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M) (cas F ), tel que :

R̄ = Ril θ
i ⊗ θl = R̃ad dx

a ⊗ dxd, avec :

• Ril , R.j
i.jl = ∂j γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
j.i − c.mj.l γ

.j
m.i + γ.jj.m γ

.m
l.i − γ.mj.i γ

.j
l.m. Donc :

changement de bases mobiles :

Ri′l′ = θii′ θ
l
l′ Ril et Ril = ei

′
i e

l′

l Ri′l′ .

• R̃ad , R̃.b
a.bd =

∂Γ.bd.a
∂ xb
− ∂ Γ.bb.a

∂ xd
+ Γ.bb.e Γ.ed.a − Γ.eb.a Γ.bd.e [8] 46. Donc :

changement de bases naturelles :

R̃a′d′ = ∂ xa

∂ xa′
∂ xd

∂ xd′
R̃ad et R̃ad = ∂ xa

′

∂ xa
∂ xd

′

∂ xd
R̃a′d′ .

Remarque : en général le champ de tenseur de Ricci n’est pas symétrique.

4.5 Liens entre les champs de tenseurs de tor-

sion et de coubure

On a R(v, w)u+R(w, u)v +R(u, v)w
= ∇u S(v, w) +∇v S(w, u) +∇w S(u, v)
+ S(u, [v, w]) + S(v, [w, u]) + S(w, [u, v]) [30] 47.

Démonstration

R(v, w)u+R(w, u)v +R(u, v)w
= (∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w])u
+ (∇w∇u −∇u∇w −∇[w, u]) v
+ (∇u∇v −∇v∇u −∇[u, v])w
= (∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w])u+ (∇w∇u −∇u∇w −∇[w, u]) v
+∇u (∇w v + [v, w] + S(v, w))−∇v (∇w u+ [u, w] + S(u, w))
− (∇w [u, v] + [[u, v], w] + S([u, v], w))
= ∇u [v, w]−∇v [u, w]−∇w [u, v]− [[u, v], w]
−∇w∇v u−∇[v, w] u+∇w∇u v −∇[w, u] v
+∇u S(v, w)−∇v S(u, w)− S([u, v], w)

45. pp. 521-522 § 1.7.1
46. p. 245 éq. (10.7)
47. pp. 317-318 Exercice 15 mais uniquement lorsque S = 0
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= (∇[v, w] u+[[u, v], w]−S([v, w], u))+(−∇[u,w] v−[[v, u], w]+S([u, w], v))
−∇w [u, v]− [[u, v], w]−∇w (∇u v − [u, v]− S(u, v))−∇[v, w] u+∇w∇u v
−∇[w, u] v +∇u S(v, w)−∇v S(u, w)− S([u, v], w)
= [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]]
+∇u S(v, w) +∇v S(w, u) +∇w S(u, v)
+ S(u, [v, w]) + S(v, [w, u]) + S(w, [u, v])
= ∇u S(v, w) +∇v S(w, u) +∇w S(u, v)
+ S(u, [v, w]) + S(v, [w, u]) + S(w, [u, v]) QED.

On a aussi dΣj = Ω.j
k ∧ θk − πj.k ∧ Σk et d Σ̃b = Ω̃.b

c ∧ dxc − π̃b.c ∧ Σ̃c

Identités de Bianchi [8] 48

Soient :∮
klm

(∇ek R).ji.lm , (∇ek R).ji.lm + (∇el R).ji.mk + (∇em R).ji.kl,∮
klm

S..nml R
.j
i.nk , S..nml R

.j
i.nk + S..nkmR

.j
i.nl + S..nlk R

.j
i.nm et :∮

cde
(∇ ∂

∂ xc
R̃)

.b

a.de
, (∇ ∂

∂ xc
R̃)

.b

a.de
+ (∇ ∂

∂ xd
R̃)

.b

a.ec
+ (∇ ∂

∂ xe
R̃)

.b

a.cd
,∮

cde
S̃..fed R̃

.b
a.fc , S̃..fed R̃

.b
a.fc + S̃..fce R̃

.b
a.fd + S̃..fdc R̃

.b
a.fe. Alors :∮

klm
(∇ek R).ji.lm =

∮
klm

S..nml R
.j
i.nk et

∮
cde
∇̃ ∂

∂ xc
R
.b

a.de
=
∮
cde
S̃..fed R̃

.b
a.fc

Démonstration

cf. Annexe G.

Autres identités entre les champs de tenseurs de torsion et de
coubure

Soient :∮
ikl
R.j
i.kl , R.j

i.kl +R.j
k.li +R.j

l.ik,∮
ikl

[(∇ei S)..jkl − S..mkl S
..j
im]

, (∇ei S)..jkl − S..mkl S
..j
im + (∇ek S)..jli − S..mli S..jkm + (∇el S)..jik − S..mik S..jlm et :∮

acd
R̃.b
a.cd , R̃.b

a.cd + R̃.b
c.da + R̃.b

d.ac,∮
acd

[∇̃ ∂
∂ xa

S
..b

cd
− S̃..ecd S̃..bae ]

, ∇̃ ∂
∂ xa

S
..b

cd
− S̃..ecd S̃..bae + ∇̃ ∂

∂ xc
S
..b

da
− S̃..eda S̃..bce + ∇̃ ∂

∂ xd
S
..b

ac
− S̃..eac S̃..bde . Alors :

∮
ikl

[(∇ei S)..jkl−S..mkl S
..j
im] =

∮
ikl
R.j
i.kl et

∮
acd

[∇̃ ∂
∂ xa

S
..b

cd
−S̃..ecd S̃..bae ] =

∮
acd
R̃.b
a.cd.

48. p. 241
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Démonstration

cf. Annexe H.

4.6 Torsion et courbure dans le cas m = 2

4.6.1 Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki

S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .

Il y a – a priori – 2 termes différents et non nuls à calculer :

S..112 = γ.11.2 − γ.12.1 − c.11.2 = −S..121

S..212 = γ.21.2 − γ.22.1 − c.21.2 = −S..221

S̃..112 = Γ.11.2 − Γ.12.1 = −S̃..121

S̃..212 = Γ.21.2 − Γ.22.1 = −S̃..221

4.6.2 Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc

Il y a – a priori – 4 termes différents et non nuls à calculer :

R.11.12 = ∂1 γ
.1
2.1 − ∂2 γ

.1
1.1 − c.11.2 γ.11.1 − c.21.2 γ.12.1 + γ.11.2 γ

.2
2.1 − γ.21.1 γ.12.2 = −R.11.21,

R.21.12 = ∂1 γ
.2
2.1 − ∂2 γ

.2
1.1 − c.11.2 γ.21.1 − c.21.2 γ.22.1 + γ.21.1 γ

.1
2.1 + γ.21.2 γ

.2
2.1

− γ.11.1 γ.22.1 − γ.21.1 γ.22.2 = −R.21.21,
R.12.12 = ∂1 γ

.1
2.2 − ∂2 γ

.1
1.2 − c.11.2 γ.11.2 − c.21.2 γ.12.2 + γ.11.1 γ

.1
2.2 + γ.11.2 γ

.2
2.2

− γ.11.2 γ.12.1 − γ.21.2 γ.12.2 = −R.12.21,
R.22.12 = ∂1 γ

.2
2.2 − ∂2 γ

.2
1.2 − c.11.2 γ.21.2 − c.21.2 γ.22.2 + γ.21.1 γ

.1
2.2 − γ.11.2 γ.22.1 = −R.22.21,

R̃.1
1.12 =

∂ Γ.12.1
∂ x1
− ∂ Γ.11.1

∂ x2
+ Γ.11.2 Γ.22.1 − Γ.21.1 Γ.12.2 = −R̃.1

1.21

R̃.2
1.12 =

∂ Γ.22.1
∂ x1
− ∂ Γ.21.1

∂ x2
+ Γ.21.1 Γ.12.1 + Γ.21.2 Γ.22.1 − Γ.11.1 Γ.22.1 − Γ.21.1 Γ.22.2 = −R̃.2

1.21

R̃.1
2.12 =

∂ Γ.12.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x2
+ Γ.11.1 Γ.12.2 + Γ.11.2 Γ.22.2 − Γ.11.2 Γ.12.1 − Γ.21.2 Γ.12.2 = −R̃.1

2.21

R̃.2
2.12 =

∂ Γ.22.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x2
+ Γ.21.1 Γ.12.2 − Γ.11.2 Γ.22.1 = −R̃.2

2.21

Champ de tenseurs de Ricci

R11 = −R.2
1.12, R12 = R.1

1.12, R21 = −R.2
2.12, R22 = R.1

2.12.

R̃11 = −R̃.2
1.12, R̃12 = R̃.1

1.12, R̃21 = −R̃.2
2.12, R̃22 = R̃.1

2.12.
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4.7 Torsion et courbure dans le cas m = 3

4.7.1 Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki

S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .

Il y a – a priori – 9 termes différents et non nuls à calculer :

S..112 = γ.11.2 − γ.12.1 − c.11.2 = −S..121

S..212 = γ.21.2 − γ.22.1 − c.21.2 = −S..221

S..312 = γ.31.2 − γ.32.1 − c.31.2 = −S..321

S..113 = γ.11.3 − γ.13.1 − c.11.3 = −S..131

S..213 = γ.21.3 − γ.23.1 − c.21.3 = −S..231

S..313 = γ.31.3 − γ.33.1 − c.31.3 = −S..331

S..123 = γ.12.3 − γ.13.2 − c.12.3 = −S..132

S..223 = γ.22.3 − γ.23.2 − c.22.3 = −S..232

S..323 = γ.32.3 − γ.33.2 − c.32.3 = −S..332

S̃..112 = Γ.11.2 − Γ.12.1 = −S̃..121

S̃..212 = Γ.21.2 − Γ.22.1 = −S̃..221

S̃..312 = Γ.31.2 − Γ.32.1 = −S̃..321

S̃..113 = Γ.11.3 − Γ.13.1 = −S̃..131

S̃..213 = Γ.21.3 − Γ.23.1 = −S̃..231

S̃..313 = Γ.31.3 − Γ.33.1 = −S̃..331

S̃..123 = Γ.12.3 − Γ.13.2 = −S̃..132

S̃..223 = Γ.22.3 − Γ.23.2 = −S̃..232

S̃..323 = Γ.32.3 − Γ.33.2 = −S̃..332

4.7.2 Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc

Il y a – a priori – 27 termes différents et non nuls à calculer :

R.1
1.12 = ∂1 γ

.1
2.1 − ∂2 γ

.1
1.1 − c.m1.2 γ.1m.1 + γ.11.m γ

.m
2.1 − γ.m1.1 γ.12.m = −R.1

1.21,
R.2

1.12 = ∂1 γ
.2
2.1 − ∂2 γ

.2
1.1 − c.m1.2 γ.2m.1 + γ.21.m γ

.m
2.1 − γ.m1.1 γ.22.m = −R.2

1.21,
R.3

1.12 = ∂1 γ
.3
2.1 − ∂2 γ

.3
1.1 − c.m1.2 γ.3m.1 + γ.31.m γ

.m
2.1 − γ.m1.1 γ.32.m = −R.3

1.21,

R.1
2.12 = ∂1 γ

.1
2.2 − ∂2 γ

.1
1.2 − c.m1.2 γ.1m.2 + γ.11.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.12.m = −R.1

2.21,
R.2

2.12 = ∂1 γ
.2
2.2 − ∂2 γ

.2
1.2 − c.m1.2 γ.2m.2 + γ.21.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.22.m = −R.2

2.21,
R.3

2.12 = ∂1 γ
.3
2.2 − ∂2 γ

.3
1.2 − c.m1.2 γ.3m.2 + γ.31.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.32.m = −R.3

2.21,
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R.1
3.12 = ∂1 γ

.1
2.3 − ∂2 γ

.1
1.3 − c.m1.2 γ.1m.3 + γ.11.m γ

.m
2.3 − γ.m1.3 γ.12.m = −R.1

3.21,
R.2

3.12 = ∂1 γ
.2
2.3 − ∂2 γ

.2
1.3 − c.m1.2 γ.2m.3 + γ.21.m γ

.m
2.3 − γ.m1.3 γ.22.m = −R.2

3.21,
R.3

3.12 = ∂1 γ
.3
2.3 − ∂2 γ

.3
1.3 − c.m1.2 γ.3m.3 + γ.31.m γ

.m
2.3 − γ.m1.3 γ.32.m = −R.3

3.21,

R.1
1.13 = ∂1 γ

.1
3.1 − ∂3 γ

.1
1.1 − c.m1.3 γ.1m.1 + γ.11.m γ

.m
3.1 − γ.m1.1 γ.13.m = −R.1

1.31,
R.2

1.13 = ∂1 γ
.2
3.1 − ∂3 γ

.2
1.1 − c.m1.3 γ.2m.1 + γ.21.m γ

.m
3.1 − γ.m1.1 γ.23.m = −R.2

1.31,
R.3

1.13 = ∂1 γ
.3
3.1 − ∂3 γ

.3
1.1 − c.m1.3 γ.3m.1 + γ.31.m γ

.m
3.1 − γ.m1.1 γ.33.m = −R.3

1.31,

R.1
2.13 = ∂1 γ

.1
3.2 − ∂3 γ

.1
1.2 − c.m1.3 γ.1m.2 + γ.11.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.13.m = −R.1

2.31,
R.2

2.13 = ∂1 γ
.2
3.2 − ∂3 γ

.2
1.2 − c.m1.3 γ.2m.2 + γ.21.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.23.m = −R.2

2.31,
R.3

2.13 = ∂1 γ
.3
3.2 − ∂3 γ

.3
1.2 − c.m1.3 γ.3m.2 + γ.31.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.33.m = −R.3

2.31,

R.1
3.13 = ∂1 γ

.1
3.3 − ∂3 γ

.1
1.3 − c.m1.3 γ.1m.3 + γ.11.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.13.m = −R.1

3.31,
R.2

3.13 = ∂1 γ
.2
3.3 − ∂3 γ

.2
1.3 − c.m1.3 γ.2m.3 + γ.21.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.23.m = −R.2

3.31,
R.3

3.13 = ∂1 γ
.3
3.3 − ∂3 γ

.3
1.3 − c.m1.3 γ.3m.3 + γ.31.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.33.m = −R.3

3.31,

R.1
1.23 = ∂2 γ

.1
3.1 − ∂3 γ

.1
2.1 − c.m2.3 γ.1m.1 + γ.12.m γ

.m
3.1 − γ.m2.1 γ.13.m = −R.1

1.32,
R.2

1.23 = ∂2 γ
.2
3.1 − ∂3 γ

.2
2.1 − c.m2.3 γ.2m.1 + γ.22.m γ

.m
3.1 − γ.m2.1 γ.23.m = −R.2

1.32,
R.3

1.23 = ∂2 γ
.3
3.1 − ∂3 γ

.3
2.1 − c.m2.3 γ.3m.1 + γ.32.m γ

.m
3.1 − γ.m2.1 γ.33.m = −R.3

1.32,

R.1
2.23 = ∂2 γ

.1
3.2 − ∂3 γ

.1
2.2 − c.m2.3 γ.1m.2 + γ.12.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.13.m = −R.1

2.32,
R.2

2.23 = ∂2 γ
.2
3.2 − ∂3 γ

.2
2.2 − c.m2.3 γ.2m.2 + γ.22.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.23.m = −R.2

2.32,
R.3

2.23 = ∂2 γ
.3
3.2 − ∂3 γ

.3
2.2 − c.m2.3 γ.3m.2 + γ.32.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.33.m = −R.3

2.32,

R.1
3.23 = ∂2 γ

.1
3.3 − ∂3 γ

.1
2.3 − c.m2.3 γ.1m.3 + γ.12.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.13.m = −R.1

3.32,
R.2

3.23 = ∂2 γ
.2
3.3 − ∂3 γ

.2
2.3 − c.m2.3 γ.2m.3 + γ.22.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.23.m = −R.2

3.32,
R.3

3.23 = ∂2 γ
.3
3.3 − ∂3 γ

.3
2.3 − c.m2.3 γ.3m.3 + γ.32.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.33.m = −R.3

3.32.

R̃.1
1.12 =

∂ Γ.12.1
∂ x1
− ∂ Γ.11.1

∂ x2
+ Γ.11.e Γ.e2.1 − Γ.e1.1 Γ.12.e = −R̃.1

1.21

R̃.2
1.12 =

∂ Γ.22.1
∂ x1
− ∂ Γ.21.1

∂ x2
+ Γ.21.e Γ.e2.1 − Γ.e1.1 Γ.22.e = −R̃.2

1.21

R̃.3
1.12 =

∂ Γ.32.1
∂ x1
− ∂ Γ.31.1

∂ x2
+ Γ.31.e Γ.e2.1 − Γ.e1.1 Γ.32.e = −R̃.3

1.21

R̃.1
2.12 =

∂ Γ.12.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x2
+ Γ.11.e Γ.e2.2 − Γ.e1.2 Γ.12.e = −R̃.1

2.21

R̃.2
2.12 =

∂ Γ.22.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x2
+ Γ.21.e Γ.e2.2 − Γ.e1.2 Γ.22.e = −R̃.2

2.21

R̃.3
2.12 =

∂ Γ.32.2
∂ x1
− ∂ Γ.31.2

∂ x2
+ Γ.31.e Γ.e2.2 − Γ.e1.3 Γ.32.e = −R̃.3

2.21

R̃.1
3.12 =

∂ Γ.12.3
∂ x1
− ∂ Γ.11.3

∂ x2
+ Γ.11.e Γ.e2.3 − Γ.e1.3 Γ.12.e = −R̃.1

3.21

R̃.2
3.12 =

∂ Γ.22.3
∂ x1
− ∂ Γ.21.3

∂ x2
+ Γ.21.e Γ.e2.3 − Γ.e1.3 Γ.22.e = −R̃.2

3.21

R̃.3
3.12 =

∂ Γ.32.3
∂ x1
− ∂ Γ.31.3

∂ x2
+ Γ.31.e Γ.e2.3 − Γ.e1.3 Γ.32.e = −R̃.3

3.21

R̃.1
1.13 =

∂ Γ.13.1
∂ x1
− ∂ Γ.11.1

∂ x3
+ Γ.11.e Γ.e3.1 − Γ.e1.1 Γ.13.e = −R̃.1

1.31

R̃.2
1.13 =

∂ Γ.23.1
∂ x1
− ∂ Γ2

1.1

∂ x3
+ Γ.21.e Γ.e3.1 − Γ.e1.1 Γ.23.e = −R̃.2

1.31

R̃.3
1.13 =

∂ Γ.33.1
∂ x1
− ∂ Γ3

1.1

∂ x3
+ Γ.31.e Γ.e3.1 − Γ.e1.1 Γ.33.e = −R̃.3

1.31
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R̃.1
2.13 =

∂ Γ.13.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x3
+ Γ.11.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.13.e = −R̃.1

2.31

R̃.2
2.13 =

∂ Γ.23.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x3
+ Γ.21.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.23.e = −R̃.2

2.31

R̃.3
2.13 =

∂ Γ.33.2
∂ x1
− ∂ Γ.31.2

∂ x3
+ Γ.31.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.33.e = −R̃.3

2.31

R̃.1
3.13 =

∂ Γ.13.3
∂ x1
− ∂ Γ.11.3

∂ x3
+ Γ.11.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.13.e = −R̃.1

3.31

R̃.2
3.13 =

∂ Γ.23.3
∂ x1
− ∂ Γ.21.3

∂ x3
+ Γ.21.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.23.e = −R̃.2

3.31

R̃.3
3.13 =

∂ Γ.33.3
∂ x1
− ∂ Γ.31.3

∂ x3
+ Γ.31.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.33.e = −R̃.3

3.31

R̃.1
1.23 =

∂ Γ.13.1
∂ x2
− ∂ Γ.12.1

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.1 − Γ.e2.1 Γ.13.e = −R̃.1

1.32

R̃.2
1.23 =

∂ Γ.23.1
∂ x2
− ∂ Γ.22.1

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.1 − Γ.e2.1 Γ.23.e = −R̃.2

1.32

R̃.3
1.23 =

∂ Γ.33.1
∂ x2
− ∂ Γ.32.1

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.1 − Γ.e2.1 Γ.33.e = −R̃.3

1.32

R̃.1
2.23 =

∂ Γ.13.2
∂ x2
− ∂ Γ.12.2

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.13.e = −R̃.1

2.32

R̃.2
2.23 =

∂ Γ.23.2
∂ x2
− ∂ Γ.22.2

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.23.e = −R̃.2

2.32

R̃.3
2.23 =

∂ Γ.33.2
∂ x2
− ∂ Γ.32.2

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.33.e = −R̃.3

2.32

R̃.1
3.23 =

∂ Γ.13.3
∂ x2
− ∂ Γ.12.3

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.13.e = −R̃.1

3.32

R̃.2
3.23 =

∂ Γ.23.3
∂ x2
− ∂ Γ.22.3

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.23.e = −R̃.2

3.32

R̃.3
3.23 =

∂ Γ.33.3
∂ x2
− ∂ Γ.32.3

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.33.e = −R̃.3

3.32

Remarque : si on connait les R.j
i.kl ou les R̃.b

a.cd il est plus rapide de calculer

respectivement les R̃.b
a.cd et les R.j

i.kl grâce aux formules de changement de
bases :

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl,

R.j
i.kl = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k ẽ

d
l R̃

.b
a.cd.

Champ de tenseurs de Ricci

R11 = −R.2
1.12 −R.3

1.13,
R12 = R.1

1.12 −R.3
1.23,

R13 = R.1
1.13 +R.2

1.23,
R21 = −R.2

2.12 −R.3
2.13,

R22 = R.1
2.12 −R.3

2.23,
R23 = R.1

2.13 +R.2
2.23,

R31 = −R.2
3.12 −R.3

3.13,
R32 = R.1

3.12 −R.3
3.23,

R33 = R.1
3.13 +R.2

3.23.
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R̃11 = −R̃.2
1.12 − R̃.3

1.13,

R̃12 = R̃.1
1.12 − R̃.3

1.23,

R̃13 = R̃.1
1.13 + R̃.2

1.23,

R̃21 = −R̃.2
2.12 − R̃.3

2.13,

R̃22 = R̃.1
2.12 − R̃.3

2.23,

R̃23 = R̃.1
2.13 + R̃.2

2.23,

R̃31 = −R̃.2
3.12 − R̃.3

3.13,

R̃32 = R̃.1
3.12 − R̃.3

3.23,

R̃33 = R̃.1
3.13 + R̃.2

3.23.
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Chapitre 5

Quatrième partie : variété et
connexion riemanniennes M

On pourra consulter [8] 1 [11] 2 [21] 3 [27] 4 et [30] 5.

5.1 Variété riemannienne

5.1.1 Définition

Définir une variété riemannienne consiste à définir un champ de 2 - formes
symétriques dit champ de tenseurs métrique :

g ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M) ; g = gij θ

i ⊗ θj = g̃ab dx
a ⊗ dxb (cas F )

avec gji = gij et g̃ba = g̃ab.

On a donc g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b gij et gij = ẽai ẽ

b
j g̃ab.

Soit :

• (gij) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique, ayant pour éléments gij
(sur la ligne i et la colonne j) et (gij) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique,
ayant pour éléments gij (sur la ligne i et la colonne j).
On a (gij) = (gij)

−1 et si g , det(gij) on a 1
g

= det(gij).

1. pp. 89-136 Chapitre III
2. pp. 31-36 § 3
3. pp. 101-132 Chapitre V
4. pp. 545-549 § 2.3
5. pp. 265-322 Leçon 8
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• (g̃ab) la matrice carrée, d’ordre m, symétrique, ayant pour éléments
g̃ab (sur la ligne a et la colonne b) et (g̃ab) la matrice carrée, d’ordre m,
symétrique, ayant pour éléments g̃ab (sur la ligne a et la colonne b).
On a (g̃ab) = (g̃ab)

−1 et si g̃ , det(g̃ab) on a 1
g̃

= det(g̃ab).

• g̃ = (det(θ̃ia))
2

g car g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b gij. Donc sgn (g̃) = sgn (g).

Cette métrique va permettre de monter ou descendre les indices des
champs de tenseurs qui vont intervenir, grâce aux deux isomorphismes mu-
sicaux définis dans une section suivante.

5.1.2 Norme riemannienne ||v|| du champ de vecteurs v

||v|| , gij v
i vj , g̃ab ṽ

a ṽb ∈ Ω0 (U) [8] 6.

5.1.3 Les deux isomorphismes musicaux (ou canoniques)
[ (bémol) et ] (dièse)

On pourra consulter [45] et [19] 7. Le terme musical est du à l’utilisation
des symboles [ (bémol) et ] (dièse).

C∞ (U ; TM)
v

[−→
7−→

Ω1 (U)
v[

, avec :

v[i = gij v
j ou ṽ[a = g̃ab ṽ

b. Et donc vi = gij v[j ou ṽa = g̃ab ṽ[b.

Cependant très souvent on ne distingue pas les composantes de v[ et de
v et on écrit :

vi = gij v
j ou ṽa = g̃ab ṽ

b. Et donc vi = gij vj ou ṽa = g̃ab ṽb. Et :

Ω1 (U)
a

]−→
7−→

C∞ (U ; TM)
a]

, avec :

a]i = gij aj ou ã]
a

= g̃ab ãb. Et donc ai = gij a
]j ou ãa = g̃ab ã]

b
.

Cependant très souvent on ne distingue pas les composantes de a] et de
a et on écrit :

ai = gij aj ou ãa = g̃ab ãb. Et donc ai = gij a
j ou ãa = g̃ab ã

b.

Par conséquent [ et ] sont bien deux isomorphismes avec [−1 = ] et
]−1 = [.

6. p. 90
7. qui n’utilise pas le terme musical et note ε ce que nous allons noter [
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5.1.4 Le gradiant grad d’une fonction numérique λ

Le gradiant est un opérateur qui s’applique à λ ∈ Ω0 (U) (cas A).

Remarque préliminaire : cet opérateur n’est pas défini de la même
manière par les différents auteurs. On distingue ceux qui considèrent que :

• gradλ ∈ Ω1 (U) et alors grad = ∇ [9] 8 [27] 9 [30] 10

et ceux qui considèrent que :

• gradλ ∈ C∞ (U ; TM) et alors grad 6= ∇ [9] 11 [19] 12 [40] 13.

Nous avons adopté ce second point de vue ; Ainsi on a :

Ω0 (U)
grad→ C∞ (U ; TM)
↘ ∇ [ ↓ ↑ ]

Ω1 (U)

.

Donc grad = ] ◦ ∇ et ∇ = [ ◦ grad.

Soit, avec λ ∈ Ω0 (U) : gradλ = (∇λ)] et ∇λ = (gradλ)[.

(gradλ)i = (∇λ)]i = gij (∇λ)j = gij ∂j λ [soit gradλ = (gij ∂j λ) ei] ou

g̃radλ
a

= (̃∇λ)]
a

= g̃ab ∇̃λb = g̃ab ∂ λ
∂ xb

[soit gradλ = (g̃ab ∂ λ
∂ xb

) ∂
∂ xa

] et :

∂i λ = (∇λ)i = (gradλ)[i = gij (gradλ)j ou

∂ λ
∂ xa

= ∇̃λa = g̃radλ[a = g̃ab g̃radλ
b

.

Et comme ∇λ = d λ : gradλ = (d λ)] et d λ = (gradλ)[.

5.1.5 Le beltramien ∆1 d’une fonction numérique λ

On pourra consulter [8] 14.

Il s’agit de la norme riemannienne du gradient de cette fonction numérique :

8. p. 189
9. p. 537, p. 587

10. p. 229, p. 292, p. 313 Exercice 9
11. p. 343
12. p. 176
13. p. 7, p. 8
14. p. 247
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∆1 λ , ||gradλ|| = gij (gradλ)i (gradλ)j = g̃ab g̃radλ
a

g̃radλ
b

. Donc :

∆1 λ = gij (gik ∂k λ) (gjl ∂l λ) = gkl (∂k λ) (∂l λ) [8] 15 ou :

∆1 λ = g̃ab (g̃ac ∂ λ
∂ xc

) (g̃bd ∂ λ
∂ xd

) = g̃cd ∂ λ
∂ xc

∂ λ
∂ xd

.

5.1.6 Le tenseur de Levi-Civita ou tenseur dualiseur υ

Soit εi1 ... im = εi1 ... im le symbole de Levi-Civita non nul uniquement si
tous les indices i1 . . . im sont différents et égal à ±1 respectivement selon le
signe de la permutation de 1 . . . m à i1 . . . im. ε n’est pas un tenseur.

Soit υ le tenseur de Levi-Civita, ou tenseur dualiseur, tel que :

υi1 ... im =
√
|g| εi1 ... im et υ̃a1 ... am =

√
|g̃| εa1 ... am , qui sont alternés.

On peut vérifier que :

υ =
√
|g| θ1 ∧ . . . ∧ θm =

√
|g̃| dx1 ∧ . . . ∧ dxm ∈ Ωm (U) est effectivement

un tenseur. Alors :

υi1 ... im = sgn (g)√
|g|
εi1 ... im et υ̃a1 ... am = sgn (g̃)√

|g̃|
εa1 ... am .

Donc υ1 ...m =
√
|g|, υ1 ...m = sgn (g)√

|g|
et υ̃1 ...m =

√
|g̃|, υ̃1 ...m = sgn (g̃)√

|g̃|
et

comme υ ∈ Ωm (U) on a bien sur d υ = 0.

5.1.7 Ce qui est valable uniquement pour les champs
de formes différentielles extérieures

L’opérateur ∗ de Hodge

On pourra consulter [8] 16 [11] 17 [27] 18 et [30] 19.

Cet opérateur – parfois appelé étoile de Hodge [39] ou “star operator” en
anglais [14] 20 – permet de définir le champ de formes différentielles extérieures
∗ω à partir du champ de formes différentielles extérieures ω. Le champ ∗ω
est le champ conjugé pour [27] ou adjoint pour [8] et [30] du champ ω .

15. p. 247 éq. (11.4)
16. pp. 92-93
17. p. 172
18. pp. 535-536
19. pp. 280-282
20. pp. 15-17
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Définition

Soit ω ∈ Ωp (U) ; 0 6 p 6 m :

ω = ωi1 ... ip θ
i1 ⊗ . . . ⊗ θip = ω̃a1 ... ap dx

a1 ⊗ . . . ⊗ dxap , avec ωi1 ... ip et
ω̃a1 ... ap alternés ; alors :

Ωp (U)
ω

∗−→
7−→

Ωm−p (U)
∗ω

, avec :

∗ω , (∗ω)ip+1 ... im
θip+1 ⊗ . . . ⊗ θim , ∗̃ωap+1 ... am dx

ap+1 ⊗ . . . ⊗ dxam ,

avec (∗ω)ip+1 ... im
et ∗̃ωap+1 ... am alternés, tels que :

(∗ω)ip+1 ... im
, 1

p !
υi1 ... im ω

i1 ... ip = 1
p !
υi1 ... im g

i1j1 . . . gipjp ωj1 ... jp et

∗̃ωap+1 ... am , 1
p !
υ̃a1 ... am ω̃

a1 ... ap = 1
p !
υ̃a1 ... am g̃

a1b1 . . . g̃apbp ω̃b1 ... bp .

Exemples en base naturelle

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors
∗λ = λ

√
|g̃| dx1 ∧ . . . ∧ dxm = λ υ ∈ Ωm (U). Et, en particulier, ∗ 1 = υ.

• p = 1 ; cas C

Si a = ãa dx
a ∈ Ω1 (U) alors :

∗ a =
√
|g̃|
∑m

a=1 (−1)a−1 ãa dx1 ∧ . . . ∧ d̂xa ∧ . . . ∧ dxm ∈ Ωm−1 (U)
[9] 21.

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω = ω̃ab dx
a ⊗ dxb ∈ Ω2 (U) alors :

∗ω =
√
|g̃|
∑m−1

a=1

∑m
b=a+1 (−1)a+b−1 ω̃ab

dx1 ∧ . . . ∧ d̂xa ∧ . . . ∧ d̂xb ∧ . . . ∧ dxm ∈ Ωm−2 (U).

• . . .

• p = m− 1

Si ω = ω̃a1 ... am−1 dx
a1 ⊗ . . . ⊗ dxam−1 ∈ Ωm−1(U) alors :

∗ω =
√
|g̃|
∑m

a=1 [(−1)m−aω̃1 ... â ...m dxa] ∈ Ω1(U).

• p = m

Si ω = ω̃a1 ... am dx
a1 ⊗ . . . ⊗ dxam ∈ Ωm (U) alors :

∗ω = 1
m !
υ̃a1 ... am ω̃

a1 ... am = 1
m !

√
|g̃| εa1 ... am ω̃a1 ... am =

√
|g̃| ω̃1 ...m.

21. p. 466 mais le signe de l’exposant de |g̃| est faux
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En particulier ∗ υ = sgn (g̃). Et donc en base mobile ∗ υ = sgn (g), ce qui
est cohérent car sgn (g̃) = sgn (g).

L’opérateur ∗ ◦ ∗

On a Ωp (U)
ω

∗−→
7−→

Ωm−p (U)
∗ω

∗−→
7−→

Ωp (U)
∗ (∗ω)=(∗ ◦ ∗)ω

, avec :

∗ (∗ω) = (−1)p (m−p) sgn (g)ω, en base mobile et ∗ (∗ω) = (−1)p (m−p) sgn (g̃)ω,
en base naturelle (on a vu que c’était cohérent) [8] 22 [11] 23 [27] 24 et [30] 25.

Démonstration (en base mobile)

(∗ω)ip+1 ... im
= 1

p !
υi1 ... im g

i1j1 . . . gipjp ωj1 ... jp . Donc :

(∗ω)jp+1 ... jm = gjp+1ip+1 ... jmim (∗ω)ip+1 ... im

= 1
p !
gi1j1 . . . gipjp gjp+1ip+1 ... jmim υi1 ... ip ip+1 ... im ωj1 ... jp

= 1
p !
υj1 ... jp jp+1 ... jm ωj1 ... jp . Ou :

(∗ω)ip+1 ... im = 1
p !
υi1 ... ip ip+1 ... im ωi1 ... ip [30] 26.

Soit ω′ , ∗ω ∈ Ωp′ (U), avec p′ = m− p. On a :
∗ω′ = ∗ (∗ω) ∈ Ωm−p′ (U) = Ωp (U), avec :

(∗ω′)jp′+1 ... jm
, 1

p′ !
υj1 ... jm ω

′j1 ... jp′ , soit :

(∗ (∗ω))jm−p+1 ... jm
= 1

(m−p) !
υj1 ... jm (∗ω)j1 ... jm−p .

Faisons le changement d’indices :

j1 → ip+1, . . . , jm−p → im, jm−p+1 → j1, jm → jp. Il vient :

(∗ (∗ω))j1 ... jp = 1
(m−p) !

υip+1 ... im j1 ... jp (∗ω)ip+1 ... im

= 1
p ! (m−p) !

υip+1 ... im j1 ... jp υ
i1 ... ip ip+1 ... im ωi1 ... ip .

Étant donné que l’on passe de (ip+1 . . . im j1 . . . jp) à (j1 . . . jp ip+1 . . . im)
par p (m− p) transpositions on a :

(∗ (∗ω))j1 ... jp = (−1)p (m−p)

p ! (m−p) !
υj1 ... jp ip+1 ... im υ

i1 ... ip ip+1 ... im ωi1 ... ip

= (−1)p (m−p)

p ! (m−p) !
sgn (g) εj1 ... jp ip+1 ... im ε

i1 ... ip ip+1 ... im ωi1 ... ip .

22. pp. 92-93 qui utilise g de signe quelconque mais oublie sgn (g)
23. p. 172 éq. (15) qui utilise g de signe quelconque

24. p. 536 qui utilise g de signe positif, mais qui oublie (−1)
p (m−p)

25. p. 281 éq. (8-82) première équation qui utilise g de signe positif
26. p. 281 éq. (8.21) où υ est noté vg
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Mais εj1 ... jp ip+1 ... im ε
i1 ... ip ip+1 ... im = p ! (m− p) ! δi1j1 . . . δ

ip
jp

[44] 27. Alors :

(∗ (∗ω))j1 ... jp = (−1)p (m−p) sgn (g) δi1j1 . . . δ
ip
jp
ωi1 ... ip

= (−1)p (m−p) sgn (g)ωj1 ... jp . Soit : ∗ (∗ω) = (−1)p (m−p) sgn (g)ω QED.

Remarques :

• comme 1 ∈ Ω0 (U) on a ∗ (∗ 1) = (−1)0 (m−0) sgn (g) 1 = sgn (g) et
comme ∗ 1 = υ on retrouve ∗ υ = sgn (g) ou ∗ υ = sgn (g̃).

• comme υ ∈ Ωm (U) on a ∗ (∗ υ) = (−1)m (m−m) sgn (g) υ = sgn (g) υ et
comme ∗ υ = sgn (g) on retrouve, après simplification par sgn (g), ∗ 1 = υ.

L’opérateur ∗−1

On a Ωp (U)
ω

∗−→
7−→

Ωm−p (U)
∗ω

∗−1

−→
7−→

Ωp (U)
∗−1 (∗ω)=ω

. Donc Ωp (U)
ω

∗−1

−→
7−→

Ωm−p (U)
ω′,∗−1 ω

,

avec ω′ , ∗−1 ω = (−1)p (m−p) sgn (g) ∗ ω

Démonstration

Soit ω′ , (−1)p (m−p) sgn (g) ∗ ω ∈ Ωm−p (U) ; alors :

∗ω′ = ∗ ((−1)p (m−p) sgn (g) ∗ ω) = (−1)p (m−p) sgn (g) ∗ (∗ω)

= (−1)p (m−p) sgn (g) (−1)p (m−p) sgn (g)ω = ω et donc ω′ = ∗−1 ω QED.

La codifférentielle δ de Hodge

On pourra consulter [8] 28 [9] 29 [17] 30 [41] 31 et [19] 32.

Définition

Si ω ∈ Ωp (U) ; 1 6 p 6 m alors δ ω , (−1)p ∗−1 (d (∗ω)) (ce qui est
mieux que d’écrire δ , (−1)p ∗−1 ◦ d ◦ ∗ comme [8] 33 et [9] 34 dans la mesure
où p est l’ordre de ω et donc δ dépend de ω) et si λ ∈ Ω0 (U) alors δ λ = 0.

Donc ∗ (δ ω) = (−1)p d (∗ω) ; p > 0.

27. p. 4 éq. (8)
28. pp. 248-249 § 11.d
29. p. 343 et pp. 446-448 Définition IX.3.F
30. pp. 14-15 § 2.7
31. pp. 7-8
32. pp. 176-182 § III.3.D
33. p. 248 éq. (11.8)
34. p. 343 au fond et p. 446 Définition IX.3.F
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On a donc, ssi p > 1 :

Ωp (U)
ω

∗−→
7−→

Ωm−p (U)
∗ω

d−→
7−→

Ωm−p+1 (U)
d (∗ω)

∗−1

−→
7−→

Ωp−1 (U)
∗−1 (d (∗ω))

× (−1)p−→
7−→

Ωp−1 (U)
δ ω=(−1)p ∗−1 (d (∗ω))

.

Propriété

δ ◦ δ = 0.

Démonstration

Si p = 0 c’est clair et si p > 1 soit ω ∈ Ωp (U) alors
ω′ , δ ω = (−1)p ∗−1 (d (∗ω)).

Et δ ω′ = (δ ◦ δ)ω = (−1)p−1 ∗−1 (d (∗ω′))
= (−1)p−1 ∗−1 (d (∗ ((−1)p ∗−1 (d (∗ω))))) = −∗−1 (d (dω)) = 0, car d ◦ d = 0
QED.

Remarque : autre calcul de δ ω

Il faut remarquer que si ω ∈ Ωp (U) alors δ ω , (−1)p ∗−1 (d (∗ω)) et
donc que ∗−1 s’applique à la forme d (∗ω) de Ωm−p+1 (U). Par conséquent,
d’après la définition de ∗−1 :

∗−1 (d (∗ω)) = (−1)(m−p+1) (m−m+p−1) sgn (g) ∗ (d (∗ω))

= (−1)(m−p+1) (p−1) sgn (g) ∗ (d (∗ω)) et :

δ ω = (−1)p+(m−p+1) (p−1) sgn (g) ∗ (d (∗ω)).

Exemples

Plaçons nous en bases naturelles.

• p = 0 ; cas A

Si λ ∈ Ω0 (U) alors δ λ , 0.

• p = 1 ; cas C

Si a ∈ Ω1 (U) alors :
δ a = −sgn (g) ∗ (d (∗ a)) ∈ Ω0 (U). Or :

∗ a =
√
|g̃|
∑m

a=1 (−1)a−1 ãa dx1 ∧ . . . ∧ d̂xa ∧ . . . ∧ dxm et donc :

d (∗ a) =
∑m

a=1 (−1)a−1 d (
√
|g̃| ãa) ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xa ∧ . . . ∧ dxm

=
∑m

a=1 (−1)a−1 ∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa) dxa ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xa ∧ . . . ∧ dxm

= ∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa) dx1 ∧ . . . ∧ dxm = 1√

|g̃|
∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa) υ. Alors :

∗ (d (∗ a)) = 1√
|g̃|

∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa) ∗ υ = sgn (g̃)√

|g̃|
∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa). Et, finalement :
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δ a = −sgn (g̃) ∗ (d (∗ a)) = − 1√
|g̃|

∂
∂ xa

(
√
|g̃| ãa) = −(∂ ã

a

∂ xa
+ 1

2 |g̃|
∂ |g̃|
∂ xa

ãa)

= −(∂ ã
a

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

ãa).

En particulier, comme v[ ∈ Ω1 (U) on a :

δ v[ = − 1√
|g̃|

∂
∂ xa

(
√
|g̃| ṽa) = −( ∂ ṽ

a

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

ṽa).

• p = 2 ; cas F -bis

Si ω ∈ Ω2 (U) alors :
δ ω = (−1)m+1 sgn (g) ∗ (d (∗ω)) ∈ Ω1 (U). Le calcul explicite est fasti-

dieux.

• p = m− 1

Si ω ∈ Ωm−1 (U) alors :

δ ω = (−1)3 (m−1) sgn (g) ∗ (d (∗ω)) ∈ Ωm−2 (U). Le calcul explicite est
fastidieux.

• p = m

Si ω ∈ Ωm (U) alors :
δ ω = −sgn (g) ∗ (d (∗ω)) ∈ Ωm−1 (U). Le calcul explicite est fastidieux.

On dit que ω est cofermé ssi δ ω = 0 [9] 35. Donc ω peut être à la fois
fermé ssi dω = 0 et cofermé ssi δ ω = 0.

Comparaison entre la différentielle d et la codifférentielle δ

La codifférentielle δ n’est pas une antidérivation contrairement à la différentielle d
[41] 36.

Considérons le diagramme :

Ωp (U)
d−→ Ωp+1 (U)

∗ ↓ δ ◦ ∗ ↘ ↘ ∗ ◦ d ∗ ↓
Ωm−p (U)

δ−→ Ωm−p−1 (U)

.

Si ω ∈ Ωp (U), alors dω ∈ Ωp+1 (U) et ∗ω ∈ Ωm−p (U) et on trouve :

δ (∗ω) = (−1)p+1 ∗ (dω).

35. p. 446
36. p. 7
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Par conséquent le diagramme précédent est non-commutatif si p est pair
mais il est commutatif si p est impair et en particulier si p = 1.

Et considérons le diagramme :

Ωp (U)
δ←− Ωp+1 (U)

∗ ↓ ∗ ◦ δ ↙ ↙ d ◦ ∗ ∗ ↓
Ωm−p (U)

δ←− Ωm−p−1 (U)

.

Si ω′ ∈ Ωp+1 (U), alors δ ω′ ∈ Ωp (U) et ∗ω′ ∈ Ωm−p−1 (U) et on trouve :

∗ (δ ω′) = (−1)p+1 d (∗ω′).

Par conséquent le diagramme précédent est non-commutatif si p est pair
mais il est commutatif si p est impair et en particulier si p = 1.

Soient ω ∈ Ωp (U) et ω′ ∈ Ωp+1 (U) alors ∗ω′ ∈ Ωm−p−1 (U) et
ω ∧ (∗ω′) ∈ Ωm−1 (U).

D’après la propriété de d :

d (ω ∧ (∗ω′)) = (dω) ∧ (∗ω′) + (−1)p ω ∧ (d (∗ω′)) on a :

(dω) ∧ (∗ω′) = (−1)p+1 ω ∧ (d (∗ω′)) + d (ω ∧ (∗ω′)). Mais on vient de
voir que (−1)p+1 d (∗ω′) = ∗ (δ ω′) et, par conséquent :

(dω) ∧ (∗ω′) = ω ∧ (∗ (δ ω′)) + d (ω ∧ (∗ω′)).

Il s’agit de la relation (H) de [19] 37 que l’auteur appelle égalité de trans-
position et qu’il dit caractériser δ.

Le produit scalaire global ou ponctuel dans Ωp (U)

On pourra consulter [8] 38 et [9] 39.

Soient ω, ω′ ∈ Ωp (U) alors ∗ω′ ∈ Ωm−p (U) et ω ∧ (∗ω′) ∈ Ωm (U). Donc
ω ∧ (∗ω′) est proportionnelle à υ et l’on peut poser ω ∧ (∗ω′) , (ω, ω′) υ
[8] 40 où (ω, ω′) ∈ Ω0 (U) est le coefficient de proportionnalité. Soit alors :

< ω, ω′ >,
∫
M

(ω, ω′) υ [8] 41 et [9] 42, où l’intégrale est supposée exister
(par exemple si M est compacte ou si ω est à support borné).

37. p. 177
38. pp. 246-250 § 11
39. pp. 446-448 et pp. 507-516 § IX-10 Formule de Stokes
40. p. 248 éq. (11.14)
41. p. 248 éq. (11.15)
42. p. 447
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Il s’agit du produit scalaire global, pour [8] ou ponctuel, pour [9] dans
Ωp (U).

Soient maintenant ω ∈ Ωp−1 (U) et ω′ ∈ Ωp (U) alors
< dω, ω′ >=< ω, δ ω′ > et, en ce sens, d et δ sont adjoints.

Démonstration

d (ω ∧ (∗ω′)) = (dω) ∧ (∗ω′) + (−1)p−1 ω ∧ (d (∗ω′)). Soit :

(dω, ω′) υ , (dω) ∧ (∗ω′) = d (ω ∧ (∗ω′)) + (−1)p ω ∧ (d (∗ω′)) et
d (∗ω′) = (−1)p ∗ (δ ω′). Donc :

(dω, ω′) υ = d (ω ∧ (∗ω′)) + ω ∧ (δ ω′) et alors :

< dω, ω′ >,
∫
M

(dω, ω′) υ =
∫
M
d (ω ∧ (∗ω′)) +

∫
M
ω ∧ (δ ω′)

=< ω, δ ω′ >, car l’intégrale
∫
M
d (ω ∧ (∗ω′)) est nulle d’après la formule de

Stokes QED.

Le laplacien ∆ de Hodge

C’est l’opposé du laplacien traditionnel ∆2 (notation de [8] 43)
[8] 44 et [9] 45.

On pourra consulter [8] 46 [9] 47 [17] 48 et [19] 49.

Définition

∆ , d ◦ δ + δ ◦ d. Alors : ∆ω = d (δ ω) + δ (dω) et on a :

Ωp (U)
ω

d−→
7−→

Ωp+1 (U)
dω

δ−→
7−→

Ωp (U)
δ (dω)

et Ωp (U)
ω

δ−→
7−→

Ωp−1 (U)
δ ω

d−→
7−→

Ωp (U)
d (δ ω)

et

par conséquent :

Ωp (U)
ω

∆−→
7−→

Ωp (U)
∆ω

.

Si ∆ω = 0 alors ω est dite harmonique [8] 50 et [9] 51.

43. p. 247 c
44. p. 249 Remarque 1 au fond de la page
45. p. 448
46. p. 249
47. p. 446
48. pp. 15-16 § 2.8
49. pp. 178-182
50. p. 249
51. p. 446
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Propriétés

d ◦ ∆ = ∆ ◦ d = d ◦ δ ◦ d et δ ◦ ∆ = ∆ ◦ δ = δ ◦ d ◦ δ.

Démonstrations

Ces propriétés sont triviales à démontrer car d ◦ d = 0 et δ ◦ δ = 0.

Si ω, ω′ ∈ Ωp (U) alors < ∆ω, ω′ >=< ω, ∆ω′ > et on peut dire que le
laplacien de Hodge est son propre adjoint [8] 52 et [9] 53.

Démonstration

< ∆ω, ω′ >=< d (δ ω), ω′ > + < δ (dω), ω′ >
=< δ ω, δ ω′ > + < dω, d ω′ >=< ∆ω′, ω >=< ω, ∆ω′ > QED.

Exemple

Plaçons nous en bases naturelles.

• p = 0 ; cas A

si λ ∈ Ω0 (U) alors : ∆λ = d (δ λ) + δ (d λ) = δ (d λ) car δ λ = 0. Donc :

∆λ = δ (d λ) = −[∂ d̃ λ
a

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

d̃ λ
a
].

Mais d̃ λ
a

= g̃ab d̃ λb = g̃ab ∂ λ
∂ xb

et donc :

∆λ = −[
∂ (g̃ab ∂ λ

∂ xb
)

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃ab ∂ λ
∂ xb

] = −[g̃ab ∂2 λ
∂ xa ∂ xb

+(∂ g̃
ab

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃ab) ∂ λ
∂ xb

].

5.1.8 Cas particulier des variétés riemanniennes à deux
dimensions : m = 2

Plaçons nous en bases naturelles.

• p = 0 ; cas A

gradλ = (g̃11 ∂ λ
∂ x1

+ g̃12 ∂ λ
∂ x2

) ∂
∂ x1

+ (g̃12 ∂ λ
∂ x1

+ g̃22 ∂ λ
∂ x2

) ∂
∂ x2

.

∗λ = λ
√
|g̃| dx1 ∧ dx2 = λ υ ∈ Ω2 (U).

∗ (∗λ) = sgn (g̃)λ ∈ Ω0 (U).
∗−1 λ = sgn (g̃) ∗ λ ∈ Ω2 (U).
δ λ = 0.

∆λ = −[g̃ab ∂2 λ
∂ xa ∂ xb

+ (∂ g̃
ab

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃ab) ∂ λ
∂ xb

] ; a, b = 1, 2.

52. p. 250 éq. (11.21)
53. p. 447
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Dans le cas particulier où :[
g̃11 g̃12

g̃12 g̃22

]
=

[
E1 0
0 E2

]
, avec E1 > 0 et E2 > 0 ; soit g̃ = E1E2 :

gradλ = 1
E1

∂ λ
∂ x1

∂
∂ x1

+ 1
E2

∂ λ
∂ x2

∂
∂ x2

.

∗λ = λ
√
E1E2 dx

1 ∧ dx2 = λ υ ∈ Ω2 (U).
∗ (∗λ) = λ ∈ Ω0 (U).
∗−1 λ = ∗λ ∈ Ω2 (U).
δ λ = 0.

∆λ = −[ 1
E1

∂2 λ
(∂ x1)2

+ 1
E2

1
(−∂ E1

∂ x1
+ 1

2E2

∂ (E1 E2)
∂ x1

) ∂ λ
∂ x1

+ 1
E2

∂2 λ
(∂ x2)2

+ 1
E2

2
(−∂ E2

∂ x2
+ 1

2E1

∂ (E1 E2)
∂ x2

) ∂ λ
∂ x2

].

Et dans le cas encore plus particulier où E1 = E2 = 1 (soit g̃ab = δab) :

∆λ = −( ∂2 λ
(∂ x1)2

+ ∂2 λ
(∂ x2)2

) et, par conséquent :

∆2 λ = −∆λ = ∂2 λ
(∂ x1)2

+ ∂2 λ
(∂ x2)2

et on reconnait bien l’expression du lapla-

cien traditionnel.

• p = 1 ; cas C

∗ a = −
√
|g̃| (ã2 dx1 − ã1 dx2) ∈ Ω1 (U).

∗ (∗ a) = −sgn (g̃) a ∈ Ω1 (U).
∗−1 a = −sgn (g̃) ∗ a ∈ Ω1 (U).
δ a = −[∂ ã

1

∂ x1
+ ∂ ã2

∂ x2
+ 1

2 g̃
( ∂ g̃
∂ x1

ã1 + ∂ g̃
∂ x2

ã2)] ∈ Ω0 (U).
Le calcul explicite de ∆ a est fastidieux.

Dans le cas particulier où g̃ab = δab :

∆ a = −( ∂2 ã1
(∂ x1)2

+ ∂2 ã1
(∂ x2)2

) dx1 − ( ∂2 ã2
(∂ x1)2

+ ∂2 ã2
(∂ x2)2

) dx2 ∈ Ω1 (U)

• p = 2 ; cas F -bis

∗ω =
√
|g̃| ω̃12 ∈ Ω0 (U).

∗ (∗ω) = sgn (g̃)ω ∈ Ω2 (U).
∗−1 ω = sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω0 (U).

δ ω = 1√
|g̃|
{[−g̃12

∂ (
√
|g̃| ω̃12)

∂ x1
+ g̃11

∂ (
√
|g̃| ω̃12)

∂ x2
] dx1

+ [−g̃22
∂ (
√
|g̃| ω̃12)

∂ x1
+ g̃12

∂ (
√
|g̃| ω̃12)

∂ x2
] dx2} ∈ Ω1 (U)

= [g̃12 (∂ ω̃12

∂ x1
− 1

2 g̃
∂ g̃
∂ x1

ω̃12) + g̃22 (∂ ω̃12

∂ x2
− 1

2 g̃
∂ g̃
∂ x2

ω̃12)] dx1

− [g̃11 (∂ ω̃12

∂ x1
− 1

2 g̃
∂ g̃
∂ x1

ω̃12) + g̃12 (∂ ω̃12

∂ x2
− 1

2 g̃
∂ g̃
∂ x2

ω̃12)] dx2.

Le calcul explicite de ∆ a est fastidieux.
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5.1.9 Cas particulier des variétés riemanniennes à trois
dimensions : m = 3

Plaçons nous en bases naturelles.

• p = 0 ; cas A

gradλ = (g̃11 ∂ λ
∂ x1

+ g̃12 ∂ λ
∂ x2

+ g̃13 ∂ λ
∂ x3

) ∂
∂ x1

+(g̃12 ∂ λ
∂ x1

+ g̃22 ∂ λ
∂ x2

+ g̃23 ∂ λ
∂ x3

) ∂
∂ x2

+ (g̃13 ∂ λ
∂ x1

+ g̃23 ∂ λ
∂ x2

+ g̃33 ∂ λ
∂ x3

) ∂
∂ x3

.

∗λ = λ
√
|g̃| dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = λ υ ∈ Ω3 (U).

∗ (∗λ) = sgn (g̃)λ ∈ Ω0 (U).
∗−1 λ = sgn (g̃) ∗ λ ∈ Ω3 (U).
δ λ = 0.

∆λ = −[g̃ab ∂2 λ
∂ xa ∂ xb

+ (∂ g̃
ab

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃ab) ∂ λ
∂ xb

] ; a, b = 1, 2, 3.

Dans le cas particulier où : g̃11 g̃12 g̃13

g̃12 g̃22 g̃23

g̃13 g̃23 g̃33

 =

 E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

, avec E1 > 0, E2 > 0 et E3 > 0 ;

soit g̃ = E1E2E3 :

gradλ = 1
E1

∂ λ
∂ x1

∂
∂ x1

+ 1
E2

∂ λ
∂ x2

∂
∂ x2

+ 1
E3

∂ λ
∂ x3

∂
∂ x3

.

∗λ = λ
√
E1E2E3 dx

1 ∧ dx2 ∧ dx3 = λ υ ∈ Ω3 (U).
∗ (∗λ) = λ ∈ Ω0 (U).
∗−1 λ = ∗λ ∈ Ω3 (U).
δ λ = 0.

∆λ = −[ 1
E1

∂2 λ
(∂ x1)2

+ 1
E2

1
(−∂ E1

∂ x1
+ 1

2E2 E3

∂ (E1 E2 E3)
∂ x1

) ∂ λ
∂ x1

+ 1
E2

∂2 λ
(∂ x2)2

+ 1
E2

2
(−∂ E2

∂ x2
+ 1

2E3 E1

∂ (E1 E2 E3)
∂ x2

) ∂ λ
∂ x2

1
E3

∂2 λ
(∂ x3)2

+ 1
E2

3
(−∂ E1

∂ x3
+ 1

2E1 E2

∂ (E1 E2 E3)
∂ x3

) ∂ λ
∂ x3

].

Et dans le cas encore plus particulier où E1 = E2 = E3 = 1
(soit g̃ab = δab) :

∆λ = −( ∂2 λ
(∂ x1)2

+ ∂2 λ
(∂ x2)2

+ ∂2 λ
(∂ x3)2

) et, par conséquent :

∆2 λ = −∆λ = ∂2 λ
(∂ x1)2

+ ∂2 λ
(∂ x2)2

+ ∂2 λ
(∂ x3)2

et on reconnait bien l’expression

du laplacien traditionnel.

• p = 1 ; cas C

∗ a =
√
|g̃| (ã3 dx1 ∧ dx2 − ã2 dx1 ∧ dx3 + ã1 dx2 ∧ dx3) ∈ Ω2 (U).
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∗ (∗ a) = sgn (g̃) a ∈ Ω1 (U).
∗−1 a = sgn (g̃) ∗ a ∈ Ω2 (U).
δ a = −[∂ ã

1

∂ x1
+ ∂ ã2

∂ x2
+ ∂ ã3

∂ x3
+ 1

2 g̃
( ∂ g̃
∂ x1

ã1 + ∂ g̃
∂ x2

ã2 + ∂ g̃
∂ x3

ã3)] ∈ Ω0 (U).

Le calcul explicite de ∆ a est fastidieux.

Dans le cas particulier où g̃ab = δab :

∆ a = −( ∂2 ã1
(∂ x1)2

+ ∂2 ã1
(∂ x2)2

+ ∂2 ã1
(∂ x3)2

) dx1 − ( ∂2 ã2
(∂ x1)2

+ ∂2 ã2
(∂ x2)2

+ ∂2 ã2
(∂ x3)2

) dx2

− ( ∂2 ã3
(∂ x1)2

+ ∂2 ã3
(∂ x2)2

+ ∂2 ã3
(∂ x3)2

) dx3 ∈ Ω1 (U).

• p = 2 ; cas F -bis

∗ω =
√
|g̃| (ω̃23 dx1 − ω̃13 dx2 + ω̃12 dx3) ∈ Ω1 (U).

∗ (∗ω) = sgn (g̃)ω ∈ Ω2 (U).
∗−1 ω = sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω1 (U).

Les calculs explicites de δ ω et de ∆ω sont fastidieux.

• p = 3

∗ω =
√
|g̃| ω̃123 ∈ Ω0 (U).

∗ (∗ω) = sgn (g̃)ω ∈ Ω3 (U).
∗−1 ω = sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω0 (U).

Les calculs explicites de δ ω et de ∆ω sont fastidieux.

Le rotationnel rot d’un champ de vecteurs

Le rotationnel se note � curl � en anglais. On pourra consulter [3] 54 [9] 55

[11] 56 [19] 57 [21] 58 [26] 59 [27] 60 [32] 61 et [33].

Soit :

C∞ (U ; TM)
rot→ C∞ (U ; TM)

[ ↓ ↑ ] ◦ ∗−1

Ω1 (U)
d→ Ω2 (U)

.

54. pp. 161-164 § 4.4.5 et pp. 173-174
55. p. 189 et p. 340
56. p. 230 2) et p. 235 § 25.2.2
57. pp. 178-180 Exemples 1 et 2 et p. 183 Théorème 2
58. pp. 97-98
59. p. 395
60. p. 555 § 2.4.6 Exemple 1 et pp. 556-558 § 2.4.7
61. p. 373 Curl
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Donc rot = ] ◦ ∗−1 ◦ d ◦ [ [19] 62.

Si v ∈ C∞ (U ; TM) on a :
rot v = (] ◦ ∗−1 ◦ d ◦ [) (v) = sgn (g) (] (∗ (d v[))) = sgn (g) (∗ (d v[))

]

r̃ot v
1

= 1√
|g̃|

[ ∂
∂ x2

(g̃13 ṽ
1 + g̃23 ṽ

2 + g̃33 ṽ
3)− ∂

∂ x3
(g̃12 ṽ

1 + g̃22 ṽ
2 + g̃23 ṽ

3)],

r̃ot v
2

= 1√
|g̃|

[ ∂
∂ x3

(g̃11 ṽ
1 + g̃12 ṽ

2 + g̃13 ṽ
3)− ∂

∂ x1
(g̃13 ṽ

1 + g̃23 ṽ
2 + g̃33 ṽ

3)],

r̃ot v
3

= 1√
|g̃|

[ ∂
∂ x1

(g̃12 ṽ
1 + g̃22 ṽ

2 + g̃23 ṽ
3)− ∂

∂ x2
(g̃11 ṽ

1 + g̃12 ṽ
2 + g̃13 ṽ

3)],

Dans le cas particulier où : g̃11 g̃12 g̃13

g̃12 g̃22 g̃23

g̃13 g̃23 g̃33

 =

 E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

, avec E1 > 0, E2 > 0 et E3 > 0

on a :

g̃ = E1E2E3 et donc sgn (g̃) = +1. De plus : g̃11 g̃12 g̃13

g̃12 g̃22 g̃23

g̃13 g̃23 g̃33

 =

 1
E1

0 0

0 1
E2

0

0 0 1
E3

.

On est alors dans la base naturelle
∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

, ∂
∂ x3

et dans sa duale dx1, dx2, dx3 et on trouve :

r̃ot v
1

= 1√
E1 E2 E3

[∂ (E3 ṽ3)
∂ x2

− ∂ (E2 ṽ2)
∂ x3

],

r̃ot v
2

= 1√
E2 E3 E1

[∂ (E1 ṽ1)
∂ x3

− ∂ (E3 ṽ3)
∂ x1

],

r̃ot v
3

= 1√
E3 E1 E2

[∂ (E2 ṽ2)
∂ x1

− ∂ (E1 ṽ1)
∂ x2

]

Si on se place dans la base mobile
e1 = 1√

E1

∂
∂ x1

, e2 = 1√
E2

∂
∂ x2

, e3 = 1√
E3

∂
∂ x3

et dans sa duale

θ1 =
√
E1 dx

1, θ2 =
√
E2 dx

2, θ3 =
√
E1 dx

3, on trouve :

(rot v)1 = 1√
E2 E3

[∂ (
√
E3 v3)
∂ x2

− ∂ (
√
E2 v2)
∂ x3

],

(rot v)2 = 1√
E3 E1

[∂ (
√
E1 v1)
∂ x3

− ∂ (
√
E3 v3)
∂ x1

],

(rot v)3 = 1√
E1 E2

[∂ (
√
E2 v2)
∂ x1

− ∂ (
√
E1 v1)
∂ x2

] [3] 63 [19] 64 [27] 65 [32] 66 et [33] 67.

62. p. 179
63. p. 173 éq. (4.82) avec hi =

√
Ei ; i = 1, 2, 3

64. p. 180
65. p. 557 avec li =

√
Ei ; i = 1, 2, 3

66. p. 373 éqs. (2) et (6) avec hi =
√
Ei ; i = 1, 2, 3

67. p. 3 avec hi =
√
Ei ; i = 1, 2, 3
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Dans le cas particulier où g̃ab = δab, soit g̃ = 1 et donc sgn (g̃) = +1
(et donc g̃ab = δab) on trouve :

r̃ot v
1

= ∂ ṽ3

∂ x2
− ∂ ṽ2

∂ x3
,

r̃ot v
2

= ∂ ṽ1

∂ x3
− ∂ ṽ3

∂ x1
,

r̃ot v
3

= ∂ ṽ2

∂ x1
− ∂ ṽ1

∂ x2
[3] 68 [33] 69 [9] 70 [11] 71 [21] 72 et [26] 73.

5.1.10 Cas particulier des variétés riemanniennes à quatre
dimensions : m = 4

Plaçons nous en bases naturelles.

• p = 0 ; cas A

∗λ = λ
√
|g̃| dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 = λ υ ∈ Ω4 (U).

∗ (∗λ) = sgn (g̃)λ ∈ Ω0 (U).
∗−1 λ = sgn (g̃) ∗ λ ∈ Ω4 (U).
δ λ = 0.

∆λ = −[g̃ab ∂2 λ
∂ xa ∂ xb

+ (∂ g̃
ab

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃ab) ∂ λ
∂ xb

] ; a, b = 1, 2, 3, 4.

• p = 1 ; cas C

∗ a =
√
|g̃| (−ã4 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + ã3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx4

− ã2 dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + ã1 dx2 ∧ dx3 ∧ dx4) ∈ Ω3 (U).
∗ (∗ a) = −sgn (g̃) a ∈ Ω1 (U).
∗−1 a = −sgn (g̃) ∗ a ∈ Ω3 (U).
δ a = −[∂ ã

1

∂ x1
+ ∂ ã2

∂ x2
+ ∂ ã3

∂ x3
+ ∂ ã4

∂ x4
+ 1

2 g̃
( ∂ g̃
∂ x1

ã1 + ∂ g̃
∂ x2

ã2 + ∂ g̃
∂ x3

ã3 + ∂ g̃
∂ x4

ã4)]

∈ Ω0 (U).

Le calcul explicite de ∆ a est fastidieux.

• p = 2 ; cas F -bis

∗ω =
√
|g̃| (ω̃34 dx1 ∧ dx2 − ω̃24 dx1 ∧ dx3 + ω̃23 dx1 ∧ dx4

+ ω̃14 dx2 ∧ dx3 − ω̃13 dx2 ∧ dx4 + ω̃12 dx3 ∧ dx4) ∈ Ω2 (U).
∗ (∗ω) = sgn (g̃)ω ∈ Ω2 (U).
∗−1 ω = sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω2 (U).

68. p. 163 éq. (4.59)
69. p. 4
70. p. 340
71. p. 230 mais avec un signe opposé et p. 235 éq. (16) avec le bon signe !
72. p. 98 éq. (68,3)
73. p. 395 éq. (3)
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Les calculs explicites de δ ω et de ∆ω sont fastidieux.

• p = 3

∗ω =
√
|g̃| (−ω̃234 dx1 + ω̃134 dx2 − ω̃124 dx3 + ω̃123 dx4) ∈ Ω1 (U).

∗ (∗ω) = −sgn (g̃)ω ∈ Ω3 (U).
∗−1 ω = −sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω1 (U).

Les calculs explicites de δ ω et de ∆ω sont fastidieux.

• p = 4

∗ω =
√
|g̃| ω̃1234 ∈ Ω0 (U).

∗ (∗ω) = sgn (g̃)ω ∈ Ω4 (U).
∗−1 ω = sgn (g̃) ∗ ω ∈ Ω0 (U).

Les calculs explicites de δ ω et de ∆ω sont fastidieux.

5.2 Connexion riemannienne

On dit aussi connexion associée à la métrique et on pourra consulter [8] 74

et [11] 75. Citons [11] 76 :

� Il convient de dire dès le début que la notion de connexion et celle de
métrique riemannienne ne sont liées en aucune façon entre elles �.

Par contre nous allons associer une connexion particulière à la métrique
dite connexion riemannienne ou associée à la métrique.

5.2.1 Définition

La connexion riemannienne ou associée à la métrique est la seule connexion
telle que ∇g = 0 et S = 0.

5.2.2 Coefficients de connexion ou symboles de Chris-
toffel de 2e espèce de la connexion riemannienne

Si l’on pose [ij, k] , 1
2

(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) = [ji, k] [8] 77 ou :

74. pp. 242-244 § 8 et pp. 245-246 pour la courbure
75. pp. 280-283 § 3
76. p. 280
77. p. 242 éq. (8.6)
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Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c [11] 78 et [27] 79, (Γab, c qualifiés de

symboles de Christoffel de 1e espèce), on a :

γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1
2

(gim g
jl c.mk.l + gkm g

jl c.mi.l − c
.j
i.k) [8] 80 ou :

Γ.ba.c = g̃bd Γac, d = Γ.bc.a [8] 81 [11] 82 et [27] 83 (Γ.ba.c qualifiés de symboles de
Christoffel de 2e espèce).

Donc, pour la connexion riemannienne, les coefficients de connexion ne
sont plus imposés a priori, mais se déduisent des coefficients de structure de
base mobile et du champ de tenseurs métrique et les symboles de Christoffel
de 2e espèce se déduisent du champ de tenseurs métrique.

Démonstration

Faisons la démonstration pour les coefficients de connexion, en base mo-
bile ; la démonstration pour les symboles de Christoffel de 1e espèce, en base
naturelle s’en déduit.

• Étant donné que ∇g = 0 (cas F ) on a
(∇g)ii1i2 = ∂igi1i2 − γ.ki.i1 gki2 − γ

.k
i.i2
gi1k = 0. Soit :

∂kgij = γ.lk.i gjl + γ.lk.j gil [8] 84. Alors par permutation circulaire :

∂kgij = γ.lk.i gjl + γ.lk.j gil,

∂igjk = γ.li.j gkl + γ.li.k gjl,
∂jgki = γ.lj.k gil + γ.lj.i gkl.

Multiplions la première équation par −1
2
, les deuxième et troisième par 1

2

et sommons ; il vient :

1
2
(γ.lj.k−γ.lk.j)gil + 1

2
(γ.li.k−γ.lk.i)gjl− 1

2
(γ.li.j−γ.lj.i)gkl +γ.li.j gkl = [ij, k], avec :

[ij, k] , 1
2

(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij).

• Étant donné que S = 0 on a S..jik = γki.j − γkj.i − cki.j = 0. Soit :

γ.lj.k − γ.lk.j = c.lj.k,

γ.li.k − γ.lk.i = c.li.k,
γ.li.j − γ.lj.i = c.li.j.

78. p. 282 qui notent Γc, ab ce que nous notons Γab, c

79. pp. 585-586 Exercice 11 qui note Γabc ce que nous notons Γab, c

80. p. 242 éq. (8.7) mais avec une erreur de signe
81. p. 242 éq. (8.8) qui note [ac, d] ce que nous notons Γac, d

82. p. 281 éq. (13) qui notent Γb
ac ce que nous notons Γ.b

a.c

83. pp. 585-586 Exercice 11 qui note Γb
ac ce que nous notons Γ.b

a.c

84. p. 242 éq. (8.4)
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On en déduit que 1
2
c.lj.k gil + 1

2
c.li.k gjl − 1

2
c.li.j gkl + γ.li.j gkl = [ij, k].

Multiplions les 2 membres de cette équation par gkm et utilisons le fait
que gkl g

km = glk g
km = δml ; il vient :

1
2
c.lj.k gil g

km + 1
2
c.li.k gjl g

km − 1
2
c.mi.j + γ.mi.j = [ij, k] gkm ou :

γ.mi.j = [ij, k] gkm − 1
2
(c.lj.k gil g

km + c.li.k gjl g
km − c.mi.j ) ou :

γ.ji.k = gjl [ik, l] − 1
2

(gim g
jl c.mk.l + gkm g

jl c.mi.l − c
.j
i.k) et, par conséquent, en

base naturelle :
Γ.ba.c = g̃bd Γac, d = Γ.bc.a avec :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c QED.

Remarque : On a :

[jk, i] , 1
2

(∂jgki + ∂kgij − ∂igjk) et :

[ik, j] , 1
2

(∂igkj + ∂kgji − ∂jgik).

Donc en sommant et en tenant compte du fait que g est symétrique on a :

[jk, i] + [ik, j] = ∂kgij et en base naturelle Γbc, a + Γac, b = ∂ g̃ab
∂ xc

[11] 85.

Autres propriétés en base naturelle

• Γac,d = g̃db Γ.ba.c

Démonstration

Γ.ba.c = g̃bd Γac,d. Multiplions par g̃eb ; il vient :

g̃eb Γ.ba.c = δde Γac,d = Γac,e. En remplacant l’indice e par l’indice d on a
bien :

g̃db Γ.ba.c = Γac,d QED.

• ∂ g̃bd

∂ xc
= −g̃ab Γ.da.c − g̃ad Γ.ba.c

Démonstration

δda = g̃de g̃ea. Dérivons partiellement par rapport à xc :

0 = ∂ δda
∂ xc

= ∂ g̃de

∂ xc
g̃ea + g̃de ∂ g̃ea

∂ xc
; soit :

∂ g̃de

∂ xc
g̃ea = −g̃de ∂ g̃ea

∂ xc
. Multiplions par g̃ab ; il vient :

∂ g̃de

∂ xc
δbe = −g̃de (Γac.e + Γec.a) g̃

ab = −g̃ab γ.da.c − g̃de γ.be.c. Soit :

85. p. 283
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∂ g̃db

∂ xc
= −g̃de (Γac.e + Γec.a) g̃

ab = −g̃ab Γ.da.c− g̃de Γ.be.c. Et on peut remplacer
l’indice muet e par l’indice muet a ; soit :

∂ g̃bd

∂ xc
= −g̃ab Γ.da.c − g̃da Γ.ba.c = −g̃ab Γ.da.c − g̃ad Γ.ba.c QED.

• Γ.ba.b = 1
2 g̃

∂ g̃
∂ xa

= ∂
∂ xa

(ln
√
|g̃|)

Démonstration

Préliminaire

Remarquons que pour toute matrice (g̃bd), dépendant de xa son déterminant
g̃ , det(g̃bd) vérifie la relation :

∂ g̃
∂ xa

= g̃ g̃bd ∂ g̃db
∂ xa

.

Cette relation est valable pour toute matrice (g̃bd), même non symétrique.
Dans notre cas où cette matrice est symétrique on a donc :

∂ g̃
∂ xa

= g̃ g̃bd ∂ g̃bd
∂ xa

.

Démonstration proprement dite

Γ.ba.c = g̃bd Γac,d = 1
2
g̃bd (∂ g̃cd

∂ xa
+ ∂ g̃ad

∂ xc
− ∂ g̃ac

∂ xd
). Donc lorsque c = b :

Γ.ba.b = 1
2
g̃bd (∂ g̃bd

∂ xa
+ ∂ g̃ad

∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xd
).

Mais g̃bd ∂ g̃ad
∂ xb

= g̃db ∂ g̃ab
∂ xd

= g̃bd ∂ g̃ab
∂ xd

(on a permuté b et d) et par conséquent :

Γ.ba.b = 1
2
g̃bd ∂ g̃bd

∂ xa
et, d’après le préliminaire :

Γ.ba.b = 1
2 g̃

∂ g̃
∂ xa

= ∂
∂ xa

(ln
√
|g̃|) QED.

5.2.3 Particularités des connexions riemanniennes

Divergence d’un champ de vecteurs

La divergence du champ de vecteurs v ∈ C∞ (U ; TM) s’écrit, en base
naturelle :

div v , ∇̃ ∂
∂ xa

v
a

, ∂ ṽa

∂ xa
+ Γ.aa.c ṽ

c = ∂ ṽa

∂ xa
+ Γ.bb.a ṽ

a = ∂ ṽa

∂ xa
+ Γ.ba.b ṽ

a

= ∂ ṽa

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

ṽa = 1√
|g̃|

∂
∂ xa

(
√
|g̃| ṽa) [8] 86 [9] 87 et [27] 88.

86. p. 246 éq. (11.2) pour la 2e égalité
87. pp. 338-339 pour la 2e égalité
88. p. 549 pour la 2e égalité et avec g̃ > 0
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Et on remarque que div v , ∇̃ ∂
∂ xa

v
a

= −δ v[ [9] 89

Et donc δ v[ = −∇̃ ∂
∂ xa

v
a

[8] 90.

Codifférentielle d’une forme différentielle extérieure

En généralisant le résultat précédent on obtient :

(δ ω)i2 ... ip = −(∇ei ω)ii2 ... ip , −gii1 (∇ei ω)i1 ... ip et

δ̃ ωa2 ... ap = −∇̃ ∂
∂ xa

ω
a

a2 ... ap
, −g̃aa1 ∇̃ ∂

∂ xa
ω
a1 ... ap

[8] 91.

Laplacien de Hodge

• p = 0 ; cas A

On a ∆λ = −div (gradλ).

Démonstration

On a div (gradλ) = [∂ g̃radλ
a

∂ xa
+ 1

2 g̃
∂ g̃
∂ xa

g̃radλ
a

] et g̃radλ
a

= d̃ λ
a

et, par

conséquent (cf. ce qui précède) :

div (gradλ) = −∆λ QED et donc ∆2 λ = div (gradλ).

Un cas particulier du cas particulier des connexions riemanniennes
à trois dimensions : m = 3

Si

 g̃11 g̃12 g̃13

g̃12 g̃22 g̃23

g̃13 g̃23 g̃33

 =

 E1 0 0
0 E2 0
0 0 E3

, avec E1 > 0, E2 > 0 et E3 > 0 ;

soit g̃ = E1E2E3 on va calculer les symboles de Christoffel de 1e et 2e espèce.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce

Γ11,1 = 1
2
∂ E1

∂ x1
,

Γ11,2 = −1
2
∂ E1

∂ x2
,

Γ11,3 = −1
2
∂ E1

∂ x3
,

Γ12,1 = 1
2
∂ E1

∂ x2
= Γ21,1,

Γ12,2 = 1
2
∂ E2

∂ x1
= Γ21,2,

Γ12,3 = 0 = Γ21,3,

89. p. 344 au début et p. 447 à la fin !
90. p. 248 Exercice 2 éq. (11.13) pour p = 1
91. p. 248 éq. (11.13)
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Γ13,1 = 1
2
∂ E1

∂ x3
= Γ31,1,

Γ13,2 = 0 = Γ31,2,
Γ13,3 = 1

2
∂ E3

∂ x1
= Γ31,3,

Γ22,1 = −1
2
∂ E2

∂ x1
,

Γ22,2 = 1
2
∂ E2

∂ x2
,

Γ22,3 = −1
2
∂ E2

∂ x3
,

Γ23,1 = 0 = Γ32,1,
Γ23,2 = 1

2
∂ E2

∂ x3
= Γ32,2,

Γ23,3 = 1
2
∂ E3

∂ x2
= Γ32,3,

Γ33,1 = −1
2
∂ E3

∂ x1
,

Γ33,2 = −1
2
∂ E3

∂ x2
,

Γ33,3 = 1
2
∂ E3

∂ x3
.

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce

Γ.11.1 = 1
E1

Γ11,1 = 1
2E1

∂ E1

∂ x1
,

Γ.21.1 = 1
E2

Γ11,2 = − 1
2E2

∂ E1

∂ x2
,

Γ.31.1 = 1
E3

Γ11,3 = − 1
2E3

∂ E1

∂ x3
,

Γ.11.2 = 1
E1

Γ12,1 = Γ.12.1 = 1
2E1

∂ E1

∂ x2
,

Γ.21.2 = 1
E2

Γ12,2 = Γ.22.1 = 1
2E2

∂ E2

∂ x1
,

Γ.31.2 = 1
E3

Γ12,3 = Γ.32.1 = 0,

Γ.11.3 = 1
E1

Γ13,1 = Γ.13.1 = 1
2E1

∂ E1

∂ x3
,

Γ.21.3 = 1
E2

Γ13,2 = Γ.23.1 = 0,

Γ.31.3 = 1
E3

Γ13,3 = Γ.33.1 = 1
2E3

∂ E3

∂ x1
,

Γ.12.2 = 1
E1

Γ22,1 = − 1
2E1

∂ E2

∂ x1
,

Γ.22.2 = 1
E2

Γ22,2 = 1
2E2

∂ E2

∂ x2
,

Γ.32.2 = 1
E3

Γ22,3 = − 1
2E3

∂ E2

∂ x3
,

Γ.12.3 = 1
E1

Γ23,1 = Γ.13.2 = 0,

Γ.22.3 = 1
E2

Γ23,2 = Γ.23.2 = 1
2E2

∂ E2

∂ x3
,

Γ.32.3 = 1
E3

Γ23,3 = Γ.33.2 = 1
2E3

∂ E3

∂ x2
,

Γ.13.3 = 1
E1

Γ33,1 = − 1
2E1

∂ E3

∂ x1
,

Γ.23.3 = 1
E2

Γ33,2 = − 1
2E2

∂ E3

∂ x2
,

Γ.33.3 = 1
E3

Γ33,3 = 1
2E3

∂ E3

∂ x3
.

div v = 1√
E1 E2 E3

[ ∂
∂ x1

(
√
E1E2E3 ṽ

1)+ ∂
∂ x2

(
√
E1E2E3 ṽ

2)+ ∂
∂ x3

(
√
E1E2E3 ṽ

3)].

• p = 0 ; cas A

Pas de particularité par rapport au cas des variétés riemanniennes à trois
dimensions.
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• p = 1 ; cas C

∆ a] = −grad (div a]) + rot (rot a]) ∈ C∞ (U ; MT ) [19] 92.

Démonstration dans le cas où E1 = E2 = E3 = 1

div a] = ∂ ã1

∂ x1
+ ∂ ã2

∂ x2
+ ∂ ã3

∂ x3
= ∂ ã1

∂ x1
+ ∂ ã2

∂ x2
+ ∂ ã3

∂ x3
.

˜grad (div a])
1

= ∂
∂ x1

(∂ ã1
∂ x1

+ ∂ ã2
∂ x2

+ ∂ ã3
∂ x3

) = ∂2 ã1
(∂ x1)2

+ ∂2 ã2
∂ x1 ∂ x2

+ ∂2 ã3
∂ x1 ∂ x3

,

˜grad (div a])
2

= ∂
∂ x2

(∂ ã1
∂ x1

+ ∂ ã2
∂ x2

+ ∂ ã3
∂ x3

) = ∂2 ã1
∂ x1 ∂ x2

+ ∂2 ã2
(∂ x2)2

+ ∂2 ã3
∂ x2 ∂ x3

,

˜grad (div a])
3

= ∂
∂ x3

(∂ ã1
∂ x1

+ ∂ ã2
∂ x2

+ ∂ ã3
∂ x3

) = ∂2 ã1
∂ x1 ∂ x3

+ ∂2 ã2
∂ x2 ∂ x3

+ ∂2 ã3
(∂ x3)2

.

r̃ot a]
1

= ∂ ã3

∂ x2
− ∂ ã2

∂ x3
= ∂ ã3

∂ x2
− ∂ ã2

∂ x3
,

r̃ot a]
2

= ∂ ã1

∂ x3
− ∂ ã3

∂ x1
= ∂ ã1

∂ x3
− ∂ ã3

∂ x1
,

r̃ot a]
3

= ∂ ã2

∂ x1
− ∂ ã1

∂ x2
= ∂ ã2

∂ x1
− ∂ ã1

∂ x2
.

˜rot (rot a])
1

= ∂
∂ x2

(∂ ã2
∂ x1
− ∂ ã1

∂ x2
)− ∂

∂ x3
(∂ ã1
∂ x3
− ∂ ã3

∂ x1
)

= ∂2 ã2
∂ x1 ∂ x2

− ∂2 ã1
(∂ x2)2

+ ∂2 ã3
∂ x1 ∂ x3

− ∂2 ã1
(∂ x3)2

,

˜rot (rot a])
2

= ∂
∂ x3

(∂ ã3
∂ x2
− ∂ ã2

∂ x3
)− ∂

∂ x1
(∂ ã2
∂ x1
− ∂ ã1

∂ x2
)

= − ∂2 ã2
(∂ x1)2

+ ∂2 ã1
∂ x1 ∂ x2

+ ∂2 ã3
∂ x2 ∂ x3

− ∂2 ã2
(∂ x3)2

,

˜rot (rot a])
3

= ∂
∂ x1

(∂ ã1
∂ x3
− ∂ ã3

∂ x1
)− ∂

∂ x2
(∂ ã3
∂ x2
− ∂ ã2

∂ x3
)

= − ∂2 ã3
(∂ x1)2

+ ∂2 ã1
∂ x1 ∂ x3

− ∂2 ã3
(∂ x2)2

+ ∂2 ã2
∂ x2 ∂ x3

. Donc :

− ˜grad (div a])
1

+ ˜rot (rot a])
1

= −( ∂2 ã1
(∂ x1)2

+ ∂2 ã1
(∂ x2)2

+ ∂2 ã1
(∂ x3)2

)

= −∆ ã1 = −∆ ã1,

− ˜grad (div a])
2

+ ˜rot (rot a])
2

= −( ∂2 ã2
(∂ x1)2

+ ∂2 ã2
(∂ x2)2

+ ∂2 ã2
(∂ x3)2

)

= −∆ ã1 = −∆ ã1,

− ˜grad (div a])
3

+ ˜rot (rot a])
3

= −( ∂2 ã3
(∂ x1)2

+ ∂2 ã3
(∂ x2)2

+ ∂2 ã3
(∂ x3)2

)

= −∆ ã1 = −∆ ã1. Et donc :

−grad (div a]) + rot (rot a]) = ∆ a] QED.

92. p. 179 deux fois dont une fois avec une erreur de signe devant le gradiant (+ au lieu
de -)
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5.2.4 Propriété nécessaire à la suite

Pour u, v, w ∈ C∞ (U ; TM) on a
∇wg(u, v) = g(∇wu, v) + g(u, ∇wv) ∈ Ω0 (U).

Démonstration

Établissons cette propriété tout d’abord pour u = ei, v = ej et w = ek.

• ∇ekg(ei, ej) = ∇ekgij = ∂kgij.

• g(∇ekei, ej) = g(γ.lk.i el, ej) = γ.lk.i glj = γ.lk.i gjl

• g(ei, ∇ekej) = g(ei, γ
l
k.j el) = γlk.j gil

Et on a bien ∇ekg(ei, ej) = g(∇ekei, ej) + g(ei, ∇ekej) car
∂kgij = γ.lk.i gjl + γlk.j gil.

• ∇wg(u, v) = ∇wk ekg(ui ei, v
j ej) = wk∇ek(u

i vj g(ei, ej))
= wk[(∇ek(u

i vj))g(ei, ej) + ui vj∇ekg(ei, ej)]
= wk{(∇eku

i)vj g(ei, ej)+u
i(∇ekv

j) g(ei, ej)+u
i vj[g(∇ekei, ej)+g(ei, ∇ekej)]}.

• g(∇wu, v) = g(∇wk ek(u
i ei), v

j ej) = g(wk∇ek(u
i ei), v

j ej)
= wk vj g((∇eku

i) ei+ui∇ekei, ej) = wk vj[(∇eku
i)g(ei, ej)+ui g(∇ekei, ej)].

• g(u, ∇wv) = g(ui ei, ∇wk ek(v
j ej)) = g(ui ei, w

k∇ek(v
j ej))

= uiwk g(ei, ∇ek(v
j ej)) = uiwk g(ei, (∇ekv

j) ej + vj∇ekej)
= uiwk[(∇ekv

j)g(ei, ej) + vj g(ei, ∇ekej)].

On constate que l’on a bien ∇wg(u, v) = g(∇wu, v) + g(u, ∇wv) QED.

5.2.5 Le champ de tenseurs de torsion

Il est nul par définition de la connexion riemannienne. Donc :
S = 0, S..jik = 0, S̃..bac = 0, Σ = 0, σj = 0, Σb = 0, et d σj = 0, dΣb = 0.

5.2.6 Le champ de tenseurs de courbure

On pourra consulter, en plus des références précédentes valables pour une
connexion quelconque, [18] 93 valable pour une connexion riemannienne. On
a toujours :

R.j
i.kl = (Ω.j

i )kl = ∂k γ
.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk,
mais avec des coefficients de connexion qui se déduisent des coefficients de
structure de la base mobile et du champ de tenseur métrique. Il ne semble

93. pp. 336-382 Chapitre XI les équations du champ gravitationnel
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pas y avoir d’expression vraiment simple en fonction des seuls coefficients de
structure de la base mobile et du champ de tenseur métrique.

R̃.b
a.cd = Ω̃.b

a cd =
∂Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc, mais avec des
symboles de Christoffel de 2e espèce qui se déduisent du champ de tenseur
métrique. Il ne semble pas y avoir d’expression vraiment simple en fonction
du seul champ de tenseur métrique.

5.2.7 Liens entre les champs de tenseurs de torsion et
de coubure

Identités de Bianchi

Puisque S = 0 on a
∮
klm

(∇ek R).ji.lm = 0 [8] 94 et
∮
cde
∇̃ ∂

∂ xc
R
.b

a.de
= 0 [18] 95.

Autres identités entre les champs de torsion et de coubure

Puisque S = 0 on a
∮
ikl
R.j
i.kl = 0 [8] 96 et

∮
acd
R̃.b
a.cd = 0 [11] 97.

5.2.8 Nouvelles définitions, grâce au champ de tenseur
métrique

Grâce au champ de tenseur métrique nous allons identifier tous les champs
de tenseurs de même ordre en posant :

(en base mobile) ej = gji θ
i et θi = gij ej,

(en base naturelle) ∂
∂ xb

= g̃ba dx
a et dxa = g̃ab ∂

∂ xb
.

Champs de tenseurs d’ordre 4

On va identifier C∞ (U ;
0⊗
4
T ∗M), C∞ (U ;

1⊗
3
T ∗M) (cas H) et

C∞ (U ;
2⊗
2
T ∗M) (mais avec les 2 indices contravariants en tête contraire-

ment à ce que nous avons fait pour la présentation générale des champs de
tenseurs).

94. p. 245 § 10 3)
95. p. 340 éq. (92,5)
96. p. 245 § 10 2)
97. p. 291 éq. (13) et p. 292 § 3 4.
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Pour le champ de tenseurs de courbure considéré comme élément de

C∞ (U ;
0⊗
4
T ∗M) on pourra consulter [4] 98 [8] 99 [9] 100 [11] 101 [13] 102 [18] 103

[21] 104 et [30] 105.

Ainsi pour ce champ de tenseurs :

en base mobile :

R = Rimkl θ
i ⊗ θm ⊗ θk ⊗ θl,

R = R.j
i.kl θ

i ⊗ ej ⊗ θk ⊗ θl,
R = Rnj

..kl en ⊗ ej ⊗ θk ⊗ θl,

en base naturelle :

R̃ = R̃aecd dx
a ⊗ dxe ⊗ dxc ⊗ dxd,

R̃ = R̃.b
a.cd dx

a ⊗ ∂
∂ xb
⊗ dxc ⊗ dxd,

R̃ = R̃fb
..cd

∂
∂ xf
⊗ ∂

∂ xb
⊗ dxc ⊗ dxd. Alors :

en base mobile :

Rimkl = gmj R
.j
i.kl = gin gmj R

nj
..kl,

R.j
i.kl = gjmRimkl = ginR

nj
..kl,

Rnj
..kl = gni gjmRimkl = gniR.j

i.kl,

en base naturelle :

R̃aecd = g̃eb R̃
.b
a.cd = g̃af g̃eb R̃

fb
..cd,

R̃.b
a.cd = g̃be R̃aecd = g̃af R̃

fb
..cd,

R̃fb
..cd = g̃fa g̃be R̃aecd = g̃fa R̃.b

a.cd.

98. p. 130 éq. (vi.86)
99. pp. 245-246 § 10 utilisé p. 245 éq. (10.1) mais pas vraiment défini

100. p. 495
101. p. 292 § 3. Exemples. Point 2
102. p. 88 éq. (11.9)
103. p. 340 § 92 au début de ce §
104. p. 127 et éqs (82,1) et (82,2)
105. pp. 302-303 et, en particulier, éq. (8-58)
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Champs de tenseurs d’ordre 2

On va identifier C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M), C∞ (U ;

1⊗
1
T ∗M) et

C∞ (U ;
2⊗
0
T ∗M) (mais avec l’ indice contravariant en tête contrairement

à ce que nous avons fait pour le cas E).

Ainsi pour le champ de tenseurs de Ricci R̄ :

en base mobile :

R̄ = Ril θ
i ⊗ θl avec (rappel) Ril , R.j

i.jl,

R̄ = Rn
.l en ⊗ θl,

R̄ = Rnj en ⊗ ej,

en base naturelle :˜̄R = R̃ad dx
a ⊗ dxd avec (rappel) R̃ad , R̃.b

a.bd,˜̄R = R̃f
.d

∂
∂ xf
⊗ dxd,˜̄R = R̃fb ∂

∂ xf
⊗ ∂

∂ xb
. Alors :

en base mobile :

Ril = ginR
n
.l = gin glj R

nj,
Rn
.l = gniRil = glj R

nj,
Rnj = gni gjlRil = gjlRn

.l,

en base mobile :

R̃ad = g̃af R̃
f
.d = g̃af g̃db R̃

fb,

R̃f
.d = g̃fa R̃ad = g̃db R̃

fb,

R̃fb = g̃fa g̃bd R̃ad = g̃bd R̃f
.d.

Champs de tenseurs d’ordre 0

Pour la courbure (riemannienne) scalaire 2K :

en base mobile :

2K = gliRil = Rl
.l,

en base naturelle :

2K = g̃da R̃ad = R̃d
.d,
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et de même pour la coubure totale ou courbure de Gauss ou courbure de
Riemann K en divisant par 2.

• Propriétés de R ∈ C∞ (U ;
0⊗
4
T ∗M)

Plaçons nous en bases mobiles.

R(u, t, v, w) , g(t, R(v, w)u) = gmj t
m (R(v, w)u)j

= gmj t
m (R.j

i.kl u
i vk wl) = gmj R

.j
i.kl u

i tm vk wl = Rimkl u
i tm vk wl ∈ Ω0 (U)

[30] 106. On a :

P1 : R(u, t, w, v) = −R(u, t, v, w),

P2 : R(t, u, v, w) = −R(u, t, v, w) [30] 107,

P3 : R(v, w, u, t) = R(u, t, v, w) [30] 108.

P4 : R(u, t, v, w) +R(v, t, w, u) +R(w, t, u, v) = 0 [30] 109,

Démonstrations [11] 110

De P1 : R(u, t, w, v) , g(t, R(w, v)u) = g(t, −R(v, w)u)
= −g(t, R(v, w)u) = −R(u, t, v, w) QED.

De P2 : on va utiliser la propriété précédente :
∇wg(u, v) = g(∇wu, v) + g(u, ∇wv). Alors :

R(t, u, v, w) , g(u, R(v, w) t) = g(R(v, w) t, u)
= g((∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w])t, u)
= g(∇v (∇w t), u)− g(∇w (∇v t), u)− g(∇[v, w] t, u)
= [∇v g(∇w t, u)− g(∇w t, ∇v u)]− [∇w g(∇v t, u)− g(∇v t, ∇w u)]
− [∇[v, w] g(t, u)− g(t, ∇[v, w] u)]
= ∇v∇w g(t, u)−∇v g(t, ∇wu)−∇w g(t, ∇vu) + g(t, ∇w∇vu)
−∇w∇v g(t, u) +∇w g(t, ∇v u) +∇v g(t, ∇w u)− g(t, ∇v∇wu)
−∇[v, w] g(t, u) + g(t, ∇[v, w] u)
= g(t, (∇w∇v −∇v∇w +∇[v, w])u) + (∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w]) g(t, u).

Mais (∇v∇w −∇w∇v −∇[v, w]) g(t, u) = 0 car g(t, u) ∈ Ω0 (U) et il y a
des simplifications ; Alors :

R(t, u, v, w) = g(t, −R(v, w)u) = −R(u, t, v, w) QED.

106. p. 302 éq. (8-57)
107. p. 317 Exercice 14
108. p. 317 Exercice 16
109. pp. 317-318 Exercice 15
110. pp. 290-292 § 2
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De P4 : étant donné que S = 0, d’après ce qui précède on a :

R(v, w)u+R(w, u)v +R(u, v)w = 0 et donc :

R(u, t, v, w) +R(v, t, w, u) +R(w, t, u, v)
= g(t, R(v, w)u) + g(t, R(w, u)v) + g(t, R(u, v)w)
= g(t, R(v, w)u+R(w, u)v +R(u, v)w) = 0 QED.

De P3 : on a, d’après P4 :

R(u, t, v, w) +R(v, t, w, u) +R(w, t, u, v) = 0,
R(v, u, w, t) +R(w, u, t, v) +R(t, u, v, w) = 0,
R(w, v, t, u) +R(t, v, u, w) +R(u, v, w, t) = 0,
R(t, w, u, v) +R(u, w, v, t) +R(v, w, t, u) = 0.

En faisant la somme de ces 4 expressions et en utilisant 4 fois la pro-
priété P2 il vient :

R(v, t, w, u) + R(w, u, t, v) + R(t, v, u, w) + R(u, w, v, t) = 0. Soit en
utilisant les propriétés P1 et P2 et en divisant par 2 :

R(v, t, w, u) +R(w, u, t, v) = 0.

Donc :

R(v, t, w, u) = −R(w, u, t, v) = R(w, u, v, t), en utilisant la propriété P1.

Et finalement, en remplaçant t par w, u par t et w par u :

R(v, w, u, t) = R(u, t, v, w) QED.

� On a Rimkl , R(ei, em, ek, el). Par conséquent :

P1 : Rimlk , R(ei, em, el, ek) = −R(ei, em, ek, el) = −Rimkl et donc
Rimkk = 0.

P2 : Rmikl , R(em, ei, ek, el) = −R(ei, em, ek, el) = −Rimkl et donc
Riikl = 0.

P3 : Rklim , R(ek, el, ei, em) = R(ei, em, ek, el) = Rimkl.

P4 : Rimkl +Rkmli +Rlmik

, R(ei, em, ek, el) +R(ek, em, el, ei) +R(el, em, ei, ek) = 0.

Donc R.i
i.kl = gimRimkl = −gmiRmikl = −R.i

i.kl soit R.i
i.kl = 0.

De même en base naturelle

� On a R̃aecd , R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

). Par conséquent :
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P1 : R̃aedc , R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xd

, ∂
∂ xc

) = −R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

) = −Raecd

[18] 111 et [30] 112 et donc R̃aecc = 0.

P2 : R̃eacd , R̃( ∂
∂ xe

, ∂
∂ xa

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

) = −R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

) = −R̃aecd

[11] 113 [18] 114 et [30] 115. et donc R̃aacd = 0.

P3 : R̃cdae , R̃( ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

, ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

) = R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

) = R̃aecd

[11] 116 [18] 117 et [30] 118.

P4 : R̃aecd + R̃ceda + R̃deac

, R̃( ∂
∂ xa

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xc

, ∂
∂ xd

)+R̃( ∂
∂ xc

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xd

, ∂
∂ xa

)+R̃( ∂
∂ xd

, ∂
∂ xe

, ∂
∂ xa

, ∂
∂ xc

) = 0
[18] 119 et [30] 120.

Donc R̃.a
a.cd = g̃ae R̃aecd = −g̃ea R̃eacd = −R̃.a

a.cd soit R̃.a
a.cd = 0 [4] 121 et

[30] 122.

En raison de ces diverses symétries on peut montrer que le nombre de
Rimkl et de R̃aecd à calculer a priori est de 1

12
m2 (m2 − 1) [4] 123 et [9] 124.

Soit :

• 1 pour m = 2 ; il s’agit de R2112 et de R̃2112.

• 6 pour m = 3 ; il s’agit de R2112, R2113, R2123, R3113, R3123, R3223 et de
R̃2112, R̃2113, R̃2123, R̃3113, R̃3123, R̃3223.

• 20 pour m = 4 ; il s’agit de R2112, R2113, R2114, R2123, R2124, R2134, R3113,
R3114, R3123, R3124, R3134, R4114, R4124, R4134, R3223, R3224, R3234, R4224, R4234,
R4334 et de R̃2112, R̃2113, R̃2114, R̃2123, R̃2124, R̃2134, R̃3113, R̃3114, R̃3123, R̃3124,
R̃3134, R̃4114, R̃4124, R̃4134, R̃3223, R̃3224, R̃3234, R̃4224, R̃4234, R̃4334.

En effet il n’y a pas R4123 ou R̃4123 car, d’après la proriété P4 :

R4123 = −R2134 +R3124 ou R̃4123 = −R̃2134 + R̃3124.

111. p. 340 éq. (92,2)
112. p. 303 éq. (8-59)
113. p. 292 § 3 2.
114. p. 340 éq. (92,2)
115. p. 303 éq. (8-60)
116. p. 292 § 3 3.
117. p. 340 éq. (92,3)
118. p. 303 éq. (8-61)
119. p. 340 éq. (92,4)
120. p. 303 éq. (8-62)
121. p. 133
122. p. 303 au fond
123. p. 131
124. pp. 495-496
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Calcul explcite de R̃aecd

R̃aecd = 1
2 ( ∂2 g̃de

∂ xa ∂ xc −
∂2 g̃ce
∂ xa ∂ xd

− ∂2 g̃ad
∂ xc ∂ xe + ∂2 g̃ac

∂ xd ∂ xe
) + g̃bf (Γac,f Γde,b−Γad,f Γce,b)

= 1
2 ( ∂2 g̃de

∂ xa ∂ xc −
∂2 g̃ce
∂ xa ∂ xd

− ∂2 g̃ad
∂ xc ∂ xe + ∂2 g̃ac

∂ xd ∂ xe
) + g̃bf (Γ.ba.c Γ.fd.e − Γ.ba.d Γ.fc.e) [4] 125 et

[18] 126.

Démonstrations

R̃aecd = g̃eb R̃
.b
a.cd = g̃eb (

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.f Γ.fd.a − Γ.fc.a Γ.bd.f )

= ∂
∂ xc

(g̃eb Γ.bd.a)−Γ.bd.a
∂ g̃eb
∂ xc
− ∂
∂ xd

(g̃eb Γ.bc.a)+Γ.bc.a
∂ g̃eb
∂ xd

+(g̃eb Γ.bc.f ) Γ.fd.a−(g̃eb Γ.bd.f ) Γ.fc.a
=

∂ Γda,e
∂ xc

− ∂ Γca,e
∂ xd

+ (Γ.bc.a
∂ g̃eb
∂ xd
− Γ.bd.a

∂ g̃eb
∂ xc

) + (Γcf,e Γ.fd.a − Γdf,e Γ.fc.a).

Remplaçons dans cette dernière parenthèse l’indice muet f par l’indice
muet b ; il vient :

R̃aecd =
∂ Γda,e
∂ xc

− ∂ Γca,e
∂ xd

+ Γ.bd.a (Γcb,e − ∂ g̃eb
∂ xc

)− Γ.bc.a (Γdb,e − ∂ g̃eb
∂ xd

).

Mais Γcb,e − ∂ g̃eb
∂ xc

= Γbc,e − ∂ g̃eb
∂ xc

= −Γec,b = −Γce,b et

Γdb,e − ∂ g̃eb
∂ xd

= Γbd,e − ∂ g̃eb
∂ xd

= −Γed,b = −Γde,b et par conséquent :

R̃aecd =
∂ Γad,e
∂ xc

− ∂ Γac,e
∂ xd

+ Γ.ba.c Γde,b − Γ.ba.d Γce,b
= 1

2
∂
∂ xc

(∂ g̃de
∂ xa

+ ∂ g̃ae
∂ xd
− ∂ g̃ad

∂ xe
)− 1

2
∂
∂ xd

(∂ g̃ce
∂ xa

+ ∂ g̃ae
∂ xc
− ∂ g̃ac

∂ xe
) + Γ.ba.c Γde,b−Γ.ba.d Γce,b

= 1
2

( ∂2 g̃de
∂ xa ∂ xc

− ∂2 g̃ce
∂ xa ∂ xd

− ∂2 g̃ad
∂ xc ∂ xe

+ ∂2 g̃ac
∂ xd ∂ xe

) + Γ.ba.c Γde,b − Γ.ba.d Γce,b.

Finalement

R̃aecd = 1
2

( ∂2 g̃de
∂ xa ∂ xc

− ∂2 g̃ce
∂ xa ∂ xd

− ∂2 g̃ad
∂ xc ∂ xe

+ ∂2 g̃ac
∂ xd ∂ xe

)+g̃bf (Γac,f Γde,b−Γad,f Γce,b)
QED pour la première égalité et :

R̃aecd = 1
2

( ∂2 g̃de
∂ xa ∂ xc

− ∂2 g̃ce
∂ xa ∂ xd

− ∂2 g̃ad
∂ xc ∂ xe

+ ∂2 g̃ac
∂ xd ∂ xe

) + g̃bf (Γ.ba.c Γ.fd.e − Γ.ba.d Γ.fc.e)
QED pour la seconde égalité.

• Propriétés de R ∈ C∞ (U ;
2⊗
2
T ∗M)

Plaçons nous en bases mobiles.

� Concernant Rnj
..kl, on a :

P ′1 : Rnj
..lk , gni gjmRimlk = −gni gjmRimkl , −Rnj

..kl (on a utilisé la pro-
priété P1).

P ′2 : Rjn
..kl , gji gnmRimkl = gjm gniRmikl = −gni gjmRimkl , −Rnj

..kl (on a
utilisé successivement le fait que les indices i et m étant muets on peut les

125. p. 131 éq. (vii.88) pour la première égalité
126. p. 340 éq. (92,1) pour la seconde egalité
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permuter et la propriété P2).

Donc Rjn
..lk = −Rjn

..kl = Rnj
..kl (on a utilisé les propriétés P ′1 et P ′2).

De même en base naturelle

� Concernant R̃fb
..cd, on a :

P ′1 : R̃fb
..dc , g̃fa g̃be R̃aedc = −g̃fa g̃be R̃aecd , −R̃fb

..cd (on a utilisé la pro-
priété P1).

P ′2 : R̃bf
..cd , g̃ba g̃fe R̃aecd = g̃be g̃fa R̃eacd = −g̃fa g̃be R̃aecd , −R̃fb

..cd (on a
utilisé successivement le fait que les indices i et m étant muets on peut les
permuter et la propriété P2).

Donc Rbf
..dc = −Rbf

..cd = Rfb
..cd (on a utilisé les propriétés P ′1 et P ′2).

5.2.9 Champ de tenseurs de Ricci

Ril , R.j
i.jl = ∂j γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
j.i − c.mj.l γ

.j
m.i + γ.jj.m γ

.m
l.i − γ.mj.i γ

.j
l.m, mais avec des

coefficients de la connexion qui se déduisent des coefficients de structure de
la base mobile et du champ de tenseur métrique.

R̃ad , R̃.b
a.bd =

∂Γ.bd.a
∂ xb
− ∂Γ.bb.a

∂ xd
+ Γ.bb.e Γ.ed.a − Γ.eb.a Γ.bd.e, mais avec des symboles

de Christoffel de 2e espèce qui se déduisent du champ de tenseur métrique
[8] 127, [11] 128 et [21] 129.

Le champ de tenseurs de Ricci est alors symétrique :
Rli = Ril et R̃da = R̃ad [30] 130.

Démonstration

Rli , R.j
l.ji , gjmRlmji = gmj Rljmi = gmj Rmilj = gmj Rimjl = gjmRimjl

, Ril. On a utilisé successivement le fait que les indices j et m étant muets
on peut les permuter, la propriété P3, les propriétés P1 et P2 et la symétrie
du champ de 2 - formes g. De même R̃da = R̃ad QED.

Alors on constate que Rjn = Rnj et de même que R̃bf = R̃fb.

127. p. 245 éq. (10.6) qui contracte par rapport au dernier indice
128. p. 293
129. pp. 130-131 § 85 éq. (85,2)
130. p. 303
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5.2.10 Courbure (riemannienne) scalaire 2K

2K , Rl
.l = gliRil [8] 131 et [11] 132 ou 2K , R̃d

.d = g̃da R̃ad [8] 133 et
[11] 134.

5.2.11 Courbure totale ou courbure de Gauss ou cour-
bure de Riemann K

K , 1
2
Rl
.l = 1

2
gliRil [11] ou K , 1

2
R̃d
.d = g̃da R̃ad [11].

5.2.12 Champ de tenseurs d’Einstein et identités de
conservation

On pourra consulter [4] 135 [8] 136 [9] 137 [11] 138 [13] 139 [21] 140 et [30] 141.

Préliminaires

Plaçons nous en bases mobiles

De la même manière que ce que nous avons fait dans le chapitre consacré
à ce qui dépend des connexions on démontre que :

� si t = ti1i2i3i4 θ
i1 ⊗ θi2 ⊗ θi3 ⊗ θi4 alors :

(∇ei t)i1i2i3i4 = ∂iti1i2i3i4−γ.ki.i1 tki2i3i4−γ
.k
i.i2
ti1ki3i4−γ.ki.i3 ti1i2ki4−γ

.k
i.i4
ti1i2i3k.

� si t = tj1j2..i1i2
ej1 ⊗ ej2 ⊗ θi1 ⊗ θi2 alors :

(∇ei t)
j1j2
..i1i2

= ∂it
j1j2
..i1i2

+ γ.j1i.k t
kj2
..i1i2

+ γ.j2i.k t
j1k
..i1i2
− γ.ki.i1 t

j1j2
..ki2
− γ.ki.i2 t

j1j2
..i1k

,

� si t = tj1.i1 ej1 ⊗ θi1 alors :

(∇ei t)
j1
.i1

= ∂it
j1
.i1

+ γ.j1i.k t
k
.i1
− γ.ki.i1 t

j1
.k ,

• Donc pour le tenseur de courbure R :

131. p. 246
132. p. 293
133. p. 246
134. p. 293
135. pp. 133-134 §XIII Les identités de Bianchi
136. p. 246 éq. (10.10)
137. p. 497 Définition IX.8.B
138. p. 296 § 30.3.III (pour = 4) Tenseur de courbure. Espace à quatre dimensions
139. pp. 148-151 Chapitre VI § 2 L’équation d’Einstein
140. pp. 131-132 § 86 éqs. (86,3) ; (86,4) et (86,5). Les principes de conservation sont
évoqués p. 132 dernière ligne et pp. 207-210 textsection 129 Les équations d’Einstein
141. pp. 306-308 Leçon 8 § 4.D Les équations d’Einstein
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� (∇eo R)imkl = ∂oRimkl − γ.no.iRnmkl − γ.no.mRinkl − γ.no.k Rimnl − γ.no.lRimkn.
Alors (∇eo R)mikl = −(∇eo R)imkl et (∇eo R)imlk = −(∇eo R)imkl.

� On a vu que
(∇eo R).ji.kl = ∂oR

.j
i.kl + γ.jo.nR

.n
i.kl − γ.no.iR

.j
n.kl − γ.no.k R

.j
i.nl − γ.no.lR

.j
i.kn

(cas H) et que (∇eo R).ji.lk = −(∇eo R).ji.kl. Et si on contracte j et k (on
conserve j) :

(∇eo R).ji.jl = ∂oR
.j
i.jl + γ.jo.nR

.n
i.jl − γ.no.iR

.j
n.jl − γ.no.j R

.j
i.nl − γ.no.lR

.j
i.jn

= ∂oRil − γ.no.iRnl − γ.no.lRin (car γ.jo.nR
.n
i.jl = γ.no.j R

.j
i.nl comme on le voit en

permutant les indices muets j et n).

� (∇eo R)nj..kl = ∂oR
nj
..kl + γ.no.pR

pj
..kl + γ.jo.pR

np
..kl − γ

.p
o.k R

nj
..pl − γ

.p
o.lR

nj
..kp.

On constate alors que d’après les propriétés P ′1 et P ′2 on a :
(∇eo R)jn..lk = −(∇eo R)jn..kl = (∇eo R)nj..kl.

Et si on contracte j et k (on conserve j) dans (∇eo R)nj..kl :

(∇eo R)nj..jl = ∂oR
nj
..jl + γ.no.pR

pj
..jl + γ.jo.pR

np
..jl − γ

.p
o.j R

nj
..pl − γ

.p
o.lR

nj
..jp

= ∂oR
n
.l + γ.no.pR

p
.l − γ.po.lR

n
.p (car γ.jo.pR

np
..jl = γ.po.j R

nj
..pl comme on le voit en

permutant les indices muets j et p). On a les passages suivants :

(∇eo R)imkl = gmj (∇eo R).ji.kl = gin gmj (∇eo R)nj..kl,

(∇eo R).ji.kl = gjm (∇eo R)imkl = gin (∇eo R)nj..kl,

(∇eo R)nj..kl = gni gjm (∇eo R)imkl = gni (∇eo R).ji.kl,

• Pour le tenseur de Ricci R̄ :

� (∇eo R̄)il = ∂oRil−γ.no.iRnl−γ.no.lRin (cas F ) ; alors (∇eo R̄)li = (∇eo R̄)il

� (∇eo R̄)
n

.l = ∂oR
n
.l + γ.no.pR

p
.l − γ

.p
o.lR

n
.p

� (∇eo R̄)
nj

= ∂oR
nj + γ.no.pR

pj + γ.jo.pR
np (cas D) ; alors

(∇eo R̄)
jn

= (∇eo R̄)
nj

.

• Comparaison entre les tenseurs de coubure R et de Ricci R̄

On constate que (∇eo R).ji.jl = (∇eo R̄)il et que (∇eo R)nj..jl = (∇eo R̄)
n

.l et

par conséquent (∇eo R)nj..lj = (∇eo R)jn..jl = −(∇eo R̄)
n

.l .

Utilisation des identités de Bianchi :∮
klm

(∇ek R).ji.lm = (∇ek R).ji.lm + (∇el R).ji.mk + (∇em R).ji.kl = 0. Donc :

gni (∇ek R).ji.lm + gni (∇el R).ji.mk + gni (∇em R).ji.kl = 0 ; soit :

(∇ek R)nj..lm + (∇el R)nj..mk + (∇em R)nj..kl = 0 [4] 142.

142. p. 133 éq. (vii.98)
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Si on contracte les indices m et j (on conserve l’indice j) :

(∇ek R)nj..lj + (∇el R)nj..jk + (∇ej R)nj
..kl

= 0. Soit, d’après les préliminaires :

−(∇ek R̄)
n

.l + (∇el R̄)
n

.k + (∇ej R)nj
..kl

= 0 [4] 143.

Si on contracte les indices n et k (on conserve l’indice n) :

−(∇en R̄)
n

.l + (∇el R̄)
n

.n + (∇ej R)nj
..nl

= 0. Soit,d’après les préliminaires :

−(∇en R̄)
n

.l + (∇el R̄)
n

.n − (∇ej R̄)
j

.l
= 0. Et donc, en remarquant que le

premier et le dernier terme du premier membre sont égaux et en multipliant
par −1

2
:

(∇en R̄)
n

.l −
1
2

(∇el R̄)
n

.n = 0.

Mais (∇el R̄)
n

.n , ∂lR
n
.n + γ.nl.pR

p
.n − γ.pl.nR

n
.p = ∂lR

n
.n (car les 2 derniers

termes du second membre disparaissent puisque les indices p et n étants
muets peuvent être permutés) alors que ∇el R

n
.n = ∂lR

n
.n. Soit

(∇el R̄)
n

.n = ∇el R
n
.n = ∇el (2K) = 2∇el K. Et, par conséquent :

(∇en R̄)
n

.l −∇el K = 0.

Soit G , R̄−K g ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M) ou C∞ (U ;

1⊗
1
T ∗M)

ou C∞ (U ;
2⊗
0
T ∗M), appelé champ de tenseurs (symétriques d’ordre 2)

d’Einstein [9] 144. Le terme G est utilisé car dans le cas ou m = 4 il représente
la gravitation. On a donc :

� Gil = Ril −K gil [13] 145 et [21] 146 ou :

� Gn
.l = Rn

.l −K gn.l = Rn
.l − δn.l K [8] 147 [13] 148 et [21] 149 ou :

� Gnj = Rnj −K gnj [30] 150.

143. p. 133 éq. (vii.99)
144. p. 497 Définition IX.8.B
145. p. 149
146. p. 132 éq. (86,4)
147. p. 246
148. p. 149
149. p. 132 grâce aux éqs. (86,3) et (86,4) étant donné que gn.l = δn.l
150. p. 307
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Alors ∇en G = ∇en R̄−∇en (K g) ∈ C∞ (U ;
0⊗
2
T ∗M)

ou C∞ (U ;
1⊗
1
T ∗M) ou C∞ (U ;

2⊗
0
T ∗M). On a :

∇en G = ∇en R̄− (∇en K) g −K∇en g.

Mais ∇en g = 0 par définition de la connexion riemannienne et donc :

∇en G = ∇en R̄− (∇en K) g ; soit :

� (∇en G)n.l = (∇en R̄)
n

.l − δn.l(∇en K) = (∇en R̄)
n

.l −∇el K = 0,

� (∇en G)nj = gjl (∇en G)n.l = 0.

D’où les équations de conservation :

• (∇en G)n.l = 0 [4] 151 [8] 152 [13] 153 et [21] 154.

• ou (∇en G)nj = 0 [30] 155.

Plaçons nous maintenant en bases naturelles

On trouve de même que :

� G̃ad = R̃ad −K g̃ad ou :

� G̃f
.d = R̃f

.d −K g̃f.d = R̃f
.d − δ

f
.dK ou :

� G̃fb = R̃fb −K g̃fb.

D’où les équations de conservation :

• ∇̃ ∂

∂ xf
G
f

.d
= 0 ou :

• ou ∇̃ ∂

∂ xf
G
fb

= 0.

151. p. 134 éq. (vii.101)
152. p. 246 éq. (10.10)
153. p. 149
154. p. 132 éq. (86,5)
155. p. 307 éq. (8-69)
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5.3 Cas particulier des connexions rieman-

nienne à deux dimensions : m = 2

On pourra consulter [11] 156.

5.3.1 En base mobile

Calcul des symboles [ij, k]

[11, 1] = 1
2
∂1 g11,

[11, 2] = ∂1 g12 − 1
2
∂2 g11,

[12, 1] = 1
2
∂2 g11 = [21, 1],

[12, 2] = 1
2
∂1 g22 = [21, 2],

[22, 1] = ∂2 g12 − 1
2
∂1 g22,

[22, 2] = 1
2
∂2 g22.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile

γ.11.1 = g11 [11, 1] + g12 ([11, 2]− g11 c
.1
1.2 − g12 c

.2
1.2),

γ.21.1 = g12 [11, 1] + g22 ([11, 2]− g11 c
.1
1.2 − g12 c

.2
1.2),

γ.11.2 = g11 ([12, 1] + 1
2 g11 c

.1
1.2 + 1

2 g12 c
.2
1.2) + g12 ([12, 2]− 1

2 g12 c
.1
1.2− 1

2 g22 c
.2
1.2)− 1

2 c
.1
1.2,

γ.21.2 = g12 ([12, 1] + 1
2 g11 c

.1
1.2 + 1

2 g12 c
.2
1.2) + g22 ([12, 2]− 1

2 g12 c
.1
1.2− 1

2 g22 c
.2
1.2)− 1

2 c
.2
1.2,

γ.12.1 = g11 ([12, 1] + 1
2 g11 c

.1
1.2 + 1

2 g12 c
.2
1.2) + g12 ([12, 2]− 1

2 g12 c
.1
1.2− 1

2 g22 c
.2
1.2) + 1

2 c
.1
1.2,

γ.22.1 = g12 ([12, 1] + 1
2 g11 c

.1
1.2 + 1

2 g12 c
.2
1.2) + g22 ([12, 2]− 1

2 g12 c
.1
1.2− 1

2 g22 c
.2
1.2) + 1

2 c
.2
1.2,

γ.12.2 = g11 ([22, 1] + g12 c
.1
1.2 + g22 c

.2
1.2) + g12 [22, 2],

γ.22.2 = g12 ([22, 1] + g12 c
.1
1.2 + g22 c

.2
1.2) + g22 [22, 2].

On vérifie bien que γ.ji.k − γ
.j
k.i = c.ji.k.

Il suffit de calculer le seul nombre R2112 :

R2112

= g11(∂1 γ
.1
2.2 − ∂2 γ

.1
1.2 − c.11.2 γ.11.2 − c.21.2 γ.12.2

+ γ.11.1 γ
.1
2.2 + γ.11.2 γ

.2
2.2 − γ.11.2 γ.12.1 − γ.21.2 γ.12.2)

+ g12(∂1 γ
.2
2.2 − ∂2 γ

.2
1.2 − c.11.2 γ.21.2 − c.21.2 γ.22.2 + γ.21.1 γ

.1
2.2 − γ.11.2 γ.22.1).

Puis les 3 nombres R.1
1.12, R

.2
1.12, R

.1
2.12 :

R.1
1.12 = −g12R2112,

R.2
1.12 = −g22R2112,

R.1
2.12 = g11R2112.

Puis le nombre R.2
2.12 = −R.1

1.12 (= g12R2112).

Champ de tenseurs de Ricci

156. pp. 293-295 § I
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R11 = −R.2
1.12 = g22R2112,

R12 = R.1
1.12 = −g12R2112 = R21,

R22 = R.1
2.12 = g11R2112.

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K , gilRil = g11R11 + 2 g12R12 + g22R22

= 2 [g11 g22 − (g12)
2
]R2112 = 2 R2112

g
.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K : K = R2112

g
.

5.3.2 En base naturelle

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce

Γ11,1 = 1
2
∂ g̃11
∂ x1

,

Γ11,2 = ∂ g̃12
∂ x1
− 1

2
∂ g̃11
∂ x2

,

Γ12,1 = 1
2
∂ g̃11
∂ x2

= Γ21,1,

Γ12,2 = 1
2
∂ g̃22
∂ x1

= Γ21,2,

Γ22,1 = ∂ g̃12
∂ x2
− 1

2
∂ g̃22
∂ x1

,

Γ22,2 = 1
2
∂ g̃22
∂ x2

,

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce

Γ.11.1 = g̃11 Γ11,1 + g̃12 Γ11,2,
Γ.21.1 = g̃12 Γ11,1 + g̃22 Γ11,2,
Γ.11.2 = g̃11 Γ12,1 + g̃12 Γ12,2 = Γ.12.1,
Γ.21.2 = g̃12 Γ12,1 + g̃22 Γ12,2 = Γ.22.1,
Γ.12.2 = g̃11 Γ22,1 + g̃12 Γ22,2,
Γ.22.2 = g̃12 Γ22,1 + g̃22 Γ22,2.

On a Γ.11.1 + Γ.21.2 = ∂
∂ x1

(ln
√
|g̃|) et Γ.12.1 + Γ.22.2 = ∂

∂ x2
(ln
√
|g̃|).

Il suffit de calculer le seul nombre R̃2112 :

R̃2112

= g̃11[
∂ Γ.12.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x2
+ Γ.12.2 (Γ.11.1 − Γ.21.2) + Γ.11.2 (Γ.22.2 − Γ.11.2)]

+ g̃12[
∂ Γ.22.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x2
+ Γ.12.2 (Γ.21.1 − Γ.11.2) + Γ.11.2 (Γ.12.2 − Γ.21.2)]

= g̃11[
∂ Γ.12.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x2
+ Γ.12.2 (Γ.11.1 − Γ.21.2) + Γ.11.2 (Γ.22.2 − Γ.11.2)]

+ g̃12[
∂ Γ.22.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x2
+ Γ.12.2 Γ.21.1 − Γ.11.2 Γ.21.2].

Puis les 3 nombres R̃.1
1.12, R̃

.2
1.12, R̃

.1
2.12 :
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R̃.1
1.12 = −g̃12 R̃2112

R̃.2
1.12 = −g̃22 R̃2112

R̃.1
2.12 = g̃11 R̃2112

Puis le nombre R̃.2
2.12 = −R̃.1

1.12 (= g̃12 R̃2112).

Champ de tenseurs de Ricci

R̃11 = −R̃.2
1.12 = g̃22 R̃2112,

R̃12 = R̃.1
1.12 = −g̃12 R̃2112 = R̃21,

R̃22 = R̃.1
2.12 = g̃11 R̃2112.

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K , g̃il R̃il = g̃11 R̃11 + 2 g̃12 R̃12 + g̃22 R̃22

= 2 [g̃11 g̃22 − (g̃12)
2
] R̃2112 = 2 R̃2112

g̃

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K : K = R̃2112

g̃
.

5.3.3 Passage entre les bases mobile et naturelle

Si on connait les R.j
i.kl ou les R̃.b

a.cd le plus rapide est de calculer respecti-

vement les R̃.b
a.cd et les R.j

i.kl grâce aux formules de changement de bases :

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl,

R.j
i.kl = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k ẽ

d
l R̃

.b
a.cd.

5.3.4 Remarque dans ce cas particulier m = 2

On constate que R̄ = K g et donc G = 0.

5.4 Cas particulier des connexions rieman-

niennes à trois dimensions : m = 3

On pourra consulter [11] 157

5.4.1 En base mobile

Calcul des symboles [ij, k]

157. p. 295 § II

133



[11, 1] = 1
2 ∂1 g11,

[11, 2] = ∂1 g12 − 1
2 ∂2 g11,

[11, 3] = ∂1 g13 − 1
2 ∂3 g11,

[12, 1] = 1
2 ∂2 g11 = [21, 1],

[12, 2] = 1
2 ∂1 g22 = [21, 2],

[12, 3] = 1
2 (∂1 g23 + ∂2 g13 − ∂3 g12) = [21, 3],

[13, 1] = 1
2 ∂3 g11 = [31, 1],

[13, 2] = 1
2 (∂1 g23 + ∂3 g12 − ∂2 g13) = [31, 2],

[13, 3] = 1
2 ∂1 g33 = [31, 3],

[22, 1] = ∂2 g12 − 1
2 ∂1 g22,

[22, 2] = 1
2 ∂2 g22,

[22, 3] = ∂2 g23 − 1
2 ∂3 g22,

[23, 1] = 1
2 (∂2 g13 + ∂3 g12 − ∂1 g23) = [32, 1],

[23, 2] = 1
2 ∂3 g22 = [32, 2],

[23, 3] = 1
2 ∂2 g33 = [32, 3],

[33, 1] = ∂3 g13 − 1
2 ∂1 g33,

[33, 2] = ∂3 g23 − 1
2 ∂2 g33,

[33, 3] = 1
2 ∂3 g33.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile

γ.11.1 = g1l [11, l]− g1m g1l c.m1.l ,
γ.21.1 = g2l [11, l]− g1m g2l c.m1.l ,
γ.31.1 = g3l [11, l]− g1m g3l c.m1.l ,
γ.11.2 = g1l [12, l]− 1

2 (g1m g1l c.m2.l + g2m g1l c.m1.l − c.11.2),
γ.21.2 = g2l [12, l]− 1

2 (g1m g2l c.m2.l + g2m g2l c.m1.l − c.21.2),
γ.31.2 = g3l [12, l]− 1

2 (g1m g3l c.m2.l + g2m g3l c.m1.l − c.31.2),
γ.11.3 = g1l [13, l]− 1

2 (g1m g1l c.m3.l + g3m g1l c.m1.l − c.11.3),
γ.21.3 = g2l [13, l]− 1

2 (g1m g2l c.m3.l + g3m g2l c.m1.l − c.21.3),
γ.31.3 = g3l [13, l]− 1

2 (g1m g3l c.m3.l + g3m g3l c.m1.l − c.31.3),
γ.12.1 = g1l [12, l]− 1

2 (g2m g1l c.m1.l + g1m g1l c.m2.l + c.11.2),
γ.22.1 = g2l [12, l]− 1

2 (g2m g2l c.m1.l + g1m g2l c.m2.l + c.21.2),
γ.32.1 = g3l [12, l]− 1

2 (g2m g3l c.m1.l + g1m g3l c.m2.l + c.31.2),
γ.12.2 = g1l [22, l]− g2m g1l c.m2.l ,
γ.22.2 = g2l [22, l]− g2m g2l c.m2.l ,
γ.32.2 = g3l [22, l]− g2m g3l c.m2.l ,
γ.12.3 = g1l [23, l]− 1

2 (g2m g1l c.m3.l + g3m g1l c.m2.l − c.12.3),
γ.22.3 = g2l [23, l]− 1

2 (g2m g2l c.m3.l + g3m g2l c.m2.l − c.22.3),
γ.32.3 = g3l [23, l]− 1

2 (g2m g3l c.m3.l + g3m g3l c.m2.l − c.32.3),
γ.13.1 = g1l [13, l]− 1

2 (g3m g1l c.m1.l + g1m g1l c.m3.l + c.11.3),
γ.23.1 = g2l [13, l]− 1

2 (g3m g2l c.m1.l + g1m g2l c.m3.l + c.21.3),
γ.33.1 = g3l [13, l]− 1

2 (g3m g3l c.m1.l + g1m g3l c.m3.l + c.31.3),
γ.13.2 = g1l [23, l]− 1

2 (g3m g1l c.m2.l + g2m g1l c.m3.l + c.12.3),
γ.23.2 = g2l [23, l]− 1

2 (g3m g2l c.m2.l + g2m g2l c.m3.l + c.22.3),
γ.33.2 = g3l [23, l]− 1

2 (g3m g3l c.m2.l + g2m g3l c.m3.l + c.32.3),
γ.13.3 = g1l [33, l]− g3m g1l c.m3.l ,
γ.23.3 = g2l [33, l]− g3m g2l c.m3.l ,
γ.33.3 = g3l [33, l]− g3m g3l c.m3.l .

Il suffit de calculer les 6 nombres R2112, R2113, R2123, R3113, R3123, R3223 :
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R2112

= g11[∂1 γ
.1
2.2 − ∂2 γ

.1
1.2 − c.m1.2 γ.1m.2 + γ.11.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.12.m]

+ g12[∂1 γ
.2
2.2 − ∂2 γ

.2
1.2 − c.m1.2 γ.2m.2 + γ.21.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.22.m]

+ g13[∂1 γ
.3
2.2 − ∂2 γ

.3
1.2 − c.m1.2 γ.3m.2 + γ.31.m γ

.m
2.2 − γ.m1.2 γ.32.m]

R2113

= g11[∂1 γ
.1
3.2 − ∂3 γ

.1
1.2 − c.m1.3 γ.1m.2 + γ.11.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.13.m]

+ g12[∂1 γ
.2
3.2 − ∂3 γ

.2
1.2 − c.m1.3 γ.2m.2 + γ.21.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.23.m]

+ g13[∂1 γ
.3
3.2 − ∂3 γ

.3
1.2 − c.m1.3 γ.3m.2 + γ.31.m γ

.m
3.2 − γ.m1.2 γ.33.m]

R2123

= g11[∂2 γ
.1
3.2 − ∂3 γ

.1
2.2 − c.m2.3 γ.1m.2 + γ.12.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.13.m]

+ g12[∂2 γ
.2
3.2 − ∂3 γ

.2
2.2 − c.m2.3 γ.2m.2 + γ.22.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.23.m]

+ g13[∂2 γ
.3
3.2 − ∂3 γ

.3
2.2 − c.m2.3 γ.3m.2 + γ.32.m γ

.m
3.2 − γ.m2.2 γ.33.m]

R3113

= g11[∂1 γ
.1
3.3 − ∂3 γ

.1
1.3 − c.m1.3 γ.1m.3 + γ.11.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.13.m]

+ g12[∂1 γ
.2
3.3 − ∂3 γ

.2
1.3 − c.m1.3 γ.2m.3 + γ.21.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.23.m]

+ g13[∂1 γ
.3
3.3 − ∂3 γ

.3
1.3 − c.m1.3 γ.3m.3 + γ.31.m γ

.m
3.3 − γ.m1.3 γ.33.m]

R3123

= g11[∂2 γ
.1
3.3 − ∂3 γ

.1
2.3 − c.m2.3 γ.1m.3 + γ.12.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.13.m]

+ g12[∂2 γ
.2
3.3 − ∂3 γ

.2
2.3 − c.m2.3 γ.2m.3 + γ.22.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.23.m]

+ g13[∂2 γ
.3
3.3 − ∂3 γ

.3
2.3 − c.m2.3 γ.3m.3 + γ.32.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.33.m]

R3223

= g12[∂2 γ
.1
3.3 − ∂3 γ

.1
2.3 − c.m2.3 γ.1m.3 + γ.12.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.13.m]

+ g22[∂2 γ
.2
3.3 − ∂3 γ

.2
2.3 − c.m2.3 γ.2m.3 + γ.22.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.23.m]

+ g23[∂2 γ
.3
3.3 − ∂3 γ

.3
2.3 − c.m2.3 γ.3m.3 + γ.32.m γ

.m
3.3 − γ.m2.3 γ.33.m]

Puis les 21 nombres :

R.1
1.12 = g1mR1m12 = −g12R2112 − g13R2113

R.2
1.12 = g2mR1m12 = −g22R2112 − g23R2113

R.3
1.12 = g3mR1m12 = −g23R2112 − g33R2113

R.1
2.12 = g1mR2m12 = g11R2112 − g13R2123

R.2
2.12 = g2mR2m12 = g12R2112 − g23R2123

R.3
2.12 = g3mR2m12 = g13R2112 − g33R2123

R.1
3.12 = g1mR3m12 = g11R2113 + g12R2123

R.2
3.12 = g2mR3m12 = g12R2113 + g22R2123

R.1
1.13 = g1mR1m13 = −g12R2113 − g13R3113

R.2
1.13 = g2mR1m13 = −g22R2113 − g23R3113

R.3
1.13 = g3mR1m13 = −g23R2113 − g33R3113
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R.1
2.13 = g1mR2m13 = g11R2113 − g13R3123

R.2
2.13 = g2mR2m13 = g12R2113 − g23R3123

R.3
2.13 = g3mR2m13 = g13R2113 − g33R3123

R.1
3.13 = g1mR3m13 = g11R3113 + g12R3123

R.2
3.13 = g2mR3m13 = g12R3113 + g22R3123

R.1
2.23 = g1mR2m23 = g11R2123 − g13R3223

R.2
2.23 = g2mR2m23 = g12R2123 − g23R3223

R.3
2.23 = g3mR2m23 = g13R2123 − g33R3223

R.1
3.23 = g1mR3m23 = g11R3123 + g12R3223

R.2
3.23 = g2mR3m23 = g12R3123 + g22R3223

Puis les 3 nombres :

R.1
1.23 = R.1

2.13 −R.1
3.12 (= g1mR1m23 = −g12R2123 − g13R3123)

R.2
1.23 = R.2

2.13 −R.2
3.12 (= g2mR1m23 = −g22R2123 − g23R3123)

R.3
1.23 = R.3

2.13 −R.3
3.12 (= g3mR1m23 = −g23R2123 − g33R3123)

Puis les 3 nombres :

R.3
3.12 = −R.1

1.12 −R.2
2.12 (= g3mR3m12 = g13R2113 + g23R2123)

R.3
3.13 = −R.1

1.13 −R.2
2.13 (g3mR3m13 = g13R3113 + g23R3123)

R.3
3.23 = −R.1

1.23 −R.2
2.23 (g3mR3m23 = g13R3123 + g23R3223)

Champ de tenseurs de Ricci

R11 = −R.2
1.12 −R.3

1.13 = g22R2112 + 2 g23R2113 + g33R3113,
R12 = R.1

1.12−R.3
1.23 = −g12R2112− g13R2113 + g23R2123 + g33R3123 = R21,

R13 = R.1
1.13 +R.2

1.23 = −g12R2113− g22R2123− g13R3113− g23R3123 = R31,
R22 = R.1

2.12 −R.3
2.23 = g11R2112 − 2 g13R2123 + g33R3223,

R23 = R.1
2.13 +R.2

2.23 = g11R2113 + g12R2123 − g13R3123 − g23R3223 = R32,
R33 = R.1

3.13 +R.2
3.23 = g11R3113 + 2 g12R3123 + g22R3223.

Courbure (riemannienne) scalaire 2K

2K , gilRil

= g11R11 + 2 g12R12 + 2 g13R13 + g22R22 + 2 g23R23 + g33R33

= g11 (g22R2112 + 2 g23R2113 + g33R3113)
+ 2 g12 (−g12R2112 − g13R2113 + g23R2123 + g33R3123)
+ 2 g13 (−g12R2113 − g13R3113 − g22R2123 − g23R3123)
+ g22 (g11R2112 − 2 g13R2123 + g33R3223)
+ 2 g23 (g11R2113 − g13R3123 + g12R2123 − g23R3223)
+ g33 (g11R3113 + 2 g12R3123 + g22R3223)
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= 2 [g11 g22− (g12)
2
]R2112 +4 [g11 g23−g12 g13]R2113 +2 [g11 g33− (g13)

2
]R3113

+4 [g12 g23−g13 g22]R2123 +4 [g12 g33−g13 g23]R3123 +2 [g22 g33− (g23)
2
]R3223

Mais (gij) = (gij)
−1 et par conséquent :

g22 g33 − (g23)
2

= g11
g

,

g12 g33 − g13 g23 = −g12
g

,

g12 g23 − g13 g22 = g13
g

,

g11 g33 − (g13)
2

= g22
g

,

g11 g23 − g12 g13 = −g23
g

,

g11 g22 − (g12)
2

= g33
g

. Et, par conséquent :

2K = 2
g (g33R2112 − 2 g23R2113 + 2 g13R2123 + g22R3113 − 2 g12R3123 + g11R3223).

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K

K = 1
g (g33R2112−2 g23R2113 +2 g13R2123 +g22R3113−2 g12R3123 +g11R3223).

Remarque : le champ de tenseurs de Ricci suffit à déterminer le champ
de tenseurs de courbure [11] 158. En effet :

Rimkl = gilRmk − gik Rml + gmk Ril − gmlRik +K (gml gik − gmk gil) i.e. :

R2112 = g22R11 − 2 g12R12 + g11R22 +K [(g12)2 − g11 g22],
R2113 = g23R11 − g12R13 + g11R23 − g13R12 +K (g13 g12 − g11 g23),
R2123 = g23R12 − g22R13 + g12R23 − g13R22 +K (g13 g22 − g12 g23),
R3113 = g33R11 − 2 g13R13 + g11R33 +K [(g13)2 − g11 g33],
R3123 = g33R12 − g23R13 + g12R33 − g13R23 +K (g13 g23 − g12 g33),
R3223 = g33R22 − 2 g23R23 + g22R33 +K [(g23)2 − g22 g33].

5.4.2 En base naturelle

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce

Γ11,1 = 1
2
∂ g̃11
∂ x1

,

Γ11,2 = ∂ g̃12
∂ x1
− 1

2
∂ g̃11
∂ x2

,

Γ11,3 = ∂ g̃13
∂ x1
− 1

2
∂ g̃11
∂ x3

,

Γ12,1 = 1
2
∂ g̃11
∂ x2

= Γ21,1,

Γ12,2 = 1
2
∂ g̃22
∂ x1

= Γ21,2,

Γ12,3 = 1
2

(∂ g̃23
∂ x1

+ ∂ g̃13
∂ x2
− ∂ g̃12

∂ x3
) = Γ21,3,

Γ13,1 = 1
2
∂ g̃11
∂ x3

= Γ31,1,

158. p. 295 éq. (18)
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Γ13,2 = 1
2

(∂ g̃23
∂ x1

+ ∂ g̃12
∂ x3
− ∂ g̃13

∂ x2
) = Γ31,2,

Γ13,3 = 1
2
∂ g̃33
∂ x1

= Γ31,3,

Γ22,1 = ∂ g̃12
∂ x2
− 1

2
∂ g̃22
∂ x1

,

Γ22,2 = 1
2
∂ g̃22
∂ x2

,

Γ22,3 = ∂ g̃23
∂ x2
− 1

2
∂ g̃22
∂ x3

,

Γ23,1 = 1
2

(∂ g̃13
∂ x2

+ ∂ g̃12
∂ x3
− ∂ g̃23

∂ x1
) = Γ32,1,

Γ23,2 = 1
2
∂ g̃22
∂ x3

= Γ32,2,

Γ23,3 = 1
2
∂ g̃33
∂ x2

= Γ32,3,

Γ33,1 = ∂ g̃13
∂ x3
− 1

2
∂ g̃33
∂ x1

,

Γ33,2 = ∂ g̃23
∂ x3
− 1

2
∂ g̃33
∂ x2

,

Γ33,3 = 1
2
∂ g̃33
∂ x3

.

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce

Γ.11.1 = g̃1l Γ11,l,
Γ.21.1 = g̃2l Γ11,l,
Γ.31.1 = g̃3l Γ11,l,
Γ.11.2 = g̃1l Γ12,l = Γ.12.1,
Γ.21.2 = g̃2l Γ12,l = Γ.22.1,
Γ.31.2 = g̃3l Γ12,l = Γ.32.1,
Γ.11.3 = g̃1l Γ13,l = Γ.13.1,
Γ.21.3 = g̃2l Γ13,l = Γ.23.1,
Γ.31.3 = g̃3l Γ13,l = Γ.33.1,
Γ.12.2 = g̃1l Γ22,l,
Γ.22.2 = g̃2l Γ22,l,
Γ.32.2 = g̃3l Γ22,l,
Γ.12.3 = g̃1l Γ23,l = Γ.13.2,
Γ.22.3 = g̃2l Γ23,l = Γ.23.2,
Γ.32.3 = g̃3l Γ23,l = Γ.33.2,
Γ.13.3 = g̃1l Γ33,l,
Γ.23.3 = g̃2l Γ33,l,
Γ.33.3 = g̃3l Γ33,l.

On a Γ.11.1 + Γ.21.2 + Γ.31.3 = ∂
∂ x1

(ln
√
|g̃|), Γ.12.1 + Γ.22.2 + Γ.32.3 = ∂

∂ x2
(ln
√
|g̃|)

et Γ.13.1 + Γ.23.2 + Γ.33.3 = ∂
∂ x3

(ln
√
|g̃|).

Il suffit de calculer les 6 nombres R̃2112, R̃2113, R̃2123, R̃3113, R̃3123, R̃3223 :

138



R̃2112

= g̃11[
∂ Γ.12.2
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x2
+ Γ.11.e Γ.e2.2 − Γ.e1.2 Γ.12.e]

+ g̃12[
∂ Γ.22.2
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x2
+ Γ.21.e Γ.e2.2 − Γ.e1.2 Γ.22.e]

+ g̃13[
∂ Γ.32.2
∂ x1
− ∂ Γ.31.2

∂ x2
+ Γ.31.e Γ.e2.2 − Γ.e1.2 Γ.32.e]

R̃2113

= g̃11[
∂ Γ.12.3
∂ x1
− ∂ Γ.11.2

∂ x3
+ Γ.11.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.13.e]

+ g̃12[
∂ Γ.22.3
∂ x1
− ∂ Γ.21.2

∂ x3
+ Γ.21.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.23.e]

+ g̃13[
∂ Γ.32.3
∂ x1
− ∂ Γ.31.2

∂ x3
+ Γ.31.e Γ.e3.2 − Γ.e1.2 Γ.33.e]

R̃2123

= g̃11[
∂ Γ.12.3
∂ x2
− ∂ Γ.12.2

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.13.e]

+ g̃12[
∂ Γ.22.3
∂ x2
− ∂ Γ.22.2

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.23.e]

+ g̃13[
∂ Γ.32.3
∂ x2
− ∂ Γ.32.2

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.2 − Γ.e2.2 Γ.33.e]

R̃3113

= g̃11[
∂ Γ.13.3
∂ x1
− ∂ Γ.11.3

∂ x3
+ Γ.11.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.13.e]

+ g̃12[
∂ Γ.23.3
∂ x1
− ∂ Γ.21.3

∂ x3
+ Γ.21.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.23.e]

+ g̃13[
∂ Γ.33.3
∂ x1
− ∂ Γ.31.3

∂ x3
+ Γ.31.e Γ.e3.3 − Γ.e1.3 Γ.33.e]

R̃3123

= g̃11[
∂ Γ.13.3
∂ x2
− ∂ Γ.12.3

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.13.e]

+ g̃12[
∂ Γ.23.3
∂ x2
− ∂ Γ.22.3

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.23.e]

+ g̃13[
∂ Γ.33.3
∂ x2
− ∂ Γ.32.3

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.33.e]

R̃3223

= g̃12[
∂ Γ.13.3
∂ x2
− ∂ Γ.12.3

∂ x3
+ Γ.12.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.13.e]

+ g̃22[
∂ Γ.23.3
∂ x2
− ∂ Γ.22.3

∂ x3
+ Γ.22.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.23.e]

+ g̃23[
∂ Γ.33.3
∂ x2
− ∂ Γ.32.3

∂ x3
+ Γ.32.e Γ.e3.3 − Γ.e2.3 Γ.33.e]

Puis les 21 nombres :

R̃.1
1.12 = g̃1e R̃1e12 = −g̃12 R̃2112 − g̃13 R̃2113

R̃.2
1.12 = g̃2e R̃1e12 = −g̃22 R̃2112 − g̃23 R̃2113

R̃.3
1.12 = g̃3e R̃1e12 = −g̃23 R̃2112 − g̃33 R̃2113

R̃.1
2.12 = g̃1e R̃2e12 = g̃11 R̃2112 − g̃13 R̃2123

R̃.2
2.12 = g̃2e R̃2e12 = g̃12 R̃2112 − g̃23 R̃2123

R̃.3
2.12 = g̃3e R̃2e12 = g̃13 R̃2112 − g̃33 R̃2123
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R̃.1
3.12 = g̃1e R̃3e12 = g̃11 R̃2113 + g̃12 R̃2123

R̃.2
3.12 = g̃2e R̃3e12 = g̃12 R̃2113 + g̃22 R̃2123

R̃.1
1.13 = g̃1e R̃1e13 = −g̃12 R̃2113 − g̃13 R̃3113

R̃.2
1.13 = g̃2e R̃1e13 = −g̃22 R̃2113 − g̃23 R̃3113

R̃.3
1.13 = g̃3e R̃1e13 = −g̃23 R̃2113 − g̃33 R̃3113

R̃.1
2.13 = g̃1e R̃2e13 = g̃11 R̃2113 − g̃13 R̃3123

R̃.2
2.13 = g̃2e R̃2e13 = g̃12 R̃2113 − g̃23 R̃3123

R̃.3
2.13 = g̃3e R̃2e13 = g̃13 R̃2113 − g̃33 R̃3123

R̃.1
3.13 = g̃1e R̃3e13 = g̃11 R̃3113 + g̃12 R̃3123

R̃.2
3.13 = g̃2e R̃3e13 = g̃12 R̃3113 + g̃22 R̃3123

R̃.1
2.23 = g̃1e R̃3e23 = g̃11 R̃2123 − g̃13 R̃3223

R̃.2
2.23 = g̃2e R̃2e23 = g̃12 R̃2123 − g̃23 R̃3223

R̃.3
2.23 = g̃3e R̃2e23 = g̃13 R̃2123 − g̃33 R̃3223

R̃.1
3.23 = g̃1e R̃3e23 = g̃11 R̃3123 + g̃12 R̃3223

R̃.2
3.23 = g̃2e R̃3e23 = g̃12 R̃3123 + g̃22 R̃3223

Puis les 3 nombres :

R̃.1
1.23 = R̃.1

2.13 − R̃.1
3.12 (= g̃1e R̃1e23 = −g̃12 R̃2123 − g̃13 R̃3123)

R̃.2
1.23 = R̃.2

2.13 − R̃.2
3.12 (= g̃2e R̃1e23 = −g̃22 R̃2123 − g̃23 R̃3123)

R̃.3
1.23 = R̃.3

2.13 − R̃.3
3.12 (= g̃3e R̃1e23 = −g̃23 R̃2123 − g̃33 R̃3123)

Puis les 3 nombres :

R̃.3
3.12 = −R̃.1

1.12 − R̃.2
2.12 (= g̃3e R̃3e12 = g̃13 R̃2113 + g̃23 R̃2123)

R̃.3
3.13 = −R̃.1

1.13 − R̃.2
2.13 (g̃3e R̃3e13 = g̃13 R̃3113 + g̃23 R̃3123)

R̃.3
3.23 = −R̃.1

1.23 − R̃.2
2.23 (g̃3e R̃3e23 = g̃13 R̃3123 + g̃23 R̃3223)

Champ de tenseurs de Ricci

R̃11 = −R̃.2
1.12 − R̃.3

1.13 = g̃22 R̃2112 + 2 g̃23 R̃2113 + g̃33 R̃3113,

R̃12 = R̃.1
1.12− R̃.3

1.23 = −g̃12 R̃2112− g̃13 R̃2113 + g̃23 R̃2123 + g̃33 R̃3123 = R̃21,

R̃13 = R̃.1
1.13 + R̃.2

1.23 = −g̃12 R̃2113− g̃22 R̃2123− g̃13 R̃3113− g̃23 R̃3123 = R̃31,

R̃22 = R̃.1
2.12 − R̃.3

2.23 = g̃11 R̃2112 − 2 g̃13 R̃2123 + g̃33 R̃3223,

R̃23 = R̃.1
2.13 + R̃.2

2.23 = g̃11 R̃2113 + g̃12 R̃2123 − g̃13 R̃3123 − g̃23 R̃3223 = R̃32,

R̃33 = R̃.1
3.13 + R̃.2

3.23 = g̃11 R̃3113 + 2 g̃12 R̃3123 + g̃22 R̃3223.
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Courbure (riemannienne) scalaire 2K

2K , g̃il R̃il = g̃11 R̃11 +2 g̃12 R̃12 +2 g̃13 R̃13 + g̃22 R̃22 +2 g̃23 R̃23 + g̃33 R̃33

= g̃11 (g̃22 R̃2112 + 2 g̃23 R̃2113 + g̃33 R̃3113)

+ 2 g̃12 (−g̃12 R̃2112 − g̃13 R̃2113 + g̃23 R̃2123 + g̃33 R̃3123)

+ 2 g̃13 (−g̃12 R̃2113 − g̃13 R̃3113 − g̃22 R̃2123 − g̃23 R̃3123)

+ g̃22 (g̃11 R̃2112 − 2 g̃13 R̃2123 + g̃33 R̃3223)

+ 2 g̃23 (g̃11 R̃2113 − g̃13 R̃3123 + g̃12 R̃2123 − g̃23 R̃3223)

+ g̃33 (g̃11 R̃3113 + 2 g̃12 R̃3123 + g̃22 R̃3223)

= 2 [g̃11 g̃22− (g̃12)
2
] R̃2112 +4 [g̃11 g̃23− g̃12 g̃23] R̃2113 +2 [g̃11 g̃33− (g̃13)

2
] R̃3113

+4 [g̃12 g̃23− g̃13 g̃22] R̃2123 +4 [g̃12 g̃33− g̃13 g̃23] R̃3123 +2 [g̃22 g̃33− (g̃23)
2
] R̃3223

Mais (g̃ij) = (g̃ij)
−1 et par conséquent :

g̃22 g̃33 − (g̃23)
2

= g̃11
g̃

, g̃12 g̃33 − g̃13 g̃23 = − g̃12
g̃

, g̃12 g̃23 − g̃13 g̃22 = g̃13
g̃

,

g̃11 g̃33 − (g̃13)
2

= g̃22
g̃

, g̃11 g̃23 − g̃12 g̃13 = − g̃23
g̃

, g̃11 g̃22 − (g12)
2

= g̃33
g̃

.

Et, par conséquent :

2K = 2
g̃ (g̃33 R̃2112 − 2 g̃23 R̃2113 + 2 g̃13 R̃2123 + g̃22 R̃3113 − 2 g̃12 R̃3123 + g̃11 R̃3223).

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Rie-
mann K

K = 1
g̃ (g̃33 R̃2112−2 g̃23 R̃2113 +2 g̃13 R̃2123 + g̃22 R̃3113−2 g̃12 R̃3123 + g̃11 R̃3223).

On a également :

R̃mi,kl = g̃il R̃mk − g̃ik R̃ml + g̃mk R̃il − g̃ml R̃ik +K (g̃ml g̃ik − g̃mk g̃il) i.e. :

R̃2112 = g̃22 R̃11 − 2 g̃12 R̃12 + g̃11 R̃22 +K [(g̃12)2 − g̃11 g̃22],

R̃2113 = g̃23 R̃11 − g̃12 R̃13 + g̃11 R̃23 − g̃13 R̃12 +K (g̃13 g̃12 − g̃11 g̃23),

R̃2123 = g̃23 R̃12 − g̃22 R̃13 + g̃12 R̃23 − g̃13 R̃22 +K (g̃13 g̃22 − g̃12 g̃23),

R̃3113 = g̃33 R̃11 − 2 g̃13 R̃13 + g̃11 R̃33 +K [(g̃13)2 − g̃11 g̃33],

R̃3123 = g̃33 R̃12 − g̃23 R̃13 + g̃12 R̃33 − g̃13 R̃23 +K (g̃13 g̃23 − g̃12 g̃33),

R̃3223 = g̃33 R̃22 − 2 g̃23 R̃23 + g̃22 R̃33 +K [(g̃23)2 − g̃22 g̃33].

5.4.3 Passage entre les bases mobile et naturelle

Si on connait les R.j
i.kl ou les R̃.b

a.cd le plus rapide est de calculer respecti-

vement les R̃.b
a.cd et les R.j

i.kl grâce aux formules de changement de bases :

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl,

R.j
i.kl = ẽai θ̃

j
b ẽ

c
k ẽ

d
l R̃

.b
a.cd.
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Chapitre 6

Courbure d’une surface M de
N = R3

On pourra consulter [11] 1.

Soit une surface M , variété de dimension m = 2, plongée dans la variété
N = R3 de dimension n = 3. Et soit :

M
x

f−→
7−→

N = R3

y=f(x)
, où :

x =

[
x1

x2

]
sont des coordonnées curvilignes et x′ =

[
x1′ = y1

x2′ = y2

]
des

coordonnées cartésiennes de M .

On ne va considérer que les bases naturelles :

• anciennes : ( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

) et sa duale (dx1, dx2),

• nouvelles : ( ∂
∂ x1′

, ∂
∂ x2′

) et sa duale (dx1′ , dx2′).

6.1 Préliminaires

6.1.1 Notations

Soit :

• f ,

 f 1

f 2

f 3

, avec :

1. pp. 73-146 Chapitre 2 : Théorie des surfaces
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y1 = f 1(x1, x2),
y2 = f 2(x1, x2),
y3 = f̄ 3(y1, y2) = f̄ 3(f 1(x1, x2), f 2(x1, x2)) = f 3(x1, x2).

Soient :

• f ix1 ,
∂ yi

∂ x1
= ∂ xi

′

∂ x1
= ∂ f i

∂ x1
, f ix2 ,

∂ yi

∂ x2
= ∂ xi

′

∂ x2
= ∂ f i

∂ x2
; i = 1, 2, 3 et

f̄ 3
y1 ,

∂ f̄3

∂ y1
, f̄ 3

y2 ,
∂ f̄3

∂ y2
,

• fx1 ,

 f 1
x1

f 2
x1

f 3
x1

, fx2 ,

 f 1
x2

f 2
x2

f 3
x2


||fx1|| ,

√
(f 1
x1)

2
+ (f 2

x1)
2

+ (f 3
x1)

2
(norme),

||fx2|| ,
√

(f 1
x2)

2
+ (f 2

x2)
2

+ (f 3
x2)

2
(norme),

< fx1 , fx2 >= f 1
x1 f

1
x2 + f 2

x1 f
2
x2 + f 3

x1 f
3
x2 (produit scalaire),

[fx1 , fx2 ] ,

 f 2
x1 f

3
x2 − f 2

x2 f
3
x1

f 1
x2 f

3
x1 − f 1

x1 f
3
x2

f 1
x1 f

2
x2 − f 1

x2 f
2
x1

 (produit vectoriel),

• f ix1x1 ,
∂2 yi

∂ (x1)2
= ∂2 xi

′

∂ (x1)2
= ∂2 f i

∂ (x1)2
, f ix1x2 ,

∂2 yi

∂ x1 ∂ x2
= ∂2 xi

′

∂ x1 ∂ x2
= ∂2 f i

∂ x1 ∂ x2
,

f ix2x2 ,
∂2 yi

∂ (x2)2
= ∂2 xi

′

∂ (x2)2
= ∂2 f i

∂ (x2)2
; i = 1, 2, 3 et

f̄ 3
y1y1 ,

∂2 f̄3

∂ (y1)2
, f̄ 3

y1y2 ,
∂2 f̄3

∂ y1 ∂ y2
, f̄ 3

y2y2 ,
∂2 f̄3

∂ (y2)2
,

fx1x1 ,

 f 1
x1x1

f 2
x1x1

f 3
x1x1

, fx1x2 ,

 f 1
x1x2

f 2
x1x2

f 3
x1x2

, fx2x2 ,

 f 1
x2x2

f 2
x2x2

f 3
x2x2

.

• f̄ 3
y1y1y1 ,

∂3 f̄3

∂ (y1)3
, f̄ 3

y1y1y2 ,
∂3 f̄3

∂ (y1)2 ∂ y2
, f̄ 3

y1y2y2 ,
∂3 f̄3

∂ y1 ∂ (y2)2
, f̄ 3

y2y2y2 ,
∂3 f̄3

∂ (y2)3
.

Relations

Le calcul des dérivées partielles premières composées donne :[
f 3
x1

f 3
x2

]
=

[
f 1
x1 f 2

x1

f 1
x2 f 2

x2

] [
f̄ 3
y1

f̄ 3
y2

]
. Soit, avec d , f 1

x1 f
2
x2 − f 2

x1 f
1
x2 :[

f̄ 3
y1

f̄ 3
y2

]
= 1

d

[
f 2
x2 −f 2

x1

−f 1
x2 f 1

x1

] [
f 3
x1

f 3
x2

]
et on constate que :
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[fx1 , fx2 ] ,

 −d f̄ 3
y1

−d f̄ 3
y2

d

 et donc :

d2 [1 + (f̄ 3
y1)

2
+ (f̄ 3

y2)
2
] = ||[fx1 , fx2 ]||2 =< [fx1 , fx2 ], [fx1 , fx2 ] >

= (fx1 , fx2 , [fx1 , fx2 ]) =< fx1 , [fx2 , [fx1 , fx2 ]] >
=< fx1 , (||fx2||2 fx1− < fx1 , fx2 > fx2) >
= ||fx1||2 ||fx2 ||2 −< fx1 , fx2 >

2 (on a utilisé le produit mixte, noté ( , , ) et
la formule du double produit vectoriel).

Soit g̃ la valeur commune à toutes les expressions précédentes et
g̃′ , 1 + (f̄ 3

y1)
2

+ (f̄ 3
y2)

2
; alors g̃ = d2 g̃′ et :

∂ g̃′
∂ y1

= 2 (f̄ 3
y1 f̄

3
y1y1 + f̄ 3

y2 f̄
3
y1y2) et

∂ g̃′
∂ y2

= 2 (f̄ 3
y1 f̄

3
y1y2 + f̄ 3

y2 f̄
3
y2y2) .

Le calcul des dérivées partielles deuxièmes composées donne :

f3
x1x1 = (f̄3

y1y1 f1
x1 + f̄3

y1y2 f2
x1) f1

x1 + f̄3
y1 f1

x1x1 + (f̄3
y1y2 f1

x1 + f̄3
y2y2 f2

x1) f2
x1 + f̄3

y2 f2
x1x1 ,

f3
x1x2 = (f̄3

y1y1 f1
x2 + f̄3

y1y2 f2
x2) f1

x1 + f̄3
y1 f1

x1x2 + (f̄3
y1y2 f1

x2 + f̄3
y2y2 f2

x2) f2
x1 + f̄3

y2 f2
x1x2 ,

f3
x2x2 = (f̄3

y1y1 f1
x2 + f̄3

y1y2 f2
x2) f1

x2 + f̄3
y1 f1

x2x2 + (f̄3
y1y2 f1

x2 + f̄3
y2y2 f2

x2) f2
x2 + f̄3

y2 f2
x2x2 .

Donc : −f̄ 3
y1 f

1
x1x1 − f̄ 3

y2 f
2
x1x1 + f 3

x1x1

−f̄ 3
y1 f

1
x1x2 − f̄ 3

y2 f
2
x1x2 + f 3

x1x2

−f̄ 3
y1 f

1
x2x2 − f̄ 3

y2 f
2
x2x2 + f 3

x2x2

 = M

 f̄ 3
y1y1

f̄ 3
y1y2

f̄ 3
y2y2

, avec :

M =

 (f 1
x1)

2
2 f 1

x1 f
2
x1 (f 2

x1)
2

f 1
x1 f

1
x2 f 1

x1 f
2
x2 + f 2

x1 f
1
x2 f 2

x1 f
2
x2

(f 1
x2)

2
2 f 1

x2 f
2
x2 (f 2

x2)
2

.

Tous calculs faits on trouve det(M) = d3 et :

M−1 = 1
d2

 (f 2
x2)

2 −2 f 2
x1 f

2
x2 (f 2

x1)
2

−f 1
x2 f

2
x2 f 1

x1 f
2
x2 + f 2

x1 f
1
x2 −f 1

x1 f
2
x1

(f 1
x2)

2 −2 f 1
x1 f

1
x2 (f 1

x1)
2

. Alors :

 f̄3
y1y1

f̄3
y1y2

f̄3
y2y2

 = 1
d3

 (f2
x2)

2 −2 f2
x1 f2

x2 (f2
x1)

2

−f1
x2 f2

x2 f1
x1 f2

x2 + f2
x1 f1

x2 −f1
x1 f2

x1

(f1
x2)

2 −2 f1
x1 f1

x2 (f1
x1)

2

  −f̄3
y1 f1

x1x1 − f̄3
y2 f2

x1x1 + f3
x1x1

−f̄3
y1 f1

x1x2 − f̄3
y2 f2

x1x2 + f3
x1x2

−f̄3
y1 f1

x2x2 − f̄3
y2 f2

x2x2 + f3
x2x2

.

On pose, en utilisant le produit mixte :

b11 = L , 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x1) = 1√
g̃
< [fx1 , fx2 ], fx1x1 >

= d√
g̃

(−f̄ 3
y1 f

1
x1x1 − f̄ 3

y2 f
2
x1x1 + f 3

x1x1),
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b12 = M , 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x2) = 1√
g̃
< [fx1 , fx2 ], fx1x2 >

= d√
g̃

(−f̄ 3
y1 f

1
x1x2 − f̄ 3

y2 f
2
x1x2 + f 3

x1x2),

b22 = N , 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx2x2) = 1√
g̃
< [fx1 , fx2 ], fx2x2 >

= d√
g̃

(−f̄ 3
y1 f

1
x2x2 − f̄ 3

y2 f
2
x2x2 + f 3

x2x2). Et :

∆ , b11 b22 − (b12)2 = LM −N2.

On trouve, tous calculs faits :

f̄ 3
y1y1 =

√
g̃

d3
[(f 2

x2)
2
b11 − 2 f 2

x1 f
2
x2 b12 + (f 2

x1)
2
b22],

f̄ 3
y1y2 =

√
g̃

d3
[−f 1

x2 f
2
x2 b11 + (f 1

x1 f
2
x2 + f 2

x1 f
1
x2) b12 − f 1

x1 f
2
x1 b22],

f̄ 3
y2y2 =

√
g̃

d3
[(f 1

x2)
2
b11 − 2 f 1

x1 f
1
x2 b12 + (f 1

x1)
2
b22] et, tous calculs faits :

f̄ 3
y1y1 f̄

3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2

= g̃ ∆
d4

.

Remarque :

Si on pose m = 1√
g̃

[fx1 , fx2 ] on a ||m||2 = 1
g̃
||[fx1 , fx2 ]||2 = 1 alors m est

un vecteur unité et :

b11 = L =< m, fx1x1 >,
b12 = M =< m, fx1x2 >,
b22 = N =< m, fx2x2 >.

6.2 Cas particulier où on utilise les coordonnées

cartésiennes de la surface M

Soient x1′ = y1, x2′ = y2 les coordonnées cartésiennes de la surface M et
y3 = f̄ 3(y1, y2) l’équation de cette surface. Posons :

y1 = f̄ 1(y1, y2),
y2 = f̄ 2(y1, y2),
y3 = f̄ 3(y1, y2).

Soient :

• f̄ ,

 f̄ 1

f̄ 2

f̄ 3

 =

 y1

y2

f̄ 3

, f̄y1 ,

 1
0
f̄ 3
y1

, f̄y2 ,

 0
1
f̄ 3
y2


||f̄y1 || ,

√
1 + (f̄ 3

y1)
2

(norme),
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||f̄y2|| ,
√

1 + (f̄ 3
y2)

2
(norme),

< f̄y1 , f̄y2 >= f̄ 3
y1 f̄

3
y2 (produit scalaire),

[f̄y1 , f̄y2 ] ,

 −f̄ 3
y1

−f̄ 3
y2

1

 (produit vectoriel),

• f̄y1y1 ,

 0
0

f̄ 3
y1y1

, f̄y1y2 ,

 0
0

f̄ 3
y1y2

, f̄y2y2 ,

 0
0

f̄ 3
y2y2

.

Soit le champ de tenseurs métrique :

g = g̃a′b′ dx
a′ ⊗ dxb

′
; a′, b′ = 1, 2 tel que, dl étant un élément de ligne de

N = R3 :

(dl)2 , (dy1)
2

+ (dy2)
2

+ (dy3)
2

= (dy1)
2

+ (dy2)
2

+ (f̄ 3
y1 dy

1 + f̄ 3
y2 dy

2)
2

= ||f̄y1||
2

(dy1)
2

+ 2 < f̄y1 , f̄y2 > dy1 dy2 + ||f̄y2||
2

(dy2)
2

= ||f̄x1′ ||
2

(dx1′)
2

+ 2 < f̄x1′ , f̄x2′ > dx1′ dx2′ + ||f̄x2′ ||
2

(dx2′)
2
.

(dl)2 est la première forme fondamentale de la surface M [11] 2, écrite
avec les coordonnées cartésiennes.

Par conséquent :

g̃1′1′ = E ′ = ||f̄x1′ ||
2

= ||f̄y1 ||
2

= 1 + (f̄ 3
y1)

2
,

g̃1′2′ = F ′ =< f̄x1′ , f̄x2′ >=< f̄y1 , f̄y2 >= f̄ 3
y1 f̄

3
y2 ,

g̃2′2′ = G′ = ||f̄x2′ ||
2

= ||f̄y2||
2

= 1 + (f̄ 3
y2)

2
. Alors :

∂ g̃1′1′

∂ x1′
= 2 f̄ 3

y1 f̄
3
y1y1 ,

∂ g̃1′1′

∂ x2
′ = 2 f̄ 3

y1 f̄
3
y1y2 ,

∂ g̃1′2′

∂ x1′
= f̄ 3

y1 f̄
3
y1y2 + f̄ 3

y2 f̄
3
y1y1 ,

∂ g̃1′2′

∂ x2′
= f̄ 3

y1 f̄
3
y2y2 + f̄ 3

y2 f̄
3
y1y2 ,

∂ g̃2′2′

∂ x1′
= 2 f̄ 3

y2 f̄
3
y1y2 ,

∂ g̃2′2′

∂ x2′
= 2 f̄ 3

y2 f̄
3
y2y2 . Soit :

g̃′ , det(g̃a′b′) = g̃1′1′ g̃2′2′ − (g̃1′2′)
2 = E ′G′ − F ′2

= [1 + (f̄ 3
y1)

2
] [1 + (f̄ 3

y2)
2
]− (f̄ 3

y1 f̄
3
y2)

2
= 1 + (f̄ 3

y1)
2

+ (f̄ 3
y2)

2
. On constate qu’il

s’agit bien de l’expression de g̃′ précédente. Et soit :

2. p. 79
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[
g̃1′1′ g̃1′2′

g̃1′2′ g̃2′2′

]
,

[
g̃1′1′ g̃1′2′

g̃1′2′ g̃2′2′

]−1

. Alors :

g̃1′1′ = 1
g̃′
g̃2′2′ , g̃

1′2′ = − 1
g̃′
g̃1′2′ , g̃

2′2′ = 1
g̃′
g̃1′1′ .

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce

Γ1′1′,1′ = 1
2

∂ g̃1′1′

∂ x1′
=< f̄x1′ , f̄x1′x1′ >=< f̄y1 , f̄y1y1 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y1y1 ,

Γ1′1′,2′ =
∂ g̃1′2′

∂ x1′
− 1

2

∂ g̃1′1′

∂ x2′
=< f̄x2′ , f̄x1′x1′ >=< f̄y2 , f̄y1y1 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y1y1 ,

Γ1′2′,1′ = 1
2

∂ g̃1′1′

∂ x2′
=< f̄x1′ , f̄x1′x2′ >=< f̄y1 , f̄y1y2 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y1y2 = Γ2′1′,1′ ,

Γ1′2′,2′ = 1
2

∂ g̃2′2′

∂ x1′
=< f̄x2′ , f̄x1′x2′ >=< f̄y2 , f̄y1y2 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y1y2 = Γ2′1′,2′ ,

Γ2′2′,1′ =
∂ g̃1′2′

∂ x2′
− 1

2

∂ g̃2′2′

∂ x1′
=< f̄x1′ , f̄x2′x2′ >=< f̄y1 , f̄y2y2 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y2y2 ,

Γ2′2′,2′ = 1
2

∂ g̃2′2′

∂ x2′
=< f̄x2′ , f̄x2′x2′ >=< f̄y2 , f̄y2y2 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y2y2 .

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce [11] 3

Γ.1
′

1′.1′ = g̃1′1′ Γ1′1′,1′ + g̃1′2′ Γ1′1′,2′ ,
Γ.2
′

1′.1′ = g̃1′2′ Γ1′1′,1′ + g̃2′2′ Γ1′1′,2′ ,
Γ.1
′

1′.2′ = g̃1′1′ Γ1′2′,1′ + g̃1′2′ Γ1′2′,2′ = Γ.1
′

2′.1′ ,
Γ.2
′

1′.2′ = g̃1′2′ Γ1′2′,1′ + g̃2′2′ Γ1′2′,2′ = Γ.2
′

2′.1′ ,
Γ.1
′

2′.2′ = g̃1′1′ Γ2′2′,1′ + g̃1′2′ Γ2′2′,2′ ,
Γ.2
′

2′.2′ = g̃1′2′ Γ2′2′,1′ + g̃2′2′ Γ2′2′,2′ . Soit :

g̃′ Γ.1
′

1′.1′ = ||f̄x2′ ||
2
< f̄x1′ , f̄x1′x1′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x2′ , f̄x1′x1′ >

= ||f̄y2||
2
< f̄y1 , f̄y1y1 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y2 , f̄y1y1 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y1y1 ,

g̃′ Γ.2
′

1′.1′ = ||f̄x1′ ||
2
< f̄x2′ , f̄x1′x1′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x1′ , f̄x1′x1′ >

= ||f̄y1||
2
< f̄y2 , f̄y1y1 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y1 , f̄y1y1 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y1y1 ,

g̃′ Γ.1
′

1′.2′ = ||f̄x2′ ||
2
< f̄x1′ , f̄x1′x2′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x2′ , f̄x1′x2′ >

= ||f̄y2||
2
< f̄y1 , f̄y1y2 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y2 , f̄y1y2 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y1y2 ,

g̃′ Γ.2
′

1′.2′ = ||f̄x1′ ||
2
< f̄x2′ , f̄x1′x2′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x1′ , f̄x1′x2′ >

= ||f̄y1||
2
< f̄y2 , f̄y1y2 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y1 , f̄y1y2 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y1y2 ,

g̃′ Γ.1
′

2′.2′ = ||f̄x2′ ||
2
< f̄x1′ , f̄x2′x2′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x2′ , f̄x2′x2′ >

= ||f̄y2||
2
< f̄y1 , f̄y2y2 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y2 , f̄y2y2 >= f̄ 3

y1 f̄
3
y2y2 ,

g̃′ Γ.2
′

2′.2′ = ||f̄x1′ ||
2
< f̄x2′ , f̄x2′x2′ > − < f̄x1′ , f̄x2′ >< f̄x1′ , f̄x2′x2′ >

= ||f̄y1||
2
< f̄y2 , f̄y2y2 > − < f̄y1 , f̄y2 >< f̄y1 , f̄y2y2 >= f̄ 3

y2 f̄
3
y2y2 . Alors :

Remarque : on a Γ.1
′

1′.1′+Γ.2
′

1′.2′ = ∂
∂ x1′

(ln
√

g̃′) et Γ.1
′

2′.1′+Γ.2
′

2′.2′ = ∂
∂ x2′

(ln
√

g̃′).

Calcul des dérivées partielles des symboles de Christoffel de 2e espèce

3. p. 298 éq. (26)
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∂ Γ.1′
1′.1′

∂x1′ =
∂ Γ.1′

1′.1′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1 + f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y1 f̄3
y1y1 + 1

g̃′
((f̄3

y1y1)
2

+ f̄3
y1 f̄3

y1y1y1),

∂ Γ.1′
1′.1′

∂x2′ =
∂ Γ.1′

1′.1′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2+f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y1 f̄3
y1y1+ 1

g̃′
(f̄3

y1y1 f̄3
y1y2+f̄3

y1 f̄3
y1y1y2),

∂ Γ.2′
1′.1′

∂x1′ =
∂ Γ.2′

1′.1′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1+f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y2 f̄3
y1y1+ 1

g̃′
(f̄3

y1y1 f̄3
y1y2+f̄3

y2 f̄3
y1y1y1),

∂ Γ.2′
1′.1′

∂x2′ =
∂ Γ.2′

1′.1′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2+f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y2 f̄3
y1y1+ 1

g̃′
(f̄3

y1y1 f̄3
y2y2+f̄3

y2 f̄3
y1y1y2),

∂ Γ.1′
1′.2′

∂x1′ =
∂ Γ.1′

1′.2′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1+f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y1 f̄3
y1y2+ 1

g̃′
(f̄3

y1y1 f̄3
y1y2+f̄3

y1 f̄3
y1y1y2),

∂ Γ.1′
1′.2′

∂x2′ =
∂ Γ.1′

1′.2′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2 + f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y1 f̄3
y1y2 + 1

g̃′
((f̄3

y1y2)
2

+ f̄3
y1 f̄3

y1y2y2),

∂ Γ.2′
1′.2′

∂x1′ =
∂ Γ.2′

1′.2′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1 + f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y2 f̄3
y1y2 + 1

g̃′
((f̄3

y1y2)
2

+ f̄3
y2 f̄3

y1y1y2),

∂ Γ.2′
1′.2′

∂x2′ =
∂ Γ.2′

1′.2′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2+f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y2 f̄3
y1y2+ 1

g̃′
(f̄3

y1y2 f̄3
y2y2+f̄3

y2 f̄3
y1y2y2),

∂ Γ.1′
2′.2′

∂x1′ =
∂ Γ.1′

2′.2′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1+f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y1 f̄3
y2y2+ 1

g̃′
(f̄3

y1y1 f̄3
y2y2+f̄3

y1 f̄3
y1y2y2),

∂ Γ.1′
2′.2′

∂x2′ =
∂ Γ.1′

2′.2′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2+f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y1 f̄3
y2y2+ 1

g̃′
(f̄3

y1y2 f̄3
y2y2+f̄3

y1 f̄3
y2y2y2),

∂ Γ.2′
2′.2′

∂x1′ =
∂ Γ.2′

2′.2′
∂y1 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y1 +f̄3

y2 f̄3
y1 y2) f̄3

y2 f̄3
y2y2 + 1

g̃′
(f̄3

y1y2 f̄3
y2y2 +f̄3

y2 f̄3
y1y2y2)

∂ Γ.2′
2′.2′

∂x2′ =
∂ Γ.2′

2′.2′
∂y2 = − 2

(g̃′ )2
(f̄3

y1 f̄3
y1 y2 + f̄3

y2 f̄3
y2 y2) f̄3

y2 f̄3
y2y2 + 1

g̃′
([f̄3

y2y2)
2

+ f̄3
y2 f̄3

y2y2y2).

On constate que les dérivées partielles troisièmes apparaissent mais elles
vont se simplifier par la suite.

Calcul des R̃.b′

a′.c′d′

On a :

R̃.1′

1′.1′2′ =
∂ Γ.1′

1′.2′

∂ x1′ −
∂ Γ.1′

1′.1′

∂ x2′ + Γ.1′

1′.2′ Γ
.2′

1′.2′ − Γ.2′

1′.1′ Γ
.1′

2′.2′

= −R̃.1′

1′.2′1′

R̃.2′

1′.1′2′ =
∂ Γ.2′

1′.2′

∂ x1′ −
∂ Γ.2′

1′.1′

∂ x2′ + Γ.2′

1′.1′ Γ
.1′

1′.2′ + Γ.2′

1′.2′ Γ
.2′

1′.2′ − Γ.1′

1′.1′ Γ
.2′

1′.2′ − Γ.2′

1′.1′ Γ
.2′

2′.2′

= −R̃.2′

1′.2′1′

R̃.1′

2′.1′2′ =
∂ Γ.1′

2′.2′

∂ x1′ −
∂ Γ.1′

1′.2′

∂ x2′ + Γ.1′

1′.1′ Γ
.1′

2′.2′ + Γ.1′

1′.2′ Γ
.2′

2′.2′ − Γ.1′

1′.2′ Γ
.1′

1′.2′ − Γ.2′

1′.2′ Γ
.1′

2′.2′

= −R̃.1′

2′.2′1′

R̃.2′

2′.1′2′ =
∂ Γ.2′

2′.2′

∂ x1′ −
∂ Γ.2′

1′.2′

∂ x2′ + Γ.2′

1′.1′ Γ
.1′

2′.2′ − Γ.1′

1′.2′ Γ
.2′

1′.2′

= −R̃.2′

2′.2′1′ .

Et on trouve :

R̃.1′

1′.1′2′ = 1
(g̃′ )

2 f̄ 3
y1 f̄

3
y2 [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
],

R̃.2′

1′.1′2′ = − 1
(g̃′ )

2 [1 + (f̄ 3
y1)

2
] [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
],

R̃.1′

2′.1′2′ = 1
(g̃′ )

2 [1 + (f̄ 3
y2)

2
] [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
],

R̃.2′

2′.1′2′ = − 1
(g̃′ )

2 f̄ 3
y1 f̄

3
y2 [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
].

Et R̃2′1′1′2′ = 1
g̃′

[f̄ 3
y1y1 f̄

3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
].
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la courbure totale ou courbure de Gauss ou coubure de Riemann K est
telle que :

K =
R̃2′1′1′2′

g̃′
= 1

(g̃′ )
2 [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
] =

f̄3
y1y1

f̄3
y2y2
−(f̄3

y1y2
)
2

[1+(f̄3
y1

)
2
+(f̄3

y2
)
2
]
2 . [11] 4

Soit :

m′ , 1√
g̃′

[f̄y1 , f̄y2 ] = 1√
g̃′

 −f̄ 3
y1

−f̄ 3
y2

1

.

On a ||m′||2 =
1+(f̄3

y1
)
2
+(f̄3

y2
)
2

g̃′
= 1 et donc ||m′|| = 1 i.e. m′ est un vecteur

unité et soit :

b1′1′ = L′ ,< m′, f̄y1y1 >= 1√
g̃′
f̄ 3
y1y1 ,

b1′2′ = M ′ ,< m′, f̄y1y2 >= 1√
g̃′
f̄ 3
y1y2 ,

b2′2′ = N ′ ,< m′, f̄y2y2 >= 1√
g̃′
f̄ 3
y2y2 .

On a f̄xa′xc′ = ba′c′m
′ + Γ.b

′

a′.c′ f̄xb′ ; a
′, b′, c′ = 1, 2 [11] 5.

6.2.1 Relations de Peterson-Codazzi

On a
∂ ba′b′

∂ xc′
− ∂ ba′c′

∂ xb′
= Γd

′

a′.c′ bb′d′ −Γd
′

a′.b′ bc′d′ ; a
′, b′, c′, d′ = 1, 2 ; ce sont les

relations de Peterson-Codazzi [11] 6.

Démonstration

En fait, en raison des symétries, il n’y a que 2 relations à vérifier :

∂ b1′1′

∂ x2′
− ∂ b1′2′

∂ x1′
= Γ1′

1′.2′ b1′1′ + Γ2′

1′.2′ b1′2′ − Γ1′

1′.1′ b1′2′ − Γ2′

1′.1′ b2′2′ et
∂ b1′2′

∂ x2′
− ∂ b2′2′

∂ x1′
= Γ1′

2′.2′ b1′1′ + Γ2′

2′.2′ b1′2′ − Γ1′

1′.2′ b1′2′ − Γ2′

1′.2′ b2′2′ .

Or ces 2 relations sont vérifiées car on trouve :

∂ b1′1′

∂ x2′
− ∂ b1′2′

∂ x1′
= Γ1′

1′.2′ b1′1′ + Γ2′

1′.2′ b1′2′ − Γ1′

1′.1′ b1′2′ − Γ2′

1′.1′ b2′2′

= −g̃′−
3
2 f̄ 3

x2′
[f̄ 3
x1′x1′

f̄ 3
x2′x2′

− (f̄ 3
x1′x2′

)
2
] et :

∂ b1′2′

∂ x2′
− ∂ b2′2′

∂ x1′
= Γ1′

2′.2′ b1′1′ + Γ2′

2′.2′ b1′2′ − Γ1′

1′.2′ b1′2′ − Γ2′

1′.2′ b2′2′

= g̃′−
3
2 f̄ 3

x1
′ [f̄ 3

x1′x1′
f̄ 3
x2′x2′

− (f̄ 3
x1′x2′

)
2
].

4. p. 93 première et dernière équations
5. p. 298 éq. (27) première équation
6. p. 299 éq. (28)
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6.2.2 Relations de Gauss

Soit b.b
′

a′ = g̃b
′c′ ba′c′ ; alors :

b.1
′

1′ = g̃1′c′ b1′c′ = g̃1′1′ b1′1′ + g̃1′2′ b1′2′ = 1
g̃′

(g̃2′2′ b1′1′ − g̃1′2′ b1′2′)

= g̃′−
3
2 {[1 + (f̄ 3

x2′
)
2
] f̄ 3
x1′x1′

− f̄ 3
x1′
f̄ 3
x2′
f̄ 3
x1′x2′
},

b.1
′

2′ = g̃1′c′ b2′c′ = g̃1′1′ b1′2′ + g̃1′2′ b2′2′ = 1
g̃′

(g̃2′2′ b1′2′ − g̃1′2′ b2′2′)

= g̃′−
3
2 {[1 + (f̄ 3

x2′
)
2
] f̄ 3
x1′x2′

− f̄ 3
x1′
f̄ 3
x2′
f̄ 3
x2′x2′
},

b.2
′

1′ = g̃2′c′ b1′c′ = g̃1′2′ b1′1′ + g̃2′2′ b1′2′ = 1
g̃′

(−g̃1′2′ b1′1′ + g̃1′1′ b1′2′)

= g̃′−
3
2 {−f̄ 3

x1′
f̄ 3
x2′
f̄ 3
x1′x1′

+ [1 + (f̄ 3
x1′

)
2
] f̄ 3
x1′x2′
},

b.2
′

2′ = g̃2′c′ b2′c′ = g̃1′2′ b1′2′ + g̃2′2′ b2′2′ = 1
g̃′

(−g̃1′2′ b1′2′ + g̃1′1′ b2′2′)

= g̃′−
3
2 {−f̄ 3

x1′
f̄ 3
x2′
f̄ 3
x1′x2′

+ [1 + (f̄ 3
x1′

)
2
] f̄ 3
x2′x2′
}.

Alors on a :

R̃.b′

a′.c′d′ = ba′d′ b
.b′

c′ − ba′c′ b
.b′

d′ ; a′, b′, c′, d′ = 1, 2 ; ce sont les relations de
Gauss [11] 7.

Démonstration

En fait, en raison des symétries, il n’y a que 2 relations à vérifier :

R̃.1′

1′.1′2′ = b1′2′ b
.1′

1′ − b1′1′ b
.1′

2′ et

R̃.2′

1′.1′2′ = b1′2′ b
.2′

1′ − b1′1′ b
.2′

2′

Or ces 2 relations sont vérifiées car on trouve :

R̃.1′

1′.1′2′ = b1′2′ b
.1′

1′ − b1′1′ b
.1′

2′ = 1
(g̃′ )

2 f̄ 3
y1 f̄

3
y2 [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
] et

R̃.2′

1′.1′2′ = b1′2′ b
.2′

1′ − b1′1′ b
.2′

2′ = − 1
(g̃′ )

2 [1 + (f̄ 3
y1)

2
] [f̄ 3

y1y1 f̄
3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2
]

6.3 Cas général de coordonnées curvilignes

Soient x1, x2 des coordonnées curvilignes de la surface M et :

y1 = f 1(x1, x2),
y2 = f 2(x1, x2),
y3 = f̄ 3(y1, y2) = f̄ 3(f 1(x1, x2), f 2(x1, x2)) = f 3(x1, x2),

les coordonnées cartésiennes de N = R3.

Soit le champ de tenseurs métrique :

7. p. 299 éq. (29)
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g = g̃ab dx
a ⊗ dxb ; a, b = 1, 2 tel que, dl étant un élément de ligne de

N = R3 :

(dl)2 , (dy1)
2

+ (dy2)
2

+ (dy3)
2

= (f 1
x1 dx

1 + f 1
x2 dx

2)
2

+ (f 2
x1 dx

1 + f 2
x2 dx

2)
2

+ (f 3
x1 dx

1 + f 3
x2 dx

2)
2

= ||fx1||2 (dx1)
2

+ 2 < fx1 , fx2 > dx1 dx2 + ||fx2||2 (dx2)
2
.

(dl)2 est la première forme fondamentale de la surface M [11] 8, écrite
avec des coordonnées curvilignes.

Par conséquent :

g̃11 = E = ||fx1||2,
g̃12 = F =< fx1 , fx2 >,
g̃22 = G = ||fx2||2. Soit :

g̃ , det(g̃ab) = g̃11 g̃22 − (g̃12)2 = E G− F 2. On constate qu’il s’agit bien
de l’expression de g̃ précédente. Alors :

b11 (dx1)
2
+2 b12 dx

1 dx2+b22 (dx2)
2

étant la deuxième forme fondamentale
de la surface M [11] 9 on obtient successivement, d’après les résultats des
préliminaires

K =
f̄3
y1y1

f̄3
y2y2
−(f̄3

y1y2
)
2

[1+(f̄3
y1

)
2
+(f̄3

y2
)
2
]
2 = g̃ ∆

d4 (g̃′ )
2 = ∆

g̃
= b11 b22−(b12)2

g̃11 g̃22−(g̃12)2
. [11] 10.

6.4 Exemples

L’exemple de la sphère de rayon a est donné Annexe E et celui du tore
de paramètres l et a en Annexe F.

8. p. 79
9. pp. 86-95 § 8

10. p. 92 éq. (26)
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Annexe A : coordonnées polaires dans le plan R2 ; m = 2

x1 = θ, x2 = ρ anciennes coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).
θ ∈ (α, α + 2 π) ; ∀α ; ρ > 0.

x1′ , x2′ nouvelles coordonnées cartésiennes ou euclidiennes (cf. figure)
telles que :

x1′ = x2 cos x1 = ρ cos θ, x2′ = x2 sin x1 = ρ sin θ.

x =

dx=

x dx=

x

x

1’

2’

1x =
2

2 1

2

θ
ρ

ρ

dρ

d θθ

θ=

=
1

2

( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

) ancienne base naturelle.

(dx1, dx2) ancienne base naturelle duale.

(e1, e2) base mobile telle que e1 , 1
x2

∂
∂ x1

, e2 , ∂
∂ x2

.

(θ1, θ2) base mobile duale, donc telle que θ1 = x2 dx1, θ2 = dx2.

( ∂
∂ x1′

, ∂
∂ x2′

) nouvelle base naturelle.

(dx1′ , dx2′) nouvelle base naturelle duale.

On a :

x1 = arctan2 (x2′ , x1′), x2 = [(x1′)
2

+ (x2′)
2
]
1
2
.

dx1′ = −x2 sin x1 dx1 + cos x1 dx2, dx2′ = x2 cos x1 dx1 + sin x1 dx2.

dx1 = − sin x1 dx1
′
+cos x1 dx2

′

x2
, dx2 = cos x1 dx1′ + sin x1 dx2′ . Donc :

θ1 = x2 dx1 = − sin x1 dx1′ + cos x1 dx2′ ,
θ2 = dx2 = cos x1 dx1′ + sin x1 dx2′ .

(θ1)
2

+ (θ2)
2

= (dx1′)
2

+ (dx2′)
2
.
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Passages entre bases et bases duales :

(ẽcj) =

[
ẽ1

1 ẽ2
1

ẽ1
2 ẽ2

2

]
=

[
1
x2

0
0 1

]
et (θ̃id) =

[
θ̃1

1 θ̃2
1

θ̃1
2 θ̃2

2

]
=

[
x2 0
0 1

]
,

matrices inverses l’une de l’autre. det(ẽcj) = 1
x2

et det(θ̃id) = x2.

(ẽe
′
j ) =

[
ẽ1′

1 ẽ2′
1

ẽ1′
2 ẽ2′

2

]
=

[
− sin x1 cos x1

cos x1 sin x1

]
et

(θ̃if ′) =

[
θ̃1

1′ θ̃2
1′

θ̃1
2′ θ̃2

2′

]
=

[
− sin x1 cos x1

cos x1 sin x1

]
,

matrices inverses l’une de l’autre. det(ẽe
′
j ) = −1 et det(θ̃if ′) = −1.

Seules dérivéees classiques des ẽcj et θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂ ẽ11
∂ x2

= − 1
(x2)2

,
∂ θ̃11
∂ x2

= 1.

Seules dérivéees pfafiennes des ẽcj et θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂2ẽ
1
1 = − 1

(x2)2
, ∂2θ̃

1
1 = 1.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

c.ji.k = ẽei ∂k θ̃
j
e − ẽek ∂i θ̃je.

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

c.11.2 = 1
x2

= −c.12.1. On a bien c.jk.i = −c.ji.k.

Seules dérivées classiques des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂ c.11.2
∂ x2

= − 1
(x2)2

= −∂ c.12.1
∂ x2

.

Seules dérivées pfafiennes des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂2c
.1
1.2 = − 1

(x2)2
= −∂2c

.1
2.1.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :

γ.21.1 = − 1
x2

, γ.11.2 = 1
x2

.

Seules dérivées classiques des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂ γ.21.1
∂ x2

= 1
(x2)2

,
∂ γ.11.2
∂ x2

= − 1
(x2)2

.
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Seules dérivées pfafiennes des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂2γ
.2
1.1 = 1

(x2)2
, ∂2γ

.1
1.2 = − 1

(x2)2
.

On en déduit les symboles de Christoffel de 2e espèce :

Γ.ba.c = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c γ

.j
i.k + ẽbj

∂ θ̃jc
∂ xa

.

Seuls symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c non nuls ; il y en a 3 :

Γ.21.1 = −x2, Γ.11.2 = 1
x2

= Γ.12.1.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a alors que γ.ji.k 6= γ.jk.i.

Seules dérivées classiques des Γ.ba.c non nulles ; il y en a 3 :

∂ Γ.21.1
∂ x2

= −1,
∂ Γ.11.2
∂ x2

= − 1
(x2)2

=
∂ Γ.12.1
∂ x2

.

Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki et S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .

Le calcul montre que S..jik = 0 ; i, j, k = 1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-après).

Plus simplement S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk.

Le calcul montre que R.j
i.kl = 0 ; i, j, k, l = 1, 2. Cette connexion est sans

coubure.

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc ou

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl = −R̃.b

a.dc.

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
première et on obtient :

R̃.b
a.cd = 0 ; a, b, c, d = 1, 2. On retrouve que cette connexion est sans

coubure.

Champ de tenseurs de Ricci

Ril = R.j
i.jl = 0 et R̃ad = R̃.b

a.bd = 0 ; le champ de tenseurs de Ricci est nul.
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Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , gij θ
i ⊗ θj = g̃ab dx

a ⊗ dxb = g̃a′b′ dx
a′ ⊗ dxb

′
.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

[ij, k] , 1
2

[∂igjk + ∂jgik − ∂kgij],
γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1

2
(c.mk.l gim g

jl + c.mi.l gkm g
jl − c.ji.k).

Exemple de tenseur métrique

gij = δij ; alors g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b δij et g̃a′b′ = θ̃ia′ θ̃

j
b′ δij ; soit :

(gij) = (δij) =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0
0 1

]
; g , det(gij) = 1 et :

(g̃ab) =

[
g̃11 g̃12

g̃21 g̃22

]
=

[
(x2)

2
0

0 1

]
; g̃ , det(g̃ab) = (x2)

2
et :

(g̃a′b′) = (δa′b′) =

[
g̃1′1′ g̃1′2′

g̃2′1′ g̃2′2′

]
=

[
1 0
0 1

]
; g̃′ , det(g̃a′b′) = 1.

Calcul des coefficients de connexion γ.ji.k et des symboles de Christoffel de
2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que Γ.11.1+Γ.21.2 = ∂
∂ x1

(ln
√

g̃) = 0 et Γ.12.1+Γ.22.2 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = 1
x2

.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c

Seuls symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c non nuls ; il y en a 3 :

Γ11,2 = −x2, Γ12,1 = x2 = Γ21,1.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

Nous avons trouvé précedemment que le champ de tenseurs de courbure
est nul et maintenant on a R2112 = 0 (= R.1

2.12), R̃2112 = 0 (= (x3)
2
R̃.1

2.12).

Courbure (riemannienne) scalaire 2K : 2K = 0.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :
K = 0.
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Annexe B : coordonnées sphériques dans l’espace R3 ; m = 3

On pourra consulter [11] 11.

x1 = θ, x2 = ϕ, x3 = r anciennes coordonnées locales (curvilignes)
(cf. figure). θ ∈ (α, α + 2 π) ; ∀α ; ϕ ∈ (−π

2
, π

2
) ; r > 0.

On peut poser ρ = x3 cos x2 = r cos ϕ.

x1′ , x2′ , x3′ nouvelles coordonnées cartésiennes ou euclidiennes (cf. figure)
telles que :

x1′ = x3 cos x2 cos x1, x2′ = x3 cos x2 sin x1, x3′ = x3 sin x2.

Donc x1′ = ρ cos θ, x2′ = ρ sin θ, x3′ = r sin ϕ.

x=

x=

=x dx=

=x cos x dx=r cos

x

x

x

1’

2’

3’

1

2

3 2

3 2

θ

ϕ

θ

θ

1

2

θ =dx=dr
3

ϕ θ

ρ

3
ϕr d

d

x =r
3

( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

, ∂
∂ x3

) ancienne base naturelle

(dx1, dx2, dx3) ancienne base naturelle duale

(e1, e2, e3) base mobile telle que e1 , 1
x3 cos x2

∂
∂ x1

, e2 , 1
x3

∂
∂ x2

, e3 , ∂
∂ x3

.

(θ1, θ2, θ3) base mobile duale, donc telle que :
θ1 = x3 cos x2 dx1, θ2 = x3 dx2, θ3 = dx3.

( ∂
∂ x1′

, ∂
∂ x2′

, ∂
∂ x3′

) nouvelle base naturelle

(dx1′ , dx2′ , dx3′) nouvelle base naturelle duale

On a :

x1 = arctan2 (x2′ , x1′), x2 = arctan2 (x3′ , [(x1′)
2

+ (x2′)
2
]
1
2
),

x3 = [(x1′)
2

+ (x2′)
2

+ (x3′)
2
]
1
2
.

11. pp. 21-22 § 1.1.3 mais avec des notations différentes
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dx1′ = −x3 cos x2 sin x1 dx1 − x3 sin x2 cos x1 dx2 + cos x2 cos x1 dx3,
dx2′ = x3 cos x2 cos x1 dx1 − x3 sin x2 sin x1 dx2 + cos x2 sin x1 dx3,
dx3′ = x3 cos x2 dx2 + sin x2 dx3.

dx1 = − sin x1 dx1
′
+cos x1 dx2

′

x3 cos x2
,

dx2 = − sin x2 cos x1 dx1
′−sin x2 sin x1 dx2

′
+cos x2 dx3

′

x3
,

dx3 = cos x2 cos x1 dx1′ + cos x2 sin x1 dx2′ + sin x2 dx3′ .

Et donc :

θ1 = x3 cos x2 dx1 = − sin x1 dx1′ + cos x1 dx2′ ,
θ2 = x3 dx2 = − sin x2 cos x1 dx1′ − sin x2 sin x1 dx2′ + cos x2 dx3′ ,
θ3 = dx3 = cos x2 cos x1 dx1′ + cos x2 sin x1 dx2′ + sin x2 dx3′ .

(θ1)
2

+ (θ2)
2

+ (θ3)
2

= (dx1′)
2

+ (dx2′)
2

+ (dx3′)
2
.

Passages entre bases et bases duales

(ẽcj) =

 ẽ1
1 ẽ2

1 ẽ3
1

ẽ1
2 ẽ2

2 ẽ3
2

ẽ1
3 ẽ2

3 ẽ3
3

 =

 1
x3 cos x2

0 0
0 1

x3
0

0 0 1

 et

(θ̃id) =

 θ̃1
1 θ̃2

1 θ̃3
1

θ̃1
2 θ̃2

2 θ̃3
2

θ̃1
3 θ̃2

3 θ̃3
3

 =

 x3 cos x2 0 0
0 x3 0
0 0 1

,

matrices inverses l’une de l’autre. det(ẽcj) = 1
(x3)2 cos x2

et det(θ̃id) = (x3)
2

cos x2.

(ẽe
′
j ) =

 ẽ1′
1 ẽ2′

1 ẽ3′
1

ẽ1′
2 ẽ2′

2 ẽ3′
2

ẽ1′
3 ẽ2′

3 ẽ3′
3

 =

 − sin x1 cos x1 0
− sin x2 cos x1 − sin x2 sin x1 cos x2

cos x2 cos x1 cos x2 sin x1 sin x2


et

(θ̃if ′) =

 θ̃1
1′ θ̃2

1′ θ̃3
1′

θ̃1
2′ θ̃2

2′ θ̃3
2′

θ̃1
3′ θ̃2

3′ θ̃3
3′

 =

 − sin x1 − sin x2 cos x1 cos x2 cos x1

cos x1 − sin x2 sin x1 cos x2 sin x1

0 cos x2 sin x2

,

matrices inverses l’une de l’autre. det(ẽe
′
j ) = 1 et det(θ̃if ′) = 1.

Seules dérivéees classiques des ẽcj et θ̃id non nulles ; il y en a 6 :

∂ ẽ11
∂ x2

= sin x2

x3 cos2 x2
,
∂ ẽ11
∂ x3

= − 1
(x3)2 cos x2

,
∂ ẽ22
∂ x3

= − 1
(x3)2

,

∂ θ̃11
∂ x2

= −x3 sin x2,
∂ θ̃11
∂ x3

= cos x2,
∂ θ̃22
∂ x3

= 1.

Seules dérivéees pfafiennes des ẽcj et θ̃id non nulles ; il y en a 6 :

∂2ẽ
1
1 = sin x2

(x3)2 cos2 x2
, ∂3ẽ

1
1 = − 1

(x3)2 cos x2
, ∂3ẽ

2
2 = − 1

(x3)2
,
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∂2θ̃
1
1 = − sin x2, ∂3θ̃

1
1 = cos x2, ∂3θ̃

2
2 = 1.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

c.ji.k = ẽei ∂k θ̃
j
e − ẽek ∂i θ̃je.

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

c.11.2 = − sin x2

x3 cos x2
= −c.12.1, c.11.3 = 1

x3
= −c.13.1, c.22.3 = 1

x3
= −c.23.2.

On a bien c.jk.i = −c.ji.k.

Seules dérivées classiques des c.ki.j non nulles ; il y en a 8 :

∂ c.11.2
∂ x2

= − 1
x3 cos2 x2

= −∂ c.12.1
∂ x2

,
∂ c.11.2
∂ x3

= sin x2

(x3)2 cos x2
= −∂ c.12.1

∂ x3
,

∂ c.11.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

= −∂ c.13.1
∂ x3

,
∂ c.22.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

= −∂ c.23.2
∂ x3

.

Seules dérivées pfafiennes des c.ki.j non nulles ; il y en a 8 :

∂2c
.1
1.2 = − 1

(x3)2 cos2 x2
= −∂2c

.1
2.1, ∂3c

.1
1.2 = sin x2

(x3)2 cos x2
= −∂3c

.1
2.1,

∂3c
.1
1.3 = − 1

(x3)2
= −∂3c

.1
3.1, ∂3c

.2
2.3 = − 1

(x3)2
= −∂3c

.2
3.2.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 6 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 27 :

γ.21.1 = sin x2

x3 cos x2
, γ.31.1 = − 1

x3
, γ.11.2 = − sin x2

x3 cos x2
,

γ.11.3 = 1
x3

, γ.32.2 = − 1
x3

, γ.22.3 = 1
x3

.

Seules dérivées classiques des γ.ji.k non nulles ; il y en a 8 :

∂ γ.21.1
∂ x2

= 1
x3 cos2 x2

,
∂ γ.21.1
∂ x3

= − sin x2

(x3)2 cos x2
,
∂ γ.31.1
∂ x3

= 1
(x3)2

,
∂ γ.11.2
∂ x2

= − 1
x3 cos2 x2

,
∂ γ.11.2
∂ x3

= sin x2

(x3)2 cos x2
,
∂ γ.11.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

,
∂ γ.32.2
∂ x3

= 1
(x3)2

,
∂ γ.22.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

.

Seules dérivées pfafiennes des γ.ji.k non nulles ; il y en a 8 :

∂2γ
.2
1.1 = 1

(x3)2 cos2 x2
, ∂3γ

.2
1.1 = − sin x2

(x3)2 cos x2
,

∂3γ
.3
1.1 = 1

(x3)2
, ∂2γ

.1
1.2 = − 1

(x3)2 cos2 x2
,

∂3γ
.1
1.2 = sin x2

(x3)2 cos x2
, ∂3γ

.1
1.3 = − 1

(x3)2
,

∂3γ
.3
2.2 = 1

(x3)2
, ∂3γ

.2
2.3 = − 1

(x3)2
.

On en déduit les symboles de Christoffel de 2e espèce :

Γ.ba.c = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c γ

.j
i.k + ẽbj

∂ θ̃jc
∂ xa

.
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Seuls symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c non nuls ; il y en a 9 :

Γ.21.1 = cos x2 sin x2, Γ.31.1 = −x3 cos2 x2, Γ.11.2 = − sin x2

cos x2
= Γ.12.1,

Γ.11.3 = 1
x3

= Γ.13.1, Γ.32.2 = −x3, Γ.22.3 = 1
x3

= Γ.23.2.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a alors que γ.ji.k 6= γ.jk.i

Seules dérivées classiques des Γ.ba.c non nulles ; il y en a 10 :

∂ Γ.21.1
∂ x2

= cos2 x2 − sin2 x2,
∂ Γ.31.1
∂ x2

= 2x3 cos x2 sin x2,
∂ Γ.31.1
∂ x3

= − cos2 x2,
∂ Γ.11.2
∂ x2

= − 1
cos2 x2

=
∂ Γ.12.1
∂ x2

,
∂ Γ.11.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

=
∂ Γ.13.1
∂ x3

,
∂ Γ.32.2
∂ x3

= −1,
∂ Γ.22.3
∂ x3

= − 1
(x3)2

=
∂ Γ.23.2
∂ x3

.

Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki et S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .

Le calcul montre que S..jik = 0 ; i, j, k = 1, 2, 3. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-après).

Plus simplement S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk.

Le calcul montre que R.j
i.kl = 0 ; i, j, k, l = 1, 2, 3. Cette connexion est

sans coubure.

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc ou

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl = −R̃.b

a.dc.

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
première et on obtient :

R̃.b
a.cd = 0 ; a, b, c, d = 1, 2, 3. On retrouve que cette connexion est sans

coubure.

Champ de tenseurs de Ricci

Ril = R.j
i.jl = 0 et R̃ad = R̃.b

a.bd = 0 ; le champ de tenseurs de Ricci est nul.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , gij θ
i ⊗ θj = g̃ab dx

a ⊗ dxb = g̃a′b′ dx
a′ ⊗ dxb

′

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :
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[ij, k] , 1
2

(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)
γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1

2
(c.mk.l gim g

jl + c.mi.l gkm g
jl − c.ji.k)

Exemple de tenseur métrique

gij = δij ; alors g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b δij et g̃a′b′ = θ̃ia′ θ̃

j
b′ δij ; soit :

(gij) = (δij) =

 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; g , det(gij) = 1 et :

(g̃ab) =

 g̃11 g̃12 g̃13

g̃21 g̃22 g̃23

g̃31 g̃32 g̃33

 =

 (x3)
2

cos2 x3 0 0

0 (x3)
2

0
0 0 1

 ;

g̃ , det(g̃ab) = (x3)
4

cos2 x2 et :

(g̃a′b′) = (δa′b′) =

 g̃1′1′ g̃1′2′ g̃1′3′

g̃2′1′ g̃2′2′ g̃2′3′

g̃3′1′ g̃3′2′ g̃3′3′

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

g̃′ , det(g̃a′b′) = 1.

Calcul des coefficients de connexion γ.ji.k et des symboles de Christoffel de
2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que :
• Γ.11.1 + Γ.21.2 + Γ.31.3 = ∂

∂ x1
(ln
√

g̃) = 0,

• Γ.12.1 + Γ.22.2 + Γ.32.3 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = − sin x2

cos x2

• Γ.13.1 + Γ.23.2 + Γ.33.3 = ∂
∂ x3

(ln
√

g̃) = 2
x3

.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c.

Seuls symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c non nuls ; il y en a 9 :

Γ11,2 = (x3)
2

cos x2 sin x2, Γ11,3 = −x3 cos2 x2,

Γ12,1 = −(x3)
2

cos x2 sin x2 = Γ21,1, Γ13,1 = x3 cos2 x2 = Γ31,1,
Γ22,3 = −x3, Γ23,2 = x3 = Γ32,2.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.
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Calcul du champ de tenseurs de courbure :

Nous avons trouvé précedemment que le champ de tenseurs de courbure
est nul et maintenant on a :

R2112 = 0 (= R.1
2.12), R2113 = 0 (= R.1

2.13),
R2123 = 0 (= R.1

2.23), R3113 = 0 (= R.1
3.13),

R3123 = 0 (= R.1
3.23), R3223 = 0 (= R.2

3.23).

R̃2112 = 0 (= (x3)
2

cos2 x2 R̃.1
2.12), R̃2113 = 0 (= (x3)

2
cos2 x2 R̃.1

2.13),

R̃2123 = 0 (= (x3)
2

cos2 x2 R̃.1
2.23), R̃3113 = 0 (= (x3)

2
cos2 x2 R̃.1

3.13),

R̃3123 = 0 (= (x3)
2

cos2 x2 R̃.1
3.23), R̃3223 = 0 (= (x3)

2
R̃.2

3.23).

Courbure (riemannienne) scalaire 2K : 2K = 0.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :
K = 0.
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Annexe C : coordonnées hyper-sphériques dans l’hyper-espace
Rm ; m > 2 quelconque (généralisation de l’Annexe A, qui corres-
pond à m = 2 et de l’Annexe B, qui correspond à m = 3)

x1, . . . , xm coordonnées locales curvilignes,
x1′ , . . . , xm′ coordonnées cartésiennes, telles que :

x1′ = xm cos xm−1 . . . cos x3 cos x2 cos x1,
x2′ = xm cos xm−1 . . . cos x3 cos x2 sin x1,
x3′ = xm cos xm−1 . . . cos x3 sin x2,
x4′ = xm cos xm−1 . . . sin x3,
...
x(m−1)′ = xm cos xm−1 sin xm−2,
xm′ = xm sin xm−1,

avec :

x1 ∈ (α1, α1 + 2 π) ; ∀α1, . . .,
xm−2 ∈ (αm−2, αm−2 + 2 π) ; ∀αm−2,
xm−1 ∈ (−π

2
, π

2
),

xm > 0.

Alors (x1′)
2

+ . . .+ (xm′)
2

= (xm)2.

( ∂
∂ x1

, . . . , ∂
∂ xm

) base naturelle,
dx1, . . . , dxm base naturelle duale,
e1, . . . , em base mobile telle que :

e1 = 1
xm cos xm−1 ... cos x3 cos x2

∂
∂ x1

,
e2 = 1

xm cos xm−1 ... cos x3
∂
∂ x2

,
. . .,
em−2 = 1

xm cos xm−1
∂

∂ xm−2 ,
em−1 = 1

xm
∂

∂ xm−1 ,
em = ∂

∂ xm

θ1, . . . , θm base mobile duale, donc telle que :

θ1 = xm cos xm−1 . . . cos x3 cos x2 dx1,
θ2 = xm cos xm−1 . . . cos x3 dx2

...,
θm−2 = xm cos xm−1 dxm−2,
θm−1 = xm dxm−1,
θm = dxm.
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Passages entre base et base duale

(ẽcj) =


1

xm cos xm−1 ... cos x3 cos x2 0 . . . 0 0
0 1

xm cos xm−1 ... cos x3 . . . 0 0
...

...
. . . 1

xm 0
0 0 . . . 0 1

,

et :

(θ̃id) =


xm cos xm−1 . . . cos x3 cos x2 0 . . . 0 0

0 xm cos xm−1 . . . cos x3 . . . 0 0
...

...
. . . xm 0

0 0 . . . 0 1

,

matrices inverses l’une de l’autre.

det(ẽcj) = 1
(xm)m−1 cosm−2 xm−1 ... cos2 x3 cos x2

et

det(θ̃id) = (xm)m−1 cosm−2 xm−1 . . . cos2 x3 cos x2.

Exemple : m = 4

x1′ = x4 cos x3 cos x2 cos x1,
x2′ = x4 cos x3 cos x2 sin x1,
x3′ = x4 cos x3 sin x2,
x4′ = x4 sin x3.

e1 = 1
x4 cos x3 cos x2

∂
∂ x1

,
e2 = 1

x4 cos x3
∂
∂ x2

,
e3 = 1

x4
∂
∂ x3

,
e4 = ∂

∂ x4
.

θ1 = x4 cos x3 cos x2 dx1,
θ2 = x4 cos x3 dx2

θ3 = x4 dx3,
θ4 = dx4.

dx1′ = −x4 cos x3 cos x2 sin x1 dx1 − x4 cos x3 sin x2 cos x1 dx2

− x4 sin x3 cos x2 cos x1 dx3 + cos x3 cos x2 cos x1 dx4,
dx2′ = x4 cos x3 cos x2 cos x1 dx1 − x4 cos x3 sin x2 sin x1 dx2

− x4 sin x3 cos x2 sin x1 dx3 + cos x3 cos x2 sin x1 dx4,
dx3′ = x4 cos x3 cos x2 dx2 − x4 sin x3 sin x2 dx3 + cos x3 sin x2 dx4,
dx4′ = x4 cos x3 dx3 + sin x3 dx4,
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Annexe D : plan de Lobachevsky doté de coordonnées cartésien-
nes ; m = 2

x1, x2 coordonnées cartésiennes.

Le plan de Lobachevsky est le demi-plan x2 > 0 muni de la base natu-
relle ( ∂

∂ x1
, ∂
∂ x2

) et de la base naturelle duale (dx1, dx2) et doté du champ de
tenseur métrique défini ci-après.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée ayant pour symboles de Christoffel de 2e espèce :

Γ.11.1 = 0, Γ.11.2 = −(x2)
−1

, Γ.12.1 = −(x2)
−1

, Γ.12.2 = 0,

Γ.21.1 = (x2)
−1

, Γ.21.2 = 0, Γ.22.1 = 0, Γ.22.2 = −(x2)
−1

.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a ; cette connexion est symétrique.

Calcul des dérivées classiques des Γ.ba.c :

∂ Γ.11.1
∂ x1

= 0,
∂ Γ.11.1
∂ x2

= 0
∂ Γ.11.2
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.12.1
∂ x1

,
∂ Γ.11.2
∂ x2

= (x2)
−2

=
∂ Γ.12.1
∂ x2

∂ Γ.12.2
∂ x1

= 0,
∂ Γ.12.2
∂ x2

= 0

∂ Γ.21.1
∂ x1

= 0,
∂ Γ.21.1
∂ x2

= −(x2)
−2

∂ Γ.21.2
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.22.1
∂ x1

,
∂ Γ.21.2
∂ x2

= 0 =
∂ Γ.22.1
∂ x2

∂ Γ.22.2
∂ x1

= 0,
∂ Γ.22.2
∂ x2

= (x2)
−2

Torsion

S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0 ; cette connexion est sans torsion.

Courbure

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc et on obtient :

R̃.1
1.12 = 0 = −R̃.1

1.21

R̃.2
1.12 = (x2)

−2
= −R̃.2

1.21

R̃.1
2.12 = −(x2)

−2
= −R̃.1

2.21

R̃.2
2.12 = 0 = −R̃.2

2.21.

Champ de tenseurs de Ricci

R̃11 = −R̃.2
1.12 = −(x2)

−2
,

R̃12 = R̃.1
1.12 = 0,

R̃21 = −R̃.2
2.12 = 0,

164



R̃22 = R̃.1
2.12 = −(x2)

−2
.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , g̃ab dx
a ⊗ dxb, avec :

(g̃ab) =

[
g̃11 g̃12

g̃21 g̃22

]
=

[
(x2)

−2
0

0 (x2)
−2

]
. Donc g̃ = (x2)

−4
.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

Γ.ba.c = g̃bd Γac, d = Γ.bc.a (symboles de Christoffel de 2e espèce) avec :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c (symboles de Christoffel de 1e espèce).

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab.c :

Γ11.1 = 0
Γ11.2 = (x2)

−3

Γ12.1 = −(x2)
−3

= Γ21.1

Γ12.2 = 0 = Γ21.2

Γ22.1 = 0
Γ22.2 = −(x2)

−3
.

Calcul des symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des symboles de Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que Γ.11.1 + Γ.21.2 = ∂
∂ x1

(ln
√

g̃) = 0 et

Γ.12.1 + Γ.22.2 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = − 2
x2

.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

On trouve R̃2112 = −(x2)
−4

et on retrouve bien les coefficients R̃.1
1.12, R̃.2

1.12,

R̃.1
2.12, R̃.2

2.12.

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K = 2 R̃2112

g̃
= −2.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K = R̃2112

g̃
= −1. On trouve bien que le plan de Lobachevsky est decour-

bure négative.
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Annexe E : La sphère S2 (de rayon a) : m = 2

x1, x2 coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).

x1

xθ

θ

1

2

2
a

( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

) base naturelle.

(dx1, dx2) base naturelle duale.

(e1, e2) base mobile telle que e1 , 1
a cos x2

∂
∂ x1

et e2 , 1
a

∂
∂ x2

.

(θ1, θ2) base mobile duale, donc telle que θ1 = a cos x2 dx1 et θ2 = a dx2.

Passages entre bases et bases duales

(ẽcj) =

[
ẽ1

1 ẽ2
1

ẽ1
2 ẽ2

2

]
=

[
1

a cos x2
0

0 1
a

]
et :

(θ̃id) =

[
θ̃1

1 θ̃2
1

θ̃1
2 θ̃2

2

]
=

[
a cos x2 0

0 a

]
, matrices inverses l’une de l’autre.

det(ẽcj) = 1
a2 cos x2

et det(θ̃id) = a2 cos x2.

Seules dérivées classiques des ẽcj et des θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂ ẽ11
∂ x2

= sin x2

a cos2 x2
,
∂ θ̃11
∂ x2

= −a sin x2.

Seules dérivées pfafiennes des ẽcj et des θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂2ẽ
1
1 = sin x2

a2 cos2 x2
, ∂2θ̃

1
1 = − sin x2.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

c.ji.k = ẽei ∂k θ̃
j
e − ẽek ∂i θ̃je.

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

c.11.2 = − sin x2

a cos x2
= −c.12.1.

On a bien c.jk.i = −c.ji.k.
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Seules dérivées classiques des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂ c.11.2
∂ x2

= − 1
a cos2 x2

= −∂ c.12.1
∂ x2

.

Seules dérivées pfafiennes des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂2c
.1
1.2 = − 1

a2 cos2 x2
= −∂2c

.2
2.1.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :

γ.21.1 = sin x2

a cos x2
, γ.11.2 = − sin x2

a cos x2
.

Seules dérivées classiques des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂ γ.11.2
∂ x2

= − 1
a cos2 x2

,
∂ γ.21.1
∂ x2

= 1
a cos2 x2

.

Seules dérivées pfafiennes des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂2γ
.1
1.2 = − 1

a2 cos2 x2
, ∂2γ

.2
1.1 = 1

a2 cos2 x2
.

On en déduit les symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c :

Γ.ba.c = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c γ

.j
i.k + ẽbj

∂ θ̃jc
∂ xa

.

Seuls symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c non nuls ; il y en a 3 :

Γ.21.1 = cosx2 sin x2, Γ.11.2 = − sin x2

cos x2
= Γ.12.1.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a alors que γ.ji.k 6= γ.jk.i.

Seules dérivées classiques des Γ.ba.c non nulles ; il y en a 3 :

∂ Γ.21.1
∂ x2

= cos2 x2 − sin2 x2,
∂ Γ.11.2
∂ x1

= − 1
cos2 x2

=
∂ Γ.12.1
∂ x1

.

Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki et S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .

Le calcul montre que S..jik = 0 ; i, j, k = 1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-après).

Plus simplement S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i−∂l γ

.j
k.i−c.mk.l γ

.j
m.i+γ

.j
k.m γ

.m
l.i −γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk et on obtient :
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R.1
1.12 = 0 = −R.1

1.21, R.2
1.12 = − 1

a2
= −R.2

1.21,
R.1

2.12 = 1
a2

= −R.1
2.21, R.2

2.12 = 0 = −R.2
2.21.

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc ou

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl = −R̃.b

a.dc.

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
première et on obtient :

R̃.1
1.12 = 0 = −R̃.1

1.21, R̃.2
1.12 = − cos2 x2 = −R̃.2

1.21,

R̃.1
2.12 = 1 = −R̃.1

2.21, R̃.2
2.12 = 0 = −R̃.2

2.21.

Champ de tenseurs de Ricci

Ril = R.j
i.jl et on obtient :

R11 = −R.2
1.12 = 1

a2
, R12 = R.1

1.12 = 0,
R21 = −R.2

2.12 = 0, R22 = R.1
2.12 = 1

a2
.

R̃il = R̃.j
i.jl et on obtient :

R̃11 = −R̃.2
1.12 = cos2 x2, R12 = R̃.1

1.12 = 0,

R21 = −R̃.2
2.21 = 0, R22 = R̃.1

2.12 = 1.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , gij θ
i ⊗ θj = g̃ab dx

a ⊗ dxb.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

[ij, k] , 1
2

(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij),
γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1

2
(c.mk.l gim g

jl + c.mi.l gkm g
jl − c.ji.k).

Exemple de tenseur métrique

gij = δij ; alors g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b δij ; soit :

(gij) = (δij) =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0
0 1

]
; g , det(gij) = 1 et :

(g̃ab) =

[
g̃11 g̃12

g̃21 g̃22

]
=

[
a2 cos2 x2 0

0 a2

]
=

[
E F
F G

]
;

g̃ , det(g̃ab) = a4 cos2 x2.
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Calcul des coefficients de connexion γ.ji.k et des symboles de Christoffel de
2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que Γ.11.1 + Γ.21.2 = ∂
∂ x1

(ln
√

g̃) = 0 et

Γ.12.1 + Γ.22.2 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = − sin x2

cos x2
.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c.

Seuls symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c non nuls ; il y en a 3 :

Γ11,2 = a2 cos x2 sin x2, Γ12,1 = −a2 cos x2 sin x2 = Γ21,1.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

C’est le champ de tenseurs de coubure que nous avons trouvé précédemment
et maintenant on a :

R2112 = 1
a2

(= R.1
2.12) et R̃2112 = a2 cos2 x2 (= a2 cos2 x2 R̃.1

2.12).

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K = 2 R2112

g
= 2 R̃2112

g̃
= 2

a2
.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K = R2112

g
= R̃2112

g̃
= 1

a2
.

Calcul de la courbure en tant que surface M = S2 de N = R3,
avec les coordonnées curvilignes x1, x2

Soit :

x1′ = y1 = f 1(x1, x2) = a cos x2 cos x1,
x2′ = y2 = f 2(x1, x2) = a cos x2 sin x1,
y3 = f 3(x1, x2) = a sin x2.

Alors :
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• f = a

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2

, fx1 = a cos x2

 − sin x1

cos x1

0

,

fx2 , a

 − sin x2 cos x1

− sin x2 sin x1

cos x2


[fx1 , fx2 ] = a2 cos x2

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2

, m =

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2


g̃11 = E = ||fx1 ||2 = a2 cos2 x2,
g̃12 = F =< fx1 , fx2 >= 0,
g̃22 = G = ||fx2||2 = a2.

g̃ = det(g̃ab) = g̃11 g̃22 − (g̃12)2 = a4 cos2 x2

fx1x1 = −a cos x2

 cos x1

sin x1

0

, fx1x2 = a sin x2

 sin x1

− cos x1

0

,

fx2x2 = −a

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2

.

b11 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x1) = −a cos2 x2,

b12 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x2) = 0,

b22 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx2x2) = −a.

∆ = b11 b22 − (b12)2 = a2 cos2 x2.

K = ∆
g̃

= b11 b22−b122
g̃11 g̃22−(g̃12)2

= 1
a2

.

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.

Calcul de la courbure en tant que surface M = S2 de N = R3,
avec les coordonnées cartésiennes x1′ = y1, x2′ = y2

y3 = f̄ 3(y1, y2) =
√
a2 − (y1)2 − (y2)2 (du moins pour l’hémisphère tel

que y3 > 0).

f̄ 3
y1 = −y1

y3
, f̄ 3
y2 = −y2

y3
.
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g̃1′1′ = E ′ = ||f̄y1||2 = 1 + (f̄ 3
y1)

2
= (y1)

2
+(y3)

2

(y3)2
= a2−(y2)

2

(y3)2
,

g̃1′2′ = F ′ =< f̄y1 , f̄y2 >= f̄ 3
y1 f̄

3
y2 = y1 y2

(y3)2
,

g̃2′2′ = G′ = ||f̄y2||2 = 1 + (f̄ 3
y2)

2
= (y2)

2
+(y3)

2

(y3)2
= a2−(y1)

2

(y3)2
.

g̃′ = 1 + (f̄ 3
y1)

2
+ (f̄ 3

y2)
2

= det(g̃a′b′) = g̃1′1′ g̃2′2′ − (g̃1′2′)
2 = a2

(y3)2
.

Remarque : Comme d = f 1
x1 f

2
x2 − f 2

x1 f
1
x2 = a2 cos x2 sin x2 on a bien

g̃ = d2 g̃′ = a4 cos2 x2.

f̄ 3
y1y1 = − (y1)

2
+(y3)

2

(y3)3
= −a2−(y2)

2

(y3)3
,

f̄ 3
y1y2 = − y1 y2

(y3)3
,

f̄ 3
y2y2 = − (y2)

2
+(y3)

2

(y3)3
= −a2−(y1)

2

(y3)3
.

f̄ 3
y1y1 f̄

3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2

= a2

(y3)4

K =
f̄3
y1y1

f̄3
y2y2
−(f̄3

y1y2
)
2

[1+(f̄3
y1

)
2
+(f̄3

y2
)
2
]
2 = 1

a2
, on retrouve, une fois de plus le résultat

précédent.

Équation cartésienne de la sphère :

F (y1, y2, y3) = (y1)
2

+ (y2)
2

+ (y3)
2 − a2 = 0.

Il s’agit donc d’une surface de degré 2.
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Annexe F : le tore T 2 = S1 × S1 (de paramètres l et a) ; m = 2

x1, x2 coordonnées locales (curvilignes) (cf. figure).

θ=(

θ=

l+a cos x ) dx

a dx

l
a

x

2

2
1 1

1

2

x
2

On suppose l > a > 0 (ou l = 0 qui correspondant à la sphère S2 de
rayon a et permet de comparer avec l’Annexe E).

( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

) base naturelle.

(dx1, dx2) base naturelle duale.

(e1, e2) base mobile telle que e1 , 1
l+a cos x2

∂
∂ x1

et e2 , 1
a

∂
∂ x2

.

(θ1, θ2) base mobile duale, donc telle que
θ1 = (l + a cos x2) dx1 et θ2 = a dx2.

Passages entre bases et bases duales

(ẽcj) =

[
ẽ1

1 ẽ2
1

ẽ1
2 ẽ2

2

]
=

[
1

l+a cos x2
0

0 1
a

]
et :

(θ̃id) =

[
θ̃1

1 θ̃2
1

θ̃1
2 θ̃2

2

]
=

[
l + a cos x2 0

0 a

]
, matrices inverses l’une de l’autre.

det(ẽcj) = 1
a (l+a cos x2)

et det(θ̃id) = a (l + a cos x2).

Seules dérivées classiques des ẽcj et des θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂ ẽ11
∂ x2

= a sin x2

(l+a cos x2)2
,
∂ θ̃11
∂ x2

= −a sin x2.

Seules dérivées pfafiennes des ẽcj et des θ̃id non nulles ; il y en a 2 :

∂2ẽ
1
1 = sin x2

(l+a cos x2)2
, ∂2θ̃

1
1 = − sin x2.
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Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

c.ji.k = ẽei ∂k θ̃
j
e − ẽek ∂i θ̃je.

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

c.11.2 = − sin x2

l+a cos x2
= −c.12.1.

On a bien c.jk.i = −c.ji.k.

Seules dérivées classiques des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂ c.11.2
∂ x2

= − a+l cos x2

(l+a cos x2)2
= −∂ c.12.1

∂ x2
.

Seules dérivées pfafiennes des c.ki.j non nulles ; il y en a 2 :

∂2c
.1
1.2 = − a+l cos x2

a (l+a cos x2)2
= −∂2c

.2
2.1.

Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 2 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 8 :

γ.21.1 = sin x2

l+a cos x2
, γ.11.2 = − sin x2

l+a cos x2
.

Seules dérivées classiques des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂ γ.11.2
∂ x2

= − a+l cos x2

(l+a cos x2)2
,
∂ γ.21.1
∂ x2

= a+l cos x2

(l+a cos x2)2
.

Seules dérivées pfafiennes des γ.ji.k non nulles ; il y en a 2 :

∂2γ
.1
1.2 = − a+l cos x2

a (l+a cos x2)2
, ∂2γ

.2
1.1 = a+l cos x2

a (l+a cos x2)2
.

On en déduit les symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c :

Γ.ba.c = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c γ

.j
i.k + ẽbj

∂ θ̃jc
∂ xa

.

Seuls symboles de Christoffel de 2e espèce Γ.ba.c non nuls ; il y en a 3 :

Γ.21.1 = (l+a cosx2) sin x2

a
, Γ.11.2 = − a sin x2

l+a cos x2
= Γ.12.1.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a alors que γ.ji.k 6= γ.jk.i.

Seules dérivées classiques des Γ.ba.c non nulles ; il y en a 3 :

∂ Γ.21.1
∂ x2

= l cos x2+a(cos2 x2−sin2 x2)
a

,
∂ Γ.11.2
∂ x1

= −a(a+l cos x2)

(l+a cos x2)2
=

∂ Γ.12.1
∂ x1

.

Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki et S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = −S̃..bca .
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Le calcul montre que S..jik = 0 ; i, j, k = 1, 2. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-après).

Plus simplement S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0 on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Courbure

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i−∂l γ

.j
k.i−c.mk.l γ

.j
m.i+γ

.j
k.m γ

.m
l.i −γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk et on obtient :

R.1
1.12 = 0 = −R.1

1.21, R.2
1.12 = − cos x2

a (l+a cos x2)
= −R.2

1.21,

R.1
2.12 = cos x2

a (l+a cos x2)
= −R.1

2.21, R.2
2.12 = 0 = −R.2

2.21.

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc ou

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl = −R̃.b

a.dc.

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
première et on obtient :

R̃.1
1.12 = 0 = −R̃.1

1.21, R̃.2
1.12 = − (l+a cos x2) cos x2

a
= −R̃.2

1.21,

R̃.1
2.12 = a cos x2

l+a cos x2
= −R̃.1

2.21, R̃.2
2.12 = 0 = −R̃.2

2.21.

Champ de tenseurs de Ricci

Ril = R.j
i.jl et on obtient :

R11 = −R.2
1.12 = cos x2

a (l+a cos x2)
, R12 = R.1

1.12 = 0,

R21 = −R.2
2.12 = 0, R22 = R.1

2.12 = cos x2

a (l+a cos x2)
.

R̃il = R̃.j
i.jl et on obtient :

R̃11 = −R̃.2
1.12 = (l+a cos x2) cos x2

a
, R12 = R̃.1

1.12 = 0,

R21 = −R̃.2
2.21 = 0, R22 = R̃.1

2.12 = a cos x2

l+a cos x2
.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , gij θ
i ⊗ θj = g̃ab dx

a ⊗ dxb.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

[ij, k] , 1
2

(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij),
γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1

2
(c.mk.l gim g

jl + c.mi.l gkm g
jl − c.ji.k).

Exemple de tenseur métrique

gij = δij ; alors g̃ab = θ̃ia θ̃
j
b δij ; soit :
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(gij) = (δij) =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0
0 1

]
; g , det(gij) = 1 et :

(g̃ab) =

[
g̃11 g̃12

g̃21 g̃22

]
=

[
(l + a cos x2)

2
0

0 a2

]
=

[
E F
F G

]
;

g̃ , det(g̃ab) = a2 (l + a cos x2)
2
.

Calcul des coefficients de connexion γ.ji.k et des symboles de Christoffel de
2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que Γ.11.1 + Γ.21.2 = ∂
∂ x1

(ln
√

g̃) = 0 et

Γ.12.1 + Γ.22.2 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = − a sin x2

l+a cos x2
.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c :

Γab, c , 1
2

(∂ g̃bc
∂ xa

+ ∂ g̃ac
∂ xb
− ∂ g̃ab

∂ xc
) = Γba, c.

Seuls symboles de Christoffel de 1e espèce Γab,c non nuls ; il y en a 3 :

Γ11,2 = a sin x2 (l + a cos x2), Γ12,1 = −a sin x2 (l + a cos x2) = Γ21,1.

Calcul du champ de tenseurs de torsion :

Il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons
trouvé précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

C’est le champ de tenseurs de coubure que nous avons trouvé précédemment
et maintenant on a :

R2112 = cos x2

a (l+a cos x2)
(= R.1

2.12) et :

R̃2112 = a (l + a cos x2) cos x2 [= (l + a cos x2)
2
R̃.1

2.12].

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K = 2 R2112

g
= 2 R̃2112

g̃
= 2 cos x2

a (l+a cos x2)
.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K = R2112

g
= R̃2112

g̃
= cos x2

a (l+a cos x2)
.
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Calcul de la courbure en tant que surface M = T 2 de N = R3

Soit :

x1′ = y1 = f 1(x1, x2) = (l + a cos x2) cos x1,
x2′ = y2 = f 2(x1, x2) = (l + a cos x2) sin x1,
y3 = f 3(x1, x2) = a sin x2.

Alors :

• f =

 (l + a cos x2) cos x1

(l + a cos x2) sin x1

a sin x2

, fx1 = (l + a cos x2)

 − sin x1

cos x1

0

,

fx2 ,

 −a sin x2 cos x1

−a sin x2 sin x1

a cos x2


[fx1 , fx2 ] = a (l + a cos x2)

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2

, m =

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2


g̃11 = E = ||fx1||2 = (l + a cos x2)

2
,

g̃12 = F =< fx1 , fx2 >= 0,
g̃22 = G = ||fx2||2 = a2.

g̃ = det(g̃ab) = g̃11 g̃22 − (g̃12)2 = a2 (l + a cos x2)
2

fx1x1 = −(l + a cos x2)

 cos x1

sin x1

0

, fx1x2 = a sin x2

 sin x1

− cos x1

0

,

fx2x2 = −a

 cos x2 cos x1

cos x2 sin x1

sin x2

.

b11 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x1) = −(l + a cos x2) cos x2,

b12 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx1x2) = 0,

b22 = 1√
g̃

(fx1 , fx2 , fx2x2) = −a.

∆ = b11 b22 − (b12)2 = a (l + a cos x2) cos x2.

K = ∆
g̃

= b11 b22−b122
g̃11 g̃22−(g̃12)2

= cos x2

a (l+a cos x2)
.

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.
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Calcul de la courbure en tant que surface M = T 2 de N = R3,
avec les coordonnées cartésiennes x1′ = y1, x2′ = y2

On a (y3)
2

= 2 l
√

(y1)2 + (y2)2 − [(y1)
2

+ (y2)
2

+ l2 − a2] et, pour la

demi-partie du tore telle que y3 > 0 :

y3 = f̄ 3(y1, y2) =

√
2 l
√

(y1)2 + (y2)2 − [(y1)2 + (y2)2 + l2 − a2].

f̄ 3
y1 =

y1 (l−
√

(y1)2+(y2)2)

y3
√

(y1)2+(y2)2
, f̄ 3

y2 =
y2 (l−
√

(y1)2+(y2)2)

y3
√

(y1)2+(y2)2
; avec y3 ci-devant.

g̃1′1′ = E ′ = ||f̄y1||2 = 1 + (f̄ 3
y1)

2
= a2 (y1)

2
+(y2)

2
(y3)

2

(y3)2 [(y1)2+(y2)2]
,

g̃1′2′ = F ′ =< f̄y1 , f̄y2 >= f̄ 3
y1 f̄

3
y2 = y1 y2 [a2−(y3)

2
]

(y3)2 [(y1)2+(y2)2]
,

g̃2′2′ = G′ = ||f̄y2 ||2 = 1 + (f̄ 3
y2)

2
= a2 (y2)

2
+(y1)

2
(y3)

2

(y3)2 [(y1)2+(y2)2]
; avec y3 ci-devant.

g̃′ = 1 + (f̄ 3
y1)

2
+ (f̄ 3

y2)
2

= det(g̃a′b′) = g̃1′1′ g̃2′2′ − (g̃1′2′)
2 = a2

(y3)2
.

Remarque : Comme d = f 1
x1 f

2
x2 − f 2

x1 f
1
x2 = a (l + a cos x2) sin x2 on a

bien g̃ = d2 g̃′ = a2 (l + a cos x2)
2
.

Le calcul des dérivées partielles deuxièmes en fonction de y1, y2 est com-
plexe, nous allons l’effectuer en fonction de x1, x2. On trouve :

f̄ 3
y1y1 = −a cos x2 sin2 x2 sin2 x1+(l+a cos x2) cos2 x1

a (l+a cos x2) sin3 x2
,

f̄ 3
y1y2 = − (l+a cos3 x2) cos x1 sin x1

a (l+a cos x2) sin3 x2
,

f̄ 3
y2y2 = −a cos x2 sin2 x2 cos2 x1+(l+a cos x2) sin2 x1

a (l+a cos x2) sin3 x2
,

f̄ 3
y1y1 f̄

3
y2y2 − (f̄ 3

y1y2)
2

= cos x2

a (l+a cos x2) sin4 x2

K =
f̄3
y1y1

f̄3
y2y2
−(f̄3

y1y2
)
2

[1+(f̄3
y1

)
2
+(f̄3

y2
)
2
]
2 = cos x2

a (l+a cos x2)
, on retrouve, une fois de plus le

résultat précédent.

Introduction de coordonnées cartesiennes

Équation cartésienne du tore :

F (y1, y2, y3) = [(y1)
2

+ (y2)
2

+ (y3)
2 − l2 − a2]

2
+ 4 l2 (y3)

2 − 4 l2 a2 = 0.

Il s’agit donc d’une surface de degré 4.
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Annexe G : démonstration des identités de Bianchi

Préliminaires

• On a vu la propriété des constantes de structure de la base mobile :

∂kc
.o
l.m + ∂lc

.o
m.k + ∂mc

.o
k.l = −c.nl.m c.ok.n − c.nm.k c.ol.n − c.nk.l c.om.n.

• Et on a vu que :

(∂l ∂m − ∂m ∂l)(γ.jk.i) = ∂l (∂mγ
.j
k.i)− ∂m (∂lγ

.j
k.i) = c.nl.m ∂nγ

.j
k.i,

(∂m ∂k − ∂k ∂m)(γ.jl.i) = ∂m (∂kγ
.j
l.i)− ∂k (∂mγ

.j
l.i) = c.nm.k ∂nγ

.j
l.i,

(∂k ∂l − ∂l ∂k)(γ.jm.i) = ∂k (∂lγ
.j
m.i)− ∂l (∂kγ

.j
m.i) = c.nk.l ∂nγ

.j
m.i.

Démonstration des identités de Bianchi∮
klm

(∇ek R).ji.lm = (∇ek R).ji.lm + (∇el R).ji.mk + (∇em R).ji.kl
= ∂kR

.j
i.lm + γ.jk.nR

.n
i.lm − γ.nk.iR

.j
n.lm − γ.nk.lR

.j
i.nm − γ.nk.mR

.j
i.ln

+ ∂lR
.j
i.mk + γ.jl.nR

.n
i.mk − γ.nl.i R

.j
n.mk − γ.nl.mR

.j
i.nk − γ.nl.k R

.j
i.mn

+ ∂mR
.j
i.kl + γ.jm.nR

.n
i.kl − γ.nm.iR

.j
n.kl − γ.nm.k R

.j
i.nl − γ.nm.lR

.j
i.kn

= A+ (γ.nm.l− γ.nl.m)R.j
i.nk + (γ.nk.m− γ.nm.k)R

.j
i.nl + (γ.nl.k− γ.nk.l)R

.j
i.nm, étant donné

que R.j
i.ml = −R.j

i.lm, R.j
i.km = −R.j

i.mk et R.j
i.lk = −R.j

i.kl et avec :

A = ∂k (∂l γ
.j
m.i − ∂m γ

.j
l.i − c.nl.m γ

.j
n.i + γ.jl.n γ

.n
m.i − γ.nl.i γ.jm.n)

+ ∂l (∂m γ
.j
k.i − ∂k γ

.j
m.i − c.nm.k γ

.j
n.i + γ.jm.n γ

.n
k.i − γ.nm.i γ

.j
k.n)

+ ∂m (∂k γ
.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.nk.l γ

.j
n.i + γ.jk.n γ

.n
l.i − γ.nk.i γ

.j
l.n)

+ γ.jk.n (∂l γ
.n
m.i − ∂m γ.nl.i − c.ol.m γ.no.i + γ.nl.o γ

.o
m.i − γ.ol.i γ.nm.o)

+ γ.jl.n (∂m γ
.n
k.i − ∂k γ.nm.i − c.om.k γ.no.i + γ.nm.o γ

.o
k.i − γ.om.i γ.nk.o)

+ γ.jm.n (∂k γ
.n
l.i − ∂l γ.nk.i − c.ok.l γ.no.i + γ.nk.o γ

.o
l.i − γ.ok.i γ.nl.o)

− γ.nk.i (∂l γ.jm.n − ∂m γ
.j
l.n − c.ol.m γ.jo.n + γ.jl.o γ

.o
m.n − γ.ol.n γ.jm.o)

− γ.nl.i (∂m γ
.j
k.n − ∂k γ.jm.n − c.om.k γ.jo.n + γ.jm.o γ

.o
k.n − γ.om.n γ

.j
k.o)

− γ.nm.i (∂k γ
.j
l.n − ∂l γ

.j
k.n − c.ok.l γ.jo.n + γ.jk.o γ

.o
l.n − γ.ok.n γ

.j
l.o)

En permutant les indices muets n et o on constate la dispartion de 12
termes et en calculant les dérivées pfafiennes ∂k, ∂l, ∂m des 3 premiers termes
on obtient :
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A = (∂l ∂m − ∂m ∂l) γ.jk.i + (∂m ∂k − ∂k ∂m) γ.jl.i + (∂k ∂l − ∂l ∂k) γ.jm.i
− γ.jn.i ∂kc.nl.m − c.nl.m ∂kγ

.j
n.i + γ.nm.i ∂kγ

.j
l.n + γ.jl.n ∂kγ

.n
m.i − γ.jm.n ∂kγ.nl.i − γ.nl.i ∂kγ.jm.n

− γ.jn.i ∂lc.nm.k − c.nm.k ∂lγ
.j
n.i + γ.nk.i ∂lγ

.j
m.n + γ.jm.n ∂lγ

.n
k.i − γ

.j
k.n ∂lγ

.n
m.i − γ.nm.i ∂lγ

.j
k.n

− γ.jn.i ∂mc.nk.l − c.nk.l ∂mγ
.j
n.i + γ.nl.i ∂mγ

.j
k.n + γ.jk.n ∂mγ

.n
l.i − γ

.j
l.n ∂mγ

.n
k.i − γ.nk.i ∂mγ

.j
l.n

+ γ.jk.n (∂l γ
.n
m.i − ∂m γ.nl.i − c.ol.m γ.no.i)

+ γ.jl.n (∂m γ
.n
k.i − ∂k γ.nm.i − c.om.k γ.no.i)

+ γ.jm.n (∂k γ
.n
l.i − ∂l γ.nk.i − c.ok.l γ.no.i)

− γ.nk.i (∂l γ.jm.n − ∂m γ
.j
l.n − c.ol.m γ.jo.n)

− γ.nl.i (∂m γ
.j
k.n − ∂k γ.jm.n − c.om.k γ.jo.n)

− γ.nm.i (∂k γ
.j
l.n − ∂l γ

.j
k.n − c.ok.l γ.jo.n).

On constate la disparition de 24 termes et en utilisant le second point des
préliminaires on obtient :

A = c.nl.m ∂nγ
.j
k.i + c.nm.k ∂nγ

.j
l.i + c.nk.l ∂nγ

.j
m.i − γ

.j
o.i (∂kc

.o
l.m + ∂lc

.o
m.k + ∂mc

.o
k.l)

+ c.nl.m (−∂kγ.jn.i + γ.jn.o γ
.o
k.i − γ.on.i γ

.j
k.o)

+ c.nm.k (−∂lγ.jn.i + γ.jn.o γ
.o
l.i − γ.on.i γ

.j
l.o)

+ c.nk.l (−∂mγ
.j
n.i + γ.jn.o γ

.o
m.i − γ.on.i γ.jm.o).

Et en utilisant le premier point des préliminaires on obtient :

A = −c.nm.l (∂n γ
.j
k.i − ∂k γ

.j
n.i − c.on.k γ

.j
o.i + γ.jn.o γ

.o
k.i − γ.on.i γ

.j
k.o)

− c.nk.m (∂n γ
.j
l.i − ∂l γ

.j
n.i − c.on.l γ

.j
o.i + γ.jn.o γ

.o
l.i − γ.on.i γ

.j
l.o)

− c.nl.k (∂n γ
.j
m.i − ∂m γ

.j
n.i − c.on.m γ

.j
o.i + γ.jn.o γ

.o
m.i − γ.on.i γ.jm.o)

= −c.nm.lR
.j
i.nk − c.nk.mR

.j
i.nl − c.nl.k R

.j
i.nm.

Alors
∮
klm

(∇ek R).ji.lm
= (γ.nm.l−γ.nl.m− c.nm.l)R

.j
i.nk + (γ.nk.m−γ.nm.k− c.nk.m)R.j

i.nl + (γ.nl.k−γ.nk.l− c.nl.k)R
.j
i.nm

= S..nml R
.j
i.nk + S..nkmR

.j
i.nl + S..nlk R

.j
i.nm =

∮
klm

S..nml R
.j
i.nk QED.
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Annexe H : démonstration des autres identités entre les champs
de torsion et de courbure

S ∈ C∞ (U ;
1⊗
2
T ∗M) (cas G) et ∇ei S ∈ C∞ (U ;

1⊗
2
T ∗M) (cas G) ;

avec

(∇ei S)..jkl , ∂iS
..j
kl + γ.ji.m S

..m
kl − γ.mi.k S

.j
ml − γ.mi.l S

..j
km. Donc :∮

ikl
[(∇ei S)..jkl − S..mkl S

..j
im]

, (∇ei S)..jkl − S..mkl S
..j
im + (∇ek S)..jli − S..mli S..jkm + (∇el S)..jik − S..mik S..jlm

= ∂iS
..j
kl + γ.ji.m S

..m
kl − γ.mi.k S

.j
ml − γ.mi.l S

..j
km − S..mkl S

..j
im

+ ∂kS
..j
li + γ.jk.m S

..m
li − γ.mk.l S

.j
mi − γ.mk.i S

..j
lm − S..mli S..jkm

+ ∂lS
..j
ik + γ.jl.m S

..m
ik − γ.ml.i S

.j
mk − γ.ml.k S

..j
im − S..mik S..jlm

= ∂i(γ
.j
k.l − γ

.j
l.k − c

.j
k.l) + γ.ji.m(γ.mk.l − γ.ml.k − c.mk.l)− γ.mi.k(γ.jm.l − γ

.j
l.m − c

.j
m.l)

− γ.mi.l (γ.jk.m − γ
.j
m.k − c

.j
k.m)− (γ.mk.l − γ.ml.k − c.mk.l)(γ

.j
i.m − γ

.j
m.i − c

.j
i.m)

+ ∂k(γ
.j
l.i − γ

.j
i.l − c

.j
l.i) + γ.jk.m(γ.ml.i − γ.mi.l − c.ml.i )− γ.mk.l (γ

.j
m.i − γ

.j
i.m − c

.j
m.i)

− γ.mk.i(γ
.j
l.m − γ

.j
m.l − c

.j
l.m)− (γ.ml.i − γ.mi.l − c.ml.i )(γ

.j
k.m − γ

.j
m.k − c

.j
k.m)

+ ∂l(γ
.j
i.k − γ

.j
k.i − c

.j
i.k) + γ.jl.m(γ.mi.k − γ.mk.i − c.mi.k)− γ.ml.i (γ.jm.k − γ

.j
k.m − c

.j
m.k)

− γ.ml.k (γ.ji.m − γ
.j
m.i − c

.j
i.m)− (γ.mi.k − γ.mk.i − c.mi.k)(γ

.j
l.m − γ

.j
m.l − c

.j
l.m).

Il y a 63 termes dans le membre de droite de l’équation précédente. 46
termes se simplifient 2 à 2 et les 6 termes de la somme suivante :
−[(c.mk.l c

.j
i.m + ∂ic

.j
k.l) + (c.ml.i c

.j
k.m + ∂kc

.j
l.i) + (c.mi.k c

.j
l.m + ∂lc

.j
i.k)] disparaissent

en raison de la propriéte annoncée des constantes de structure de la base
mobile.

Il reste donc 15 termes dans le membre de droite de l’équation précédente
et :∮

ikl
[(∇ei S)..jkl − S..mkl S

..j
im]

= ∂k γ
.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m

+ ∂l γ
.j
i.k − ∂i γ

.j
l.k − c.ml.i γ

.j
m.k + γ.jl.m γ

.m
i.k − γ.ml.k γ

.j
i.m

+ ∂i γ
.j
k.l − ∂k γ

.j
i.l − c.mi.k γ

.j
m.l + γ.ji.m γ

.m
k.l − γ.mi.l γ

.j
k.m

= R.j
i.kl +R.j

k.li +R.j
l.ik =

∮
ikl
R.j
i.kl QED.
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Annexe I : Exemple tiré de [8] 12 ; il correspond à m = 3

x1, x2, x3 coordonnées,

( ∂
∂ x1

, ∂
∂ x2

, ∂
∂ x3

) base naturelle,

(dx1, dx2, dx3) base naturelle duale,

(e1, e2, e3) base mobile telle que :

e1 = D ex
3 ∂
∂ x1

, e2 = P ∂
∂ x1

+D ∂
∂ x2

et e3 = −x2 P ∂
∂ x1
−x2D ∂

∂ x2
+D ∂

∂ x3
,

avec D , 2 + (x2)
2

et P = 2x1 x2.

(θ1, θ2, θ3) base mobile duale, donc telle que :

θ1 = D−1 e−x
3
dx1 − P D−2 e−x

3
dx2,

θ2 = D−1 dx2 + x2D−1 dx3 et
θ3 = D−1 dx3.

Soient ∆ , 2 − (x2)
2

[et donc ∆D = 4 − (x2)
4
] ; alors ∂ D

∂ x2
= 2x2 et

∂∆
∂ x2

= −2x2.

De plus ∂ D−1

∂ x2
= −2x2D−2.

Passages entre bases et bases duales :

(ẽcj) =

 ẽ1
1 ẽ2

1 ẽ3
1

ẽ1
2 ẽ2

2 ẽ3
2

ẽ1
3 ẽ2

3 ẽ3
3

 =

 D ex
3

0 0
P D 0
−x2 P −x2D D

 et :

(θ̃id) =

 θ̃1
1 θ̃2

1 θ̃3
1

θ̃1
2 θ̃2

2 θ̃3
2

θ̃1
3 θ̃2

3 θ̃3
3

 =

 D−1 e−x
3

0 0

−P D−2 e−x
3

D−1 0
0 x2D−1 D−1

,

matrices inverses l’une de l’autre. det(ẽcj) = D3 ex
3

et det(θ̃id) = D−3 e−x
3
.

Seules dérivées classiques des ẽcj et θ̃id non nulles :

∂ ẽ11
∂ x2

= 2x2 ex
3
,
∂ ẽ11
∂ x3

= D ex
3
,

∂ ẽ12
∂ x1

= 2x2,
∂ ẽ12
∂ x2

= 2x1,
∂ ẽ22
∂ x2

= 2x2,
∂ ẽ13
∂ x1

= −2 (x2)
2
,
∂ ẽ13
∂ x2

= −4x1 x2,
∂ ẽ23
∂ x2

= −[2 + 3 (x2)
2
],

∂ ẽ33
∂ x2

= 2x2.

12. pp. 45-46 Problème 6

182



∂ θ̃11
∂ x2

= −2x2D−2 e−x
3
,
∂ θ̃11
∂ x3

= −D−1 e−x
3
,

∂ θ̃12
∂ x1

= −2x2D−2 e−x
3
,

∂ θ̃12
∂ x2

= −2x1 [2− 3 (x2)
2
]D−3 e−x

3
,
∂ θ̃12
∂ x3

= 2x1 x2D−2 e−x
3
,

∂ θ̃22
∂ x2

= −2x2D−2,
∂ θ̃23
∂ x2

= ∆D−2,
∂ θ̃33
∂ x2

= −2x2D−2.

Seules dérivées pfafiennes des ẽcj et θ̃id non nulles :

∂2ẽ
1
1 = 2x2D ex

3
, ∂3ẽ

1
1 = ∆D ex

3
,

∂1ẽ
1
2 = 2x2D ex

3
, ∂2ẽ

1
2 = 2x1 [2 + 3 (x2)

2
], ∂3ẽ

1
2 = −2x1 x2 [2 + 3 (x2)

2
],

∂2ẽ
2
2 = 2x2D, ∂3ẽ

2
2 = −2 (x2)

2
D,

∂1ẽ
1
3 = −2 (x2)

2
D ex

3
, ∂2ẽ

1
3 = −8x1 x2 [1 + (x2)

2
],

∂3ẽ
1
3 = 8x1 (x2)

2
[1 + (x2)

2
],

∂2ẽ
2
3 = −[2 + 3 (x2)

2
]D, ∂3ẽ

2
3 = x2 [2 + 3 (x2)

2
]D,

∂2ẽ
3
3 = 2x2D, ∂3ẽ

3
3 = −2 (x2)

2
D.

∂2θ̃
1
1 = −2x2D−1 e−x

3
, ∂3θ̃

1
1 = −∆D−1 e−x

3
,

∂1θ̃
1
2 = −2x2D−1, ∂2θ̃

1
2 = −2x1 ∆D−2 e−x

3
, ∂3θ̃

1
2 = 8x1 x2D−2 e−x

3
,

∂2θ̃
2
2 = −2x2D−1, ∂3θ̃

2
2 = 2 (x2)

2
D−1,

∂2θ̃
2
3 = ∆D−1, ∂3θ̃

2
3 = −x2 ∆D−1,

∂2θ̃
3
3 = −2x2D−1, ∂3θ̃

3
3 = 2 (x2)

2
D−1.

Calcul des coefficients de structure de la base mobile :

c.ji.k = ẽei ∂k θ̃
j
e − ẽek ∂i θ̃je.

Tous les coefficients de structure sont nuls sauf :

c.11.3 = −D = −c.13.1, c.22.3 = −∆ = −c.23.2, c.32.3 = 2x2 = −c.33.2.

On a bien c.jk.i = −c.ji.k.

Seules dérivées classiques des c.ji.k non nulles :

∂ c.11.3
∂ x2

= −2x2 = −∂ c.13.1
∂ x2

,
∂ c.22.3
∂ x2

= 2x2 = −∂ c.23.2
∂ x2

,
∂ c.32.3
∂ x2

= 2 = −∂ c.33.2
∂ x2

.

Seules dérivées pfafiennes des c.ji.k non nulles :

∂2c
.1
1.3 = −2x2D = −∂2c

.1
3.1, ∂3c

.1
1.3 = 2 (x2)

2
D = −∂3c

.1
3.1,

∂2c
.2
2.3 = 2x2D = −∂2c

.2
3.2, ∂3c

.2
2.3 = −2 (x2)

2
D = −∂3c

.2
3.2,

∂2c
.3
2.3 = 2D = −∂2c

.3
3.2, ∂3c

.3
2.3 = −2x2D = −∂3c

.3
3.2.

183



Connexion imposée a priori

Soit la connexion imposée a priori ayant les 6 seuls coefficients de connexion
non nuls, parmi les 27 :

γ.31.1 = D, γ.11.3 = −D, γ.32.2 = ∆, γ.22.3 = −∆, γ.33.2 = −2x2, γ.23.3 = 2x2.

On en déduit les symboles de Christoffel de 2e espèce :

Γ.ba.c = θ̃ia ẽ
b
j θ̃

k
c Γ.ji.k + ẽbj

∂ θ̃jc
∂ xa

.

Le calcul donne (il y en a 18 de caractéristiques) :

Γ.11.1 = −2x1 (x2)
2
D−1 e−2x3 ,

Γ.11.2 = 4 (x1)
2

(x2)
3
D−2 e−2x3 − 2x2D−1 = Γ.12.1,

Γ.11.3 = −1 = Γ.13.1,

Γ.21.1 = −x2 e−2x3 ,
Γ.21.2 = 2x1 (x2)

2
D−1 e−2x3 = Γ.22.1,

Γ.21.3 = 0 = Γ.23.1,

Γ.31.1 = e−2x3 ,
Γ.31.2 = −2x1 x2D−1 e−2x3 = Γ.32.1,
Γ.31.3 = 0 = Γ.33.1,

Γ.12.2 = −8 (x1)
3

(x2)
4
D−3 e−2x3 − 2x1 [1 + (x2)

2
] ∆D−2,

Γ.12.3 = 2x1 x2 [2 + (x2)
2

+ (x2)
4
]D−2 = Γ.13.2,

Γ.22.2 = −4 (x1)
2

(x2)
3
D−2 e−2x3 − x2 [4− (x2)

2
]D−1,

Γ.22.3 = (x2)
4
D−1 = Γ.23.2,

Γ.32.2 = 4 (x1)
2

(x2)
2
D−2 e−2x3 + ∆D−1,

Γ.32.3 = −(x2)
3
D−1 = Γ.33.2,

Γ.13.3 = 2x1 (x2)
4

[1 + (x2)
2
]D−2,

Γ.23.3 = (x2)
3

[1 + (x2)
2
]D−1,

Γ.33.3 = −(x2)
4
D−1.

On constate que Γ.ba.c = Γ.bc.a alors que γ.ji.k 6= γ.jk.i et on remarque que :

Γ.11.1 = −Γ.21.2 = −Γ.22.1 et Γ.22.3 = Γ.23.2 = −Γ.33.3.

Torsion

S..jik = γ.ji.k − γ
.j
k.i − c

.j
i.k = −S..jki .

Le calcul montre que S..jik = 0 ; i, j, k = 1, 2, 3. Cette connexion est sans
torsion (on verra pourquoi ci-après).
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Plus simplement S̃..bac = Γ.ba.c − Γ.bc.a = 0, on retrouve que cette connexion
est sans torsion.

Seules dérivées classiques des γ.ji.k non nulles ; il y en a 6 :

∂ γ.31.1
∂ x2

= 2x2,
∂ γ.11.3
∂ x2

= −2x2,
∂ γ.32.2
∂ x2

= −2x2,
∂ γ.22.3
∂ x2

= 2x2,
∂ γ.33.2
∂ x2

= −2,
∂ γ.23.3
∂ x2

= 2.

Seules dérivées pfafiennes des γ.ji.k non nulles ; il y en a 12 :

∂2γ
.3
1.1 = 2x2D, ∂3γ

.3
1.1 = −2 (x2)

2
D,

∂2γ
.1
1.3 = −2x2D, ∂3γ

.1
1.3 = 2 (x2)

2
D,

∂2γ
.3
2.2 = −2x2D, ∂3γ

.3
2.2 = 2 (x2)

2
D,

∂2γ
.2
2.3 = 2x2D, ∂3γ

.2
2.3 = −2 (x2)

2
D,

∂2γ
.3
3.2 = −2D, ∂3γ

.3
3.2 = 2x2D,

∂2γ
.2
3.3 = 2D, ∂3γ

.2
3.3 = −2x2D.

Calcul des dérivées classiques des Γ.ba.c :

∂ Γ.11.1
∂ x1

= −2 (x2)
2
D−1 e−2x3 (n’intervient pas par la suite),

∂ Γ.11.1
∂ x2

= −8x1 x2D−2 e−2x3 ,
∂ Γ.11.1
∂ x3

= 4x1 (x2)
2
D−1 e−2x3 ,

∂ Γ.11.2
∂ x1

= 8x1 (x2)
3
D−2 e−2x3 =

∂ Γ.12.1
∂ x1

,
∂ Γ.11.2
∂ x2

= 4 (x1)
2

(x2)
6

[6− (x2)
2
]D−3 e−2x3 − 2 ∆D−2 =

∂ Γ.12.1
∂ x2

,
∂ Γ.11.2
∂ x3

= −8 (x1)
2

(x2)
3
D−2 e−2x3 =

∂ Γ.12.1
∂ x3

,

∂ Γ.11.3
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.13.1
∂ x1

,
∂ Γ.11.3
∂ x2

= 0 =
∂ Γ.13.1
∂ x2

,
∂ Γ.11.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.13.1
∂ x3

,

∂ Γ.21.1
∂ x1

= 0 (n’intervient pas par la suite),
∂ Γ.21.1
∂ x2

= −e−2x3 ,
∂ Γ.21.1
∂ x3

= 2x2 e−2x3 ,

∂ Γ.21.2
∂ x1

= 2 (x2)
2
D−1 e−2x3 =

∂ Γ.22.1
∂ x1

= −∂ Γ.11.1
∂ x1

,
∂ Γ.21.2
∂ x2

= 8x1 x2D−2 e−2x3 =
∂ Γ.22.1
∂ x2

= −∂ Γ.11.1
∂ x2

,
∂ Γ.21.2
∂ x3

= −4x1 (x2)
2
D−1 e−2x3 =

∂ Γ.22.1
∂ x3

= −∂ Γ.11.1
∂ x3

,

∂ Γ.21.3
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.23.1
∂ x1

,
∂ Γ.21.3
∂ x2

= 0 =
∂ Γ.23.1
∂ x2

,
∂ Γ.21.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.23.1
∂ x3

,
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∂ Γ.31.1
∂ x1

= 0 (n’intervient pas par la suite),
∂ Γ.31.1
∂ x2

= 0,
∂ Γ.31.1
∂ x3

= −2 e−2x3 ,

∂ Γ.31.2
∂ x1

= −2x2D−1 e−2x3 =
∂ Γ.32.1
∂ x1

,
∂ Γ.31.2
∂ x2

= −2x1 ∆D−2 e−2x3 =
∂ Γ.32.1
∂ x2

,
∂ Γ.31.2
∂ x3

= 4x1 x2D−1 e−2x3 =
∂ Γ.32.1
∂ x3

,

∂ Γ.31.3
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.33.1
∂ x1

,
∂ Γ.31.3
∂ x2

= 0 =
∂ Γ.33.1
∂ x2

,
∂ Γ.31.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.33.1
∂ x3

,

∂ Γ.12.2
∂ x1

= −24 (x1)
2

(x2)
4
D−3 e−2x3 − 2 [1 + (x2)

2
] ∆D−2,

∂ Γ.12.2
∂ x2

= −16 (x1)
3

(x2)
3

[4− (x2)
2
]D−4 e−2x3 + 4x1 x2 [2 + 5 (x2)

2
]D−3

(n’intervient pas par la suite),
∂ Γ.12.2
∂ x3

= 16 (x1)
3

(x2)
4
D−3 e−2x3 ,

∂ Γ.12.3
∂ x1

= 2x2 [2 + (x2)
2

+ (x2)
4
]D−2 =

∂ Γ.13.2
∂ x1

,
∂ Γ.12.3
∂ x2

= 2x1 [4 + 9 (x2)
4

+ (x2)
6
]D−3 =

∂ Γ.13.2
∂ x2

,
∂ Γ.12.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.13.2
∂ x3

,

∂ Γ.22.2
∂ x1

= −8x1 (x2)
3
D−2 e−2x3 ,

∂ Γ.22.2
∂ x2

= −4 (x1)
2

(x2)
2

[6 − (x2)
2
]D−3 e−2x3 + [−8 + 10 (x2)

2
+ (x2)

4
]D−2

(n’intervient pas par la suite),
∂ Γ.22.2
∂ x3

= 8 (x1)
2

(x2)
3
D−2 e−2x3 ,

∂ Γ.22.3
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.23.2
∂ x1

,
∂ Γ.22.3
∂ x2

= 2 (x2)
3

[4 + (x2)
2
]D−2 =

∂ Γ.23.2
∂ x2

,
∂ Γ.22.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.23.2
∂ x3

,

∂ Γ.32.2
∂ x1

= 8x1 (x2)
2
D−2 e−2x3 ,

∂ Γ.32.2
∂ x2

= 8 (x1)
2
x2 ∆D−3 e−2x3 − 8x2D−2 (n’intervient pas par la suite),

∂ Γ.32.2
∂ x3

= −8 (x1)
2

(x2)
2
D−2 e−2x3 ,

∂ Γ.32.3
∂ x1

= 0 =
∂ Γ.33.2
∂ x1

,
∂ Γ.32.3
∂ x2

= −(x2)
2

[6 + (x2)
2
]D−2 =

∂ Γ.33.2
∂ x2

,
∂ Γ.32.3
∂ x3

= 0 =
∂ Γ.33.2
∂ x3

,

∂ Γ.13.3
∂ x1

= 2 (x2)
4

[1 + (x2)
2
]D−2,
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∂ Γ.13.3
∂ x2

= 4x1 (x2)
3

[4 + 6 (x2)
2

+ (x2)
4
]D−3,

∂ Γ.13.3
∂ x3

= 0 (n’intervient pas par la suite),

∂ Γ.23.3
∂ x1

= 0,
∂ Γ.23.3
∂ x2

= (x2)
2

[3 + (x2)
2
] [2 + 3 (x2)

2
]D−2,

∂ Γ.23.3
∂ x3

= 0 (n’intervient pas par la suite),

∂ Γ.33.3
∂ x1

= 0,
∂ Γ.33.3
∂ x2

= −2 (x2)
3

[4 + (x2)
2
]D−2 = −∂ Γ.22.3

∂ x2
,

∂ Γ.33.3
∂ x3

= 0 (n’intervient pas par la suite).

Courbure

En base mobile :

R.j
i.kl = ∂k γ

.j
l.i − ∂l γ

.j
k.i − c.mk.l γ

.j
m.i + γ.jk.m γ

.m
l.i − γ.mk.i γ

.j
l.m = −R.j

i.lk.

Le calcul donne :

R.1
1.12 = 0 = −R.1

1.21,
R.2

1.12 = ∆D = −R.2
1.21,

R.3
1.12 = −2x2D = −R.3

1.21,

R.1
2.12 = −∆D = −R.1

2.21,
R.2

2.12 = 0 = −R.2
2.21,

R.3
2.12 = 0 = −R.3

2.21,

R.1
3.12 = 2x2D = −R.1

3.21,
R.2

3.12 = 0 = −R.2
3.21,

R.3
3.12 = 0 = −R.3

3.21,

R.1
1.13 = 0 = −R.1

1.31,
R.2

1.13 = −2x2D = −R.2
1.31,

R.3
1.13 = [2 + 3 (x2)

2
]D = −R.3

1.31,

R.1
2.13 = 2x2D = −R.1

2.31,
R.2

2.13 = 0 = −R.2
2.31,

R.3
2.13 = 0 = −R.3

2.31,

R.1
3.13 = −[2 + 3 (x2)

2
]D = −R.1

3.31,
R.2

3.13 = 0 = −R.2
3.31,

R.3
3.13 = 0 = −R.3

3.31,

R.1
1.23 = 0 = −R.1

1.32,
R.2

1.23 = 0 = −R.2
1.32,

R.3
1.23 = 0 = −R.3

1.32,
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R.1
2.23 = 0 = −R.1

2.32,
R.2

2.23 = 0 = −R.2
2.32,

R.3
2.23 = −(x2)

2
[6 + (x2)

2
] = −R.3

2.32,

R.1
3.23 = 0 = −R.1

3.32,
R.2

3.23 = (x2)
2

[6 + (x2)
2
] = −R.2

3.32,
R.3

3.23 = 0 = −R.3
3.32.

On constate que :

R.1
1.12 +R.2

2.12 +R.3
3.12 = 0,

R.1
1.13 +R.2

2.13 +R.3
3.13 = 0,

R.1
1.23 +R.2

2.23 +R.3
3.23 = 0.

C’est normal parce que l’on verra qu’en fait la connexion est rieman-
nienne.

Comme S = 0 on a
∮
ikl
R.j
i.kl = 0, ce qui ne donne de relations intéressantes

que pour i, k, l tous différents ; à savoir :

R.1
2.13 = R.1

1.23 +R.1
3.12 = 0 +R.1

3.12 = 2x2D,
R.2

2.13 = R.2
1.23 +R.2

3.12 = 0 + 0 = 0,
R.3

2.13 = R.3
1.23 +R.3

3.12 = 0 + 0 = 0.

En base naturelle :

R̃.b
a.cd =

∂ Γ.bd.a
∂ xc
− ∂ Γ.bc.a

∂ xd
+ Γ.bc.e Γ.ed.a − Γ.ec.a Γ.bd.e = −R̃.b

a.dc ou :

R̃.b
a.cd = θ̃ia ẽ

b
j θ̃

k
c θ̃

l
dR

.j
i.kl = −R̃.b

a.dc.

La seconde relation conduit au résulat beaucoup plus rapidement que la
première et on obtient :

R̃.1
1.12 = 2x1 x2D−1 e−2x3 = −R̃.1

1.21,

R̃.2
1.12 = e−2x3 = −R̃.2

1.21,

R̃.3
1.12 = −2x2D−1 e−2x3 = −R̃.3

1.21,

R̃.1
2.12 = −[4− (x2)

4
+ 4 (x1)

2
(x2)

2
e−2x3 ]D−2 = −R̃.1

2.21,

R̃.2
2.12 = −2x1 x2D−1 e−2x3 = −R̃.2

2.21,

R̃.3
2.12 = 4x1 (x2)

2
D−2 e−2x3 = −R̃.3

2.21,

R̃.1
3.12 = (x2)

3
D−1 = −R̃.1

3.21,

R̃.2
3.12 = 0 = −R̃.2

3.21,

R̃.3
3.12 = 0 = −R̃.3

3.21,

R̃.1
1.13 = −4x1 (x2)

2
[1 + (x2)

2
]D−2 e−2x3 = −R̃.1

1.31,

R̃.2
1.13 = −2x2 [1 + (x2)

2
]D−1 e−2x3 = −R̃.2

1.31,

R̃.3
1.13 = e−2x3 = −R̃.3

1.31,
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R̃.1
2.13 = 8 (x1)

2
(x2)

3
[1 + (x2)

2
]D−3 e−2x3 + (x2)

3
D−1 = −R̃.1

2.31,

R̃.2
2.13 = 4x1 (x2)

2
[1 + (x2)

2
]D−2 e−2x3 = −R̃.2

2.31,

R̃.3
2.13 = −2x1 x2D−1 e−2x3 = −R̃.3

2.31,

R̃.1
3.13 = −[1 + (x2)

2
] ∆ D−1 = −R̃.1

3.31,

R̃.2
3.13 = 0 = −R̃.2

3.31,

R̃.3
3.13 = 0 = −R̃.3

3.31,

R̃.1
1.23 = 8 (x1)

2
(x2)

3
[1 + (x2)

2
]D−3 e−2x3 = −R̃.1

1.32,

R̃.2
1.23 = 4x1 (x2)

2
[1 + (x2)

2
]D−2 e−2x3 = −R̃.2

1.32,

R̃.3
1.23 = −2x1 x2D−1 e−2x3 = −R̃.3

1.32,

R̃.1
2.23 = −16 (x1)

3
(x2)

4
[1 + (x2)

2
]D−4 e−2x3 + 8x1 (x2)

4
D−3 = −R̃.1

2.32,

R̃.2
2.23 = −8 (x1)

2
(x2)

3
[1+(x2)

2
]D−3 e−2x3+(x2)

3
[6+(x2)

2
]D−2 = −R̃.2

2.32,

R̃.3
2.23 = −(x2)

2
[6 + (x2)

2 − 4 (x1)
2
e−2x3 ]D−2 = −R̃.3

2.32,

R̃.1
3.23 = 4x1 x2 [2 + 3 (x2)

2
] [1 + (x2)

2
]D−3 = −R̃.1

3.32,

R̃.2
3.23 = (x2)

2
[6 + (x2)

2
] [1 + (x2)

2
]D−2 = −R̃.2

3.32,

R̃.3
3.23 = −(x2)

3
[6 + (x2)

2
]D−2 = −R̃.3

3.32.

On constate que :

R̃.1
1.12 + R̃.2

2.12 + R̃.3
3.12 = 0,

R̃.1
1.13 + R̃.2

2.13 + R̃.3
3.13 = 0,

R̃.1
1.23 + R̃.2

2.23 + R̃.3
3.23 = 0.

C’est normal parce que l’on verra qu’en fait la connexion est rieman-
nienne.

On constate que R̃.1
2.13 = R̃.1

1.23 + R̃.1
3.12, que R̃.2

2.13 = R̃.2
1.23 = −R̃.1

1.13 et que

R̃.3
2.13 = R̃.3

1.23 = R̃.2
2.12 = −R̃.1

1.12. Ceci s’explique en partie du fait que S = 0

et donc que l’on a
∮
acd
R̃.b
a.cd = 0, ce qui ne donne de relations intéressantes

que pour a, c, d tous différents ; à savoir :

R̃.1
2.13 = R̃.1

1.23 + R̃.1
3.12,

R̃.2
2.13 = R̃.2

1.23 + R̃.2
3.12 = R̃.2

1.23 + 0 = R̃.2
1.23,

R̃.3
2.13 = R̃.3

1.23 + R̃.3
3.12 = R̃.3

1.23 + 0 = R̃.3
1.23.

Champ de tenseurs de Ricci

Ril = R.j
i.jl.

Le calcul donne :
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R11 = −R.2
1.12 −R.3

1.13 = −2D2,
R12 = R.1

1.12 −R.3
1.23 = 0,

R13 = R.1
1.13 +R.2

1.23 = 0,
R21 = −R.2

2.12 −R.3
2.13 = 0,

R22 = R.1
2.12 −R.3

2.23 = 2 [−2 + 3 (x2)
2

+ (x2)
4
],

R23 = R.1
2.13 +R.2

2.23 = 2x2D,
R31 = −R.2

3.12 −R.3
3.13 = 0,

R32 = R.1
3.12 −R.3

3.23 = 2x2D,
R33 = R.1

3.13 +R.2
3.23 = −2 [2 + (x2)

2
+ (x2)

4
].

On constate que Rli = Ril ; le champ de tenseurs de Ricci est symétrique.
C’est parce que l’on verra qu’en fait la connexion est riemannienne.

R̃ad = R̃.b
a.bd ou R̃ad = θ̃ia θ̃

j
dRij.

Le calcul donne :

R̃11 = −R̃.2
1.12 − R̃.3

1.13 = −2 e−2x3 ,

R̃12 = R̃.1
1.12 − R̃.3

1.23 = 4x1 x2D−1 e−2x3 ,

R̃13 = R̃.1
1.13 + R̃.2

1.23 = 0,

R̃21 = −R̃.2
2.12 − R̃.3

2.13 = 4x1 x2D−1 e−2x3 ,

R̃22 = R̃.1
2.12−R̃.3

2.23 = −8 (x1)
2

(x2)
2
D−2 e−2x3 +2 [(x2)

4
+3 (x2)

2−2]D−2,

R̃23 = R̃.1
2.13 + R̃.2

2.23 = 2 (x2)
3

[4 + (x2)
2
]D−2,

R̃31 = −R̃.2
3.12 − R̃.3

3.13 = 0,

R̃32 = R̃.1
3.12 − R̃.3

3.23 = 2 (x2)
3

[4 + (x2)
2
]D−2,

R̃33 = R̃.1
3.13 + R̃.2

3.23 = −2 [2− 3 (x2)
2 − (x2)

4
] [1 + (x2)

2
]D−2.

On constate que R̃li = R̃il ; on retrouve que le champ de tenseurs de Ricci
est symétrique.

Champ de tenseur métrique (symétrique)

g , gij θ
i ⊗ θj = g̃ab dx

a ⊗ dxb.

La connexion riemannienne associée est la seule qui vérifie :

[ij, k] , 1
2

[∂igjk + ∂jgik − ∂kgij],
γ.ji.k = gjl [ik, l]− 1

2
(c.mk.l gim g

jl + c.mi.l gkm g
jl − c.ji.k).

Exemple de tenseur métrique :

(gij) = (δij) =

 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; alors :
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(g̃ab) =

 D−2 e−2 x3 −2x1 x2D−3 e−2 x3

0

−2x1 x2D−3 e−2 x3

4 (x1)
2

(x2)
2
D−4 e−2 x3

+D−2 x2D−2

0 x2D−2 [1 + (x2)
2
]D−2

 et :

(g̃ab) =

 4 (x1)
2

(x2)
2

[1 + (x2)
2
] +D2 e2 x3

2x1 x2 [1 + (x2)
2
]D −2x1 (x2)

2
D

2x1 x2 [1 + (x2)
2
]D [1 + (x2)

2
]D2 −x2D2

−2x1 (x2)
2
D −x2D2 D2

.

g = 1 et g̃ = D−6 e−2x3 .

Calcul des coefficients de connexion γ.ji.k et des symboles de Christoffel de
2e espèce Γ.ba.c :

On trouve qu’il s’agit des coefficients de connexion et des symboles de
Christoffel de 2e espèce précédents.

On vérifie que :
• Γ.11.1 + Γ.21.2 + Γ.31.3 = ∂

∂ x1
(ln
√

g̃) = 0,

• Γ.12.1 + Γ.22.2 + Γ.32.3 = ∂
∂ x2

(ln
√

g̃) = −6x2D−1,

• Γ.13.1 + Γ.23.2 + Γ.33.3 = ∂
∂ x3

(ln
√

g̃) = −1.

Calcul des symboles de Christoffel de 1e espèce Γab.c :

Γ11,1 = 0,
Γ11,2 = 0,
Γ11,3 = D−2 e−2x3 ,

Γ12,1 = −2x2D−3 e−2x3 = Γ21,1,

Γ12,2 = 4x1 (x2)
2
D−4 e−2x3 = Γ21,2,

Γ12,3 = −2x1 x2D−3 e−2x3 = Γ21,3,

Γ13,1 = −D−2 e−2x3 = Γ31,1 = −Γ11,3,
Γ13,2 = 2x1 x2D−3 e−2x3 = Γ31,2 = −Γ12,3,
Γ13,3 = 0 = Γ31,3,

Γ22,1 = −2x1[2− 3 (x2)
2
]D−4 e−2x3 ,

Γ22,2 = 4 (x1)
2
x2[2− 3 (x2)

2
]D−5 e−2x3 − 2x2D−3,

Γ22,3 = 4 (x1)
2

(x2)
2
D−4 e−2x3 + [2− 3 (x2)

2
]D−3,

Γ23,1 = 2x1 x2D−3 e−2x3 = Γ32,1 = −Γ12,3 = Γ13,2,

Γ23,2 = −4 (x1)
2

(x2)
2
D−4 e−2x3 = Γ32,2,

Γ23,3 = −(x2)
3
D−3 = Γ32,3,

Γ33,1 = 0,

Γ33,2 = (x2)
3
D−3 = −Γ23,3,

Γ33,3 = 0.
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Calcul du champ de tenseurs de torsion :

il est nul car la connexion est riemannienne. C’est bien ce que avons trouvé
précedemment.

Calcul du champ de tenseurs de courbure :

il a été calculé précédemment et maintenant on a :

R2112 = −∆D (= R.1
2.12),

R2113 = 2x2D (= R.1
2.13),

R2123 = 0 (= R.1
2.23),

R3113 = −[2 + 3 (x2)
2
]D (= R.1

3.13),
R3123 = 0 (= R.1

3.23),
R3223 = (x2)

2
[6 + (x2)

2
] (= R.2

3.23).

R̃2112 = −∆D−3 e−2x3 ,
R̃2113 = (x2)

3
D−3 e−2x3 ,

R̃2123 = −2x1 (x2)
4
D−4 e−2x3 ,

R̃3113 = −[1 + (x2)
2
] ∆D−3 e−2x3 ,

R̃3123 = 2x1 x2[1 + (x2)
2
] ∆D−4 e−2x3 ,

R̃3223 = −4 (x1)
2

(x2)
2
[1 + (x2)

2
] ∆D−5 e−2x3 + (x2)

2
[6 + (x2)

2
]D−4.

Courbure (riemannienne) scalaire 2K :

2K = 2 (R2112 +R3113 +R3223) = −2 [8 + 2 (x2)
2

+ (x2)
4
].

Et de même :

2K = 2
g̃ (g̃33 R̃2112 − 2 g̃23 R̃2113 + 2 g̃13 R̃2123 + g̃22 R̃3113 − 2 g̃12 R̃3123 + g̃11 R̃3223)

= −2 [8 + 2 (x2)
2

+ (x2)
4
].

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.

Courbure totale ou courbure de Gauss ou courbure de Riemann K :

K = R2112 +R3113 +R3223 = − [8 + 2 (x2)
2

+ (x2)
4
].

Et de même :

K = 1
g̃ (g̃33 R̃2112 − 2 g̃23 R̃2113 + 2 g̃13 R̃2123 + g̃22 R̃3113 − 2 g̃12 R̃3123 + g̃11 R̃3223

= − [8 + 2 (x2)
2

+ (x2)
4
].

On retrouve, bien entendu, le résultat précédent.
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Tenseur d’Einstein

On trouve, en base mobile :

(Gij) =

 −6 (x2)
2 − (x2)

4
0 0

0 4 + 8 (x2)
2

+ 3 (x2)
4

4x2 + 2 (x2)
3

0 4x2 + 2 (x2)
3

4− (x2)
4

,

(Gi
.j) =

 −6 (x2)
2 − (x2)

4
0 0

0 4 + 8 (x2)
2

+ 3 (x2)
4

4x2 + 2 (x2)
3

0 4x2 + 2 (x2)
3

4− (x2)
4

,

(Gij) =

 −6 (x2)
2 − (x2)

4
0 0

0 4 + 8 (x2)
2

+ 3 (x2)
4

4x2 + 2 (x2)
3

0 4x2 + 2 (x2)
3

4− (x2)
4

,

et, en base naturelle :

(G̃ij) =

 G̃11 G̃12 G̃13

G̃21 G̃22 G̃23

G̃31 G̃32 G̃33

, avec :

G̃11 = −(x2)
2

[6 + (x2)
2
]D−2 e−2x3 ,

G̃12 = G̃21 = 2x1 (x2)
3

[6 + (x2)
2
]D−3 e−2x3 ,

G̃13 = G̃31 = 0,
G̃22 = −4 (x1)

2
(x2)

4
[6 + (x2)

2
]D−4 e−2x3 + [2 + 3 (x2)

2
]D−1,

G̃23 = G̃32 = x2 [4 + 3 (x2)
2
]D−1,

G̃33 = [1 + (x2)
2
] [2 + 3 (x2)

2
]D−1,

(G̃i
.j) =

 G̃1
.1 G̃1

.3 G̃1
.3

G̃1
.1 G̃1

.3 G̃1
.3

G̃1
.1 G̃1

.3 G̃1
.3

, avec :

G̃1
.1 = −(x2)

2
[6 + (x2)

2
],

G̃1
.2 = 4x1 x2 [2 + 5 (x2)

2
+ (x2)

4
]D−1,

G̃1
.3 = 4x1 (x2)

2
[1 + (x2)

2
],

G̃2
.1 = 0,

G̃2
.2 = D2,

G̃2
.3 = 2x1 [1 + (x2)

2
]D,

G̃3
.1 = 0,

G̃3
.2 = 2x2D,

G̃3
.3 = D2,
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(G̃ij) =

 G̃11 G̃12 G̃13

G̃21 G̃22 G̃23

G̃31 G̃32 G̃33

, avec :

G̃11 = −(x2)
2

[6 + (x2)
2
]D2 e2x3 + 4 (x1)

2
(x2)

2
[1 + (x2)

2
] [2− (x2)

2
]D,

G̃12 = G̃21 = 2x1 x2 [1 + (x2)
2
] [2− (x2)

2
]D2,

G̃13 = G̃31 = 2x1 (x2)
4
D2,

G̃22 = [1 + (x2)
2
] [2− (x2)

2
]D3,

G̃23 = G̃32 = (x2)
3
D3,

G̃33 = [2− (x2)
2
]D3.

Identités de conservation

On calcule que :

en base mobile :

(∇e1 G)1
.1 = 0, (∇e2 G)2

.1 = 0, (∇e3 G)3
.1 = 0 et donc on a bien :

(∇e1 G)1
.1 + (∇e2 G)2

.1 + (∇e3 G)3
.1 = 0,

(∇e1 G)1
.2 = −DG3

.2, (∇e2 G)2
.2 = ∂2G

2
.2 −∆G3

.2 −∆G2
.3,

(∇e3 G)3
.2 = ∂3G

3
.2 − 2x2G2

.2 + 2x2G3
.3 et donc on a bien :

(∇e1 G)1
.2 + (∇e2 G)2

.2 + (∇e3 G)3
.2 = 0,

(∇e1 G)1
.3 = −DG3

3 +DG1
1, (∇e2 G)2

.3 = ∂2G
2
.3 −∆G3

.3 + ∆G2
.2,

(∇e3 G)3
.3 = ∂3G

3
.3 − 2x2G2

.3 − 2x2G3
.2 et donc on a bien :

(∇e1 G)1
.3 + (∇e2 G)2

.3 + (∇e3 G)3
.3 = 0,

(∇e1 G)11 = 0, (∇e2 G)12 = 0, (∇e3 G)13 = 0 et donc on a bien :
(∇e1 G)11 + (∇e2 G)12 + (∇e3 G)13 = 0,

(∇e1 G)12 = −DG23, (∇e2 G)22 = ∂2G
22 − 2 ∆G23,

(∇e3 G)23 = ∂3G
23 + 2x2G33 − 2x2G22 et donc on a bien :

(∇e1 G)12 + (∇e2 G)22 + (∇e3 G)23 = 0,

(∇e1 G)13 = −DG33 + DG11, (∇e2 G)23 = ∂2G
23 − ∆G33 + ∆G22,

(∇e3 G)33 = ∂3G
33 − 4x2G23 et donc on a bien :

(∇e1 G)13 + (∇e2 G)23 + (∇e3 G)33 = 0,
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et, en base naturelle :

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.1
= 8x1 (x2)

4
D−1 e−2x3 , ∇̃ ∂

∂ x2
G

2

.1
= −8x1 (x2)

4
D−1 e−2x3 ,

∇̃ ∂
∂ x3

G
3

.1
= 0 et donc on a bien :

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.1
+ ∇̃ ∂

∂ x2
G

2

.1
+ ∇̃ ∂

∂ x3
G

3

.1
= 0,

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.2
= −4x2 − 2 (x2)

3 − 16 (x1)
2

(x2)
5
D−2 e−2x3 ,

∇̃ ∂
∂ x2

G
2

.2
= 4x2 + 2 (x2)

3
+ 4 (x2)

5
+ 16 (x1)

2
(x2)

5
D−2 e−2x3 ,

∇̃ ∂
∂ x3

G
3

.2
= −4 (x2)

5
et donc on a bien :

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.2
+ ∇̃ ∂

∂ x2
G

2

.2
+ ∇̃ ∂

∂ x3
G

3

.2
= 0,

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.3
= −2 (2 + 5 (x2)

2
+ (x2)

4
),

∇̃ ∂
∂ x2

G
2

.3
= 2 (2 + 5 (x2)

2
+ 3 (x2)

4
+ 2 (x2)

6
), ∇̃ ∂

∂ x3
G

3

.3
= −4 ((x2)

4
+ (x2)

6
)

et donc on a bien :

∇̃ ∂
∂ x1

G
1

.3
+ ∇̃ ∂

∂ x2
G

2

.3
+ ∇̃ ∂

∂ x3
G

3

.3
= 0 et on trouve (les détails du calcul

sont fastidieux) que l’on a bien :

∇̃ ∂
∂ x1

G
11

+ ∇̃ ∂
∂ x2

G
12

+ ∇̃ ∂
∂ x3

G
13

= ∂ G̃11

∂ x1
+ ∂ G̃12

∂ x2
+ (2 Γ.11.1 + Γ.21.2) G̃11 + (3 Γ.11.2 + Γ.22.2 + Γ.32.3) G̃12

+ (3 Γ.11.3 + Γ.22.3 + Γ.33.3) G̃13 + Γ.12.2 G̃
22 + 2 Γ.12.3 G̃

23 + Γ.13.3 G̃
33 = 0,

∇̃ ∂
∂ x1

G
12

+ ∇̃ ∂
∂ x2

G
22

+ ∇̃ ∂
∂ x3

G
23

= ∂ G̃12

∂ x1
+ ∂ G̃22

∂ x2
+ Γ.21.1 G̃

11 + (Γ.11.1 + 3 Γ.21.2) G̃12 + (Γ.11.2 + 2 Γ.22.2 + Γ.32.3) G̃22

+ (Γ.11.3 + 3 Γ.22.3 + Γ.33.3) G̃23 + Γ.23.3 G̃
33 = 0,

∇̃ ∂
∂ x1

G
13

+ ∇̃ ∂
∂ x2

G
23

+ ∇̃ ∂
∂ x3

G
33

= ∂ G̃13

∂ x1
+ ∂ G̃23

∂ x2
+ Γ.31.1 G̃

11 + 2 Γ.31.2 G̃
12 + (Γ.11.1 + Γ.21.2) G̃13 + Γ.32.2 G̃

22

+ (Γ.11.2 + Γ.22.2 + 3 Γ.32.3) G̃23 + (Γ.11.3 + Γ.22.3 + 2 Γ.33.3) G̃33 = 0.
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