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1 Introduction

Le but de ce rapport de recherche est de présenter, avec des notations
unifiées, les principales opérations et transformations mathématiques uti-
lisées en traitement du signal déterministe.

Les signaux sont des fonctions ou des distributions du temps. Dans le
premier cas ils sont considérés en temps continu et dans le second en temps
discret.

Les opérations considérées ici concernent les signaux et leurs transformées.
Il s’agit, outre de I'addition et de la multiplication, des convolutions linéaires
et circulaires, dans les domaines temporel, fréquentiel ou complexe.

D’autre opérations, qui concernent plus particulierement les signaux alé-
atoires, telle la corrélation par exemple, ont été volontairement omises.

Il existe, en mathématiques, un tres grand nombre de transformations :
linéaires, conformes, orthogonales, univoques, etc. Celles qui sont considérées
ici sont linéaires ; continues pour les signaux en temps continu et discretes
pour les signaux en temps discret.

Les transformations continues sont intégrales et infinies et les transfor-
mations discretes sont leurs versions discrétisées. Elles établissent, pour la
plupart, un passage entre les domaines temporel et fréquentiel ou complexe
et ont été établies par les mathématiciens des siecles passés dans un souci
de simplification des calculs. C’est la raison pour laquelle les transformations



discretes sont souvent utilisées dans les procédures de calcul les plus rapides
des ordinateurs numériques actuels.

Il existe en fait un tres grand nombre de telles transformations dont les
définitions et les noms varient selon les auteurs. En conséquence il est dif-
ficile d’en présenter une synthese exhaustive. Nous avons choisi d’exposer
les plus importantes a nos yeux en insistant plus particulierement sur les
transformations :

e de Fourier et Laplace, dans le cas continu,
e en z et de Fourier discrete, dans le cas discret.

Afin de donner une idée assez complete des diverses transformations conti-
nues intégrales et infinies et de leurs versions discrétisées, présentées dans la
littérature, nous avons indiqué en deux annexes les tétes de chapitre des deux
ouvrages les plus complets en la matiere, a notre connaissance : ceux de A.

I. Zayed [41] et de A. D. Poularikas [27].

En ce qui concerne les signaux en temps discret nous avons choisi, dans un
souci de simplicité, de ne pas utiliser la théorie des distributions, qui pourtant
s’imposerait. Nous avons considéré les distributions comme limites de suites
de fonctions. Cette fagon de procéder permet d’obtenir de maniere correcte
les diverses transformées des signaux en temps discret. Cependant elle ne
permet pas d’expliquer clairement les diverses transformées de la pseudo-
fonction Pf (%), qui est une également distribution et pour laquelle nous
serons obligés d’admettre certains résultats.

Nous présentons dans ce rapport les transformations directes et inverses
et indiquons dans quelles conditions la transformation inverse est l'inverse
de la transformation directe. Cependant nous n’avons fait qu’évoquer les
difficiles conditions de régularité — telles la condition de variation bornée —
qui conduisent aux formules de réciprocité entre ces transformations directes
et inverse et nous n’avons, tres souvent, qu’indiqué des références pour les
démonstrations de ces formules. Il faut signaler toutefois que ces conditions
sont en général réalisées pour les signaux que 1’on rencontre en pratique.

Les diverses transformées de tres nombreux exemples sont données dans ce
rapport, mais faute de place toutes les démonstrations ne sont pas indiquées.



2 Définitions

2.1 Notations

t temps : t € R (en s)
i nombre complexe de module 1 et d’argument % [mod(27)] : i* = —1
¢ = a + i b nombre complexe quelconque : a € R, b e Ret c € C
¢* = a — i b nombre complexe conjugé de ¢ : ¢* € C
cr = a partie réelle de ¢ : a € R
c; = b partie imaginaire de ¢ : b € R
p = 0 + 1w variable de Laplace : p € C
o = pr partie réelle de p : 0 € R
w = p; partie imaginaire de p : pulsation w € R (en rd.s™!) [w =27 1]
v fréquence : v € R (en Hz) [v = 7]

s = ¢ + i w autre variable de Laplace : s € C

¢ = sp partie réelle de s : ¢ € R

@ = sy partie imaginaire de s : autre pulsation @ € R (en rd.s™!)
[ =2m ]

p autre fréquence : g € R (en Hz) [ = =]

A période d’échantillonnage : A € R (en s)

Ve = + fréquence d’échantillonnage : v, € R (en Hz) [v, = £=]

We = %” pulsation d’echantillonnage : w, € R (en rd.s™') [w, = 27 v,]

0 =Aw=27Av:0 cRangle(enrd)et p =Aw =21rApweR
autre angle (en rd)

p=1e27 (p>0)etr=ec2 (r>0)

2= eAP = eR7eBY = pelf iz € Cet ( = €2 = eB5el2™ = pel¥ .
(eC

T période d’'une fonction périodique. On pose T'= N A ; avec N € N*

7 fréquence d’une fonction périodique(en Hz)

Q= 2% pulsation fondamentale d’une fonction périodique, de période T'
(en rd.s™1)

N=Z% 62 FI (car on a\supposé A diviseur de T')

wy = e~ ~ racine N de 'unité

k, I, m, n, q, r indices entiers relatifs utilisés dans les domaines temporel
et/ou fréquentiel.

m € [0 1] utilisé pour la transformation en z modifiée

Remarque : dans ce rapport nous avons choisi de faire intervenir la fréquence v

de préférence a la pulsation w.



2.2 Transformations et transformées
2.2.1 Transformations et transformées continues

Transformations et transformées directes

TFD : Transformation de Fourier Directe : F et h = Fh : transformée
de Fourier directe de h. R

TFCD : Transformation de Fourier en Cosinus Directe : F et h, = F hy, :
transformée de Fourier en cosinus directe de h,,.

TFSD : Transformation de Fourier en Sinus Directe : ¢ F et zl;z =1Fh;:
transformée de Fourier en sinus directe de h;.

THarD : Transformation de Hartley Directe : H,, et Hg, h : transformée
de Hartley directe de h.

THanD : Transformation de Hankel Directe : H,,, et Hean b : transformée
de Hankel directe de h. _

TLD : Transformation de Laplace Directe : £ et h = Lh : transformée
de Laplace directe de h.

TMD : Transformation de Mellin Directe : M et M h : transformée de
Mellin directe de h.

TCD : Transformation de Carson Directe : C et Ch : transformée de
Carson directe de h.

TGD : Transformation de Gabor Directe : Gy et Gy h : transformée de
Gabor directe de h.

TOD : Transformation en Ondelettes Directe : W, et Wy, h : transformée
en ondelettes directe de h.

TzMD : Transformation en z Modifiée Directe : 2,04 €t Hiod = Zimod P :
transformée en z modifiée directe de h.

Transformations et transformées inverses

TF1I : Transformation de Fourier Inverse : F et § = F ¢ : transformée de
Fourier inverse de g.

TFCI : Transformation de Fourier en Cosinus Inverse : F et Ip = F 9p -
transformée de Fourier en cosinus inverse de g,,.

TFSI : Transformation de Fourier en Sinus Inverse : —i F et
—iG; = —i F g; : transformée de Fourier en sinus inverse de g;.

THarl : Transformation de Hartley Inverse : H,,. (donc la THarl est
identique & la THarD) et H,, g : transformée de Hartley inverse de g.

THanl : Transformation de Hankel Inverse : H,, (donc la THanl est
identique a la THanD) et Hgy, g : transformée de Hankel inverse de g.

TLI : Transformation de Laplace Inverse : £ et LG : transformée de
Laplace inverse de G.



TMI : Transformation de Mellin Inverse : M et M G : transformée de
Mellin inverse de G.

TCT : Transformation de Carson Inverse : C et CG : transformée de
Carson inverse de G.

TG : Transformation de Gabor Inverse : G_w et G_wA : transformée de
Gabor inverse de A.

TOI : Transformation en Ondelettes Inverse : m et mB : transformée
en ondelettes inverse de B.

TzM]I : Transformation en z Modifiée Inverse : Zmoq €t Zmod Gmod : trans-
formée en z modifiée inverse de G,,04-

2.2.2 Transformations et transformées discretes
Transformations et transformées directes

TzD : Transformation en z Directe : Z et H = Z h, : transformée en z
Directe de h,.

TwD : Transformation en w Directe : W et 7 = W h, : transformée en
w Directe de h,.

TFDD : Transformation de Fourier Discrete Directeet H,;r =0, ..., N—1
transformées de Fourier discretes directes de k; k=0, ..., N — 1.

TCDD : Transformation en Cosinus Discrete Directeet n,;r =0, ..., N—1
transformées en cosinus discretes directes de ki ; k=0, ..., N — 1.

Transformations et transformées inverses

TzI : Transformation en z Inverse : Z et Z G : transformée en z inverse
de G.
Twl : transformation en w Inverse : W et W ¥ : transformée en w inverse

de .

TF DI : Transformation de Fourier Discrete Inverseet hy ; k=10, ..., N—1
transformées de Fourier discretes inverses de H,; r =20, ..., N — 1.

TCDI : Transformation en Cosinus Discrete Inverseet hy; k=0, ..., N—1
transformées en cosinus discretes inverses de n,.; r =0, ..., N — 1.

Toutes ces transformations sont linéaires.






3 Signaux

On pourra consulter [27]1.

Les signaux sont des fonctions complexes; en temps continu (t € R) ou
en temps discret (tr ; k € Z). On parle respectivement de signal en temps
continu [26]? [24] 3 ou de signal en temps discret [23] [26]* [24]° [25].

3.1 Définitions

Un signal est causal ssi® il est nul pour ¢ < 0 ou #; < 0.

Un signal est strictement causal ssi il est nul pour ¢t <0 out; <0 .
Un signal est anticausal ssi il est nul pour £ > 0 ou t; > 0.

Un signal est strictement anticausal ssi il est nul pour £ > 0 ou ¢ > 0.

3.2 Signaux en temps continu

Soit A un signal en temps continu ; alors h(t) € C. On pose :
h(t) = hgr(t) +ihi(t); avec hgr(t) € R et hi(t) € R,

Et soient les deux signaux en temps continu tels que :

(1)
hi(t)
B(t) = hy(t) + halt) et h(—t) = hy(t) — ha(t).
On pose également :

hp(t) = hpR(t) +1 hp[(t) ; avec hpR<t) eRet hp](t) eR,
hi(t) = hig(t) + i hir(t); avec hig(t) € R et h;;(t) € R et donc :

hr(t) = hyr(t) + hir(t) et hp(t) = hyr(t) + hir(2).

Fonction sgn : c’est le signal en temps continu tel que :

£ LIn(t) + h(—t)], signal en temps continu pair et
2
£ L[h(t) — h(—1)], signal en temps continu impair. Alors :

-1 si t<0
sgn(t) = ¢ 0 si t=0.
1 si O<t
1. 1. A. D. Poularikas pp. 1-94
2. §1.2 pp. 12-25
3. §23 pp. 17-25
4. § 1.1 pp. 4-12
5. § 2.4 pp. 26-35
6. ssi signifie si et seulement si



0,5

Ezemple 1 : h(t) = eIl (a > 0) (h fonction paire).

h(t)
1
\ t
0
Remarques : h est continu donc % [h(t — 0) 4 h(t + O)] = h(t),
hy = h est continu donc 3 [k, (t — 0) 4 hy(t + 0)] = hy(2),

hi = 0 est continu donc 3 [h;(t — 0) + h;(t + 0)] = h;(t) = 0.

Ezemple 5 : h(t) = sgn(t) e " (a > 0) (h fonction impaire).
p 1)

Remarques : h n’est pas continu mais 3 [h(t — 0) + h(t + O)] = h( ),
hy = 0 n'est pas continu mais % [h,(t — 0) + hy(t + 0)] = hy(t) = 0,

hi = h W'est pas continu mais 5 [h;(t — 0) + h;(t +0)] = hy(t).

Ezxemple 7 : j(t) = Pf(%) (Pf Partie-finie) qualifiée de pseudo-fonction
[29]7 [30]8. Tl s’agit en fait d'une distribution impaire, parfois notée v.p.%

7. p.9
8. pp. 28-29



(v.p. valeur principale de Cauchy) [31]°. 1l n’est pas possible d’en donner
une définition précise sans la théorie des distributions. Cette distribution
sera précisée par la suite par la valeur de ses transformées directes et inverses.
Pour l'instant on peut en donner I'image fonctionnelle, tres approximative,
suivante :

i)

Remarque : au sens des distributions on peut définir j(¢) par la relation
tj(t) =1[30]" ou j(t) = & [In(t)] [31]" ou j(t) =2 [[sin(2wt7)dr
(cf. ci-apres).

3.2.1 Signaux en temps continu causaux
On remarquera que pour un signal h en temps continu causal en général

les signaux h,, et h; en temps continu ne sont pas causaux.

Ezemple 0 : échelon de Heaviside (ou échelon unité) v. C’est le signal v
en temps continu causal tel que!? :

v(t) £ 5+ Lsgn(t) :

(L)
1
0,5
i
0
9. pp. 90-91
10. p. 36
11. p. 92

12. attention : il existe d’autres définitions selon la valeur en 0



Remarques :
v n'est pas continu mais 3 [v(t — 0) + v(t + 0)] = v(¢),

Up = L est continu et % [Up(t - O) + U’p(t + O)] - Up(t) -

1
2 27

v;(t) = L sgn(t) n'est pas continu mais 3§ [v;(t — 0) + v;(t + 0)] = v;(t).
Cas général
Soit un signal h en temps continu causal. On constate que :

h(t) = 2hy(t) v(t) et h(t) = 2 h;(t) v(t) + h(0) up(t) ; avec :

0 si t#0
Qwﬂé{1 Sl

Ezemple 6 : h(t) =

0

l1edt §i t<0
hp(t) = i si t=0 est continu et §[h,(t —0) + hy(t +0)] = hy(t),
et s 0<t
et si t<0
hi(t) = 0 si t=0 n’est pas continu mais § [h;(t — 0) + hi(t + 0)] = h(t).
set si 0<t

Remarque : h(t) = e u(t) = e 2t v(t) et si a — 0 cet ezemple 6
< tend > vers ’ezemple 0.

0 s t<0

eat 5 o<t (@>0)

Ezemple 6 bis : h(t) = {

La différence avec I’ezemple 6 provient du fait que maintenant h(0) = 1
1

et non plus h(0) = 5.

10



h(t)

0

3.2.2 Signaux en temps continu causaux a supports bornés

Soit un signal h en temps continu causal a support borné [0 T'[; i.e. nul
en dehors de cet intervalle :

h est le signal en temps continu < dépériodisé > du signal hr en temps
continu défini ci-apres.

Attention : alors h, et h; sont a supports bornés | — T T'[ et ne sont pas
causaux.

Ezemple 2 : signal x en temps continu caractéristique de I'intervalle [0 T'] :

x(0)

lo——=
T t
0
0 si t<0
xt)=q¢ 1 si 0<t<T
0 si T<t
0 si t< =T 0 si t< =T
3 st —T<t<0 —3 si —T<t<0
Xp(t) =4 1 si t=0 ., xi(t)= 0 si t=0
:si 0<t<T st 0<t<T
0 si T<t 0 si T<t
Remarques :
0 si t<0
iosi t=0
X nest pas continu et £ [x(t—0)+x(t+0)] =1 1 si 0<t<T #xt),
% si t=T
0 si T<t

11



0 si t< =T
% si t=-T
Xp Dest pas continu et 1 [x,(t — 0) + x,(t + 0)] = ? sio =T <t<T #xp(t),
0 si T<t
0 si t<-T
—% si t=-T
-5 si T <t<0
Xi West pas continu et 3 [x;(t — 0) + x;(t +0)] = 0 si t=0 # xi(t).
% si 0<t<T
0 si T<t
Ezxemple 3 :
1
L
0 si t<0
h(t)=¢ = si 0<t<T,
0 si T<t
0 si t< =T 0 si t< =T
hy(t) = % si T <t<T ,h(t)=% 57 si -T<t<T.
0 si T<t 0 si T<t
Remarques :
0 si t<0
AN <
h n’est pas continu et 1 [h(t —0)+h(t+0)]=4¢ T :i 0 t\i;T # h(t),
2
0 si T<t
0 si t<-T
7 si t=-T
hy, 'est pas continu et 1 [hy(t —0) + hy(t +0)] = % sio T <t<T #hy(t),
% si t=T
0 si T<t
0 =i t< =T
—% si t=-T
h; West pas continu et 1 [hi(t —0) + hi(t+0)] =3 = si =T <t <T # h(t).
3 s t=T
0 si T<t

12



Ezxemple 4 -

0 si t< =T
0 si  t<0 L™ si —T<t<0
ht) =< T si 0<t<T , hylt) = 1 s t=0
0 si T<t 157 st 0<t<T
0 si T<t
0 si t< =T
2wt
hi(t) = %sgn(t) et s -T<t<T
0 si T<t
Remarques :
0 si t<0
3 st t=0
h n'est pas continu et 3 [h(t —0) +h(t+0)]=1¢ T si 0<t<T #h(t),
% si t=T
0 si T<t
0 si t< =T
i st t=-T
hy, st pas continu et 3 [hy, (t—0)+h,(t+0)] = %e“Tml si —T<t<T # hy(t),
i si t=T
0 si T <t
0 si t< =T
-1 si t=-T
h; West pas continu et 5 [h;(t—0)+h; (t+0)] = 1 sgn(t) T s T <t<T # hi).
3 si t=T
0 si T<t

3.2.3 Signaux en temps continu périodiques

he(t) 23200 h(t—nT).

hr est le signal en temps continu < périodisé >, de période T', du signal
h en temps continu causal a support borné [0 T[. On a donc :

hr(t+1T) = hy(t); VI € Z et hp(t) 2 h(t) sit € [0 T7.

On note exemple it I'exemple < périodisé >, de période T', de 1" exemple 1.

Exemple 27 : xr = 1.

13



Xt

0

Exemple 37 : le signal hr en temps continu est le suivant :

2T -T 0

Ezemple 47 : hp(t) = 'L,

3.2.4 Décomposition en série de Fourier

La théorie des séries de Fourier permet de dire que le signal hr en temps
continu, en général non continu aux points [T (VI € Z), est tel que!® :
inQt

o0
Cne Y

5 [hr(t —0) +hr(t+0)] =220
ouf) = 2% est la pulsation fondamentale et le coefficient de Fourier ¢,, est

donné par :
o= & [T he(t)eminOtdt = L [Th(t)e 2t de !4,

] 0 st n#0
ExempleQT.cn—{l S n—o -

Ezemple 37 : ¢, = 2mn ) .
si n=0

N |-

{__WD"] S A0

] 0 st n#1
Exemple4T.cn—{1 G o1

13. cette théorie s’applique souvent méme si le signal h en temps continu n’est pas

continy sur son support ou méme si h est un signal en temps discret (cf. ci-apres)
7 h(%) ot h est la transformée de Fourier directe de h

14. on verra que ¢,, =

14



3.2.5 Stabilité des signaux en temps continu
Le signal h en temps continu est stable ssi [16] 1°
I |h(t)| dt < .

Alors si le signal h est causal et stable les signaux h, et h; en temps
continu non causaur sont stables.

Démonstrations
[ ()| dt = [77|h(t)| dt < co donc hy, est stable QED.
ff (t)|dt = [77|h(t)|dt < oo donc h; est stable QED.

3.3 Valeurs discretes des signaux en temps continu
On pose hy, = h(kA); k € Z; avec A # 0 et on qualifie {h;} de suite.
On pose également h, ), = h,(k A) et h;j, = hi(k A). Alors :

hyr = %(hk + h_i) [avec hy_g) = hpi et donc hyo = he] et
hir, = % (hi — h—) [avec hy_ky = —h;j et donc h;o = 0].

On en déduit que :
hk = hpk + hzk et h,k = hpk — hzk .

3.3.1 Valeurs discretes des signaux en temps continu causaux

hi = 2hypvr = 2Rk U + hodor. ou gy, est le symbole de Kronecker '
On constate donc que I'on peut retrouver hy, a partir de h,; mais que 1'on ne
peut pas retrouver hy a partir de h; (il faut également connaitre hg) [23].
Cette constation nous sera utile dans la suite pour la transformation en z.

3.3.2 Valeurs discretes des signaux en temps continu causaux a
support borné

On choisit A = L; N € N*. Alors hy =0si k ¢ {0, ..., N — 1}.

3.3.3 Valeurs discretes des signaux en temps continu périodiques
On choisit toujours A = % ; N € N,

Alors hr(aN4ry = hrp = hy;avecq € Z et r =0, ..., N — 1.

15. p. 217
16. 50k:Osik7éOet500:1

15



3.3.4 FExemples

si k<0
si k=0 .
si 0<k

Ezxemple 0; v, =

—Nie O

Ezemple 1 : by, = g™ (avec ¢ £ e722).

1 Si ]CZO;vN_]‘
ExempleQIXk:{O si k#0,...,N—1"

Ezxemple 27 : x7, = 1; Vk € Z.

k .
[ £ st k=0,...,N—1
Exemple3.hk—{o si k#0,...,N—1"

Exzemple 37 : hy(¢nyry = gz pour g€ Zetr=0,..., N -1

—k ] = — T
Exemple4:hk:{wév zi ]Iz;g”%_i (avec wy £ e ).

Exemple 47 : hypy = w;,k.

—q¢ % si k<0

Ezemple 5 : hy, = 0 si k=0 (avecq=e9?).
¢ si 0<k

0 si <O
Ezemple 6 : hyy =< 1 si k=0 (avec ¢ = e %),

7" si 0<k

(0 si k<O A

Ezemple 6 bis : hy = { Fosi 0<k (avec ¢ = e *2).

3.4 Signaux en temps discret

On pourra consulter [25] 17,

3.4.1 Impulsions

Soit & £ limp_,o % X I'impulsion de Dirac en 0. Ce n’est pas une fonction
mais une distribution [31][30]. Néanmoins nous utilisons 1’écriture fonction-
nelle §o(t) = limp_ 7 x(t). L’'impulsion de Dirac dy(t) est représentée par
une fleche unité a 'abcisse 0 :

17. Ch. 2 pp. 8-93

16



0

0

Remarque : dp(ct) = E |5 (t); Ve # 0 et en particulier; avec ¢ = —1 :
do(—t) = Go(t).

Et d4,(t) est 'impulsion de Dirac en ¢y, notée par une fléche unité a 1’ab-
cisse tg. Elle est telle que dy,(t) = do(t — to) :

Remarque : &, (ct) = ‘—; 5%0 (t); Ve # 0 et en particulier; avec ¢ = —1 :
0o (—t) = 04, (1).

Pour tout signal h en temps continu on a :

JZoo 1) 01 (8) = 5 [R(to — 0) + h(to + 0)].

Si le signal h en temps continu est continu en ty on a :

S22 B(t) 04y () = h(to) et on pourra écrire : h(t) 0y, () = h(to) 0y, (1)

Finalement pa(t) le < peigne > de Dirac est défini par :

palt) = 30 Okalt) = 20 0ot —kA):

. =3A-2A-A0 A 2A3A ...

17



Remarques :

a) pa(—t) = pa(t).

b) Le < peigne > de Dirac pa(t) est périodique, de période A. Il est donc
également périodique, de période T'= N A; avec N € N*.

¢) On peut considérer que le < peigne > de Dirac pa(t) est le

< périodisé >, de période A, du signal dy, a support borné (—%, %) En

généralisant la décomposition en série de Fourier au signal pa en temps discret
on peut donc dire :
2nmit EN 2nmit
palt) => 07 che A javec ¢, = x ff% do(t)e a2 dt = %.

On en déduit la formule de Poisson, en temps :

pa(t) =30 Okalt) =% Yoo Pl

3.4.2 Signaux en temps discret
i) Signauz en temps discret quelconques

Soit h, un signal en temps discret quelconque i.e. tel que :

he(t) 25700 i dral(t) |

Un signal en temps discret est donc une distribution.

Soient également h., et h; les signaux en temps discret tels que :
hep(t) = 5 [he(t) + he(—1)]

hei(t) = £ he(t) — he(—t)]; alors -

he(t) = hep(t) + hei(t) et he(—t) = hep(t) — hei(t). De plus :
hep(t) = 00 hprra(t); avec hyy = % (hg + h_g) et

hei(t) => 00 hirdpa(t); avec hiy = % (he — h_g).

Si h. correspond a I’échantillonnage du signal h en temps continu [24] '8
[25] 1 on peut dire que h, est le < peigne > de Dirac pao modulé en amplitude
par le signal h en temps continu [24]%°.

18. Ch. 8 pp. 513-572
19. Ch. 4 pp. 140-239
20. p. 219

18



Bien entendu il existe une infinité de signaux h en temps continu qui, par
échantillonnage, conduisent au méme signal h, en temps discret.

Si hye correspond a l'échantillonnage du signal h, et h;. a celui de h;
on a hy. = hep et h;e = he; et on note exemple i, I’exemple qui correspond
a I’échantillonnage de 1’exemple i.

Ezemple 1. : ho(t) =Y 50 q* dpa(t) (avec ¢ £ e72).

Baemple 5c : he(t) = 33472, —¢7" dea(t) + 232, 4" 0ra(t)
(avec ¢ = e “A).

i1) Signaur en temps discret causauz

Soit h. un signal en temps discret causal i.e. tel que :
he(t) £ 3200 b Sra(t) |
Ezemple 0, : v (t) = %(50(0 + > e Okalt).

Ezemple 6. : he(t) = 1 60(t) + > 50, ¢" 6k a(t) (avec ¢ = e7*2).

Ezemple 6 bis. : ho(t) = > 5, ¢" Sra(t) (avec ¢ £ e724).

ii1) Signaux en temps discret causaux a supports bornés

Soit h, un signal en temps discret causal, a support borné {0, ..., N—1},
i.e. tel que :

h(®) 2 Y00 e da(t)]
Eremple 2. : xo(t) = Sorry Oralt).
Eremple 3. : he(t) = S 0y & ~ Oxalt).

Exemple 4, : he(t) = S0 o W Spalt).

iv) Signauz en temps discret périodiques

Soit h.r le signal en temps discret périodique, de période T', qui corres-
pond a la < périodisation >, de période T', du signal h. en temps discret
causal a support borné {0, ..., N — 1} i.e. tel que :

her(t) 2300 he(t —qT). Alors :

q

her(t) = 3,50 b 22 o Stan-n a(t) |

Démonstration
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her(t) = 00 SN he bt —qT) = Y0 he 00 Sgrira(t)
=3 e Y S a(t) QED.

Posons h.r(t) = Y ore oo hrk Ok a(t), alors hy(gnir) = hy; avec ¢ € Z et
r=0,..., N—1.

Démonstration (évidente)

Si h. correspond a ’échantillonnage du signal h en temps continu causal,
a support borné [0 T et si hr. correspond a I’échantillonnage du signal Ay
en temps continu périodique, de période T', < périodisé > , de période T', du
signal h on a hr. = h.r et on note exemple iy, le signal en temps discret
périodique qui correspond a 1’échantillonnage du signal en temps continu
périodique de 1'exemple ir.

Exemple 27¢ : X7e = 1c = pa.

Exzemple 37, : hro(t) = Zi}l 7 D ee oo OgNr) A ()]
Ezemple 4r. : hre(t) = 305 Wy [or oo gnen a(t)]:
v) Stabilité des signauz en temps discret

Le signal h, en temps discret est stable ssi [23]%! :
S ] < o0,

Alors si le signal h, est causal et stable les signaux h., et h.; en temps
discret non causaur sont stables.

Démonstrations
S bkl = D000 [hi| < 0o donc he,, est stable QED.
Yoo ikl = >0 [hw] — ho < 0o donc he; est stable QED.

21. p. 15
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4 Convolutions

4.1 Convolution linéaire
4.1.1 Convolution linéaire de deux signaux en temps continu
i) Cas général

Soient h et x deux signaux en temps continu. Leur convolée linéaire s,
notée h * x, est le signal en temps continu tel que (et a condition que les
intégrales aient un sens) :

s(t) 2 (hxx)(t) = ffooo h(T)z(t —7)dr £ ffooo h(t —7)x(7) dT|.

L’opération * s’appelle convolution linéaire ; elle est commutative.

Une condition suffisante a l'existence de la convolée linéaire de deux
signaux en temps continu est qu’ils soient sommables, mais elle n’est pas
nécessaire.

Ezemple 1 < élendu > : soient le signal h de ’exemple 1 et le signal z
également de cet exemple, mais en remplagant le parametre a par le parametre
b(0<b):

2ae bltl_2pe—altl .
s(t) = (h*xx)(t) = { 2 b2 si b#£a ‘

1Yalt — )
%"e altl o p=aq

E’chantillonnage

Soit s, = (h*x), le signal en temps discret qui correspond a 1’échantil-
lonnage du signal s = h x x en temps continu. Il est tel que :

se(t) = (hxx), (t) & 300 skoralt) => g o (h*x), 0, alt); avec :
sp=(hxx), = [T hr)akA—-71)dr= [T WkA—7)x(r)dr.

On peut dire que s, = (h* x), est le < peigne » de Dirac pn modulé en
amplitude par le signal s = h x x en temps continu .

Ezxemple 1 < étendu > précédent :

L’échantillonnage conduit a s_, = (h*x)_, = s, = (h * x),.

—a A 7bA) .

Et pour £ > 0 (avec ¢ = ¢ et g =e

/
2aqF—2bg" :
Sk_(h*ﬂv)k—{ a?—be si b#a

Likal ok i =g
a

21



Transformées de Hilbert [18] 2% [8] 23 [41]2* [27] 25 [38] %6 [39] 27 [40] %.
On appelle Transformation de Hilbert Directe (T'H D) 'application linéaire :

H : h—h

qui fait correspondre a un signal h en temps continu le signal h en temps
continu tel que (cf. Exemple 7) :

&1 (),
Par conséquent :

h(t) £ Lop. [7 ?S—TT) dr £ Lop [7 @ dr,otvp. [77 £ limae f_AA
(il s’agit de la valeur principale de Cauchy).

On a donch £ Hh.

Exemple : soit h(t) = (a > 0). Alors h(t) = 2t

__2a_ __dmt
a?+4 722 a?+4 22

On appelle Transformation de Hilbert Inverse (T'"HI) 'application linéaire :
H=-H : g—g

qui fait correspondre a un signal g en temps continu le signal g en temps
continu tel que (cf. Exemple 7) :

8= —7(g*))

Par conséquent :

g(t) & —Lop. [ 8) gr & —2oup. [T —g(tT_T) dr

oo t—T7
Onadoncg=2Hg=-Hg.
Cas particulier

Sig=h=Hhonah=HHh :_—H2h et, en général, avec des hy-
potheses de régularité suffisantes on a h = h et la THD est anti-involutive
(H? = —1) [41]%° (cf. démonstration ci-apres avec la transformation de Fou-
rier).

22. § 220.E pp. 839-840

23. pp. 267-272

24. Ch. 14 pp. 273-290

25. 7. S. L. Hahn pp. 463-630

26. p. 843 et p. 1810 théoreme de Titchmarsh
27. < Transformée de Hilbert > 6 pages

28. < Hilbert transform > 2 pages

29. § 14.6 pp. 280-282
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Ezemple : soit h(t) = 25— (a > 0). Alors : h(t) = 2% et donc
h = h.

ii) Convolution linéaire de deuz signauz en temps continu causauz

Soient h et x deux signaux en temps continu causaux. Alors leur convolée
linéaire s est, d’apres ce qui précede, le signal en temps continu tel que (et a
condition que les intégrales aient un sens) :

s(t) & (hxa)(t) = [[h(r)x(t —7)dr = [, h(t — 7) x(T)dT |

Alors on constate aisément que s = h * x est a causal.

Ezxemple 6 < étendu > : soient le signal h de ’exemple 6 et le signal x
également de I’ezemple 6, mais en remplacant le parametre a par le parametre

b(0<b):
Pour t <0 : s(t) = 0.
Pour 0 < ¢
—at —bt .
_ _ ) S st b#a
s() = (hx2)(t) { te " si b=a

iii] Convolution linéaire de deuzr signauzr en temps continu causeuz a
meéme support borné

Soient h et x deux signaux en temps continu causaux a méme support
borné [0 T'[. Alors leur convolée linéaire s est, d’apres ce qui précede, le signal
en temps continu tel que (et a condition que les intégrales aient un sens) :

s(t) = (h*x)( fo x(t —7) dT—fO (t—7)x(r)dr,

Alors on constate aisément que s = h % x est a causal support borné
[02T].

Exemple : soient le signal h de I’exemple 3 et le signal x de I’exemple 2 :

0 si t<0

t2 .
L g 0<tT
(h*x)(t) 2Tt si T<t<2T

0 si 2T <t

Le signal h % x en temps continu causal a support borné [0 2T est donc
contini.
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4.1.2 Convolution linéaire d’un signal en temps continu et d’un
signal en temps discret
i) Cas général

Soit h un signal en temps continu et x. un signal en temps discret. Alors
leur convolée linéaire est le signal en temps continu tel que (et a condition
que les intégrales aient un sens) :

(hxx)(t) £ [T h(T)ze(t —7)dr £ [ h(t —7)z(7)dT |

Alors (et a condition que les séries aient un sens) :

(hxa)(t) =3 3 _[h(t—IA—0)+h(t—IA+0)]z]

Démonstration

(hxxe)(t) = [T bt —7) 302w dia(r)] dr
=2 T bt = T) dia(r) dr] @
— Uy Th(t— 1A —0) + h(t — 1A +0)] 2 QED.

i1) Convolution linéaire d’un signal en temps continu et d’un signal en
temps discret causaux

Soit h un signal en temps continu et z. un signal en temps discret causaux.
Alors, d’apres ce qui précede, leur convolée linéaire est le signal en temps
continu tel que (et a condition que les séries aient un sens) :

(hxze)(t) =3 D2 [h(t — 1A= 0)+h(t — 1A+ 0)]
On constate aisément que h * x, est un signal en temps continu causal.

iii) Convolution linéaire d’un signal en temps continu et d’un signal en
temps discret causauxr a < méme > support borné

Soit h un signal en temps continu causal a support borné [0 T et z, un
signal en temps discret causal a support borné {0, ..., N—1}. Alors, d’apres
ce qui précede, leur convolée linéaire est le signal en temps continu tel que
(et & condition que les séries aient un sens) :

(hxx)(t) =1 SV Rt — 1A = 0) + h(t — 1A +0)] 2

2

On constate aisément que h * x. est un signal en temps continu causal a
support borné [0 (2N — 1) A[.
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4.1.3 Convolution linéaire de deux signaux en temps discret
i) Cas général

Soient h. et x. deux signaux en temps discret. Leur convolée linéaire u,,
notée h, x x., est le signal en temps discret tel que :

Ue(t) £ (he % ze)(t) £ [T he(T) xe(t — 7)dT = [7°_ he(t — T) ze(7) dT |,

ue = he * x, est bien un signal en temps discret car :

Ue(t) = (he x we) () = D207 ukOkalt) = D02 o (he % 3e), 0 a(t);

avec (et a condition que les séries aient un sens) :

Uk = (he * xe)k - Z?i—oo hi - = Z?i—oo -1 1 |

Et on peut poser hy * x5, = (he * Te), = Up.
Démonstration de la premiére égalité ci-devant

Ue(t) = (he o) (t) £ [T 02 o Mdia(m)] 252 o @054t — 7)) dr
_Zl*—oohl ij_ool‘] f (SZA(T) 6]‘A(t—7')d7'
= ol D T bialt—1A) =Y Iy D oo T 041 A (D).

Posons k = 7+ [; alors :

Ue(t) = (he x @) (t) =D o0 Do oo hiTr—i] Ok a(t) et, par conséquent
U = (he k ZL’e)k = Z;:_OO hl Ll—1 QED

La seconde égalité ci-devant se démontre de méme.

Ezxemple 1, < étendu > : soient le signal h, de I'exemple 1, et le signal x.
également de cet exemple, mais en remplacant le parametre a par le parametre
b(0<b):

u_p = (he x ), = up = (he x x.),. Et pour k >0
(avec ¢ = e *® et ¢ = e_bA) :

4 )

~|—q,l — (qq/) si b#a

up = (he*%) = qq 9 1—q .
k { (1+k)g 71+(1 k)qqk si b=a

q "—q

Cet eremple montre que, d’'une maniere générale, si h. et x. corres-
pondent, respectivement, a I’échantillonnage des deux signaux h et x en temps
continu on a :

Ue = he x e # 5. = (h*x 1),
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ii) Convolution linéaire de deux signaux en temps discret causaux

Soient h, et x, deux signaux en temps discret causaux. Alors leur convolée
linéaire u, est, d’apres ce qui précede, le signal en temps discret tel que (et
a condition que les séries aient un sens) :

UkZ(he*SBe)kZ{ ) 0 . s% k<0

leO hl Th—] = Zl:o hkfl I Sl 0 < k

On constate que le signal u, = h, * x. est causal.

Ezxemple 6 bis, < étendu > : soient le signal h, de 1'exemple 6 bis, et le

signal x. egalement de cet exemple, mais en remplagant le parametre a par
le parametre b (0 < b) :

0 st k<O )
up = (he ¥ x.), = q::Z:k S 0<k (avec g = e %% et ¢ = e "2).

Soit pour 0 < k:ug=1,u1 =q+q, u =¢*+qq +¢? ... (Cest donc
valable si ¢ = ¢ i.e. si b= a).

ii1) Convolution linéaire de deux signaux en temps discret causauzr a
meéme support borné

Soient h, et z. deux signaux en temps discret causaux a méme support
borné {0, ..., N — 1}. Alors leur convolée linéaire u, est, d’apres ce qui
précede, le signal en temps discret tel que (et a condition que les séries aient
un sens) :

0 si k<0
U = (he*.Te)k: ;iglhll‘k,l :Zf:()hkflwl si k:O, ceey 2N —2
0 si 2N -1<k

On constate que le signal u, = h, * x. est causal a supprt borné

{0, ..., 2N —2}.

Exemple : soient, avec N = 2, les signaux h, de 'exemple 3. et x. de
I'exemple 2, :

(he * Xe)g =hoxo+hix-1=hoxo=0

(he*Xe)l = hOXl +h'1X0 = %

(he * Xe)s = hox2 +h1x1 = hix1 = 3

4.1.4 Remarque concernant la convolution linéaire

On verra que la transformée de Fourier directe d’une convolution linéaire
de deux signaux est le produit des transformées de Fourier directes de chacun
d’eux.
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4.2 Convolution circulaire
On pourra consulter [23] %0 [36] 3.
4.2.1 Convolution circulaire de deux signaux en temps discret
causaux a méme support borné

Soient h. et x. deux signaux en temps discret causaux a méme support

borné {0, ..., N —1}. Leur convolée circulaire y., notée h, ® z., est le signal
en temps discret causal a support borné {0, ..., N — 1}, tel que :
Ye(t) 2 (he ® ) (1) 2 S0 v Oka(t) 2 S0y (he ® 1), 0 a(t) 5 avec :
N-1 N-1
yk 2 (he ®ae)k 2 150 I L(k—1)mod N =350 h(k—l) mod N 15

k=0,...,N—1letavec (k—1l)modN € {0,..., N—1}

Et on peut poser by ® 2 2 (he ® Te)r = Yi-

En effet :

N-1 N—1 .
> im0 hig 1y modn = > im0 hg—pmodn 15 k=0, ..., N =1
Démonstration :

Pour k=0,..., N—1:

N-1 k N-1
=0 Tu Th—ymod N = D im0 -ty + 201 T L (k—1ymod ¥
0 k41
= Zm:k P T + Zmqu he—min T(m-Nymod N

k N-1 N—-1
=D im0 Mo T + 2 Re—mymod v Tm = 2210 Pp_tymod w1t QED.

Par conséquent la convolution circulaire est commutative :
he®xe :xe®h5'

Calcul explicite de y;, :

Yo=hoxo+hiany_1+hoxny o+ ... +hn_oxo+hyn 174

y1 =hoxi +hixo+hyxn_1+ ... +hn_ox3+ hyn_1 T2
yQ:h0$2+h1$1+h2$0+...+hN_2I4+hN_1l’3

Yn—2 =horn_o +hian_3s+hoxny_a+ ...+ hny_oxo+ hn_12ZN_1
yn—1 =hoxn_1 +hiay_o+hoxn_s3+ ...+ hny_oxi + hy_1 2

30. § 3.6.4 pp. 105-109
31. § 5.3.E pp. 135-136 et § 5.5 pp. 147-156
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Ezemple : soient, avec N = 2, les signaux h, de I'exemple 3. et x. de

I'exemple 2, :

Yo=hoxo+hix1=
y1 =hox1+hixo=

D[ =0 =

Cas particulier

Soient h, et ¥, les deux signaux en temps discret causaux a meme support
borné {0, ..., 2N — 1}, tels que®? :

he(t) = SN B Sra(t) et do(t) = S200 " dg G a(t) 5 avec :

A hk- si /f:O,,N—l
10 si k=N,... . 2N—1

NS T si kZO,...,N—l
"TY 0 st k=N,...,2N—1"

hk et :

7 . . A \ . .
Leur convolée circulaire y, = h, ® x. est le signal en temps discret causal

a support borné {0, ..., 2 N — 1}, donc tel que :
Ue(t) = Zivofl Uk Ok A(t) et le calcul explicite de g donne :
Yo = ho o

Y1 = hor1 + h1 29

UnN-1=hoxn_1+hieny o+ ... +hy oz +hy_ 120
UN =hi1xn_1+...+hy_12y
UnN+1 = hoxn_1+ ...+ hy_12o

YaN—2=hy_1ZN1

Yan-1=0.

Ezemple : soient, avec N = 2, les signaux h, de I'exemple 3. et x. de
I'exemple 2, :

Yo =hoxo =0
@1:h0X1+h1X0:%
@2=h1X1=%

y3 = 0.

32. attention : bien que he = he et T, = 2, On a ile ® Te # he ® x car les supports de
he et he, d’'une part et de . et x., d’autre part, ne sont pas les mémes
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4.2.2 Convolution circulaire de deux signaux en temps discret,
périodiques, de méme période
her ® Tep £ (he ® T)1 £ Yer-
Alors yer(t) = pe  yrkOka(l) et :
Yr(qN+r) = Yrsavecq € Zetr=0,..., N -1

Donc le signal h.7 ® x.7 en temps discret, périodique, de période T, est
la < périodisation >, de période T', du signal h, ® x. causal a support borné
{0, ..., N —1}.

4.3 Lien entre convolutions linéaire et circulaire

La convolée linéaire }Le * T, est un signal en temps discret causal a support
borné {0, ..., 4 N — 2}, tel que :

N

}Le*i’e t) = 45_2 he * Zo),. Ok a(t); avec :
k=0 k
(he v o)y = SN hydg = SN hy 2y k=0, ..., 4N =2,

Le calcul montre que :

N

o (@), = si k=0,...,2N—1
(m*%h_{ 0 si k=2N, .. 4N—2"

Il s’agit du lien qui existe entre les convolutions linéaire et circulaire.

Ezemple : soient, avec N = 2, les signaux h, de I'exemple 3. et x. de
I’ezemple 2.. Alors :

—~
>
e
*
=
4]
~—
o
—~
>~
(8
®
=
3
o
I
o
I

O vimvi= O
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4.4 Convolutions linéaires complexe et fréquentielle
4.4.1 Convolution linéaire complexe

La définition de le convolution linéaire complexe de deux fonctions ou
distributions complexes, d’une variable complexe, est différente selon qu’elles
sont non périodiques ou périodiques. Dans la suite soient p = o + 1w et
s=¢+iw (0, w, s, w € R) deux variables complexes.

Cas de deux fonctions ou distributions complexes, d’une va-
riable complexe, non périodiques

Soient h et 7 deux fonctions ou distributions complexes, d'une variable
complexe, non périodiques, avec leurs propres Régions De Convergence (RDC')
i.e. leurs propres régions du plan complexe dans lesquelles elles sont définies
et holomorphes 33. B
Alors leur convolution linéaire complexe z, notée h * x, est la fonction ou
distribution complexe, d’une variable complexe, telle que :

2p) & (hxD)(p) £ 5p7 [o1 S h(s)Tp—s)ds & 5 [37/3 h(p— ) T(s) ds;

271 Jgg—100 271 Jgg—i00

avec : s € RDC' de h et p—s € RDC de x pour la premiere intégrale et
p—s € RDC de h et s € RDC de x pour la seconde.

L’une ou l'autre de ces intégrales peut se calculer le long d'un contour
fermé incluant la droite s = ¢y et se refermant, a 'infini, a droite ou a gauche
en utilisant le théoreme des résidus.

On peut également faire le changement de variable s = ¢y + i@ et donc
ds =idw :

2p) = (hx3)(p) = 55 [Z hlo +iw)Tp -~ iw)dws
== [T hp—g—iw)T(o+iw)dw.

Ces intégrales peuvent se calculer dans le cas ou les intégrandes sont des
fractions rationnelles en les décomposant en éléments simples. Ces intégrales
doivent alors étre prises au sens de la valeur principale de Cauchy.

Ezemple : soient :

h(p) = m; avec une RDC telle que —2 < o < 2 et :
z(p) = m; avec une RDC telle que —1 < 0. Alors :
2p) = (h*2)(p) = Grars Powr —3 < 0.

33. ou analytiques
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Démonstration

~ (T~ 1 So+ioo _8 . .
Z(p) = (h*2)(p) = 55 fgoo_ioo ST CE Ty Ty ds; avec :

-2 < g <2et -1 < o0—¢;cequiimpose -3 < ¢g—1 < 0. Par
conséquent :

Zp) = (h=T)(p) = =4 [0 3
avlecD(s):(S+2)(s—2)(s—p—1)(3—]0—3);soit
D(s)=(s=2)(s=p-1(s—p=3)+(s+2)(s—p-1)(s—p—3)
+(5+2)(s=2)(s—p—3)+(s+2)(s—2)(s—p—1).

Les poles de 'intégrande sont simples et égaux a s; = —2, so = 2,
s3=p+1et s4 =p+ 3 et leurs parties réelles sont respectivement ¢; = —2,
=2, 3=0+1letg=0+3.

Pour calculer I'intégrale précédente :

e si 1 < o choisissons ¢y = 0,

e si —3 < ¢ < 1 choisissons —2 < ¢y = "T’l <0,

Si on considere un contour 7 constitué par la droite du plan complexe s
d’équation ¢y = 0, dans le premier cas et ¢y = "T’l, dans le second et se
refermant, a gauche de ce plan complexe par un demi-cercle de rayon infini
on constate que seul le pole s; = 2 est strictement a l'intérieur de ce contour.

. A \ ’ 7 s .
Dans les 2 cas soit [ = f ds_ D’apres le théoréme des résidus on a :

v D(s)
_ . z 1 _ 27t —Tq
I =27miRés [m,—ﬂ = D Cg) = 2078 (75"

Mais I'intégrale sur le demi-cercle est nulle car |s| = 0o et par conséquent :

Z(p) = (ﬁ xT)(p) = ;—‘j[ = m pour —3 < o QED.

Cas de deux fonctions ou distributions complexes, d’une va-
riable complexe, périodiques

Soient f?e et 7, deux fonctions ou distributions complexes, d’une variable
complexe, périodiques, i.e. telles que :

he(p+ 2250) = h(p) et T,(p+ 227%) = 7,(p); Vn € Z;avec A € R*.

I1 suffit alors de définir ces fonctions ou distributions dans la bande fon-
damentale B du plan complexe telle que :

B={p=0+iwe Clw €]-% X}



®
T/ A

BANDE FONDAMENTALE
8]

ho(p — 8) Ta(s) ds;

Alors leur convolution linéaire complexe z., notée h. * ., est la fonction

ou distribution complexe, telle que :
he(s) Ta(p — 5) ds

Ze(p) = (he
s € RDC de E@ et p—s € RDC de x. pour la premiere intégrale et

p—s € RDC de h, et s € RDC de x, pour la seconde.
On peut également faire le changement de variable s = ¢y + i@ et donc

ds =1dw :
Z(p) = (he ¥ Z)(p) = £ [ he(so+ i) Eolp — 0 — i ) dm

- % f—zg ]:L;(P—% —1w) Te(so +iw) dw.

Ezemple : soient :
he(p) = s 27 avec RDC = C et

T.(p) = 1+ e 2P; avec RDC = C; alors :

Z(p) = €77 = he(p); avec RDC = C

e B[l + e 23] ds

Démonstration
_ ~ 4z
Ze(p) = (he * xe)(p) = Qﬁi f;o_w;i %
—As §O+Li _ : _
A {[e—A LO,% Te Ap 2;1} _ %6 Ap

+5E A _
= A f;oi%% (€785 + e AP)ds =
= h.(p) ; avec RDC = C QED.

4.4.2 Remarque concernant la convolution linéaire complexe

On verra que la transformée de Laplace directe d’un produit de deux
signaux est la convolution linéaire complexe des transformées de Laplace

directes de chacun d’eux.
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4.4.3 Convolution linéaire fréquentielle

La définition de le convolution linéaire fréquentielle de deux fonctions
ou distributions complexes, d'une variable réelle fréquentielle, est différente
selon qu’elles sont non périodiques ou périodiques. Dans la suite soient v et
1 deux variables réelles fréquentielles.

Cas de deux fonctions ou distributions complexes, d’une va-
riable réelle, non périodiques

Soient h et 7 deux fonctions ou distributions complexes, d'une variable
réelle fréquentielle, non périodiques. R
Alors leur convolée linéaire fréquentielle Z, notée h x I, est la fonction ou
distribution complexe d’une variable réelle fréquentielle, telle que :

2w) = (h*2)(v) 2 [ () F(v — p)du 2 [* 7y — p) 3 (p) dp.
Ezemple : soient :

M) = 1k et -

=00 — 2 ) )

(V) = {rzri) Grami > AO1S

S0\ 2

Z(v) = (Br2riv) (5+2miv)’

Cas de deux fonctions ou distributions complexes, d’une va-
riable réelle, périodiques

Soient hAe et T, deux fonctions ou distributions complexes, d’'une variable
réelle fréquentielle, périodiques, i.e. telles que :

he(vt ) =he(v) et Zu(v+ %) =7(v); Vn € Z;avec A € R,

11 suffit alors de définir ces fonctions ou distributions sur 'intervalle
11
| = 35 3al
Alors leur convolution linéaire fréquentielle Z,, notée hAe*a’:\e, est la fonction

ou distribution complexe, d'une variable réelle fréquentielle, telle que :

—

Fe(W) Tolv — ) dp 2 A [75_ (v — 1) Tolp) dp.

1
2A

B0) L (hex o)) 2 A 75
Ezemple : soient :
}/l\e(y) _ %B—QTF’LAV et :
T,(v) =1+ e 247 3lors :

(V) 2 (hex ) (v) = L e 278 = R (v).
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4.4.4 Remarque concernant la convolution linéaire fréquentielle

On verra que la transformée de Fourier directe d’un produit de deux
signaux est la convolution linéaire fréquentielle des transformées de Fourier
directes de chacun d’eux.
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TRANSFORMATIONS CONTINUES

Les transformations continues que nous allons considérer sont des trans-
formations intégrales [18] 31 [38] 3.

Définition des transformations intégrales

Soit une fonction h(t) complexe, de la variable réelle ¢ (donc un signal en
temps continu) et K (x,t) une fonction, complexe, de deux variables réelles
et t telles que le produit K (z,t) h(t) est sommable en tant que fonction de ¢
dans l'intervale (a b). Alors soit :

g(x) 2 [P K(z,t) h(t)dt

Cette transformation directe de h a g est appelée transformation intégrale
de noyau K. Lorsque le noyau est fixé et que la correspondance de h a g
est bijective d'un ensemble de fonctions h a un ensemble de fonctions g on
considere la transformation inverse qui fait correspondre h a ¢. La formule
qui décrit cette transformation inverse en terme de transformation intégrale
s’appelle la formule d’inversion.

Nous allons considérer les principales transformations intégrales directes
et inverses qui sont utilisées en traitement du signal déterministe. Elles cor-
respondent a diverses variables x, a divers noyaux K et divers intervalles
(a b). Lorsque a et b sont finis il s’agit de transformations finies et lorsque a
ou b est infini de transformations infinies [41].

Transformations continues infinies présentées dans ce rapport

e Transformations de Fourier [18]3¢ [2]37 [28]38 [30]3 [24]%° [8] [41]*!
[27]12 [38] 3 [3] %1 [39]%5 [40] ¢ et transformation de Fourier-Stieltjes [15]
[38] 47 [39).

34. § 220 pp. 838-840

35. p. 911

36. § 160 pp. 624-628 et Table 11.IT pp. 1761-1764
37. §2.2.8 pp. 88-90

38. pp. 371-374

39. Ch. IV pp. 53-85

40. Ch. 4 pp. 161-289

41. Ch. 12 pp. 221-263

42. 2. K. B. Howell. pp. 95-226

43. pp. 668-672

44. pp. 905-935

45. < Fourier transform > 21 pages
46. < Fourier transform > 5 pages
47. p. 667
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e Transformations de Fourier en cosinus [18] %% [27]19 [38] 50 [39]5! et en
sinus [18] 5% [27] 53 [38] ° [39] 5°.

e Transformations de Hartley [9] [8] %6 [41]57 [27] 58 [38] 9 [39] .

e Transformations de Hankel [32]6! [18] %2 [8]63 [41]64 [27] 6> [38] 66 [3] 67
[39] 8.

e Transformations de Laplace [18] %% [2] 70 [31] ™ [28] 72 [24] ™ [8] ™ [41] ™®
[38] 76 [27] 77 [3] ™® [39] ™ et transformation de Laplace-Stieltjes [18] 30 [38] 3.
[39] 82.

48. pp. 625-626

49. 3. K. P. Yip. pp. 227-280

50. pp. 663-668

51. < Sine and cosine transforms > 3 pages
52. pp. 625-626

53. 3. K. P. Yip. pp. 227-280

54. pp. 663-668

55. < Sine and cosine transforms > 3 pages
56. pp.385-410 (surtout discrete)

57. Ch. 13 pp. 265-271

58. 4. K. J. Olejniczak. pp. 281-330

59. pp. 801-802 (surtout discréte)

60. < Hartley transform > 4 pages

61. pp. 6, 53, 59, 60, 62, 82 (surtout discretes)
62. pp. 838-839 p. 911

63. Ch. 12 pp. 241, 244, 249, 254 (4 n dimensions), 296, 420
64. Ch. 21 pp. 371-388

65. 9. R. Piessens. pp. 719-746

66. pp. 790-791

67. pp. 906-908

68. < Hankel transform » 8 pages

69. § 240 pp. 886-891 et Table 12 pp. 1764-1766
70. § 8.3 Analyse symbolique pp. 510-559
71. pp. 238-267

72. pp. 395-420

73. pp. 573-627

74. Ch. 11 pp.219-240

75. Ch. 5 et 6 pp. 115-147 et pp. 147-161
76. pp. 1032-1034

77. 5. S. Seely. pp. 331-386

78. Ch. 15 pp. 905-981

79. < Laplace transform > 24 pages

80. Partie D p. 839

81. p. 1032

82. < Laplace-Stieltjes transform > 4 pages
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e Transformations de Mellin [22] [18]8% [8]81 [41]%° [27]8¢ [38]%" [3]®%®

[39]% [5] [13].

e Transformations de Carson [2]

90

e Transformations de Gabor [41]°! [39] 92.
e Transformations en ondelettes [41] 9% [27] 94 [39]%° [38] 9 [12].
e Transformations en z modifiées [20] %7 [39] %%.

Il existe, en fait, un grand nombre de transformations mathématiques

continues infinies ou finies, dont les noms et parfois les définitions varient
selon les auteurs. A notre connaissance les ouvrages les plus complets dans
ce domaine sont ceux de A. I. Zayed [41] et de A. D. Poularikas [27].

Les transformations mathématiques répertoriées dans le premier ouvrage

sont indiquées en Annexe A et celles répertoriées dans le second en Annexe B.

83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.

Partie C p. 839

pp-254-257

Ch. 10 pp. 201-214

11. J. Bertrand, P. Bertrand et J.-P. Ovarlez. pp. 829-886
p. 1157

p- 906

< Transformation de Mellin > 4 pages

pp- 510,538

Ch. 30 pp. 491-505

< Gabor transform > 3 pages

Ch. 32 pp. 531-555

10. Y. Sheng. pp. 747-828

< Ondelette > 5 pages, < Transformée en ondelette continue > 3 pages, <« Trans-

formée en ondelette discréte > 1 page, < Compression par ondelette > 5 pages, < Une
exploration des signaux en ondelette par Stéphane Mallat > (hypertexte) 3 pages

96.
97.
98.

p. 185 pp. 781-782 p.1063 pp. 1924-1925
pp-41-50
< Advanced Z-transform > 3 pages
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5 Transformations de Fourier

On pourra consulter [18] % [2] 190 [28] 101 [30] 102 [24] 103 [8] [41] 194 [27] 195
[38] 106 [3] 107 [39] 108 [40] 109‘

Attention [41] utilise, dans la définition ci-apres, un signe + dans 'expo-
nentielle et non un signe -.

Nous ne définissons que les transformations de Fourier a une dimension.
On peut généraliser a plusieurs dimensions (cf. ci-apres Transformation de
Hankel).

5.1 TFD : Transformation de Fourier Directe

On appelle Transformation de Fourier Directe (T'F'D) 'application linéaire :
F:he—h

qui fait correspondre a un signal h la fonction ou distribution h110 com-
plexe, de la variable réelle v appelée fréquence, telle que :

h(v) 2 [ h(t)e 2TVt dt |

On a donc h £ Fh et on note parfois i £ F [h(t)] "'V,
Condition nécessaire et/ou suffisante pour que h soit une fonction

Lorsque h est un signal en temps continu une condition nécessaire, mais
non suffisante, pour que h soit une fonction est que lim; ,1 h(t) = 0. Une
condition suffisante, mais non nécessaire est que le signal i soit sommable ;
alors on démontre que h est une fonction continue et bornée [28] 12,

99. § 160 pp. 624-628 et Table 11.II pp. 1761-1764
100. § 2.2.8 pp. 88-90
101. pp. 371-374
102. Ch. IV pp. 53-85
103. Ch. 4 pp. 161-289
104. Ch. 12 pp. 221-263
105. 2. K. B. Howell. pp. 95-226
106. pp. 668-672
107. pp. 905-935
108. < Fourier transform » 21 pages
109. « Fourier transform > 5 pages
110. notation de la majorité des auteurs
111. Remarque : parfois I'intégrande intervenant dans la définition de la TF D n’est pas
sommable et on définit alors la TF D par la valeur principale de Cauchy de l'intégrale
112. p. 374
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eOnah= ER + iﬁf, avec ER € R et /I:L] € R. De plus, étant donné
ue h = hg +ihy, avec hp € R et hy € R, on a également, par linéarité,

q
h = hR—I—ZhI, avec hRE(Cet hIE(C

On trouve immédiatement :
hr(v) = [ [hr(t) cos2mvt) + hy(t) sin(27 v t)] dt,
hi(v) = [% [hi(t) cos(2mvt) — hy(t) sin(27 v )] dt,
hr v) = ffooo hr(t)e 2™irtdt,

v) = [T hy(t)e 2"V L.

e De méme on a f; = EpR—l-H/L;I, avec f/L;R € Ret f/z;l € R. De plus,
étant donné que hy, = hpR + ihpr, avec hpr € R et hyr € R, on a également,

par linéarité, h = hyp +1 hpl et on va voir que hpR ceRet hpf e R.

Etant donné que les signaux hyg(t) cos(2mvt) et hy(t) cos(27vt) sont
pairs et les signaux h,g(t) sin(2mwvt) et hyr(t) sin(27 v t) impairs on trouve
immeédiatement :

hApR( ) = @(V) =2 [F hyr(t) cos2mut)dt € R, fonction ou distri-
bution paaire,

hApJ( ) = hp[ =2 fo )cos(2mrvt)dt € R, fonction ou distribu-
tion pcm’e Et donc
=2 fo )cos(2mvt)dt € C, fonction ou distribution paire
(cf. T F C’D)

e De méme on a f; = f?Z-R—i—iﬁ“, avec f/z\iR cRet EH € R. De plus, étant
donné que h; = hig +ihi, avec hip € R et hjr € R, on a également, par
linéarité, h; = h;r + i h;; et on va voir que h;r € 1R et h;; € i R.

Etant donné que les signaux h;gr(t) sin(27vt) et hy(t) sin(27vt) sont
pairs et les signaux h;g(t) cos(2mvt) et h;(t) cos(2mvt) impairs on trouve
immédiatement :

Em( ) = zhu =2 [Zhi(t) sm2mvt)dt € R, fonction ou distribu-
tion_impaire,

hir(v) = —@th = -2 fo r(t) sin2rvt)dt € R, fonction ou
dzstmbutwn impaire. Et donc

h = —21 fo J(t) sin(2mvt)dt € C, fonction ou distribution im-

paire (cf TFSD).

e Comme h = hy, + h; ona?z:f?p—kﬁi et doncﬁR:f?pR+f/l\iR € Ret
hy = h,; +hi; € R.
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~

Etant donné que hp, hyp et f? p; Sont paires et fi, h; in €t h; i1 impaires on
constate que h et h sont respectwement les parties paire et impaire de h
(donc h = h et h = h) que hPR et h, r sont respectlvement les partles
paire et impaire de hR (donc th = hpR et hRZ = hZ r) et que hpI et hl 7
sont respectlvement les parties paire et tmpaire de h, (donc hlp = hA pr €t
h —hu)

Par conséquent :

hy(v) = § [h(v) +h(=v)] et hi(v) = § [h

o) =} a(v) + Fa(—)] et hun(v) = 3 Foalv) = Bl )]

hyp(v) = 3 [hi(v) + hi(=v)] et hir(v) = 5 [hr(v) = hi(=v)].

oCommeh h—i—h onahR—hpR—i—hiRE]R et hy hI—i—hUER
et - hp = hpr + hig = hyp + i hip €t hiy = hyr + hip = hyy — i hig

) Rl

DO [ ||

Etant donné que hpR et hp] sont paires et hZ R et hZ 1 impaires on constate
que hpR et th sont respectlvement les partles paire et impaire de hR
(donc th = hpR et th = th) et hp[ et hd respectlvement les parties paire

et impaire de hI (donc hlp = hpI et hll = hu ).
Par conséquent :

hpr(v) = L hr(v) + ha(—v)] et hip(v)

hpr(V) = 3 h hin(v) = 4 [hr(v) = ha(-v)]
hpr(v) = 3 [hi () + By (=v)] et hur(v) = 3 [

hi(v) = hi(=v)].
5.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret

Soit h. un signal en temps discret ; alors :

L (9] —2kTiA
he(v) =Y 30 hpe 2kmidv
Démonstration

hAe(l/) 2% b dealt)] e 2t
=S h [T et S A () dt) = o0 hpekmiAY

(car e 2™ ¥t est un signal en temps continu qui est continu) QED.

On en déduit que f/L\e est une fonction ou distribution périodique de
période v, & i ; il suffit de I’étudier, par exemple, sur I'intervalle |— 2 A 5 A] ou
sur 'intervalle | — 7 7] si on la considére comme une fonction de § £ 27 A v.
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On constate que :
h/;p(y) = hpo +2 > 4o hpr cos(2km Av) [car hy,y cos(2k T Av) est pair

en fonction de k et hyy sin(2km Av) est impair en fonction de k] et :

ﬁ;(z/) = =20y 2 hipsin(2km Av) [car h;y sin(2km Av) est pair en
fonction de k et h;y cos(2km Av) est impair en fonction de kJ.

5.1.2 Lien éventuel entre i/z\e et h si h. correspond a I’échantillonnage
de h quelconque

Dans le cas général d'un signal h en temps continu quelconque il n’y a
aucun lien entre h. et h.

Par contre ssi by, = £ [h(kA —0) + h(kA +0)]; Vi € Z (ce qui est le
cas si h est continu en kA, Vk € Z et, en particulier, si h est continu sur
] — 00 o0f) on a :

he(v) =+ S0 h(v—2)|

Démonstration : cf. Annexe C.

Formule de Poisson, en fréquence

Soit le signal en temps continu constant égal a 1 et donc continu.
On al,=pa et F1 =7y (cf. ci-apres) et on en déduit que :

Pa(v) = 3 € 2F T = 3 3L (v — R) = 3 Xt w0 02(V)]

Il s’agit de la formule de Poisson, en fréquence. On constate que pa est
une distribution.

5.1.3 FExemples de T'F D
i) Exemples de TFD de signaux en temps continu
Ezemple : TFD de la fonction sgn [29] [30] 3
La théorie des distributions conduit a :
Flsgn(t)] = L j (cf. Ezemple 7). Soit :

j(t) = mivp. [72 sgu(r)e 2T dr = 2w [T sin(27t7)dr car la fonc-
tion sgn(7) sin(2 ¢ 7) est paire et la fonction sgn(7) cos(27t 1) est impaire.

113. p. 71
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On peut d’ailleurs considérer la derniere égalité comme la définition de
la distribution j (cf. Exemple 7).

~

Ezemple 1 : h(v) = fonction réelle paire.

2a
2+an2 2o
Ezemple 5 : h(v) = —%, fonction imaginaire pure impaire.
e—27‘riut
t

Exemple 7 3(1/) £ y.p. ffooo
pure impaire [18] 11 [29] 115 [30] 116,

dt = —misgn(v), fonction imaginaire

ii) Exemples de TFD de signaux en temps discret
TFD dune impulsion de Dirac

5 (V) 2 S22 0 (t) e 2mividt = e 2™ ioY (car e 2T est un signal en

temps continu qui est continu), fonction complexe.

En particulier, en faisant tq = 0, 5A0(1/) =1, fonction réelle paire.

~

Ezemple 1. : h(v) = 1_2qcoi(_2‘fAV)+q2 (avec ¢ = e7%2), fonction réelle
périodique paire.
Ezxemple 5, : f/L\e(V) = —1_52‘1;;1(152;?;;1(]2 (avec ¢ = e*2), fonction ima-

ginaire pure périodique impaire.

5.1.4 Formule de Parseval-Plancherel pour la TF'D

Soient h et x deux signaux complexes, ayant des propriétés de continuité
et de sommabilité suffisantes. On définit le produit scalaire, dans 1’espace
temporel :

< h,x>% [T h(t)x*(t)dt.

Et le produit scalaire, dans 'espace fréquentiel :
< /f;, T >% ffoooﬁ(u) T*(v)dv. Alors :

< h, x>=< ﬁ, T >

et en particulier si h = x :

Ih|| £ V<h, h> = ||h|| £ \/<h, h> [rappel : 2*(t) et T*(v) sont,

respectivement les nombres complexes conjugés de z(t) et z(v)].

114. p. 1762 mais avec un signe érroné
115. pp. 40-41
116. p. 71
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Démonstration

Supposons que les propriétés de continuité et de sommabilité de x per-
mettent d’écrire I'Intégrale de Fourier (IF') (cf. TFI) :

x(t) = [T Z(v)e*™ " dv; donc :

x*(t) = ffooo [/ZL‘\(V) ™ dy = [T 7 (v) e 2™ dv. En conséquence :
ffooo h(t) f h(t) foo A*( )6—27ritu dV] dt

= JoL ‘””tdt] #(v)dv = [*2 h(v)*(v) dv QED.

Ezxemple 1 : h(t) = el et ﬁ(u) = M%? alors on vérifie que :

A —20, — £ 4—”' —L
Bl 2 5 e2elld = ] £ [, ot = L

5.1.5 TFD d’une convolution linéaire de signaux

i) Signauz en temps continu

Soit s 2 hxx;alors 2 htx = ha.
Démonstration
g(V) = m(u) £ fjooo S(t) 6—27riyt dt L ffz()(h * ﬂf)(t) 6—27‘(”in dt

= [T Tt —T)a(r)dr)e 2TV dL.

Soit, dans I'intégrale externe, le changement de variable u =t —7; avec 7
fixé. Alors du = dt et :

s(v) & P w(v) = [T h(u)z(r) dr] e 2™ (47 dy
= [J2 hlw) ”’””“du] [/ z(T) 672“”657} = h(v) () QED.

Une condition suffisante au calcul de la convolée linéaire de deux signaux
en temps continu est qu’ils soient sommables, mais elle n’est pas nécessaire.

Ezxemple 1 < étendu > : soient le signal h de ’exemple 1 et le signal x
également de cet eremple, mais en remplacant le parametre a par le pa-
rametre b (0 < b; b# a). On a vu (cf. Convolution linéaire de deux signaux
en temps continu) que :

(h *l')(t) _ 2ae’b|t‘72be’a|t‘.

a2—p2

Or (cf. ci-devant) h(v) = 2% et donc Z(v) = WJ% et on vérifie
que :

h * l’(V) - h(”) f(y) = ((Z2+47r2 l,;l)a(ll))2+47r2 y2)~
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Cas particulier des transformées de Hilbert [26] ''7

Nous avons vu que h la transformée de Hilbert directe de h est, au facteur
multiplicatif % pres, la convolée linéaire entre h et j (cf. Exemple 7) :

h(t) £ L (h*j)(t). Donc h(v) = Lh(v)j(v) = —i h(v) sgn(v).

7
De méme nous avons vu que h la transformée de Hilbert inverse de h est,
au méme facteur multiplicatif % pres, 'opposée de la convolée linéaire entre
hetj:

~ ~

h(t) £ —L (b« 4)(t). Donc ﬁ(y) = —%ﬁ(u)j(u) = 1h(v)sgn(v).
On en déduit que :

-~

h(v) =i [—i h(v) sgn(v)] sgn(v) = h(v)

Par conséquent, avec des hypotheses de régularités suffisantes, on aura
h = h (cf. TFI), comme annoncé dans la partie < Convolutions .

i) Signaux en temps discret

. A ~ A T ~
Soit u, = he * x.; alors u, = he * T, = he Z,.
Démonstration
—~ A A 00 —9 i A 0o 00 —2 WAN
Ue(V) & he x me(v) 2300 upe 2RmIAV = 5700 S hpyx]e  2RTiAY,
Soit dans la somme externe j = k — [ ; avec [ fixé. Alors :

Uy (V) 2 he % 2o(V) = S (TR hym) o2+ TiAY

= (52 hy €78 THAY) (2o i e717H4Y) = ho(v) E.(v) QED.

j==oc

Ezemple : soient, avec N = 2, les signaux h, de I'exemple 3. et x. de
I'exzemple 2., On a vu (cf. Convolution linéaire de deux signaux en temps
discret causaux a méme support borné) que :

(he* Xe)o = 0, (he * Xe)y = 5, (he % Xe)p = 5
Or, de maniere immédiate d’apres la définition :
he(v) = 1e?miAv ot X (v) =14 e 270V,

On vérifie donc que :

FTTR0) = ) o) = her2midy 4 L ominias

117. pp. 118-119 et 251-257
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5.1.6 TFD d’un produit de signaux
i) Signaux en temps continu

Soit z = hx; alors Z A hr=hx%

Démonstration

h «T)(v) &[22 h — ) dp
£ f f h *Q”Wtdt] [f_oo x(7)e 2™ =T drl dp
:f h {f —271'1'1/7'[]:)000 6—27ri('r—t),udlu] dT}dt

Mais nous verrons (cf. ci-apres : Transposition du temps et de la fréquence)
que :

[ e mir=tn gy = 5t(7) et, par conséquent :

(h2)(v) = [ h(t)x(t) e 2™ dt £ ha(v) 2 Z(v) QED.

Une condition sufﬁsante au calcul de la TF'D du produit de deux signaux
en temps continu est qu’ils soient de carrés sommables; si de plus on peut
calculer leur TF'D alors la formule précédente a lieu.

Ezemple : solent le signal non causal h(t) = e 2 (cf. Ezemple 1, avec
a = 2); alors on a vu que h( ) = W et soit le signal causal

z(t) = (et —e3) vu(t) (cf. Exemple 6 ci-aprés, avec a = 1 puis a = 3). Alors
SN 1 L 2
on verra que Z(v) = 5050 ~ 3737 = (t2miv) (312miv)"

On en déduit que h(t)z(t) = (e — e ) v(t) (cf. Exemple 6 ci-apres,
avec a = 3 puis a = 5). Alors on verra que :
ha(v) = st — =5 = 2

3+2miv 5+2miv (B+2miv)(b+27iv)”

Or nous avions vu (cf. Convolution linéaire fréquentielle : cas de deux
fonctions ou distributions complexes, d'une variable réelle, non périodiques)
que :

T .o _ 2
(h * .Z')(l/) T B+2miv) (5+2miv)”

On vérifie bien que hao =h*7.
i1) Signaur en temps discret

. ~ AT -~ ~
Soit z, = he . ; alors z, = h.x, = h, * T.

Démonstration
(he  7) AIQih ) Te(v — ) dp
2A
4 A ffi%(zzoz_oo hk -2k ﬂzA#) [Zl*—oo 72[7”A (v— M)] dlu

=A 2202700 hy {szoo 2 e~ 2lmiAv [ff?i& e2(=k)miAp du]}-
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1

1 .
1 . ~ =k
Mais [23 e?(=Rmidn gy = { 8 : |4k et, par conséquent :

(he % ) (v) = S50 by e K718V 2 (R0 ) () £ Z,(v) QED.

Ezxemple : soient, avec N = 2, les signaux h. de I'exemple 3, et x. de
I'exemple 2..

2A

Alors zgo = hgxo = ho=0¢et 21 = hyx1 = h1 = % Et, par conséquent
2e = he, soit z, = hAe; c’est bien ce que nous avions trouvé (cf. Convolution
linéaire fréquentielle : cas de deux fonctions ou distributions complexes, d’une
variable réelle, périodiques).

5.1.7 Dualité

S=hxx=hZet u,=h,*x.=h.Te,
—~ —_~ ~ ~ ~ —_— ~ —~
Z=hx=hxZTet z, = he e = h. * Z..

5.1.8 Translation temporelle
Soit h'(t) £ h(t —tg) ; alors :
B (v) = e 2mitor (),

Démonstration
= [T h(t —to) e 2T At
Posons 7 =t — ty; avec tg fixé; alors dr = dt et :

f h —27iv (to+T) dt = 6—27r1t01/ h( ) QED

5.1.9 TFD d’un signal causal
i) Signal en temps continu

Soit h un signal en temps continu causal, alors :

2% h(t)e2mivtdt |

ii) Signal en temps discret

Soit h. un signal en temps discret causal, alors :

f/L\e(l/) _ Z?:o hy. e—2kmiAv|
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iii) Lien éventuel entre f?e et h si he correspond a l’échantillonnage de h
causal.

Dans le cas général d’un signal h en temps continu causal il n’y a aucun
lien entre h, et h.

Par contre ssi hy = 3 [h(kA —0) + (kA +0)]; Vk € Z™ (ce qui est le
cas si h est continu en kA, Vk € Z* et, en particulier, si h est continu sur
10 oof) on a :

he(v) = & 02 oo hlv = §) +hy — G2

A n=-—00 2

Démonstration : cf. Annexe D.
iv) Exemples

a) Exemples de TF'D de signauz en temps continu

Ezemple 0 : 0(v) = 1 00(v) + 5= j(v), distribution complexe [30] 8.
Ezemple 6 = h(v) = e = hr(v) +ihy(v), fonction complexe ; avec :
ER(V) = iy et

hi(v) = Tt

Remarque : attention en faisant tendre a vers 0 on ne retrouve pas I’ezemple
0 car la limite de la fonction h n’est pas une fonction mais une distribution.

b) Exemples de TFD de signaux en temps discret

-~

Ezemple 6, : h.(v) = % = her(v) +ihes(v) (avec g 2 e7o8),

fonction complexe périodique ; avec :

~ 1—qg2 .
heR(V) — 2[1-2¢ cos(gfrAu)+q2} et

-~ _ —2¢gsin(27 Av)
he](y) T 2[1-2q cos(2m Av)+¢?]"

5.1.10 TFD d’un signal causal a support borné
i) Signal en temps continu

Soit h un signal en temps continu causal a support borné [0 T, alors :

h(v) & [ h(t)e 2 it dt|,

118. p. 71 éq. 105
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i) Signal en temps discret

Soit h, un signal en temps discret causal a support borné {0, ..., N —1},
alors :
fL\e(V) _ N:—Ol hy e 2kmiAv|

iii) Lien éventuel entre hAe et h si he correspond a l’échantillonnage de h
causal a support borné.

Dans le cas général d'un signal h en temps continu causal a support borné
0 7] il n’y a aucun lien entre h, et h.
y

Par contre ssi hy = 2 [hM(kA—0)+h(kA+0)]; k=1, ..., N—1 (ce qui
est le cas si h est continu en kA; k=1,..., N —1 et, en particulier, si h
est continu sur |0 T'[) on a :

Démonstration : cf. Annexe E.
iv) Exemples

a) Exemples de TFD de signaux en temps continu

Ezemple 2 : X(v) = # = Xr(v) + iX1(v), fonction complexe;
avec :

SC\R<V) _ sin(2:3"1/) ot -

SC\I(V) _ _1—00;(::Tu)

[et, par continuité, X (0) =T .

Ezemple 3 - E(V) = (ZMTV:;Q;_;MTLI = ER(I/) + iﬁl(y), fonction com-
plexe ; avec :

T __cos(2nTv)—14+27Tv sin(2w T v) .
hR(V) = 12T 2 et :
N _ 27Tv cos(2nTv)—sin(27 T v)
h[(V) - 471'2/\TV2

3]

[et, par continuité, h(0) = 3].

Ezemple 4 : /f;(y) = el /ﬂR(lJ) + iﬁ](l/), fonction complexe ;

27 (Tv-1)
avec :
7 T sin2nTv
hR(V) = W et :
N _ Teos(2m Tv)—1]
h(v) = 27 (Tv—1)

let, par continuité ﬁ(%) =TI.
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b) Exemples de TFD de signauz en temps discret

Exemple 2. : x.(v) = }:z:;—zzz = Xer(V) + i Xes(v), fonction complexe

périodique ; avec :
1—cos(27 T v)—cos(2m Av)4cos[2m (T—A) V]

X\GR(U) = 2[1—cos(2 7 Av)] et :
-~ _ sin(27nTv)—sin(2w Av)—sin[27 (T—A) V]
Xe](y> - 2[1—cos(2m Av)]

et, par continuité, y.(0) = NJ.

Ezemple 3. : fL;(l/) = fL\eR(V) + z'f/L\eI(u), fonction complexe périodique;
avec :

i N sin(r Av) sin[(2N—-1) 7 Av]—sin?(N 7t Av

heR(V) = il = 2[(N sin2()7rAu)} Sl ) et :

7 N sin(m Av) cos[(2N—1) 7 Av]—sin(N 7 Av) cos(N7Av

h61<1/) - ( Leesl 2]\)/ sing(]ﬂAug Leosl :

let, par continuité, h.(0) = A,

Ezemple 4. : f;(u) = % = l;eR(I/)—l—i hAeI(V), fonction complexe
—(A)N e
périodique ; avec :
~ sin(N 7 Av) cos{r [(N—1) Av++]}
h6R<I/) - sin[m (AI/—L)] et

. N
he[(l/) _ sin(
271

N7 Av) sin{r [(N—l)Al/-f—%]}
et, par continuité, hl(%) = N] (rappel : wy = e~ ).

sin[r (Av— %)]

v) Valeurs discretes de la TFD d’un signal en temps continu causal
support borné

Soit A un signal en temps continu causal a support borné [0 T, alors :

Ry = [Th(t)e ™ F " dt = [} h(t)e "% dt = Te, [avec Q = 27 et

Cp = %ﬁ(%) (cf. Décomposition en série de Fourier; ¢, est le coefficient du
développement en série de Fourier de hr)] .

~/n T si n=0
Exemple?:x(:?):{ 0 si n#0°

)_ % si n=0
Tl AL si o n#£0

2nm

Exemple 3 : h(

NS

~ay )T st n=1
Ezxemple 4 .h(rf)—{ 0 si ntl-
vi) Valeurs discrétes de la TFD d’un signal en temps discret causal a
support borné

Soit h. un signal en temps discret causal a support borné 0, ... N — 1,
2ma
alors (avec wy =€~V ) :
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i<%>=z£;fhkw;vk;r:o,...,N_l.Et:

b= & S0 he(F) ™ s k=0, . N =1

Démonstration
S he(F) Wi = N [ e W = o e [ Wl
Mais 327! (k=n)r _ { ](3/ :i z f Z et, par conséquent :

S he(3)wy"" = N hy QED.
Remarque 1 : ces calculs sont la base de ceux des Transformations de
Fourier Discrete Directe et Inverse (cf. TFDD et TFDI).

Remarque 2 : fL\e étant une fonction périodique, de période v, = % = % il
suffisait bien de calculer les valeurs discretes he(7); avec 7 =0, ..., N —1,
puisque sin =qN +r;avecqe Zetr=0,..., N —1ona h(%) = he(F).

oy | N si r=20

ExempleZs‘Xe(T)_{ 0 si r=1,...,N—1"

B le 3. i (r) - % si r=0

zemple 3e : he(F) = A s r=1,...,N-1"
N
~ 0 si r=0,2,...,N—1
. Ty — ) 4y )
Evemple 4 : he(F) { N s I :

5.1.11 TFD d’un signal périodique

i) Signal en temps continu
Soit hp un signal en temps continu périodique, de période T', qui corres-
pond a la < périodisation > du signal h en temps continu causal a support

borné [0 T7, alors :

v) 2 [ hp(t)e?mvidt =1L 5> (%)5 n (V)|

Et on constate que ﬁ; est une distribution.

Démonstration
= [T > Jh(t—nT)e ™ i dt

_ Zn_m Tt — nT) e 2 ivt dt,

Faisons le changement de variables 7 =t —n'T"; alors dr = dt et :
hT( n__oo fo e—2miv(t+nT) g — };(V) Zzo:_oo e—2nmiTy.
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D’apres la formule de Poisson en fréquence on en déduit :

he(v) = Ah(v) Y00 62(v) = 300 h(2)8x(v) car h est une
fonction continue QED.

Remarque : ¢, = %/}\l(%) est le coefficient du développement en série de
Fourier de hr et hy(v) =3 77 | ¢, 0n(v).

n=—oo

i1) Signal en temps discret

Soit h.r un signal en temps discret périodique, de période T', qui corres-
pond a la < périodisation > du signal h, en temps discret causal a support
borné {0, ..., N — 1}, alors :

@(y) é Zzozioo the—QkTriAl/ et .

her(v) = 5 S350 he S0 Wi S0 B (v)|

Et on constate que E:T est une distribution.

Démonstration
her(t) = Y000 he Yoo O(gn4r a(t), done :
@(V) Z h Zq* —2 (gN+r)miAv

_ N-1 —27“71'1A1/ o0 —2qmiTv
- (ZT:O hT € ) (Zq:—oo € )
Soit, d’apres la formule de Poisson en fréquence :

her(v) = + (050 he €727 718Y) (S50 65 ().

—2rmiAv oot yne fonction continue de v :

@) F N e S e TR G (v)
TZ h Zk——oow 5 ()

Posonsk:qN—f—n;avechZetn:0,...,N—l;alorsw}"vk—wN
et :

—

her(v) = 7 SV R SN e o 5%@) QED.

iii) Lien éventuel entre hTe et hT st hre correspond a [’échantillonnage
de hy périodique.

Etant donné que e

Dans le cas général d'un signal hy < périodisé > d’un signal h en temps
continu causal & support borné [0 T[ quelconque il n’y a aucun lien entre
hTe 119 et hT.

119. h/T\e = h/;p car hre = her
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Par contre ssi hy = 2 [AM(kA—0)+h(kA+0)]; k=1, ..., N—1 (ce qui
est le cas si h est continu en kA, k=1,..., N —1 et, en particulier, si h
est continu sur |0 T[) on a :

hre(v) = £ Y00 hp(v — 2) + & [hg — MG — BIZO]SNL 57 Sy (v) ]

Démonstration : cf. Annexe F.
iv) Exemples
a) Exemples de TFD de signauz en temps continu
) { 1 si n=0
0 si n#0 "~

Donc x7(v) = do(v). Comme xr = 1 on trouve que F 1 = .

Exemple 27 : ¢, = %5{(

SIS

si n=0

si n#£0 "

SN[

Exemple 37 : ¢, = %ﬁ(%) — {
2

Done hr(v) = 3 80(v) + 55 (01 oo+ 302) (202 (0),

Evemple 47 : ¢, = A h(2) = { oo Z; .

Done hr(v) = 61 (v) = 5o (v). Comme hy(t) = ¢ on trouve que :
(F[e2])(v) = 62 (v). On en déduit que (F[e™ %))(v) = 6_a (v),

et, par lindarité :

(Fleos(@))(v) = (F 3 (€ + e ) () = 502 (v) +d_o ()], et :
(Fsin(Qa))(v) = (F[g; (€ =) (v) = =302 (v) —d_2 (v)].
b) Ezemples de TFD de signauz en temps discret

Exemple 27 : X10(V) = % Z;‘;foo 5%@). C’est normal car
XTe = le = pa et on retrouve la formule de Poisson en fréquence.

Ezemple 37 : hre(v) = 5= P (5%(1/)—1—% 27{\:11[%1_1 D o (5#(1/)].

Ezxemple 47, : ET\E(I/) = % Z;ifoo (5%+%(1/).
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5.2 TFI : Transformation de Fourier Inverse

On appelle Transformation de Fourier Inverse (T'F'I) 'application linéaire :

F i g—g

qui fait correspondre a une fonction ou distribution g complexe, de la
variable réelle v appelée fréquence, le signal g tel que :

t) Zop. [T gv)e ™ dy |,

Remarque : si g est sommable on a, plus simplement :
g(t) £ [7, g(v) ™ du.
On a donc § £ F g et on note parfois g = F [g(v)].

Soient g, et g; les parties paire et impaire de g, respectivement, alors on
a aussi :

g9(t) =g,(t) + 7i(t) |; avec :

() =2 [[° gp(v) cos2mtv)dv et gi(t) = 2i [;° g:i(v) sin(2mtv) dv.

Démonstration

¢ 5,(t) = [T gp(v) [cos(2mtv) + i sin(2wt )] dv
=2 [ gp Cos(2 Tt V) dv

[car g, (v ) cos(2mtv) est une fonction ou distribution paire et g,(v) sin(27tv)
une fonction ou distribution impaire).

e Gi(t) = [T gi(v)[cos(2mtv) + i sin(2wtv)] dv
=2i [[7g:i(v) sin2mtv)dv

[car ¢g;(v) sin(2 7t v) est une fonction ou distribution paire et g;(v) cos(2mtv)
une fonctz'on ou distribution impaire].

—Up f v) + g;(v)] [cos(2mtv) + i sin(27wtv)| dv
—vpf COS(QWtV)—I—ZgZ( )sin(2wtv)]dv
+up. [7 gz ) cos(2mtv) +igy(v) sin(2wtv)|dv
=2 [T gp(v) cos(2mtv) +igi(v) sin(2mtv)] dv = g,(t) + gi(t)
[car g,(v) cos(2mtv)+ig;(v) sin(27tv) est une fonction ou distribution

paire et g;(v) cos(2mtv)+ig,(v) sin(2mtv) est une fonction ou distribution
impaire] QED.

On constate que g, est un signal pair et g; un signal impar.

o4



Dans le cas particulier ou g est réelle on a :

t) =v.p. [T gv) cos@miv)dr =2 [7g,(v) cos(2mtv)dv = G,(t)

[car gp( v) cos(2mt V) est une fonction ou distribution paire et g;(v) cos(2mtv)
une fonction ou distribution impaire] et :

;)] =vp. [T gv)sin@nmtv)dy =2 [[7 gi(v) sin2ntv)dv = —ig(t)

[car g;(v) sin(2 7wt v) est une fonction ou distribution paire et g,(v) sin(2 7t v)
une fonction ou distribution impaire].

5.2.1 Cas particuliers

a) g = h ot h est un signal en temps continu quelconque. Alors :

=

h(t) £ v.p. ffom/ﬁ(l/) e2™ itV du|. Et également :

—2f0 ) cos 27Tty)—|—zh( ) sin(2wtv)]dv|;

car hp = hp et hi = hi.

Ezxemple 1 (fAz est une fonction réelle paire sommable)

= _ 0o g2mity oo cos(2mtv)
h(t)=2a [ ame dv =4a e v

Ces intégrales se calculent aisement gréce au théoreme des résidus :

Z(t) = e It = n(t).

Ezemple 2 (X est une fonction complexe)

?(t) = v.p. fjo sin(27 Tv)—i[l—cos(27 T v)] e2mity g,

27y
Cette intégrale se calcule aisement grace au résultat f > Smu“) du = 3
[18] 120 .
0 si t<0
B Lsi t=0 B
Xt)=< 1 si 0<t<T .Eton constate que X(t) # x(t).
1 _
5 si t=1T
0 si T<t

Ezxemple 3 (/f; est une fonction complexe)

h _Up f [cos(2m T v)— 1+27rT1/:am(27rT1/)2]+2[227rTl/cos(27rTV) sin(2 7 T v)] e2mity gy,
— 4nm2Tv

120. p. 1756
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Cette mtegrale se calcule aisement grace au résultat précédent

Jo = Sinw) gy = 2 et au résultat que I'on en déduit [ 1= CuOQS(”) du=71:
0 si t<0
h(t)=<¢ 71 > Ost<T . Et on constate que h(t) # h(t).
5 sl t=1T
0 si Tt

Ezemple 4 (ﬁ est une fonction complexe)

Tsm 27w Tv)4+iT [cos(2m T v Tity
_'Upf 2)7T(Tl/[ 1)( )— ]]62 t dv

Cette intégrale se calcule aisement grace aux résultats :

vp. [7 sin(ertb) gr = sgn(a) 7w cos(b) et :

xT

vp. [7 %‘Hb) dx = —sgn(a) 7 sin(b) :
0 si  t<0

_ % si t=20 _

E(t) =1{ 7 si 0<t<T .Eton constate que ﬁ(t) # h(t).
% si t=T
0 st T<t

Ezxemple 5 (/f; est une fonction imaginaire pure paire)

_ dmiv 2mity — . g1
= v.p. f —TrE € dv =8m fo g sin(2wtv)dv

Cette intégrale se calcule aisement a partir de celle de I'ezemple 1 en
dérivant, par rapport a ¢, sous le signe [ :

A(t) = h(t) = sgu(t) el
Exemple 6 : (h est une fonction complexe)

_a—27miv_ 2mwitv
=v.p. f 0o a?+4n2 2 € dv.

Cette intégrale se calcule aisement a partir de celle de I’ezemple 1 :

_ 0 s t<O
h(t) = h(t) = Tosi t=0.
e si 0<t

Ezemple 7 (j est une distribution impaire)

/\

(t) =vp. [7 —misgn(v) 2™ dy =27 [Fsin(27tv)dv = j(t).
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~

b) g = he ot he est un signal en temps discret quelconque. Alors :

~

he(t) = vop. [7 he(v) €271t dy = he(t)|.

Démonstration

he(t) £ vp. [7 he(v) €27tV dy

=v.p. f_oooo(zzoz_oo hk: 672kTriA1/) 627rit1/ dv

=Y Jhpvp [T 2T EERA Y @y = 37 Ry 6 a(t) = he(t) car, d’apres
ce qui suit v.p. [T ITRDY gy = [ 2Tk AV gy — 5 A(t) QED.

Ezemple : &, est un signal en temps discret et on a vu (cf. TFD) que
01, (V) = e 2™V Alors :

B (1) = 0o (1) = v.p. [ 72710V 2TV gy — gy p [% 2TV Gy o, en
particulier 5A0(t): do(t :“-p-f_OOGQMt”dV-

5.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

On vient de voir que pour les signaux en temps discret quelconques on a

h. = hTe et donc F~!' = F; linverse de la Transformée de Fourier Directe
(T'FD) est la Transformée de Fourier Inverse (T'FI).

Mais on vient de voir également que pour les signaux en temps continu

quelconques h # h et done F1 £ F; Uinverse de la Transformée de Fourier
Directe (T'F'D) n’est pas la Transformée de Fourier Inverse (TFI).

On peut se poser la question : pour quels signaux en temps continus
Uinverse de la Transformée de Fourier Directe (T'F D) est-elle la Transformée
de Fourier Inverse (T'FI)? Le théoréme suivant répond a la question.

Théoreme : si h est un signal en temps continu sommable et a variation
bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de réciprocité (ou le
théoreme d’inversion) :

2 [h(t = 0) + h(t+0)] = v.p. ffoooﬁ(y) 2™t dy |,

Démonstration : cf. [28] 12! [41] 122 [27] 123 [37] 124,

Donc si le signal h en temps continu est continu on a :

121. pp. 378-379

122. § 12.8 pp. 234-236

123. 2. K. B. Howell § 2.2.1 p. 107
124. § 7.4 pp. 171-176
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h(t) = v.p. ffoooﬁ(y) 2™V dy.

Et si, de plus, h est sommable on a h(t) = ff"oﬁ(y) 2™t dy.

Cette intégrale est appelée Intégrale de Fourier (I F).

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les exemples précédents.
Transposition du temps et de la fréquence

Si on est dans les conditions d’existence de 'Intégrale de Fourier (I F) on
a donc :

h(t) = ffooo E(V) e?™ 1t dy, soit si on transpose le temps ¢ et la fréquence v :

hv)= [~ h(t) e2™ vt dt ou h(—v) = e h(t) e~2™i7t 4t et par conséquent :

~

(F )W) = h(=v)

Ezemple : on a trouvé gt\o(y) = ¢727™iov Par conséquent on retrouve que
(cf. TFD d’un signal périodique avec Q = 27ty) :

(F e 2™t (1) = &, (—v) = 64, (V). Soit :

[ eErmiltomt gt = 6, (v) d’ott on déduit que :

ffo e:l:27ri(t0—t)'r dr = 5150 (t)

o

5.2.3 TFI d’un produit de T'FD

Soit § = E@ le produit des deux TF'D hoet 7. Si h et x sont les TFI
respectives de h et ¥ alors s, la TF'I de s, est donnée d’apres ce qui précede,
par :

s=h*mz.

De méme soit u, = hAeer le produit des deux T'FD fl\e et Z,. Si h. et
x. sont les TFI respectives de h, et z, alors u,, la TFI de u, est donnée,
d’apres ce qui précede, par :

Ue = he * T
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Pour calculer la convolution linéaire de deux signaux en temps continu

on a donc les deux possibilités suivantes [36] 12 :

h X h X
TFD | TFD |
h R

# b4

A

S

TF |

S S

La seconde possibilité, qui utilise les transformations de Fourier, est sou-
vent préférable au point de vue du temps de calcul.

5.3 Transformation de Fourier-Stieltjes
On pourra consulter [15] [38] 126 [39].

Soit o une mesure de Borrel. On appelle :

a(v) £ [ e 2mivtda(t)|.

—00

la transformée de Fourier-Stieljtes de cette mesure.

Si da(t) = h(t)dt on retrouve la définition de la transformée de Fourier
directe classique.

125. p. 31
126. p. 667

29
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6 Transformations de Fourier en cosinus et
en sinus

La définition de ces transformations varie selon les auteurs. Certains ne
considerent que des signaux définis pour 0 < ¢ [18] d’autres des signaux pairs
pour la transformation en cosinus directe et impairs pour la transformation
en sinus directe [39]. Nous avons adopté ce second point de vue qui conduit
a ne considérer que des fonctions ou distributions complexes paires pour la
transformation en cosinus inverse et impaires pour la transformation en sinus
inverse.

6.1 Transformations de Fourier en cosinus

On pourra consulter [18] 127 [27] 128 [27] 129 [38] 130 [39] 131,

6.1.1 TFCD : Transformation de Fourier en Cosinus Directe

On ne considere que la Transformation de Fourier en Cosinus Directe
(TFCD) d’un signal pair et alors elle se confond avec la Transformation de
Fourier en Directe (T'F'D). Par conséquent on a déja vu que :

hy(v) =2 J5" hy(t) cos(2mut)dt|

Et on a déja constaté que i?p est une fonction ou distribution paire.

Dans le cas particulier ot le signal h,, est réel la fonction ou distribution hAp
est réelle.

Cas particulier d’un signal pair en temps discret
On a déja vu que h/e\p(l/) =hyo0+2 > 5 hyr cos(2km Av)
Exemples de TFCD

i) Exemples de TFCD de signaux pairs en temps continu
Ezemple 0 : 0,(v) = 1 60(v), distribution réelle paire.

-~

Exemple 1 : hy(v) = —, fonction réelle paire.

2a
a?4+4 12

127. pp. 625-626

128. 2. K. B. Howell. § 2.4.4. pp. 158-160
129. 3. K. P. Yip. pp. 227-280

130. pp. 663-668

131. < Sine and cosine transforms > 3 pages
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sin(27 T v

Ezemple 2 : x,(v) = 25 ), fonction réelle paire.

Lo _ cos(2rTv)—1427Tv sin(2w T v) . ; .
Exemple 3 : hy(v) = P , fonction réelle paire.

Ezemple /4 : hAp(z/) = hApR(V) +i hApI(z/), fonction complexe paire ; avec :

~ 2 . -
hpp(v) = Tz;/(szl“r;(iLTl;j) et

7 T[cos(2m T v)—1
oy (v) = T2 5.

Ezemple 5 : hAp(l/) = 0.

Exemple 6 : i?p(u) = —3, fonction réelle paire.

aQ—i-4a7r2
Exemple 7 : j;, = 0.
ii) Exemples de TFCD de signaux pairs en temps discret

—

Si hye correspond a ’échantillonnage du signal h, on a i;;e = hep car
hpe = hep.

Fremple 0, (v) = §FA() = § S5 e h 8 = )L S 61 (0),

distribution réelle paire.

Ezemple 1, : };p\e(u) = 1_2qcoi(_2q:AV)+q2 (avec ¢ = e~*2), fonction réelle
paire.

Exemple 2, : Xpe(V) = 17605(2”T”);[Clo_s(cig(;”y;ﬁs[h(TfA) 4 fonction réelle
paire.

Ezemple 3. : f?p\e(l/) = Nein(rdv) Sing[%];[i;;();ﬁ;)}_SiHQ(NTFAV), fonction réelle
paire.

o~ o~ o~

Evemple 4 : hpe(v) = hpep(v) + ihye,(v), fonction complexe paire;
avec :

o __ sin(NwAv) {cos(3Z) sin(N 7 Av)—sin[(N—2) 7 Av]} .
hpep(v) = 2 sinfr (XV_%)} sin[r (A v+ L] et :

—~ o sin?(N w Av) sin(3F)
hper(v) = 3 sinfr (A v—=)] sin[r (XVJF%)}'

Ezemple 5. : gp\e(y) = 0.

a2y fonction réelle

— 1— 2 _
Exemple 6, : hy.(v) = 5Ti=2g COS(;IWAVMQ] (avec g = e
paire.

6.1.2 TF(CI : Transformation de Fourier en Cosinus Inverse

On ne considere que la Transformation de Fourier en Cosinus Inverse
(T'FCI) d'une fonction ou distribution paire g, de la fréquence v et alors elle
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se confond avec la Transformation de Fourier Inverse (T'FI). Par conséquent
on a déja vu que :

Gp(t) =2 fooo gp(v) cos(2mtv)dy|

Et on a déja constaté que g, est un signal pair.

Cas particulier : si g, = f?p onag, = f?p.
Ezemples

Ezemple 0 : 0,(t) = v,(

t).
Ezemple 1 : f/z;,(t) = h,(t) = e7altl.

(0 si t< =T
o }l si t=-T
Ezemple 2 : Xp(t) =< & si =T <t<T # x,(t).
}L si t=T
L 0 si T <t
(0 si t<-T
_ Ll; si t=-T
Exemple 3 : hy(t) = < % sio =T <t<T #hy(t).
Lll si t=1T
L0 s T<t
( 0 si t< =T
_ }l si t=-T
Exemple 4 : hy(t) = %eQWTZM sio T <t<T # hy(t).
}l si t="T
0 si T<t

Ezemple 5 : th(t) =0 = hy(1).

Ezxemple 6 : th(t) = Lemaltl = h,(t).

1
2
Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

Théoréme : si h, est un signal pair en temps continu sommable et a

variation bornée sur tout intervalle borné on a la formule de réciprocité (ou
le théoreme d’inversion) :

byt = 0) + hy(t +0)] = 2[5 hy(v) cos(2mtv)dv |

Démonstration
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cf. la formule de réciprocité pour la TFD QED.
Donc si le signal hy, en temps continu est continu on a :
t)y=2 [ h cos(2mtv)dv.

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les exemples précédents.

6.2 Transformations de Fourier en sinus

On pourra consulter [18] 132 [27] 133 [27] 134 [38] 135 [39] 13,

6.2.1 TFSD : Transformation de Fourier en Sinus Directe

On ne considere que la Transformation de Fourier en Sinus Directe (T'F'SD)
d’un signal impair et alors elle se confond avec le produit par ¢ de la Trans-
formation de Fourier Directe (T'F' D). Par conséquent on a déja vu que :

v) =2 [7hi(t) sin(2mvt)dt|.

On constate que i h; est une fonction ou distribution impaire car on a
déja constaté que h; en est une.

__Dans le cas particulier ou le signal h; est réel la fonction ou distribution
1 h; est réelle.

Cas particulier d’un signal tmpair en temps discret
On a, d’apres ce qu’on a déja vu :

ihei(v) =2 3% iy sin(2kw Av).

Ezxemples de TFSD

i) Exemples de TFSD de signauz impairs en temps continu
Ezemple 0 : i0;(v) = 5= j(v), distribution réelle impaire.

~

Ezxemple 1 :ih;(v) = 0.

l—cos(27Tv
R

Exemple 2 : i x;(v 5., Jonction réelle impaire.

132. pp. 625-626

133. 2. K. B. Howell. § 2.4.4. pp. 158-160
134. 3. K. P. Yip. pp. 227-280

135. pp. 663-668

136. < Sine and cosine transforms > 3 pages
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Ezemple 3 : Z}Z(y) = 2Ty cos@nTy)-sin@rTY) fonction réelle impaire.

Ar2 T2
Ezemple / : zi/z\z(y) = —f?“(u) + ii/l\iR(u), fonction complexe impaire ;
avec :
hir(v) = — el et
Ez’R(V) - g:?}(ff—g?
Exemple 5 : zl/z\l(y) = Lﬂﬁrﬁ, fonction réelle impaire.
Exemple 6 : ZFL:(V) = agffﬁ, fonction réelle impaire.

Exemple 7 : Z;;(V) = wsgn(v), fonction réelle impaire.

ii) Exemples de TFSD de signaux impairs en temps discret

—

Si h;. correspond a l’échantillonnage du signal h; on a f/L;\e = h.; car
hie = hei-

Ezemple O, : iU (V) = 525 Yone oo J(v — %), distribution réelle impaire.

Ezemple 1, : zf;\e(z/) = 0.

Ezxemple 2. : i X;.(v) = — Sin(?”T”)_;ET?CZSA(;T)F_ASEE% =21 fonction réelle
impaire.
Exemple 3,0 Ei\e(y) _ _N sin(m A v) cos[(2 N;}\){:iﬁzlz]ﬂ—zir;gNﬂ'A v) cos(N 7 Av) 7 fonc-

tion réelle impaire.

o~ — —

Ezemple 4 : i h;o(v) = — hie;(V) +i hieg(v), fonction complexe impaire ;
avec

- __ sin(NwAv) {7(}08(2%) cos(N w Av)+cos[(N—2) 7w Av]} .

h261<1/) - 2 sin[m (A I/—%)} sin[m (A V—f—%)] et

sin(N 7 Av) cos(N mAv) sin(%)

hicr(v) = 2 sinfr (Av—+)] sin[r (Av+3)]

Ezemple 5, : Zf/L,\e(V) = 1_22qqcs§:((22:§:))+Q2 (avec g = e7*2), fonction réelle
impaire.
Ezemple 6, : zf;\e(y) = 1—23i2((22:ii))+q2 (avec ¢ = e*2), fonction réelle

impaire.

6.2.2 TFSI : Transformation de Fourier en Sinus Inverse

On ne considere que la Transformation de Fourier en Sinus Inverse (T'F'ST)
d’une fonction ou distribution complexe impaire g; de la fréquence v et alors
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elle se confond avec le produit par —i de la Transformation de Fourier Inverse
(TF1I). Par conséquent on a, d’apres ce qu’'on a déja vu :

—igi(t) =2 [;° g:(v) sin(2mtv)dv|.

On constate que —ig;(t) est un signal impair car on a déja constaté que
g; en est un.

Cas particulier : si g; = zfz ona—ig; = f;
Ezxemples

Ezemple 0 : 0;(t) = Lsgn(t) = v;(t).

Ezemple 1 : ﬁ;(t) = 0.
(0 si t< =T
—}L s1 t=—
o —3 si —T<t<0
Ezemple 2 : x;(t) = 0 si t= # Xi(t)
% si 0<t<T
i si =T
(0 si T<t
(0 =i t< =T
_ —i si t=—
Ezemple 3 : hi(t) =< 5 si =T <t <T #h(t).
411 si t="T
(| 0 =i T<t
( 0 si t< =T
_ -1 sim t=-T
Ezemple 4 : hi(t) = ¢ 1sgn(t) e s —T<t<T #hi(t).
i si t="T
\ 0 s T<t

Ezxemple 5 : hTZ(t) = sgn(t) el = h,(2).

Ezemple 6 : h;(t) = +sgn(t) el = n,(2).

Ezemple 7 : ji(t) = Pf(L) = ji(t).

Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

Théoreme : si h; est un signal impair en temps continu sommable et a
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variation bornée sur tout intervalle borné on a la formule de réciprocité (ou
le théoreme d’inversion) :

% [hi(t — 0) + h;(t + 0)] = 24 fooo f/z\z(y) sin2wtv)dv|.

Démonstration

cf. la formule de réciprocité pour la TFD QED.

Donc si le signal h; en temps continu est continu on a :
hi(t) =20 [5° f;(y) sin(2wtv)dv.

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les exemples précédents.

6.3 Liens avec les transformations de Fourier
6.3.1 Lien direct
h = hy,—i(ih;) donc Fh=Fh,—i(iF)hs.

6.3.2 Lien inverse

= =

h = hp—F/hTi donc F h :]_-"hAp—l— (—i F) (i hy).
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7 Transformations de Hartley

On pourra consulter [9] [8] 137 [41] 138 [27] 139 [38] 110 [39] 141,

L’intérét des transformations de Hartley est que les transformations di-
recte et inverse sont égales. Alors, avec des hypotheses de régularités suffi-
santes, elles sont involutives.

7.1 THarD : Transformation de Hartley Directe

On appelle Transformation de Hartley Directe (T'HarD) 'application
linéaire :

Hor : h—= Hay b

qui fait correspondre a un signal h la fonction ou distribution H,,. h com-
plexe, de la variable réelle v appelée fréquence, telle que :

(Har h)(v) & [Z_h(t)cas(2mvt)dt|;

avec cas(t) = cos(t) + sin(t) = 2 sin(t + I) = v/2 cos(t — F).
Dans le cas particulier ou le signal h est réel on a :

(Har 1) (v) = hig(v) = hr(v) = [(1+ ) h(v)] .

7.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret
Soit h. un signal en temps discret ; alors :

(Har he)(V) => 00 hpcas(km Av)|.

Démonstration

Elle se calque sur celle de la TF'D d’un signal en temps discret QED.

137. pp.385-410 (surtout discrete)
138. Ch. 13 pp. 265-271

139. 4. K. J. Olejniczak. pp. 281-330
140. pp. 801-802 (surtout discrete)
141. < Hartley transform > 4 pages
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7.1.2 Calcul de la transformation de Hartley directe en fonction
des transformations de Fourier directes des parties paire

et empaire ou des transformations de Fourier directes en
cosinus et sinus

On a:

(Har ) (v) = hy(v) + i ha(v),

(Har h)(=v) = hp(v) — i hi(v),

Démonstrations

(”HaT h)( ) = [ [hp(t) + hi(t)] [cos(2m v t) + sin(2m v t)] dt
=7 cos(2mvt) + hi(t) sin(2w v t)] dt

car h,-( ) cos(2mvt) et hy(t) sin(2m v t) sont des signaux impairs.

Donc :

(Har 2)(v) ) et

= pg\’/) +1 Eg\
(Har h)(—v) = hyp(v) — i hi(v), car h est paire et h; impaire QED.

7.1.3 Calcul de la transformation de Fourier directe en fonction
de la transformation de Hartley directe

On a:
h() = § [(Har ) () + (Har D) (=0)] = i 3 [(Har D) () = (Har B)(=1)].
Démonstration

3 [(Har D) (V) + (Har )
% [(Har h)(y) - (Har h)
2 )

= hy(v) + hi(v) = h(v) QED.

7.1.4 FExzemples
Ezemple 1 : (Hq h)(v) = (12;1%7 fonction réelle paire.

2y [—cos(2n T v)+sin(27 T v 1T [cos(2mT v)+sin(27wTv)—
Ezemple 4 : (Hor h)(v) = Tulzcos@rlv)tsin(2 gﬂz;i]fgﬂ)[ ZrTv)ein@rTy)-l]

fonction complexe.

Exemple 5 : (Har h)(v) = %=, fonction réelle impaire.

Ezemple 6 : (Har h)(v) = -£257% fonction réelle.

RAn2 20
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7.2 THarl : Transformation de Hartley Inverse
On appelle Transformation de Hartley Inverse (T'HarI) 'application linéaire :
HG/" . g H IHG/" g

qui fait correspondre a une fonction ou distribution g complexe, de la
variable réelle v appelée fréquence, le signal H,, g tel que :

(Har 9)(t) = [72 g(v) cas(2mtv) dv

Par conséquent la Transformée de Hartley Inverse (T'"Harl) est, en fait,
identique a la Transformée de Hartley Directe (T'HarD).

7.2.1 Cas particuliers

a) g =Har h ot h est un signal en temps continu quelconque. Alors :

(Har Har R)|(t) = (M2, R)(t) = 7 (Har h)(v) cas2mtv) dv |

b) g = Har he 0U he est un signal en temps discret quelconque. Alors :

Har (Hap he))(8) = (H2, he) (8) 2 [ (Hap he) (v) cas(2mtv) dv = he(t) |

Démonstration

Elle se calque sur celle de la T'F'I de la T'F'D d’un signal en temps discret
quelconque QED.

7.2.2 Propriété des transformations de Hartley

On a H2, = F F done (H2, h)(t) = h(t).
Démonstration

(M2, 1)(t) = [Har (Har D)](1) = [Z5 (Har)(v) cas(2mtv) dv
_l’_

= [ [hp(v) +ihy(v )][cos(27rtu) sin(2 7t )] dv
= [ [hy(v) cos(2mtv) + i hy(v) sin(2 7t v)] dv

+ [7 A( sin(27tv) + i hi(v) cos(2mtv)] dv
=2 [ h,(v) cos 27rtu) i hi(v) sin(2 7t v)] dv car la fonction
f/zz,( ) co ( 7rt1/)+zh( ) sin(27tv) est paire et la fonction
hy(v) sin(27tv) +ih (v) cos(2mtv) est impaire QED.
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7.2.3 FExzemples

Puisque (H2, h)(t) = h(t) on a (cf. TFI) :
Ezemple 1 : (H2, h)(t) = eIl = h(t).

(0 si t<0

s t=20

si 0<t<T #x(t).
si t=T

si T'<t

si t<0

si 0<t<T

s t—1 7N
si T<t

si t<O0
si t=20
si 0<t<T #h(t).
si t=1T
si T <t

Ezemple 2 - (/H?w X)(t) =

Ezemple 8 = (Ha, h)(t) =

ONIFNls © ONIF = NI=

Il O

N
N
S

Exemple 4 : (H2, h)(t) =

™

si t<0
si t=0 =h(t).
si 0<t

Ezemple 7 : (H2,j)(t) =27 [["sin(27tv)dv = j(t).

,
g‘l\’ih—‘o ONI= g

~

Exemple 5 : (H2, h)(t) =

@

7.2.4 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

Théoreme : si h est un signal en temps continu sommable et a variation
bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de réciprocité (ou le
théoréeme d’inversion) :

$[h(t—0)+h(t+0)] = [7 (Har h)(v) cas2mtv) dv |

Démonstration [41] 142

cf. la formule de réciprocité pour la TFD QED.
Donc si le signal h en temps continu est continu on a :

h(t) = ff;(?—lar h)(v)cas(2mtv)dv = [Har (Har 1)](t) = (H2, h)(1), soit
H2 =1 et Har est involutive.

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les ezemples précédents.

142. § 13.5 p. 269
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8 Transformations de Hankel

On pourra consulter [32]143 [18] 144 [8] 145 [41] 16 [27]147 [38] 148 [3]149
[39] 150'

L’intérét des transformations de Hankel, également appelées transforma-
tions de Fourier-Bessel, est que les transformations directe et inverse sont
égales. Alors, avec des hypotheses de régularités suffisantes, elles sont invo-
lutives.

8.1 THanD : Transformation de Hankel Directe d’un
signal strictement causal

On appelle Transformation de Hankel Directe (T"HanD), d’indice (ou
d’ordre) r (=1 < r), l'application :

Han : b= Han b

qui fait correspondre a un signal h strictement causal la fonction ou dis-
tribution H,, h complexe, de la variable réelle v appelée fréquence, telle que :

(Han h)(v) £ 27 [7h(t) J.2mvit)tdt],

olt J, est la fonction de Bessel de premiere espece et d’indice r [2] 1%

[31] 152 (ou d’ordre r [18] 153).
8.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret strictement
causal

Soit h. un signal en temps discret stictement causal ; alors :

Hanhe)(v) =27 > 2 kA J,2kmAv)|
k=1

143. pp. 6, 53, 59, 60, 62, 82 (surtout discretes)
144. pp. 838-839 p. 911

145. Ch. 12 pp. 241, 244, 249, 254 (a4 n dimensions), 296, 420
146. Ch. 21 pp. 371-388

147. 9. R. Piessens. pp. 719-746

148. pp. 790-791

149. pp. 906-908

150. < Hankel transform > 8 pages

151. ch. 7.5 pp. 364-387

152. pp. 368-392

153. pp. 1801-1805

73



Démonstration

(Hanhe)(v) £ 27 [ pey hi Oua(t)] Jo (27 v t) tdt
=27 Y by [ T 2mvt)ta(t)dt
=27 ZkzlkAth@kﬂAu) QED.

8.1.2 Lien entre la transformation de Hankel directe, d’indice 0,
et la transformation de Fourier directe

La transformation de Hankel directe, d’indice 0, est essentiellement la
transformation de Fourier directe a deux dimensions d’une fonction ou dis-
tribution a symétrie circulaire.

Soit f(t1,t2) une fonction ou distribution a deux variables temporelles t;
et t. Sa transformée de Fourier est, par définition, la fonction ou distribution
f (Vl, V) & deux variables fréquentielles 11 et vy telle que :

1/1, VQ f f f tl, tg 727”'('/1 titratz) dtl dtg

Posons t; = t cos(w), to = tsin(a); avec 0 < t et a € (v, + 27);
V. Alors dt; dt, = tdtda et supposons que la fonction f est a symétrie
circulaire, donc ne dépend que de t; alors f(t1,t2) = h(t). Posons également
v1 =v cos(f), o =v sin(ﬁ)' avec 0 <vet §€ (Y, +27); Vi; alors :

+2 —
1/1’]/2 j; = ¥ 7T € 27mi vt cos(a ]tdtda

Posons v = a — 6; avec B fixé et choisissons ¢ = (. Il vient dy = da et
par conséquent :

ny 2m —27miv 5 2T _2wiv
Fn, ) = fto:co f'y:() h(t) e=2mivt cos() ¢ gt dry = f;"o h(t) [f’y:O e~ 2mivt cos(v) a1t dt.

Par conséquent on constate que la fonction J/C\(Vl,VQ) est également a
symétrie circulaire car elle ne dépend que de v ; alors f(v1,1v2) = (Han h) (V).
De plus fj:ﬂo e2mivteos(v) gy = 21 Jo(2mvt) ot Jy est la fonction de Bessel

154 et par conséquent :

de premiere espece et d’indice 0 [38]
(Han h)(v) =27 [;7 h(t) Jo(2T v t) tdt.
Han h est la transformée de Hankel directe, d’indice 0, du signal h.

Ezemple : Soit h(t) = %; pour 0 < t; alors sa transformée de Hankel
directe, d’indice 0, est (Han h)(v) = +; pour 0 < v.

154. p. 121 éq. (49)

74



8.2 THanl : Transformation de Hankel Inverse
On appelle Transformation de Hankel Inverse (7T"Hanl) 'application linéaire :
,H(ITL . g H Han g

qui fait correspondre a une fonction ou distribution g complexe, de la
variable réelle v appelée fréquence, définie pour 0 < v, le signal H,, g stric-
tement causal tel que :

(Han9)(t) 227 [“g(v) J,2mtv)vdr; 0 <t|

Par conséquent la Transformée de Hankel Inverse (T"Hanl) est, en fait,
identique a la Transformée de Hankel Directe (T"HanD).
8.2.1 Cas particuliers

a) g = Hanh ot h est un signal en temps continu strictement causal
quelconque. Alors :

(Han (Han R)](t) = (HZ, R)(t) £ 27 [°(Han h)(v) J(27tv)vdy; 0 < t|.

b) g = Han he 0U he est un signal en temps discret strictement causal
quelconque. Alors :

[(Han (Han he)](t) = (H2, he)(t) 221 fOOO(H,m he) (W) J,2mtv)vdy = he(t); 0 < t|.

Démonstration

[Han (Han he)|(t) = (Hgn he)(t)
=27 [C[2m Zzolk‘Ath(Qk‘ﬂAl/)] J.27mtv)vdy
=4m? Y2 kAN [ L 2knAv) J,(2Ttv)vdy.

Mais les fonctions de Bessel forment une base orthogonale, avec un facteur
de pondération [39] et précisemment :

oo So(2km A—27t do(k A—t 19 t
o J,;(lerAl/) Jr2mtv)vdy = ol kA L = Z(kWQA) - 42?2(2 et
par consequent :

[Han (Hcm he)](t) = (,H?m he)(t) = 220:1 hy 5k:A(t) = he(t) QED.

8.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréeme d’inversion)

Théoreme : si h est un signal en temps continu strictement causal som-
mable et a variation bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de
réciprocité (ou le théoreme d’inversion) :
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sht—=0)+h(t+0)] =27 [ (Han h)(v) ,27tr)vdy; 0 <t|

Démonstration [41]155 [27] 15

27 [ (Han h)(v) Jr(27tv) v dy
L2n [C27 [Ch(r) J.2rvT)Tdr] J.27tv)vdy
=4n? [T h(r)[f;° S@2rTv) J,2ntv)vdy]Tdr.

Mais les fonctions de Bessel formant une base orthogonale, on a mainte-
nant :

27T 4m2T

[Han (Han h)](t) = (M2 =y h(7)do(T — t)dr
= 3 [h(t = 0) + h(t +0)], pour O <t QED

IS vd.@2rTy)J, (27Ttu) dy = 202rr=21t) _ 002 of bar conséquent :

Donc si le signal h en temps continu est continu sur |0 oo :

ht) =27 [ " (Hanh)(v) J2mtv)vdy = [Han (Han R)|(t) = (K2, B)(1),

soit HZ, = 1 et H,y, est involutive.

8.2.3 Lien entre la transformation de Hankel inverse, d’indice 0,
et la transformation de Fourier inverse

La transformation de Hankel inverse, d’indice 0, est essentiellement la
transformation de Fourier inverse a deux dimensions d’une fonction a symétrie
circulaire.

Soit f(l/l, v3) une fonction ou distribution a deux variables fréquentielles
vy et vy ayant des propriétés de régularité suffisantes. Sa transformée de
Fourier inverse est alors, la fonction ou distribution f(t,,ts) & deux variables
temporelles £, et t5 telle que :

flti,ta) = ffooo ffooo .]/c\(yla vy) e2mitinttara) dyy dyy.

Posons v = v cos(f), vro = vsin(f); avec 0 < v et § € (Y, + 27);
Vip. Alors dvy dvy = vdvdf et supposons que la fonction f est a symétrie
circulaire donc ne dépend que de v ; alors f(vy, ) = g(v). Posons également
t1 =t cos(a), ta =t sin(a); avec 0 <tet o € (p,p+2m); Yp; alors :

t17t2 L Ofw+2ﬂ' 27rz[t1/cos ]l/dydﬁ

Posons v = 8 — «a; avec « fixé et choisissons ¢ = «. 1l vient dy = df et
par conséquent :

155. § 21.4 pp. 375-380
156. 5. S. Seely § 5.6 pp. 358-365
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fltt2) = [, ffzﬂo g(v) e2mitv ey dy dry

o0 27 Tityv cos
= JiZo9W) [ Zye*™! O dr] v dv.

Par conséquent on constate que la fonction f(t;,ty) est également &
symétrie circulaire car elle ne dépend que de ¢; alors f(t1,t2) = (Han 9)(t).
De plus szﬂo e2mitveos() dy = 21 Jy(27wtv) ot Jy est la fonction de Bessel

de premiere espece et d’indice 0 [38] 157 et par conséquent :
(Han g)(t) =2 fooo g(v) Jo(2mtr)vdy.
Han g est la transformée de Hankel inverse, d’indice 0, de g.

Ezemple : Soit g(v) = I%; pour 0 < v, alors sa transformée de Hankel

inverse, d’indice 0, est (Hqn g)(t) = 1 pour 0 < ¢.

157. p. 121 éq. (49)
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9 Transformations de Laplace

On pourra consulter [18]1%8 [2]159 [31]160 [28] 161 [24) 162 [8] 163 [41] 164
[38] 165 [27] 166 [3] 167 [39] 168‘

Nous définissons les transformations de Laplace bilatéres pour des signaux
quelconques (et non nécessairement causaux) [18] 19 [19] 170 [24] 1L, Certains
auteurs définissent les transformations de Laplace unilatéres [18]17 [38] 173
[28] 1™, pour les signaux causaux. Pour ces signaux les transformations bi-
lateres et unilateres sont identiques.

Nous ne définissons que les transformations de Laplace a une dimension.
On peut généraliser a plusiers dimensions.

9.1 TLD : Transformation de Laplace Directe
On appelle Transformation de Laplace Directe (7'LD) I'application linéaire :
L: h—h

qui fait correspondre & un signal h la fonction ou distribution h'7 com-
plexe, de la variable complexe p = o + i w, dite variable de Laplace !"®, telle
que :

h(p) £ 2 h(t)ePtdt; p € RDC de hl.

On a donc h £ L h et on note parfois h £ L [h(t)] .

158. § 240 pp. 886-891 et Table 12 pp. 1764-1766
159. § 8.3 Analyse symbolique pp. 510-559
160. pp. 238-267

161. pp. 395-420

162. pp. 573-627

163. Ch. 11 pp.219-240

164. Ch. 5 et 6 pp. 115-147 et pp. 147-161
165. pp. 1032-1034

166. 5. S. Seely. pp. 331-386

167. Ch. 15 pp. 905-981

168. < Laplace transform > 24 pages

169. section H pp. 886-887

170. p. 18

171. Ch. 9 pp. 573-627

172. pp. 886-891

173. pp. 1032-1034

174. pp. 395-420

175. notation de [32]

176. notée s par les anglo-saxons
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Région De Convergence (RDC') [24] '7

C’est la région du plan complexe dans laquelle 'intégrale précédente
converge absolument ; elle possede les propriétés suivantes.

P1 La RDC de h consiste en une bande parallele a ’axe imaginaire
[24] 178'

P2 Pour des fonctions h rationnelles la RDC de H ne contient aucun
pole.

P3 Pour un signal i a support borné et s’il y a au moins une valeur pg
pour laquelle 'intégrale h(py) converge absolument alors la RDC' de h est
égale a C.

P4 Si le signal h est tel que h(t) = 0 pour t < tg et si la droite o = o est
dans la RDC' de h alors toutes les valeurs de p telles que o > o¢ sont dans
la RDC de h. En particulier le signal h est causal si to = 0 et la fonction h
est holomorphe dans un domaine tel que ¢ > —a; a > 0 qui contient 'axe
imaginaire.

P5 Si le signal h est tel que h(t) = 0 pour t > tg et si la droite o = g est
dans la RDC' de 1 alors toutes les valeurs de p telles que o < 0¢ sont dans la
RDC de h. En particulier le signal h est anticausal si to = 0 et la fonction
h est holomorphe dans un domaine tel que o < «a; a > 0 qui contient ’axe
imaginaire.

P6 Pour un signal h quelconque si la droite o = o est dans la RDC' de h
alors cette RDC' est une bande du plan complexe parallele a I’axe imaginaire
qui contient la droite précédente.

P7 Pour des signaux h exponentiellement bornés i.e. tels que :
Ja, a > 0 et 3K, K > 0 tels que : |h(t)] < Ke @l v,
I’axe imaginaire appartient a la RDC' de h.

Remarque : I nexiste pas toujours. Par exemple on ne peut pas calculer
sgn car sa RDC est vide.

Attention : des signaux h différents peuvent avoir pour T'LD la méme
fonction A mais alors les RDC' des h sont différentes ; comme le montrent les
eremples suivants.

177. § 9.2 pp. 579-587
178. pp. 579-580; les auteurs parlent de bandes, mais il doit y avoir une erreur
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Ezxemple a

h(t) = (e7t — e 3 u(t) alors h(p) = m

et la RDC de h est définie par o > —1.

Ezemple b

h(t) = (—e~t + e 3) v(—t) alors h(p) = m
et la RDC' de h est définie par 0 < —3.

Ezxemple ¢

h(t) = [—etv(—t) — e 3t v(t)] alors E(p) = m

et la RDC de h est définie par -3 <o < —1.

9.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret

Soit h. un signal en temps discret ; alors :

ho(p) = S°°°__hye*8% p € RDC de he .

Démonstration
Elle se calque sur celle de la T'F'D d’un signal en temps discret quelconque.

On en déduit que k. (p=+ 2nm) — he(p) et donc que h,, considérée comme
fonction de w, est périodique de période %’r ; il suffit, par exemple, d’étudier

Ee sur la bande fondamentale du plan complexe telle que w €] — = %]

.y

0
T/ A

BANDE FONDAMENTAILE
0 o

""""""""" —niA

Remarque : h, n’existe pas toujours. Par exemple on ne peut pas calculer
pa car sa RDC est vide.
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9.1.2 Lien éventuel entre ﬁ; et h si h. correspond a I’échantillonnage
de h queconque

Dans le cas général d’un signal h en temps continu quelconque il n’y a
aucun lien entre h. et h.

Par contre ssi by, = 5 [h(kA —0) + h(kA +0)]; Vi € Z (ce qui est le
cas si h est continu en kA, Vk € Z et, en particulier, si h est continu sur
] — 00 o0) on a :

he(p) =1 2 h(p — 287%)|

Démonstration

Elle se calque sur celle qui établit le lien éventuel entre i?e et h dans le
cas d'un signal h quelconque.

9.1.3 Lien avec la TFD
On constate que :
h(2miv) = h(v). De plus :
h(o+2miv) = [* [h(t)e " e 2™ dt = (F[h(t) e '])(v).

o

9.1.4 FExemples de T'LD

i) Exemples de TLD de signauz en temps continu

Ezemple 1 : h(p) = 2% ; pour —a < 0 < a.

a2_p?

Exemple 5 : E(p) = pfp : pour —a < o < a.

*CLQ
ii) Exemples de TLD de signaux en temps discret
TLD d’une impulsion de Dirac

5, (p) = [ 64y (t) ePEdt = e (car e P! est un signal en temps continu
qui est continu) ; Vo.

En particulier, en faisant tq = 0, (SNO(p) =1; Vo.

Ezemple 1. : he(p) = L—q’

_ ,—aA
1—-2q cosh(Ap)+q? (avec qg=¢ )

;pour —a < o < a.
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9.1.5 Formule de Parseval-Plancherel pour la T'LD

Supposons que l'axe imaginaire appartient aux RDC' de het 7 et soit le
produit scalaire dans le plan de Laplace :

<h, T>2 2 [ h(p)T*(p) dp. Alors :

271 J—ioo

< h, x >=< h, T > et en particulier si h = x :

|h|| &£ /< h, B> =||h|| 2 \/< h, h>.
Démonstration

Elle se calque sur celle de la formule de Parseval-Plancherel pour la T F'D.

On peut calculer I’ intégrale précédente dans le plan complexe le long d’un
contour fermé incluant ’axe imaginaire et se refermant, a I'infini, a droite ou
a gauche en utilisant le théoreme des résidus.

Cas particulier [20]
Sih(t) e Ret z(t) € Ralors 2* = z(t) € Ret 2%(p) = 2(p*) = 2(0 —iw).

Donc si ¢ = 0 (i.e. si p = iw) on a 2*(p) = Z(—p) et la formule de
Parseval-Plancherel devient :

[P ) ety dt = 2 [ h(p) F(—p) dp,

et en particulier si h = x :

Bl 2 [ n2(e) de = Rl 2 /55 722, h) h(—p) dp.

Ezemple 1 : h(t) = el et h(p) = -2%; et on vérifie bien que :

a2—p?
- : 5
1Al 2 \J 72 et = (IR 2 o [0 (%) dp = &
Démonstrations

e En effet le calcul de la premiere intégrale est trivial grace a la primitive
de l'intégrande QED.

e Et le calcul de la seconde intégrale s’effectue grace au théoreme des
residus :

20 \2 _ 1 (_1_ a __ 1 a
(a2—p2) ~a (p-i-a + (p+a)®  p—a + (P—a)Q)'

Donc Rés [(af_apz)Q, —a] = %
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Et 557(@22_‘;2)2 dp = 2miRés [(aff‘pz)g,—a] = I, 01\1' le contour 7 est
constitué de I'axe imaginaire et d’un demi-cercle de rayon infini se refermant
a gauche du plan complexe et dans la mesure ou le pole p = —a est le seul

pole simple strictement a 'intérieur de ce contour.

Etant donné que l'intégrale sur le demi-cercle est nulle, car |p| y est infini,
on a bien :

\/Q}ri fizoooo ((122%372)2 dp = \/Lg QED.

9.1.6 TLD d’une convolution linéaire de signaux
i) Signauz en temps continu
Soit s = h % x; alors :
S=hxx=hi

Démonstration

Elle se calque sur celle de la T'F'D d’une convolution linéaire de signaux
en temps continu.

Remarque :

Si h représente la réponse impulsionnelle d'un systéme linéaire invariant
et si x représente 'entrée de ce systéme alors la sortie de ce systeme est
donnée par la convolution linéaire h * x.

hla TLD de h est appelée fonction de transfert du systeme linéaire in-
variant et la T'LD de la sortie est le produit h z de la fonction de transfert h
et de la TLD x de 'entrée :

X(p)

— % h(p)

s(p)= h(p)x(p)

i1) Signauzr en temps discret

Soit u, = h, * x, ; alors :

U = he * Te = he To.
Démonstration

Elle se calque sur celle de la TF'D d’une convolution linéaire de signaux
en temps discret.
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9.1.7 TLD d’un produit de signaux
i) Signaux en temps continu
Soit z = hx; alors :
hxF=he=7%
Démonstration

Elle se calque sur celle de la TFD d’un produit de signaux en temps
continu.

Ezemple : soient les signaux h(t) = e 2l (cf. Evemple 1; avec a = 2)
(non causal) et z(t) = (e7t — e 3% v(t) (cf. Exemple a) (causal). Alors on a
vu que :

h(p):ﬁ;pour—2<a<26tf(p): 2

W’ pour -1 <o.

On en déduit que h(t) z(t) = (e™3" — e™>*) v(t) et on trouve que :

hx(p) = ;ﬁ p}r5 W; pour —3 < 0. Par conséquent :

(E*E) (p) = m ; pour —3 < 0. C’est bien ce que nous avions trouvé
dans la partie « Convolutions .

i1) Signaur en temps discret
Soit z, = h. . ; alors :
he * :ge - he Te = é/ve

Démonstration

Elle se calque sur celle de la TF'D d’un produit de signaux en temps
discret.

9.1.8 Dualité

S=hxz=hTetd =hxe. =hd.
Z=hxz=hx*xZTet 2, =h.xe=h. * T,.

9.1.9 Translation temporelle
Soit h'(t) = h(t — to) ; alors :

I (p) = e~ h(p).
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Démonstration
Elle se calque sur celle de la T'F'D d’une translation temporelle.

Remarque : dans le cas ou le signal h est causal il est nécessaire que 0 < tg
pour que le signal h(t — to) soit également causal et la relation précédente
prend le nom de théoréeme du retard.

9.1.10 TLD d’un signal causal

i) Signal en temps continu

Soit h un signal en temps continu causal, alors :

h(p) £ J o h(t)ePtdt ; p € RDC de 1| et on parle de TLD unilatére.

ii) Signal en temps discret

Soit h. un signal en temps discret causal ; par conséquent, d’apres ce qui
précede :

he(v) => 1 ghe 2P p € RDC de he|.

ii1) Lien éventuel entre ﬁ; et h si he correspond a l’échantillonnage de h
causal.

Dans le cas général d'un signal h en temps continu causal il n’y a aucun
lien entre h. et h.

Par contre ssi hy = 1 [h(kA —0) + h(k A+ 0)]; Vk € Z™ (ce qui est le
cas si h est continu en kA, Yk € Z* et, en particulier, si h est continu sur
]0 o) on a :
he(p) = & Yoo hlp — 2570) 4 hy — M50

n=—oo

Démonstration

Elle se calque sur celle qui établit le lien éventuel entre fl\e et h dans le
cas d'un signal h causal.

iv) Exemples

a) Exemples de TLD de signaux en temps continu
Ezemple 0 : 0(p) = %; pour 0 < o.

Exemple 6 : %(p) = Iﬁ; pour —a < 0.

Remarque : en faisant tendre a vers 0 on retrouve I’ezemple 0.
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b) Exemples de TLD de signaux en temps discret
Ezemple 0. : 0.(p) = % Coth(%); pour 0 < o.

Remarque : étant donné que v est continu sur ]0 oo et que v(p) = % on
a, d’apres ce qui précede :

Ue(p)Z%ZOO ;(Carvo—wz());pour0<a..

n—=—oo p_2nA7ri 2

Ezemple 6, : h.(p) = : coth[A(f‘;““)] ; pour —a < 0.

Remarque : étant donné que h est continu sur |0 oo[ et que E(p) = or
on a, d’apres ce qui précede :

f;;(p)Z%ZOO ;(carhg—@:());pour—a<a.

n=—oo p+a72nA7ri

9.1.11 TLD d’un signal causal a support borné
i) Signal en temps continu

Soit A un signal en temps continu causal a support borné [0 T, alors :

h(p) & [V h(t)eP'dt ; p € RDC de h|

ii) Signal en temps discret

Soit h. un signal en temps discret causal a support borné {0, ..., N—1};
par conséquent, d’apres ce qui précede :

ho(p) = SN Vb e k8% p € RDC de he ),

iii) Lien éventuel entre l;e et h si he correspond a l’échantillonnage de h
causal a support borné.

Dans le cas général d'un signal h en temps continu causal a support borné
[0 T[il n'y a aucun lien entre h, et h.

Par contre ssi hy = £ [AM(kA—0)+h(kA+0)]; k=1, ..., N—1 (ce qui
est le cas si h est continu en kA, k=1,..., N —1 et, en particulier, si h
est continu sur |0 T[) on a :

ho(p) = L % Ta(p — 2878) 4 hy — MO _ AT=0) -1

n=—o0o 2 2

Démonstration

Elle se calque sur celle qui établit le lien éventuel entre Ee et h dans le
cas d’un signal h causal a support borné [0 T7.

87



iv) Exemples

a) Exemples de TLD de signaux en temps continu

1—eTp

—— [et, par continuité x(0) = T7; Vo.

Ezemple 2 : X(p) =

Ezemple 3 : h(p) = 1-(4Tp)e TP [et, par continuité h(0) = 21 vo.

T p?
- _2rp - -~
Ezemple 4 : h(p) = 1*;72,5’ = 11:_62%? [et, par continuité h(27’fl) =T];Vo.

b) Exemples de TLD de signaux en temps discret

1—e~ TP

Ezemple 2. : X.(p) = {===7 [et, par continuité x.(0) = N]; Vo.

~ e—Ap_NefNAp_,’_(N_l)ef(N+l)Ap

Exemple 3. : he(p) = N (e 57y
he(0) = 232 Vo

2

[et, par continuité

Ezemple 4, : ho(p) = —=4—— [et, par continuité h,(2%) = N]; Vo.

—1__A
l-wy e 2P T

9.1.12 TLD d’un signal périodique
La TLD d’un signal périodique n’existe pas car sa RDC' est vide.

9.1.13 TLD d’un signal causal périodique (pour 0 < t)
C’est un cas particulier de la TLD d’un signal causal.
i) Signal en temps continu

Soit hp le signal en temps continu périodique, de période T', qui corres-
pond a la < périodisation > du signal h en temps continu causal a support
borné [0 T'[, alors le signal hr v est causal et périodique (pour 0 < t); et par
conséquent :

hro(p) 2 [Zhp(t)ertdt = 22 0 < 0|

Démonstration
hrv(p) = Johr(t)ePide =3 YET}H)T hr(t) e Pt dt.

Soit le changement de varaiable 7 =t —nT; alors dr = dt et :
hro(p) = S22, fOT hp(t +nT) e PT+nT) qr,
Mais hr(7 +nT) = h(r) car 7 € [0 T et par conséquent :
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hro(p) = [32°0, e 17 fOT h(T)e PTdr = l_ﬁe@” : pour 0 < o QED.

i1) Signal en temps discret

hrev(p) £ 300 g hre #87 = LB 0 < o,

Démonstration
Elle se calque sur la démonstration précédente QED.
ii1) Exemples

Soient iry et ip.y les ezemples qui correspondent respectivement aux
fonctions hp v et hy,v des exmples i1 et ir.

a) Exemples de TFD de signaux en temps continu
Ezxemple 27, . Etant donné que xr = 1 et donc que yrv ="v:
xro(p) = }D; pour 0 < o.

1-(14+Tp)e TP

TpT(1—e—T7) 5 POUr 0<o.

Ezemple 314 : f;T\;J(p) =

Ezxemple 47, : th\;J(p) = ]ﬁ; pour 0 < 0. Soit :
T

(L[ u)])(p) = p_lm (rappel : © £ 2%); pour 0 < 0. Donc :

(L]e™ ™ 0(t)])(p) = 53 pour 0 < 0.
Remarque : en faisant w = 0 on retrouve :

v(p) = i ; pour 0 < 0. Par conséquent :

(L [cos(Qt)v()])(p) = (L[5 (e + e ) v)])(p) = 5 ;=g + 5770l
Iﬁ; pour 0 < o.

De méme :

(£ [sin(Q ) o(t)]) (p) = (L[5 (€12 — e u(B))(p) = & [ — oiba)
pour 0 < 0.

Q .
p2+Q2 )
b) Exemples de TFD de signaux en temps discret
Exemple 2704 : X1ev(p) = H;_Ap; pour 0 < o.

e AP_Ne NAPL(N_1)e (N+D) AP
N (1—e=2p)? (1—e-T»)

Ezxemple 37, : l;;:e/v(p) = ; pour 0 < 0.

Ezemple 41ey = hrev(p) = ﬁ%e*—ﬁp ; pour 0 < 0.
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9.2 TLI : Transformation de Laplace Inverse

On appelle Transformation de Laplace Inverse (T'L1) 'application linéaire :
L:G—Gd

qui fait correspondre a une fonction ou distribution G complexe, de la
variable complexe p = 0 4+ 1w, le signal G tel que :

G(t) 2 555 [\ Glp)e'? dp|

27wt Jog—100

de telle maniere que la droite du plan complxe ¢ = 0 soit dans la RDC'
de G.

D’un point de vue pratique on peut souvent calculer I'intégrale précédente
le long d’un contour fermé incluant la droite précédente et se refermant, a
I'infini, a droite ou a gauche en utilisant le théoreme des résidus.

On a donc G = LG et on note parfois G = L [G(p)].

9.2.1 Cas particuliers

a) G = h ot h est un signal en temps continu quelconque. Alors :

h(t) £ g [70 < h(p) e dp),

271 Jog—ioo

de telle maniere que la droite du plan complxe o = o soit dans la RDC
de h.

Ezemples
Ezemple 0 : 0(t) = 0(t) = v(t).
Ezemple 1 : h(t) = h(t) = h(t).
Ezemple 2 : X(t) = X(t) # x(t),
Ezemple 3 : h(t) = h(t) # h(t).
Ezemple 4 : h(t) = h(t) # h(t).
Exemple 5 : h(t) = h(t) = h(t).
Exemple 6 : h(t) = h(t) = h(t).

Remarque : on n’a pas toujours h = h car il peut arriver que h existe

alors que h n’existe pas.
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b) G = f; ot h. est un signal en temps discret quelconque. Alors :

he(t) £ 55 [7Fh (p) P dp = he(t) .

271 Jog—100

Démonstration

Elle se calque sur celle de la T'F'I de la T'F'D d’un signal en temps discret
quelconque QED.

9.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréeme d’inversion)

On vient de voir que pour les signaux en temps discret quelconques on a

he = hTe et donc L' = L; Uinverse de la Transformée de Laplace Directe
(T'LD) est la Transformée de Laplace Inverse (T'LI).

Mais on vient de voir également que pour les signaux en temps continu

quelconques h # h et donc £} £ L linverse de la Transformée de Laplace
Directe (T'LD) n’est pas la Transformée de Laplace Inverse (T'L1).

On peut se poser la question : pour quels signaux en temps continu [’in-
verse de la Transformée de Laplace Directe (T'LD) est-elle la Transformée
de Lapace Inverse (T'LI)? Le théoreme suivant répond a la question.

Théoreme : si h est un signal en temps continu sommable et a variation
bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de réciprocité (ou le
théoreme d’inversion) :

Lh(t = 0) + h(t +0)] = 5 [T ¥ h(p)etrdp|

T 271 Jog—ioo

Démonstration [41]17 .

On a vu que : (o +27iv) = (F[h(t) e 1)) (v).

Si on suppose étre dans les conditions ou la T'F'[ est I'inverse de la T F D
on peut écrire :

. [hg —0)+ht+0)]e ot = (Fh(o+2miv)])(t)
= ffooo hioc+2miv)e?™ v dv.

Soit en multipliant par " :
% [A(t —0) +h(t+0)] = ffooolNl(U +27iv) elot2miv)t g,

Faisons le changement de variable p = o + 27iv; pour ¢ = 0y constant
onadp=2midv et :

179. § 6.4 p. 151
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Lh(t = 0) + h(t+0)] = 55 [77 1> h(p) e'? dp QED.
Donc si le signal h en temps continu est continu on a :
Mt) = 75 Sy e D) €7 dp.

271 Jog—i00

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les exemples précédents.

9.2.3 TLI d’un produit de T'LD

Soit 5 = ﬁ;xv le produit des deux T'LD hoet 7. Si h et z sont les TLI
respectives de h et x alors s, la T'LI de s, est donnée d’apres ce qui précede,
par :

s=h*az.

De méme soit u, = ﬁ;@vle produit des deux T'LD /?e et T.. Si h, et z,
sont les T'L1I respectives de h, et x, alors u,., la T LI de u, est donnée, d’apres
ce qui précede, par :

Ue = he * T,

9.3 Transformation de Laplace-Stieltjes
On pourra consulter [18] 180 [38] 181 [39] 182,

Soit o une mesure de Borrel. On appelle :

ap) £ [ ePtda(t)|.

la transformée de Laplace-Stieljtes de cette mesure.

Si da(t) = h(t)dt on retrouve la définition de la transformée de Laplace
directe classique.

180. Partie D p. 839
181. p. 1032
182. « Laplace-Stieltjes transform > 4 pages
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10 Transformations de Mellin

On pourra consulter [22] [18] 183 [8] 184 [41] 185 [27] 186 [38] 187 [3] 188 [30] 189
[5] [13].

La transformation de Mellin peut étre considérée comme la version mul-
tiplicative de la transformation de Laplace bilatere [39] 19

10.1 TMD : Transformation de Mellin Directe d’un si-
gnal strictement causal

On appelle Transformation de Mellin Directe (T'M D) application linéaire :
M h— Mh

qui fait correspondre a un signal h strictement causal la fonction ou dis-
tribution M h complexe, de la variable complexe p = o + 1w, telle que :

(Mh)(p) = [Ch(t)tP~tdt ; p € RDC de Mh]|,

ou RDC est la Région De Convergence de M h i.e. la région du plan
complexe dans laquelle h(t) P~ est sommable (pour 0 < t).

On note parfois M [h(t)] au lieu de M h.

10.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret strictement
causal

Soit h. un signal en temps discret strictement causal ; alors :

(Mho)(p) =322, (kAP 'hy ; p € RDC de Mh,|

Démonstration

he(t) = > 50y by 6 a(t). Donc :

183. Partie C p. 839

184. pp.254-257

185. Ch. 10 pp. 201-214

186. 11. J. Bertrand, P. Bertrand et J.-P. Ovarlez. pp. 829-886
187. p. 1157

188. p. 906

189. « Transformation de Mellin > 4 pages

190. < Transformation de Mellin > 4 pages
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= fooo he(t) Pl dt = fooo [ZZL hie 0 A ()] =t at
= >y [t Gea(t)dt = 00 (K A" hy, car le signal 271 en temps
continu est continu sur |0 co|. Et cette derniere série converge pour

p € RDC de M h, QED.

10.1.2 Liens avec les transformations de Fourier et de Laplace
directes

M {h]=In(t)]} = L [h(1)],
Lh(e™")] = MIh(D)],

(F[p0)])(v) = (MAh[=In@)]}(2miv),
(MP@NEmiv) = (F b)) ).

Démonstrations
(MW O))(p) = [57 R (t)tr= dt; Vi

Soit h'(t) = h[—In(t)]. Posons 7 = —In(t) ou t = ™7 ; soit dt = —e ™" d7.
Alors :

MAR[=I@®)]}(p) = [ h(r)ePTdr = [T h(t)e P dt = (L[h(t)])(p)
QED.

(LI OD) 2 Jh(¢) e vt de; Wn'.
Soit A" (t) = h(e™). Posons 7 = e~ ou t = —In(7) ; soit dt = —4. Alors :
(L[h(eMp) =[5~ h(r) P~ dr = [7 h(t) =" dt = (M [A(1)])(p) QED.
(Fr@ODW) = (L) 2Tiv) = (M{h[-In()]})(27iv) QED.
(M) 2miv) = (L[h(e ) (2miv) = (F[h(e™")])(v) QED.

10.1.3 FExzemples de TMD de signaux strictement causaux
i) Exemples de TMD de signaux en temps continu strictement causaux

L’exemple © < modifié > correspond a 1’exemple ¢ mais avec une valeur
nulle a l'origine de maniere a étre strictement causal.

0 si t<0
Ezemple 2 < modifié > : h(t) =< 1 si 0<t<T . Alors:
0 si T<t

(Mh)(p) = %; pour 0 < o.

Exemple 3 : (M h)(p) = +1 ; pour —1 < 0.
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i <
Ezemple 6 < modifié > : h(t) = { eP“t zi 822 . Alors :

(Mh)(p) = F(Ep) ; pour 0 < o, ou I est la fonction d’Euler [31] 191,

p

ii) Exemples de TMD de signaux en temps discret strictement causaux

L’exemple i, < modifié > correspond a 1’exemple i, mais avec une valeur
nulle a l'origine de maniere a étre strictement causal.

(M [0, ()] (p) = th~"; Vo avec 0 < tq [?] 192,

Ezemple 0. < modifié > : h.(t) = >, dpa(t). Alors :
Mh.)(p) = AP7L((1 — p); pour o < 0, ou ( est la fonction de
(
Riemann [?] 193,
Ezemple 2., < modifié > : h.(t) = ]kvzjl dra(t). Alors :
Mh)(p) = (2N Ep=1) Ar1: p (lorsque p € N* ¢f. [18] 194 pour le calcul
( h=1
explicite).
Ezemple 3, < modifié > : ho(t) = S0 £ bk a(t). Alors :
Mh)(p) =L (N 1ErY AP Wp (lorsque p € N cf. [18]1% pour le calcul
( v (2k=1
explicite).
Ezemple 4, < modifié > : ho(t) = S0 Wi 6pa(t). Alors :
(Mhe)(p) = (Cpy kPt wy™) AP7L; .
Ezemple 6, < modifié > : he(t) = oo e "@2 5 A(t). Alors :
MR (p) = (352 kP~te ka2 AP~ p (le calcul analytique explicite semble
( k=1
hors de portée).

10.2 TMI : Transformation de Mellin Inverse
On appelle Transformation de Mellin Inverse (T"M I) 'application linéaire :
M : G— MG

qui fait correspondre a une fonction ou distribution G complexe, de la
variable complexe p = 0 + i w, le signal M G strictement causal tel que :

191. Ch. VIII pp. 344-367
192. éq. 2.48
193. éq. 2.55
194. p. 1757
195. p. 1757

95



(MG)(t) & X fgofiooG(p)t_pdp;0<t

2wt Jog—100 )

de telle maniere que la droite du plan complxe o = o soit dans la RDC
de G.

D’un point de vue pratique on peut souvent calculer I'intégrale précédente
le long d’un contour fermé incluant la droite précédente et se refermant, a
I'infini, a droite ou a gauche en utilisant le théoreme des résidus.

On note parfois M [G(p)] au lieu de M G .

10.2.1 Cas particuliers

a) G = Mh ot h est un signal en temps continu strictement causal
quelconque. Alors :

(MM(E) £ 55 [ S (Mh)(p)t7dp; 0 <t

27wt Jog—100 )

de telle maniere que la droite du plan complxe o = o soit située dans la
RDC de M h.

I si 0<t<T
Ezemple 2 < modifié > : [M(Mh)|(t) =< & si  t=T  #h(t).
0 si T<t
st 0<t<T
Ezemple 3 : [M(MM)](t) =4 3 si t=T #h(t).
0 si T<t

Ezemple 6 < modifié > : [M (Mh
de Cahen-Mellin [39] :

1 fﬂoﬂoo L'(p)
27i Jog—ioco (at)?

~—

() = et = h(t). Il s’agit de I'intégrale

»dp =e %" pour 0 < og et 0 < t.

b) G = Mh, ot h, est un signal en temps discret quelconque. Alors :

(MMt 2 5 7S (Mhe)(p)t P dp = he(t); 0 <t

271 Jog—ioo
Démonstration

Pour 0 < t:

MMh)(®) £ 55 [0 5 (Mbe) )P dp

= 2; f;;"ti;"[zz%(mv 'h ]t  dp

k o0+1 00 7pln(
271'1 k 1k o0—100 € Fa) dp
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Soit p =09 +2miv et donc dp = 27widy. Alors :

(M MR)I() = 3232, g e "Gx) v, [7 e e du,

Mais v.p. [° e 2mil(gx)v dy = dolln(5)] =k Adra(t) [?]'°. Et alors :

(MME)I(E) = 32520 i (F5) 77 dea(t) = 22021 hi Ok a(t) = he(t) car le
signal en continu ()~ est continu sur J0 co[ QED.

10.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

Théoreme : si h est un signal en temps continu strictement causal som-
mable et a variation bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de
réciprocité (ou le théoreme d’inversion) :

LTa(t = 0) + h(t + 0)] = 55 [T °(Mh)(p)tPdp; 0 < t|

2mi Jog—ioo

Démonstration ([41]197 [27]198)

Puisque, d’aprés les liens précédents :

(Mh)(p) = [Z hlet)ePidt = [Z[h(e™") e e 2™ dt on a, d’apres
la formule de réciprocité de la TF'I :

%{h[e—(t—o)] —o (t—0) + h[ (t+0] —a(t+0)} — f;o(./\/l h)(p) e2mity g,

Mais le signal e 7t est continu et, par conséquent :

3 hle” O]+ hle O} et = [T (MA)(p) e d.

Posons u = e~ '; alors :

2 [(u=0)+h(u+0)] =u™ [Z(Mh)(p)u 2" dv = [ (Mh)(p)u?dv.

Faisons le changement de variable p = o427 i v, soit dp = 27w i dv ; alors :

Llh(u = 0) + h(u 4 0)] = 52 [TH(Mh)(p)u? dp QED.

271 Jo—ioo

Donc si le signal h en temps continu est continu on a :

h(t) = g2 [T (M R)(p) t dp.

0—1 00

On peut vérifier la véracité de ce théoreme pour les exemples précédents.

196. p. 11 éq. 2.52
197. § 10.4 p. 205
198. 11. J. Bertrand, P. Bertrand et J.-P. Ovarlez § 11.2.1.2 pp. 832-835
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11 Transformations de Carson

On pourra consulter [2] 1.

Nous définissons les transformations de Carson bilateres. Certains auteurs
définissent les transformations de Carson unilatéres [2] 2.

11.1 T7TCD : Transformation de Carson Directe

On appelle Transformation de Carson Directe (T'C'D) I'application linéaire :
C: h—=Ch

qui fait correspondre a un signal h la fonction ou distribution C h com-
plexe, de la variable complexe p = 0 + i w, telle que :

(Ch)(p) £ p [T h(t)ePtdt £ pﬁ(p) :p € RDC deCh|

ou RDC est la Région De Convergence de Ch i.e. la région du plan
complexe dans laquelle h(t) e ' est sommable et on constate que :

RDC de Ch = RDC de h.
On note parfois C [h(t)] au lieu de C h.

11.1.1 Cas particulier d’un signal en temps discret

(Che)(p) 2 phe(p) =p Y52 hpe *27

Démonstration : cf. celle de la T'LD d’un signal en temps discret.

11.1.2 Liens avec les transformées de Fourier et de Laplace di-
rectes

(Ch)(p) =ph(p)
(Ch)2miv)=2mivh(v)

Démonstrations : évidentes.

199. pp. 510, 538
200. pp. 510, 538
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11.1.3 Exzemples de TMD
i) Exemples de TMD de signauz en temps continu
Ezemple 0 : (Cv)(p) =1; pour 0 < o.
Ezemple 1 : (Ch)
Ezxemple 2 : (Cx)
Ezemple 3 : (Ch)
Ezemple 4 : (Ch)(p

Ezxemple 5 : (Ch)(p) = 2P pour —a < o < a.

p*—a?’
Ezemple 6 : (Ch)(p) = ;475 powr —a < 0.
i1) Exemples de TMD de signauzx en temps discret
(Cdt,)(p) =pe™P; Vo.
et, en particulier :

(Cdo)(p) =p; Vo.

11.2 7TCT : Transformation de Carson Inverse

On appelle Transformation de Carson Inverse (7'CI) I'application linéaire :
C: G—Ca

qui fait correspondre a une fonction ou distribution G complexe, de la
variable complexe p = 0 4 1w, le signal C G tel que :

CG) (1) £ g7 [ “B dp |

2mi Jog—ioo p

de telle maniere que la droite du plan complxe ¢ = 0 soit dans la RDC
de E®
et
D’un point de vue pratique on peut souvent calculer I'intégrale précédente
le long d’un contour fermé incluant la droite précédente et se refermant, a

Iinfini, a droite ou a gauche en utilisant le théoreme des résidus.

On note parfois C [G(p)] au lieu de C G .
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11.2.1 Cas particuliers

a) G=Ch ot h est un signal en temps continu quelconque. Alors :

CCh)(t) 2 jL [rorioc Ch@? g, & 1 pootiocf oy oty gy — () |

2mwi Jog—ioo p 2mi Jog—i o0

de telle maniere que la droite du plan complxe ¢ = g soit dans la RDC
de EN®)
p

Ezxemples : cf. les exemples de la TLI.

b) G =Che ot h, est un signal en temps discret quelconque. Alors :

C(Ch)](t) & 5L [oorioe Challe? gy & L [704% (1) etP dp = (1) |

27wt Jog—100 p 271 Jog—t100

Démonstration

Elle se calque sur celle de la T'F'I de la T'F'D d’un signal en temps discret
quelconque QED.

Ezxemples : cf. les exemples de la T LI.

11.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

Théoreme : si h est un signal en temps continu sommable et a variation
bornée sur tout intervalle borné [28] on a la formule de réciprocité (ou le
théoréeme d’inversion) :

(= 0) + h(t +0)] = gk [ CHBr g

2w Jog—ioo p

Démonstration
cf. la formule de réciprocité pour la TLD QED.

Donc si le signal h en temps continu est continu on a :

h(t) _ 1 fao-f—ioo (Ch)(p)etP dp

2mwi Jog—ioo p
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12 Transformation de Gabor

On pourra consulter [41] 201 [39] 202,

12.1 TGD : Transformation de Gabor Directe

On appelle Transformation de Gabor Directe (T'GD), par rapport a un
signal ¢, 'application linéaire :

Gw : h’—)Gwh

qui fait correspondre a un signal h la fonction ou distribution Gy h com-
plexe, des deux variables réelles v (fréquence) et 7 (temps), telle que :

(Gyh) (v, 7) = [7 h(t)e(t — 7)™ v dt |,

On note parfois G, [h(t)] au lieu de Gy, h.

Le signal 1 est appelé signal fenétre ou signal analysateur. On pose
U, (t) = P(t — 1) et 1, () = () 2™ (fonctions de transformation de
Gabor).

Exemples de signaux fenétres
_t2

P(t) = & signal fenétre de Gabor.

i

2
Y(t) = e~ 7 signal fenétre de Weierstrass.

12.1.1 Lien avec la T'F'D
(Gy h)(v, T) = (F [h(t) ¥-(t)])(v) (démonstration évidente).
Mais :
< h, Y5 . >= [ h(t) i, -(t)dt, donc :
(Gyh)(v, 7) =< h, ¥ . >

201. Ch. 30 pp. 491-505
202. < Gabor transform > 3 pages
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12.1.2 Produit scalaire

Soit < Gy h, Gya >= [T [T Gyh(v, 7) [Gy (v, 7)]" dvdr. Alors :
< Gyh, Gyo >=|[Y||> <h, z>
Démonstration

< Gyh, Gz >= [T {[* Gyh(v, 7)[Gyx(v, 7)]" dv}dr
= [= < F(hipy), F(zy) > dr.

Mais, d’apres la formule de Parseval-Plaancherel pour la TF'D :

<f<hw7> Fwth) >=< hibr, 200, >= [ h(t) e (t) [£(t) 0, (O] dt
= [ h(t) 2" () [(t — 72 dt.

Donc < Gy h, Gyx >= [ h(t)x*(t) [~ [t —7)|° dr] dt.

En faisant le changement de variable u =t — 7, avec t fixé, soit du = —dr
ona [T |t — P dr = I lv(u)]? du = ||| Et finalement :

< Gyh, Gyz >=||¢||* <h, > QED.

12.2 TG : Transformation de Gabor Inverse

On appelle Transformation de Gabor Inverse (T'GT) 'application linéaire :
Gy A Ty A

qui fait correspondre a une fonction ou dz’stm’butz’oﬂ complexe, des deux
variables réelles v (fréquence) et 7 (temps) le signal G, A tel que :

A

(G A)(t) &

V(t—T1)e 2T dudr |,

On note parfois G_w [A(v, 7)] au lieu de Gy, A.

12.2.1 Cas particulier

A=Gyh ot h est un signal en temps continu quelconque

Alors :
[Gy (Gy h))( ||w|| = (v, T)Y*(t — 1) e 2™t dy dr.
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12.3 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

h(t) = [Gy (Gy h)](t) |

203

Démonstration [41]

< h,z>= W 2 [ Geh(y, ) [Tz (t —T) 2™ dt] dvdr
= f—oooo[w o 5 Gy by, )t — 1) e 2™ dy dr 2% (t) dt, YV, donc :

h(t) = i S 7o 75 G h(v, ) 0% (¢ = 7) €727 dv dr QED.

Remarque : pour les signaux fenétres de Gabor et de Weierstrass on a
]leQ =1 car fooo e~y = VT pour a # 0 [18] 204,

2lal’

203. § 30.5 pp. 497-498
204. p. 1755
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13 Transformations en ondelettes

On pourra consulter [41] 205 [27] 206 [39] 207 [38] 208 [12].

Soit ¢ un signal complexe, de carré sommable, appelé ondelette mere qui
est supposé vérifier :

Cq/, = ffooo W}A‘(Tyl)' dv < oo
et soit :
Vap(t) 2 ﬁ (L) ; (a, b) € R?; a # 0, olt a est le facteur de dilatation

et b le facteur de translation.

Les signaux v, , sont appelés ondelettes filles [1)1 o(t) = ¥(t)].

13.1 TOD : Transformation en Ondelettes Directe

On appelle Transformation en Ondelettes Directe (TOD) 1'application
linéaire :

W¢ : hf—)Wq/}h

qui fait correspondre a un signal h la fonction ou distribution Wy h com-
plexe, des deux variables réelles a (a # 0) et b, telle que :

(W h)(a, b) £< h, oy >= [T A1) 05 (1) |

On note parfois Wy, [h(t)] au lieu de Wy, h.

13.1.1 Autre présentation de la TOD

(Wy h)(a, b) = /|l ffoooﬁ(l/) 2™ 107 i (qv) dv (rappel : * est la conju-
gaison complexe).

Démonstration
Lemme : ’(Zl\b*(l/) =+/|a| ehib”{/)\*(au).

205. Ch. 32 pp. 531-555

206. 10. Y. Sheng. pp. 747-828

207. < Ondelette » 5 pages, < Transformée en ondelette continue » 3 pages, < Trans-
formée en ondelette discrete > 1 page, < Compression par ondelette > 5 pages, < Une
exploration des signaux en ondelette par Stéphane Mallat > (hypertexte) 3 pages

208. p. 185 pp. 781-782 p.1063 pp. 1924-1925
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Démonstration de ce lemme
Ya (v 2 [T Wap(t) e dE = ﬁ S () e vt a,
Posons 7 = % soitt=at+bet dt =adr.
0 5i0<a:y,(v)=/ae 2 it [ w(r)e2mitevdr
— Vae T gay)
esia<0: Ym(y) =/—ae 27ty ffooo P(T)e 2miTav dr
= —ae‘”ib”{b\(ay).
Et donc dans tous les cas :
(V) = VIal e 27 Glav) soit P,y (v) = v/Jal 27 §*(av) QED.
D’aprés la formule de Parseval-Plancherel pour la T FD on a :

(Wy h) = [~ h ) Y, b*(u) dv et finalement d’apres le lemme :
(Wy h) =/la| [ h(v) €™ *(qv) dv QED.

13.1.2 Conséquence de cette autre présentation de la TOD
VIal () ¢ (av) = [° (W, h)(a, b) e 27" db,
Démonstration
L’autre présentation de la TOD s’écrit également :

T Wa)(a, ) =[5 h) O (av)] 27 db.

On reconnait dans le second membre, avec des hypotheses de régularité
suffisantes, une T'F'I. Par conséquent :

h(v)¢*(av) = [ ﬁ (W, h)(a, b) e"27*> db QED.

13.1.3 Produits scalaires

Considérons le produit scalaire de deux signaux h et x (rappel) :

< h,z >2 [ h(t)a* = /7 h v)dv, d’apres la formule de
Parseval-Plancherel pour la TFD

et le produit scalaire de Wy, h et W, h, leurs TOD
<Wyh, Wy >2 [ [% (W, h)(a, b) [(Wyz)(a, b)]" . Alors :
<Wyh, Wy >= Cy < h, x> avec la valeur Cy précédente.

108



Démonstration

< th Wya >= foo [ (Wyh)(a, b) [\/]a] [ %( 2”“”1}*(&1/)6[1/]*6[‘;—5”’
S Va7 W) dlav) [ (W¢ )A( b)e 2mbdb]dy}g_g
= VI 7 0) Blav) VIl ) 3 (av) dv) %

:ffoohu (v [ffo W’a”' da] dv

00 lal
= 0 h0) 8 (0) [, B dal dv -+ [ B0 & (0) 75, S da] o

Dans la premiere intégrale du second membre, en posant y = av

(avec v < 0) on trouve que ffooo Iw(f@"/‘ da = Cy et dans la seconde, en

posant y = av (avec 0 < v) on trouve également que f [ ?T)I da = Cy.
Par conséquent ces deux dernieres intégrales sont mdependantes de v et de
a et finalement :

<W¢h, le‘ >:C¢ < h, z > QED.

13.2 TOI : Transformation en Ondelettes Inverse

On appelle Transformation en Ondelettes Inverse (T'OI) 'application
linéaire :

m : BHmB

qui fait correspondre a une fonction ou distribution B complexe, des deux
variables réelles a (a # 0) et b le signal Wy, B tel que :

(Wy B)(t) £ & [7, [7o Bla, b) tau(t) 45" |

On note parfois Wy, [B(a, b)] au lieu de Wy, B.

13.2.1 Cas particulier

B =Wy h ot h est un signal en temps continu quelconque

Alors :
Wy (W h)(t) = g 70 J o Wy h)(a, b) a,u(t) 25,
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13.3 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

h(t) = [Wy (Wy h)]() |

Démonstration [41] 2%

< Wyh, Wya >= [ [Z (Wy h)(a, b) [[Z =) ¥; ()] %"
= S oWy h)(a b) [f =0 wa,b(t)] ag
= S S (a, b) thab(t) 2252 2*(t) dt

Et on a vu que :
<Wyh, Wyz >=Cy [7_h(t) z*(t) dt.
Ces deux dernieres relations sont valables Vz* et par conséquent :

=/ (@, b) 1a,p(t) 2 ou :
—%f I abwab()dggb QED.

209. § 32.2.5 p. 537
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14 Transformations en z modifiées

On pourra consulter [20] 2! [39] 211,

Nous définissons les transformations en z modifiées bilateres pour des
signaux quelconques (et non nécessairement causaux). Certains auteurs défi-
nissent les transformations en z modifiées unilatéres [20]%1? [39] 2! pour les
signaux causaux. Pour ces signaux les transformations bilateres et unilateres
sont identiques.

Ces transformations sont qualifiées de <advanced Z-transformss en an-
glais.

14.1 T:zMD : Transformation en z Modifiée Directe
On appelle Transformation en z Modifiée Directe (T'zM D) 1'application
linéaire :
Zmod : h — Hmod

qui fait correspondre a un signal h en temps continu la fonction ou dis-
tribution H,,,q complexe, de la variable complexe z et du parametre réel m
(m € [0 1]) telle que :

Hyoa(z, m) = (L[h(t — A +mA) pa()]) (% In 2).
On a donc Hyoq 2 Zmoq h et on note parfois Hyoq 2 Zomod [h(1)].
Si h est continu en kA ; Vk € Z** on a :

Hmod(27 m) - Z_l ZZO:_OO hk+m Z_k; hk+m £ h{(k + m) A] .

Démonstration

pa(t) = pa(t — A). Donc :

(L[t = A+mA)pa(®)])(p) = (L[t = A+mA)palt — A)])(p)
= e 2P (LIt +mA)pa(t)])(p) d’apres la propriété de translation tempo-
relle.

Posons p = % In z soit z = e*P. Alors :

210. pp.41-50

211. «Advanced Z-transform> 3 pages

212. pp.41-50

213. <Advanced Z-transform> 3 pages

214. ce qui est en particulier le cas si h est continu sor | — oo 0o
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Hynoa(z, m) & (L[h(t — A+ mA) pa()])(£ In 2)
=z (LRE+mA) Y oka®)]) (5 In 2)
=zt Y0 (LhE+mA)a®)])(5 In 2)
=2V [P Rt mA) Spa(t) e s M Eat.
Et si h est continu en kA ; Yk € Z et étant donné que e~ ™ # Dest :
Hyod(z, m) =271 02 hl(k+m)Ale*n=
=2 Pkt m) Al e =27t 300 higm 27 QED.
Ezemples -
L si 0<m<1

. — z—1 .
Ezemple 0 : (Z0av)(2, m) = { QZZ(zil) i m—g 1< |z|.

Exemple 1 : Hypoa(z, m) = & (Z(Z;)l)(:;lgz V. g<|z| <q?

avec 0 < ¢ 2 e 2 < 1.
Exemple 2 : (Z0a X)(2, m) = & RDC = C.

1)

Ezemple 3 : Hyoa(z, m) = z_; [Z—NzQ f(\’;(ll;fz— ) 21N

RDC =C.
Ezemple 4 : Hpoa(z, m) S Gl R : RDC = C.

N1 (z—wih)

—m 1
{ <”+q ) g 0<m<1
modzm

+m ZNzl (—21 1)]

(z— Q) (2-q~ 1)
Exemple 5 : ety _ 0
G=a) (=01 Stoom

¢<l|zl<qliavec0<qg= e < 1.
{ g~ si 0<m<1

zq
(z+9)

2(z—q)

,_.

Ezemple 6 : Hyoq(z, m) cq < |z|;

m=20

avec 0 < ¢ £ e 2 < 1.

Exemple 6 bis : Hmod(za m) = %’ q < |Z|, avec 0 < q L efaA < 1.

14.2 T2zMI : Transformation en z Modifiée Inverse

On appelle Transformation en z Modifiée Inverse (TzM1I) Papplication
linéaire :

Zmod : Gmad — Zmod Gmod

qui fait correspondre a une fonction ou distribution G,,.,q complexe, de
la variable complexe z et du parametre réel m (m € [0 1[), le signal temps
continu Zm0d Gmod, tel que :
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(Zmod Gmod)k+m = (Zmod Gmod) [(k + TTL) A] = ﬁ §’Y Gmod(z, m) 2k dz ,

ol le contour v désigne un contour fermé du plan complexe situé dans la
RDC de Goa(z, m) 2¥ et entourant I'origine.

On note parfois 2,04 [Gmoa(z, m)] au lieu de 2,04 Goa-

14.2.1 Cas particuliers

Gimod = Himod = Zimoa b 00 h est un signal en temps continu quelconque

Alors :

[Zmod (Zmod h)]k+m = [% (Zmod h)] [(k + m) A]
= 5L ¢ Huoa(z, m) 2Fdz

ol le contour v désigne un contour fermé du plan complexe situé dans la
RDC de H,,,4(2) 2871 et entourant 'origine.

14.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

h(t) = (B (Zmoa h)](t) soit :

Piim = [Zmod (Zmod )i 3 Vh € Z 5 ¥Ym € [0 1]}, soit

Zn’ul)d = Z,..q €t Uinverse de la TzMD est la TzM]I..
Démonstration
Soit Hynod(2, m) = (Zmea h) (2, m) 2 271 > hngm 2

D’apres le théoréme intégral de Cauchy :
F— f,y 2*1dz = 0y (6po symbole de kronecker); Vk € Z; ou v est un
contour entourant 1’origine.

Par conséquent si v est un contour fermé du plan complexe situé dans la
RDC de H,,,4(z, m) 2 et entourant I’origine on a :

v 357 Hoa(z, m) 28 dz =300 i (50 ﬁy 2Lz
= ZZO:_OO hn-l—m 6—n—|—k,0 = hk—l—m QED

Remarque : I'intégrale ﬁ fv Hinoa(z, m) 2¥ dz se calcule grace au théoreme
des résidus. Pour k£ < 0 le calcul devient de plus en plus compliqué lorsque
|k| augmente.
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14.2.3 Meéthodes de calcul de la transformation en z modifiée in-
verse

Premiére méthode de calcul :

D’apres ce qui précede on a :

Riim = 50 397 Honoa(2, m) 2% dz; Vk € F et Ym € [0 1[.
Seconde méthode de calcul :

D’apres la définition de la transformation en z modifiée directe hy,,, est le
coefficient de z=* dans le développement en série de Laurent de z H,,,q(z, m)
selon les puissances croissantes de z~1. On obtient donc hy,, en effectuant
ce développement.

Ezxemple 1.

—a A

Pour ¢ < |2| < g t;avec0<g=c¢ < 1 on peut écrire :

H(z, m)zF = gg; ; avec :

0si0<h:N(2)=[¢"(2—¢ ) =g " (2—q)] 2" et D(2) = (2—q) (—¢")

et :

osi k< -1:N()=q¢"(z—¢ ) —q¢"(z—q et D(z) =(2—q) (2 -
g ') h

Par conséquent la RDC de H(z, m) 2z est anneau du plan complexe
défini par ¢ < |z| < ¢71; cet anneau contient comme contour 7 le cercle
unité. Les poles de H(z, m) 2" situés & l'intérieur de ce contour sont ¢ si
0< ketOetgsik< —1(car le pole g7 est toujours a 'extérieur de ce
contour). Le pdle ¢ est toujours simple (d’ordre 1) alors que le pole ¢, quand
il existe, est simple (d’ordre 1), lorsque k& = —1 et multiple (d’ordre —k)
lorsque k < —2.

. , N(z N —q gk m
SlOéthm:Res[DEZ;,q]:D,((qq)) =1 (g_g,l)q = q™.

—

s b N(2) 1 N(z _
Sik=—1h_11m = Rés [D(Z), 0]+Rés [D(Z), q] = AORNAE)
¢"") gt

Si k < —2 le calcul devient de plus en plus compliqué mais on obtient
hk—i—m = q\k—&-m\'
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TRANSFORMATIONS DISCRETES
Définition des transformations discretes

Par transformations discretes nous entendons celles qui s’appliquent a des
signaux en temps discret. Ce n’est pas le sens que A. Zayed [41] leur donne.

Transformations discretes présentées dans ce rapport

e Transformations en z [20] 215 [23] 216 [24] 217 [8] 218 [27] 219 [38] 220 [25] 22!
[39] 222 et en particulier transformations de Hilbert discretes [23] [25].

e Transformations en w [39] 223 [40] #2*.

e Transformations de Fourier discretes [23] 225 [24] 226 [41] 227 [27] 228 [25] 229
[39] %Y et le logiciel Matlab [21].

e Transformations en cosinus discretes [27] 231 [25] 232 [17] [39] 233 et le
logiel Matlab [21].

e Transformations en sinus discretes [27] 234

215. pp. 17-37

216. Ch. 2 pp. 45-86

217. Ch. 10 pp. 629-683

218. pp. 257-262

219. 6. A. D. Poularikas. pp. 387-462

220. pp. 1961-1962

221. Ch. 3 pp. 94-139

222. « Z-transform » 7 pages, <« Control Systems/ Z Transform Mappings > 4 pages
223. < Control Systems/ Z Transform Mappings > 4 pages

224. < W-transform > 1 page

225. § 3.5 pp. 99-135

226. Ch. 5 pp. 291-395

227. § 34.1 et 34.2 pp. 582-586

228. § 2.4.5. pp. 160-161

229. Ch. 8-9-10 pp. 541-774

230. < Transformée de Fourier discrete > 4 pages, < La transformée de Fourier rapide
> D pages

231. 3. P. Yip § 3.4 pp. 253-262

232. § 8.8 pp. 589-599

233. < Transformée en cosinus discrete > 5 pages

234. 3. P. Yip § 3.4 pp. 253-262 pour la TSDD et § 3.4.2.2. p. 256 pour la TSDI
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15 Transformations en z

On porra consulter [20] 2 [23]2%6 [24] 237 [8] 238 [27] 239 [38] 240 [25] 24!
[39] 242'

Nous définissons les transformations en z bilatéres pour des signaux en
temps discret quelconques (et non nécessairement causaux) [23] 243 [24] 244,
Certains auteurs définissent les transformations en z unilatéres [20] **°. Pour
les signaux causaux les transformations bilateres et unilateres sont identiques.

Les transformations en z sont des cas particuliers de transformation en z
modifiées [38] 246 Elles correspondent & m = 1 [24] 247

15.1 7TzD : Transformation en z Directe

On appelle Transformation en z Directe (T'zD) I'application linéaire :
Z : h.—H

qui fait correspondre a un signal h. en temps discret la fonction ou dis-
tribution H complexe, de la variable complexe z, telle que :

H(z) 25 _hyz%; 2z € RDC de H|,

On a donc H £ Z h, et on note parfois H = Z [h(t)].

Par conséquent : (Z,2)(2) = z7F.

De méme :

Hy(2) £ (Z hep)(2) 2 202 hpi 27 F et
H,(z) £ (Z hei)(2) £ Zzozfoo hir 2%, Alors :

235. pp. 17-37

236. Ch. 2 pp. 45-86

237. Ch. 10 pp. 629-683

238. pp. 257-262

239. 6. A. D. Poularikas. pp. 387-462

240. pp. 1961-1962

241. Ch. 3 pp. 94-139

242. « Z-transform > 7 pages, < Control Systems,/ Z Transform Mappings > 4 pages
243. Chapitre 2 pp. 45-86

244. Ch. 10 pp. 629-683

245. pp. 17-37

246. p. 1961 ; il faut noter que 2 transformations sont définies : en z et en Z; ce qui n’est
pas tres clair

247. Ch. 10, p. 629
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H=H, + H..
Soient Hg(z), Hyr(2), Hir(2) et Hy(2), Hyr(2), Hir(2) les parties réelles
et imaginaires respectives de H(z), H,(2), H;(2) respectivement. Alors :
H=Hyp+iH, Hy = Hyp +iH,, H = Hip + i .
Par conséquent :
Hr = H,r + Hig et Hy = H,; + Hyy.
Propriétés de la TzD
Hy(3) = Hp(2) et Hy(3) = —Hi(2)
Démonstrations
Hp(2) = 2052 hpr 2 = 5 202 ol + hy] 2
=1 > I+ ho) 2R =30 Ry 27 =Hy(z) QED.
Hi(2) =200 o hin2® =5 200 ool — ho] 2F
= l ZZi_oo[hfk — hy] ah=— ZZO__OO hig 2% = —H;(z) QED. Donc :

Hyr(1) = Hyr(2) ; Hpr(1) = Hyr(2)
ER@ = —Hir(z); His(3) = —Hu( )

b= H, () — Hi() 1
Hg(3) = HpR( ) — Hir(2); Hi(3) = Hpr(2) — Hi(2).
Cas particulier des signaux en temps discret réels
Posons z = pe'?; p> 0,0 € — 7 7). Alors :

Hyr(p 61“9) =2 lprp ™ COS(k‘ 0) = ho+ 37 hpr (p*+p ") cos(k0)
le(pe ) = Do M ,0 " sin(k0) = 3007 hypr (07 — p7*) sin(k0)
Hir(pe'®) =30 o hivp” COS(k 0) = =3 o hir (0" — p7*) cos(k0)
Hir(pe'®) = =355 ik 2 " sin(k0) = — 372 hiw (0 + p7) sin(k 0)
Hr(pe') = 320 o hu p~" cos(k0)
=%+Zth@+ﬂ) MMM—WWWW@
Hy(pe'?) = Zk——oo hi. p~* sin(k 0)
= il k(P —p7*) - hzk(ﬂ +p )] sin(k 0)
Hp(/?e 7)) = 2 ohe oo hpr pF [cos(k 0) — i sin(k 0)]
H;i(p w) Db oo hik p " [cos(k 0) — i sin(k 0)]
H(pe'?) = Hy(pe'’) + Hy(pe') = 372 by p~* [cos(k 0) — i sin(k 0)]

Hyr, Hig et Hi sont des fonctions ou distributions de 6 paires.
H,;, Hi; et H; sont des fonctions ou distributions de 6 impaires.

Et en particulier si p =1 :
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(€?) = =237 hiy sin(k 0) fonction ou distributionS de 0 impaire
Hr(e'?) = Hyr(e'?) fonction ou distribution de 6 paire
Hy( H;; (%) fonction ou distribution 6 impaire
»(e'%) = Hg(e'?) = H,r(e'?) fonction ou distribution de 6 paire
() = iH;(e'?) = i H;;(e'?) fonction ou distribution de 6 impaire
(19) = Hp(e'?) & i Hy(e'®) = Hy(e?) + Hy(c?)

15.1.1 Lien avec la transformation en z modifiée

Si le signal h, en temps discret correspond a 1’échantillonnage du signal h
en temps continu on constate que :

H(z) = zHnoa(z, 0) ou que (2 he)(2) = 2 (Zmoa h) (2, 0).
15.1.2 Région De Convergence (RDC)

P1 La RDC consiste en un anneau du plan z, centré a l’origine :
Ry < |z| < Rp+ (il peut arriver que Rj,— = 0 et/ou que Ry; = 00).
P2 La RDC ne contient aucun pole de H.

P3 Pour un signal en temps discret a support borné la RDC' est le plan z
tout entier sauf peut-étre z = 0 et/ou z = oo.

P4 Pour un signal en temps discret h. tel que hy = 0 pour k < kg si
le cercle |z| = 1y est dans la RDC' alors toutes les valeurs finies de z pour
lesquelles |z| > rq appartiennent a la RDC.

P5 Pour un signal en temps discret h,. tel que hy = 0 pour kg < k si
le cercle |z| = 1y est dans la RDC' alors toutes les valeurs de z telles que
0 < |z| < ro appartiennent a la RDC.

P6 Pour un signal en temps discret a support borné si le cercle |z| = 7
est dans la RDC' alors la RDC' consiste en un anneau du plan z qui inclut
le cercle précédent.

15.1.3 Stabilité

Le signal h, en temps discret est stable (cf. Stabilité des signaux en temps
discret) ssi le cerccle unité appartient a la RDC de H.
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Démonstration
Si |z] = 1 alors [H(z)] < 2 |hal |2] 7 = 32 || < 0o QED.

Rappel : si le signal h, en temps discret est causal et stable les signaux
hep €t he; en temps discret non causauxr sont stables et par conséquent le
cercle unité appartient aux RDC de H, et H;.

15.1.4 FExemples

Exemple 0. : (Zv.)(z) = 2(%}1); R, =1 < |z| < Ryy = c0. On constate

que le cercle unité n’appartient pas a la RDC'. On vérifie que :
(Ze)(2) = 2 (Zrmoa Ve) (2, 0).

Ezxemple 1. : H(z) = %; Ry =q<|z|<Rpy=q!

(avec 0 < ¢ £ e @2 < 1). On constate que le cercle unité appartient a la
RDC'. On vérifie que H(z) = z Hp0a(z, 0).

Bremple 2. : (Z2X.)(2) = s B = 0 < [z < Ry = 00. On

2N-1(z—1
constate que le cercle unité appartient a la RDC'. On vérifie que :

(Z Xe)(2) = 2 (Zmod Xe) (2, 0).
. _ 2=N22"Np(N-1) 1N o o
Ezxemple 3. : H(z) = N 1) ; Ry =0 < |2| < Rpy = 00. On
constate que le cercle unité appartient a la RDC'. On vérifie que :

H(z) = 2 Hpnoa(z, 0).

2N-1 (z—w

que le cercle unité appartient a la RDC. On vérifie que H(z) = 2z Hy04(2, 0).

Ezemple 4, : H(z) = ZN—’l_l) ; Rp— =0 < |2] < Rpy = 00. On constate
N

Ezemple 5. : H(z) = (quf(—:q,l); Ry, =q<|z| < Rpy =q*

(avec 0 < ¢ £ e @2 < 1). On constate que le cercle unité appartient a la
RDC'. On vérifie que H(z) = 2z H,,04(2, 0).

Ezemple 6. : H(z) = %; R, =q<|z| < Rpy =0
(avec 0 < ¢ L gmed < 1). On constate que le cercle unité appartient a la
RDC'. On vérifie que H(z) = 2z H,04(z2, 0).

Ezemple 6 bis, : H(z) = iR =g < |2| < Rpy = 00
(avec 0 < ¢ £ e @2 < 1). On constate que le cercle unité appartient a la
RDC'. On vérifie que H(z) = 2z Hy0a(z, 0).
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15.1.5 Liens avec la transformation de Laplace

Considérons 'application :
f:p € C—z=f(p)2er? € C.

Elle n'est ni injective car f(p + 255) = f(p); V k € Z ni surjective car
z = (0 n’a aucun antécédent.

Cependant si on considere la bande fondamentale B du plan complexe
telle que :

B={p=0c+iwe C|w €]—% X}, Iapplication :
f:p € Bz=f(p)=err € C—{0}

devient une bijection.

Par conséquent si z = e®P; z # 0 nous choisissons p = h‘TZ ol
Inz = In|z| +i arg z; avec arg z €] — 7 7).
Alors on constate que :
H(z) = he("%2) et he(p) = H(eA?) = H(z),
Hy(2) = hep(52) et hey(p) = Hy(e27) = Hy(2),
Hi(z) = h/el(%) et hei(p) = Hi(e?) = Hy(2).

15.1.6 Lien avec la transformation de Fourier
he(v) = he(2miv) = H(e2™A47) = H(e'?),
hep(V) = hep(2miv) = Hp(GZMAV) = Hp(ew),
hei(V) = hes(2miv) = Hy(e2™4Y) = Hy(e'?), d’apres les liens précédents.

15.1.7 TzD d’une convolution linéaire de signaux en temps discret

Soient h, et z, deux signaux en temps discret et u, = h,*x. leur convolée
linéaire, qui est un signal en temps discret. Soient :

H(z) = H(e?) = he(p),
X(z) = X(e2?) = Z.(p),
U(z) = U(e??) = u.(p) ; alors :
U(z) =H(2)X(2); 2 € RDC de HN RDC de X|.

Démonstration

Nous avons vu (cf. TLD) que u.(p) = ii(p):f:}(p); par conséquent :
U(z) =H(2)X(2); 2 € RDC de HN RDC de X QED.
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Ezxemple 6 bis, < étendu >

Soient h, le signal en temps discret causal de 1’ezemple 6 bis, et z. le
signal en temps discret causal également de cet exemple, mais en remplagant
le parametre a par le parametre b (0 < b). Nous venons de voir que :

H(z) = = =g < |2| < Ry = o0 (avec 0 < ¢ = e %2 < 1). Donc :

z

X(2) =2, : R, =q <|2| < Rpy =00 (avec 0 < ¢ £ "2 < 1).

Par conséquent :

U(z) = H(2) X(2) = ==y s Max(a, ¢) < |21,

Vérification de cette derniere relation

On a vu que (cf. Convolution linéaire de deuz signaur en temps discret
causaus) que :

0 si k<O
up = (he ¥ x.), = qk+1_q’/(k+l) G 0<k Par conséquent :
q9—q
grhtt—g (k+1) (k+1) —k 22 /
U(z) => ey q_q, 2R = —(z P ; Max(q, ¢ ) < |z| QED.

Attention : si Y(z) = Y(e2?) = §.(p) ; avec §, = h, ® 7, alors
Y(z) # H(2) X(2) car U(z) = H(z ( ) et te 7 Ye.

Cas particulier ot by, = 5 [h(kA —0) + h(kA+0)];Vk € Z

Alors on peut verifier que (b * x.), = ue = he * 7, et
(h*x.), =up = (he *7.),; Vk € Zet on ale schéma suivant [20] 28

O ooa X0 [ (b )(t) w(B=(h* % )(t)
A b Pl
@) X®) | h(p)x,(p) | UP)=h (P )
I 705 N v
X(2) U2)=H@)X(2)
248. pp. 31-32
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15.1.8 7T2zD d’un produit de signaux en temps discret : convolu-
tion linéaire périodique
Soient h, et x. deux signaux en temps discret et z, = h, x. leur produit,

qui est un signal en temps discret. Soient :

H(z) = H(eA?) = he(p),
X(z) = X(e2?) = 7c(p),
Z(2) = Z(e”P) = z.(p) ; alors :

Z(z) = 755 § HOX(2) ¢ = 55§ H(2)X(¢) ¢ dC

avec pour la premiere intégrale z tel que Max(Ry,_, Rli) < Min(Rp4, }5_ )

et v un contour situé dans 'anneau Max(R),—, Rl,i) < |¢| < Min(Rp+, R'%‘_)

et pour la seconde z tel que Max(R,_, PZL) < Min(Ry+, %) et v un contour

situé dans 'anneau Max (R, _, PZL) < |¢] < Min(R,+4, P‘Li) 23] 249,

Nous qualifions de convolution linéaire périodique le calcul de Z(z) en
fonction de H(z) et de X(z) [23].

Démonstration de la premiere égalité

Nous avons vu (cf. Convolution linéaire fréquentielle : cas de deux fonc-
tions ou distributions complexes, d'une variable réelle, périodiques) que :

21 S—

Ze(p) = (}L *Z.)(p) £ 2 f<+§ fL(S)@(p — 8)ds; avec :

sERDCdef;etp—seRDCdefe.

Faisons les changements de variables p € B+ z = e2? € C — {0} et
s € B (=€ € C—{0}. On constate que d¢ = A ds.

Etant donné que Z.(p) = Z(e2?) = Z(2), he(p) = H(e2?) = H(z) et
To(p — 5) = X[eAP=9)] = X(‘Zi—p) = X(%) on en déduit que :

¢
2(2) = 5 $, HQOX(2) ¢ dC

avec : Ry < [¢| < Rps et Ryo < |#| < Ryy; ce qui impose que 2

vérifie : Max(Ry,_, 42-) < Min(Ry, %) et que 7y soit un contour situé

Rut
dans I'anneau Max(Ry,_, 21) < [¢| < Min(R,, ) QED.

Roy

|2]
R

La seconde égalité se démontre de méme.

249. § 2.3.9 pp. 63-66 éq. 2.46a et 2.46b
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Remarque : on a également, en posant z = pe'? et ( = re'?, soit
d¢ =1(dyp :

Z(pe f H rel(p)X(relW)d(p 271— f H relﬁP)X(Telgo)dSO;

avec, pour la premiere intégrale, p vérifiant Max(Ry,_, m) < Min(Rp, RxL_)
et r tel que MaX(Rh : RL) <r< Min(R;H, 7—) et, pour la seconde, p

vérifiant MaX(Rm : R o) < Min(Ryy, =) et r tel que
Max(R,_, &) <r < Mm(RH, ) 23170

T—) R

Ezemple 6 bis, < étendu >

Soient h. le signal en temps discret causal de 1'exemple 6 bis, et z. le
signal en temps discret causal également de cet exemple, mais en remplagant
le parametre a par le parametre b (0 < b). On a vu que :

H(2) = 2 Ry =q<|z| < Ry = o0 (avec 0 < ¢ = ¢4 < 1). Et

z—q
donec :

X(2) =27 Ro = q <|z| < Ry =00 (avec 0 < ¢ 2 72 < 1),
Considérons le signal en temps discret z. produit de ces deux signaux :

Ze = he .. 1l est causal et tel que :

0 si k<O 0 deduit
Rk = / . . OUn en aeduit que :
g (qq )k si 0<k 4
Z(z) = a7 i Te- =qq <|2| <Ry =00
(avec 0 < qq 2 e (004 < 1),
Vériﬁcatz’on de la formule de convolution linéaire périodique

Soit I(z) = 51 § H(¢ (5)(_1(1(;

avec z tel que Max(Ry,_, m‘ ) < Min(Rpy, —) soit ¢ < ‘ L ouqq < |7|
Rx+) < ¢| < Mln(Rth K)>

et v un cercle situé dans 'anneau Max(Ry,,

soit ¢ < || <|qi/|

H(¢) X(%) = m possede 2 poles : (; = g et (, = ¢ ~! 2. Seul
le premier est strictement a l'intérieur du cercle précédent. Pour calculer le
résidu en ce pole décomposons la fraction rationnelle précédente en éléments
simples ; on trouve :

H(¢) X (%) (= vy C_iq + Z_)[;,C (A parametre sans importance). Donc :

250. p. 64 éq. 2.47

124



Rés[H(OX(Z) (T G=dql =

7.
z2—qq

Le théoreme des résidus donne I(z) = —=—~ = Z(z) et on a bien vérifié

2—qq
que :

Z(2) = 5 $ HIOX(2) (1 dCs qq < 2],

15.1.9 Théoreme de la valeur initiale
ho == lim|z‘,_>oo H(Z),

a condition que la RDC de H s’étende a l'infini; ce qui est le cas si le
signal h, en temps discret est causal et stable.

Démonstration : évidente QED.

15.1.10 Théoreme de la valeur finale
limp, o0 e = lim,, 1 (1 — 271) H(2),
a condition que le cercle unité appartienne a la RDC de H.
Démonstration
Soit Hy(z) = Z]kvzo hp 27k Alors 2 ' Hy_1(2) = 27! Z,i\:(f hrz7% et :
lim,,,1[Hy(2) — 27 ' Hy_1(2)] = hy.
I1 suffit alors de faire tendre N vers I'infini QED.

15.2 Tzl : Transformation en 2z Inverse

On appelle Transformation en z Inverse (7'z1) I'application linéaire :
Z: G- ZG

qui fait correspondre a une fonction ou distribution G complexe, de la
variable complexe z, le signal en temps discret Z G tel que :

(ZC) ()2 (ZG), 6ealt); avec :

21

(Z2Q), = 52 ¢, G(z) 2" dz |,

ol v désigne un contour fermé du plan complexe situé dans la RDC' de
G(z) 2! et entourant l'origine.

On note parfois Z [G(z)] au lieu de Z G.
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15.2.1 Cas particulier

G=H=2 Zh, ot h. est un signal en temps discret quelconque

Alors :

[Z(Zh)](t) =3 [Z(Zhe)], Okalt); avec :

[Z(Zh))), = 5= fy H(z) 2*tdz,

ou le contour v désigne un contour fermé du plan complexe situé dans la

RDC de H(z) 2*7! et entourant 1'origine.

15.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)

he(t) = [Z (2 ho)](t) soit :

hi =55 ¢, H(2) 2" de ; VE € Z)|

271

Démonstration [41] 25 [27] 252

Soit H(2) £ (Zh)(2) 23 _h,2z™"; Ry_ < |z| < Rpy.

D’apres le théoréme intégral de Cauchy :

o 557 2*=1dz = 0o (6ro symbole de kronecker); Vk € Z; ou v est un

contour entourant 1’origine.

Par conséquent si v désigne un contour fermé du plan complexe situé dans
la RDC de H(z) 2! et entourant I'origine on a :
Z(Zh), = 5k £, H() A de = S b [5 §, 2 )

n=—oo0 "M Ll27wq

=3 hn0_niko= hi;Vk € Z QED.

Remarque 1 : I'intégrale 5 ¢ H(z) 2"~" dz se calcule grace au théoreme
des résidus. Pour k£ < 0 le calcul devient de plus en plus compliqué lorsque
|k| augmente et [23] 23 propose une méthode de calcul simplifiée qui consiste
a remplacer z par z7L.

Remarque 2 : si on peut choisir pour 7 le cercle unité on a :

hi = 5= |7 H(e'?) eF? dp.

251. § 34.3.4 pp. 589-591
252. 6. A. D. Poularikas § 6.7 pp. 422-428
253. pp. 54-55
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Démonstration
Si z € vy posons z = e'? soit dz = ie'? df et
hy, = # ffﬁ H(e'?) ¥ d) QED. En particulier :
ho = % f;H(eiQ)dQZ % ffWHR 0 d9—|—— f H;(e'?) df.
Par conséquent si le signal h, en temps discret est réel et étant donné que

la fonction ou distribution Hg(e'?) de 6 est paire et la fonction ou distribution
H;(e!%) de 6 impaire on en déduit que ;

ho = % [ Ha(e'¥)d = L 7 H

15.2.3 Méthodes de calcul de la transformation en z inverse

Premiere méthode

D’apres ce qui précede on a :

hie = 5 ¢ H(z)2*1dz; Yk € Z.
Seconde méthode

D’apres la définition de la transformation en z directe hy, est le coefficient
de 27* dans le développement en série de Laurent de H(z) selon les puissances
croissantes de z71. On obtient donc hy en effectuant ce développement.

Ezxemple 1,

12
OnaH(z):(z(qq—)() R, =q<|z| < Rpy =q!
(avec 0 < ¢ 2 e72 < 1).

Premiere méthode

he = 55 va(z) 2"~ 1dz et on peut choisir comme contour 7 le cercle
unité.
H(z) 281 = lamg F NG oy N ot D sont deux polynomes en z.

(z=¢71) (z=q) — D(2)
e Si0<k:N2)=(q—qgHzFet D2)=(z—q ') (2 —q). H(z) 2" a
un seul pole simple (d’ordre 1) ¢ a 'intérieur du cercle unité.

7 _ _—1 k
Rés [H(z) 2F71, ¢q] = g,((‘f])) — (qngjlq — ¢* = ¢*. Donc hy = ¥,

e Sik<-1:N(2)=q—qletD2)=(z—q ') (2—¢q) 27 H(z)2* ' a
un pole simple (d’ordre 1) ¢ a l'intérieur du cercle unité et un pole multiple
(d’ordre k) 0 a I'intérieur du cercle unité.

, _ N g1
Rés [H(z) 2871, ¢q] = D/(é)) = ql—q qq — = q".

Le calcul de Rés[H(z) 271, 0] est de plus en plus compliqué lorsque |k|
augmente mais on trouve :
Rés [H(z) 2571, 0] = g% — ¢~.
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Finalement hy, = ¢* 4+ (¢7% — ¢*) = ¢ % = ¢/
e Donc dans tous les cas hy = ¢i*; Yk € Z.

Seconde méthode

H(z) = (¢=¢ Nz _ q _ I

(z—¢71) (z—9q) z—q  z—q

Etant donné que ¢ < |z| < ¢! pour développer H(z) en série de Laurent
convergente il faut écrire :

H(z) = 13;;1 + 1_—1qz. Il vient alors :

H(z) = g2 3l d a7 + 205, 0" 2

Soit, en faisant | = k 4+ 1 dans la premiere somme et [ = —k dans la
seconde :

H(z) =30 ¢ 2430 gt et =300 ¢ 27 Et, par conséquent :
he = ¢*l; Vk € Z.

15.2.4 TzI d’un produit de 7zD

Soit U = HX le produit des deux TzD H et X. Si h, et x. sont les
TzI respectives de H et X alors u,, la Tzl de U, est donnée, d’apres ce qui
précede, par :

Ue = he * T,

15.3 Transformations de Hilbert discretes
On pourra consulter [23] 2% [25] 2%,

Considérons tout d’abord un signal h. en temps discret causal et stable.

15.3.1 Premiére constatation

he = 2 hep v et donc le théoreme de convolution linéaire complexe donne :
H(z) = & § H,(O) T(5) (1 dC = 55§ H,(0) 2252 dC:

avec Max (R, -, A’i) < Min(Rp,+, Rl%‘_), soit Rp,— < Min(Ry,+, R'i'_) et

donc Ry,— < [z], v étant un contour dans la RDC' de H,(C) et T(%) et avec
Ry,— < || < Rp,+ et Ryo =1 <[] < Ryy = o0.

254. Ch. 7 pp. 337-375
255. Ch. 11 pp. 775-810
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Mais Rp,— < 1 et Ry, > 1 puisque le signal h. étant causal et stable
le cercle unité appartient a la RDC de Hp,. On peut donc choisir comme
contour v le cercle unité et faire le changement de variable ( = €% ; avec
p € (—m m); alors :

H(z) = o [T Hy(e'9) 58 dps Ry, < |z].

z—e'¥

15.3.2 Seconde constatation

he = 2 he; Ve + hg 0y et donc le théoreme de convolution linéaire complexe
donne donc :

H(z) = & ¢ Hi(Q)T(2) ¢ dC+ ho = 555 § H,(Q) 2557 dC + ho;

avec Max(Rp,_, Rli) < Min(Rp, 4, %), soit Ry,— < Min(Ry,+, R'i) et
donc Ry, < |z[, 7 étant un contour dans la RDC' de H;(C) et T(%) et avec

Rp,— <[C] < Rpy et Ryo =1 <[Z[ < Ryy =00
Mais Ry, < 1 et Ry,+ > 1 puisque le signal h. étant causal et stable
le cercle unité appartient a la RDC de H;. On peut donc choisir comme

contour v le cercle unité et faire le changement de variable { = e'?; avec
p € (=7 m), Alors :

H(z) = o [T Hi(e'?) 252 dp + ho; Ry, < |2].

15.3.3 Calcul de H(pe'?)

Etant donné que R;,— < 1 et R,_ < 1 on peut calculer H(z) pour
z=pet?; avec 1 < p. Il vient :

H(pe'?) = 5= [T Hy( )deet:

1—p*1 et (p—0)

H(pe 27rf H,( zw)liwd(p_i_ho_

1—,0* et (p—0)

15.3.4 Calcul du noyau et du noyau conjugé de Poisson

Soient P(¢p) la partie réelle et Q(¢) la partie imaginaire de
14+p1ei(e—9)
1— p—lez(w 0)
Poisson.

, appelées respectivement noyau de Poisson et noyau conjugé de

Le calcul donne :

o 1—p~ o 2 p~1 sin(p)
P(p) = 1-2p~1 p (so)+p*2 et Qp) = 1—2p£1 cos(¢f+p*2'
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15.3.5 Cas d’un signal h, en temps discret causal stable et réel

Supposons maintenant que le signal h, en temps discret causal et stable
est réel. Alors on a vu que H,(e'?) = Hp(e'¥) est réel et que
H;(e'?) = i H;(e'?) est imaginaire pur et donc :
H(pe'?) = HR(pe“))Jrin(pe”’)
=57 JO Hr(e'?) P(o — 0)do + 5 |7 Hr(e'?) Q(p — 0) dp et :
H(pe'’) = Hp(pe'®) +iHi(pe')
=ho — 35 [T Hi(¢9) Q= 0) dp + 3 [T H(¢'?) Py — 0) dp.

Et, par conséquent :

Halpe™®) = 52 J2 Ha (90 9) dw (23] (1)

ou Hg(p 6“9 = hg — f H Qe — 0) dp [23] %7 (2)
Hi(pe') f Hp(e'® (90 9) dip (23] (3)

ou HI pe f H P(p —0)dp [23]%° (4).

Ces relations permettent de calculer H(z) pour 1 < |z| en fonction soit
de Hg(2) pour |z| = 1 soit de H;(z) pour |z|] = 1, en connaisant hg.

15.3.6 Premier couple de transformations de Hilbert discretes
Les relations précédentes sont valables pour 1 < p.

On constate que, pour p =1: Q(p) = % = cot(2) [et Q(p) = 0].

Pour p = 1 les relations (2) et (3) précédentes sont valables en remplacant

les intégrales qui y figurent par leurs valeurs principales de Cauchy. On en
déduit le premier couple de transformations de Hilbert directe et inverse :

Hp(e'?) = ho — 5= v.p. [7_Hy(e'?) cot(sone) dy | [23] %90 [25] 6! (T). Et :

Hy(e?) = Lvp. [T Hp(e'¥) cot(£52) dp| [23] 2% [25] 263 (II).

256. éq. 7.12 p. 343
257. éq. 7.15 p. 343
258. éq. 7.13 p. 343
259. éq. 7.16 p. 343
260. éq. 7.18 p. 344
261. éq. 11.29 p. 781
262. éq. 7.17 p. 344
263. éq. 11.28 p. 781
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15.3.7 Second couple de transformations de Hilbert discretes

Supposons maintenant que le signal h, en temps discret causal stable et
réel est a minimum de phase. Ceci signifie que non seulement les poles de H
sont situés strictement a 'intérieur du cercle unité (a cause de la stabilité)
mais également ses zéros.

Cette supposition permet de définir sans ambiguité arg[H(z)] pour 1 < |z|
car H(z) ne s’y annule pas.

Posons H(z) = |H(z)| e’ 218HE)
Et H(z) £ In[H(2)] = In |H(2)| + i arg[H(2)].

Si on désigne par Hy et H; les parties rélles et imaginaire de H, respecti-

vement on a :
Hr(2) = In|H(z)| et H;(2) = arg[H(2)].

Supposons que H est la transformée en z du signal h. en temps discret
causal et réel, appelé cepstre?%* du signal h.. Alors ce qui préceéde permet
d’écrire le second couple de transformations de Hilbert directe et inverse :

In|H(e'?)| = ho — = v.p. [7_arg[H(e'?)] cot(252) dip |[23] 266 [25] 267 (III).

Et :

arg[H(e'?)] = = vp. [T In[H(e'?)| cot(%%)dw [23] 268 [25] 269 (TV).

15.3.8 Exzemple 6 bis,

Soit le signal h. en temps discret de 1’exemple 6 bis.. Il est causal stable
(il possede un seul pole en ¢ < 1) (avec ¢ = e~@2) réel et est & minimum de
phase (il possede un seul zéro en 0). On trouve :

H(z) = = R = q < |z < Rp+ = oo (on vérifie que le cercle unité y
appartient).
— z2—q 22 - -
H,(2) = %; Ryn,— = q < |z| < Ry,+ = ¢~" (on vérifie que le

cercle unité y appartient).

.2 -
H;(z) = %; Ry = q < |z| < Rp,» = q~* (on vérifie que le

cercle unité y appartient).

264. Cette dénomination de cepstre a été proposée en 1963 par B. P. Bogert, M. J. R.
Healy et J. W. Tukey [7] [23] 265

266. éq. 7.21 p. 346

267. éq. 11.56a p. 788

268. éq. 7.22 p. 346

269. éq. 11.55 p. 788
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1—q cos(0)

Hyr(e'’) = 15, o a7
pr(ew) =Y

HiR<€i9) = O,

H,,(ei?) = — =2 sin(0)

1—2¢q cos(0)+g¢??’

(e'”)
Hp(e'?) = Hyr(e'?),
H

1(62'0) = His( ?0)7 ‘
H,(e'?) = Hg(e'?) = Hyp(e'?),
Hi(e“’) ZH[( 1,0) — ZHzI( 1,9)’
maezﬁ(wtﬂwayJ%w%+m&ﬁ,

[H(e'?)| = NP OIEL
\/1-2q cos(6)+q
arg[H(e'?)] = — arctan[lqufo(:()a)].

On en déduit :

Premier couple de tmnsformations de Hilbert directe et inverse

1—q cos(0) o —q sin(p) o—0

T2 cos(0) @ — 1~ 37 UD- I w m cot(%5-) dep,
—q sin(6) o 1—q cos( p—0

1-2gq cos(0)+q? o5 U-P- f m 1—2q cos(p)+q? COt( ) d(p

Second couple de tmnsformatzons de Hilbert directe et inverse

—3 In[1-2¢ cos(8)+¢* = — 5= v.p. fjﬂ{—arctan[M]} cot(£52) dp,

1—q cos(p

— arctan[lfjjo(:()a = st vp. [T {=1 [l —2q cos(p) + ¢*]} cot(252) dep.

15.4 Le cepstre h,

Nous supposons toujours que le signal h, en temps discret est causal,
stable, réel et & minimum de phase.
Et nous supposons que le cepstre h, est également causal, stable et réel.

Etant donné que H(z) £ In[H(z)] on a : H'(2) = H((Z [23] 2.

Mais puisque H(z) = > hyz ¥ ona:
H(2) = 5  —khyzF1

De méme étant donné que H(z) =330 hyp 27" on a
H(2) =372 —kh, 27"

Done 2 H'(2) = S350 —khy 2% = 2 T2 [93]271,

270. éq. 10.30 p. 497
271. éq. 10.31 p. 497
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Grace a la T'zI on en déduit que :

—k lvzk — f ;4 (Z)) k=1dz ou 7 est un contour fermé situé dans la

27rz
RDC d

origine.

Par consequent :

he = — 57 va Mz sik#£0[23]27 et

ho = 5= |7 H(e'?)do =L [T Hp(e')dd =21 ["Hg(e'?)do
car la RDC de H contient le cercle umte de la méme maniere que :
ho = 27r f H(e'? )do = - f Hg(e'?)dj = L fO”HR(eiG)dH

car la RDC de H Contlent le cercle umte
On en déduit :
fo e'?)df = L [TIn|H(e'?)|do [23]27 [25] ™.
De plus on a zH'(2) = [ H (2)] H(2).

Soit d’apres la Tzl d’un produit de TzD et étant donné que les signaux
en temps discret h,. et h, sont causaux :

ke = S0 o LRy ey [23]27 et donc
hie =2 S o lhihyy =L S0 Uy hy—y + By ho si ke # 0.
On en déduit, si hg # 0 :
0 si k<0
hy = L [y In|H(e'?)| do si k=0
(b= 3 S Uhihey) st 1<k
Remarque : on a aussi, d’apres le théoreme de la valeur initiale :

iLO = lim|z‘,_>oo I:I(Z)

Ceci permet de calculer de proche en proche hy,. Par exemple, si hg # 0 :

h1
1 — o

7 hg—%hl h1

hy = 22

]V'L h3—%h1 hz—%hz}u
3 — ho

272. éq. 10.32 p. 498

273. éq. 10.33 p. 498

274. éq. 11.56b p. 788

275. éq. 10.34 p. 498 mais avec des bornes différentes
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ete.

15.4.1 FExemple 6 bis,
H(z) = —~=; ¢ < |2|. Alors :

1—gz—1>

H(z) = —In(1—qgz"1) =372, % 2785 g < |z| et ho = lim|, 00 H(z) = 0.
Et finalement :
P — { 0 si k<0

k

T osi 1<k

15.5 Transformations de Fourier fractionnaires

Les transformations de Fourier fractionnaires sont des cas particuliers de
2mia

transformations en z. Elles correspondent a z = wy =e™ "~ ; avec a # %1
[38] 276'

276. p. 675
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16 Transformations en w

On pourra consulter [39] 277 [40] 278,

Nous définissons les transformations en w bilatéres pour des signaux en
temps discret quelconques (et non nécessairement causaux). Certains auteurs
définissent les transformations en w unilatéres [20] 2. Pour les signaux cau-
saux les transformations bilateres et unilateres sont identiques.

16.1 TwD : Transformation en w Directe
On appelle Transformation en w Directe (TwD) Papplication linéaire :
W : hew—

qui fait correspondre a un signal h, en temps discret la fonction ou dis-
tribution 2 complexe, de la variable complexe w, telle que :

A(w) 232 h(2) . w e RDC de #|

14w

On a donc J# £ W h, et on note parfois 5 £ W [h,(t)].

Ltw\—k
)"

Par conséquent : (W pa)(w) = (

16.1.1 Lien avec la TzD

La transformation en w se déduit de la transformation en z par la trans-
formation conforme :

w= z+1 1—w’

qui a pour effet de faire correspondre au cercle unité du plan z l'axe
imaginaire du plan w. On se trouve donc ramené a une configuration analogue
a celle du plan p (plan de Laplace). On a :

S (w) = H(1Ew),

1—w

16.1.2 FExemples
Ezemple 0, : (W) (w) = 5= ; Re(w) > 0.

. _ (¢—¢~ ") (1—w?) A —aAy.
Ezemple 1, : 7 (w) = [l—q*1+(1q+(;1*1)w] SEr (avec ¢ = e *2); RDC
définie par

q< Hf—g] < ¢~!. L’axe imaginaire appartient & cette RDC.

277. < Control Systems/ Z Transform Mappings > 4 pages
278. < W-transform » 1 page
279. pp. 37-39
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Ezemple 2. : (W x.)(w) = % RDC =C.

Ezemple 3. : 7€ (w) = (L) (@ _w)_]\;(;fzg)(&_wu;gvj\iﬂjv_l)(l_w)N+l : RDC = C.

N_(1—up)N
Ezemple 4, : 7 (w) = (Hw)(}vtqf[)lﬂﬁw&l ek RDC =C.
Ezemple 5. : 7 (w) = M)Qi}qﬁ (avec ¢ £ e~*2); RDC définie par

g <|iul<q™

Exemple 6, : ' (w) = % (avec ¢ = ¢ *2); RDC définie par

q< |1+w| < 0o. L’axe imaginaire appartient a cette RDC.

16.2 Twl : Transformation en w Inverse

On appelle Transformation en w Inverse (T'wlI) I'application linéaire :
W: 49— WY

qui fait correspondre a une fonction ou distribution ¢ complexe, de la
variable complexe w, le signal en temps discret W tel que :

WD) () 2 Y= (WD), dalt); avec

vl 100 w\k— w
(Wg)k = % —zoog(w) (iL) 1 (1—(11-11))2 )

—w

si et seulement si ’axe imaginaire appartient a la RDC de ¥.
On note parfois W [¢(w)] au lieu de W¥.

16.2.1 Cas particulier

G = 2 Wh, ot he est un signal en temps discret quelconque Alors :
W (W h, )](t) :ZOO [W(Wh ), 0k a(t); avec :
_ 100 1+w k=1 dw
[W (W h —_— 7'('2 f % ’UJ) m,
si et seulement si ’axe imaginaire appartient a la RDC de 7.

16.2.2 Formule de réciprocité (ou théoréme d’inversion)
he(t) = W (W h.)](t) soit :

b= [l A(w) (32 2V k€ 2|

T

Démonstration
Elle se calque sur celle de la Tz QED.
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17 Transformations de Fourier discretes

On pourra consulter [23]2%0 [24] 281 [41]282 [27] 283 [25] 284 [39] % et le
logiciel Matlab [21].

Les transformations de Fourier discretes concernent les signaux en temps
discret causaux a support borné. Elles sont un cas particulier des transfor-
mations en z (cf. ci-apres) [38] 2%,

17.1 TFDD : Transformation de Fourier Discrete Di-
recte

Nous avons vu (cf. Valeurs discretes de la TFD d’un signal en temps
discret & support borné) que :

}/L\e(i) :Z]kVBlhkwrk; r=0,...,N—1 (avec wy £ e ~").
Posons H, —h( );r=0,..., N—1. Alors :

on appelle Transformation de Fourier Discrete Directe (TFDD) des N
valeurs discretes hy; k=0, ..., N — 1 les N valeurs discretes H, ;
r=20,..., N— 1 telles que :

Hy =N hpwifsr=0,..., N—1|

En particulier Hy = iv:—ol h.

Par conséquent la TF DD correspond a des valeurs discretes de la TFD.
Calcul développé lorsque N = 3

Avec®T j £ -1 +fzonaw3—] —-i_
Hy = ho+ hi + hy

Hy=ho+ j*hy+jhy

Hy = ho+ j hi + j° ho.

Calcul développé lorsque N = 8

OH&Wg_\[ f

280. § 3.5 pp. 99-135

281. Ch. 5 pp. 291-395

282. § 34.1 et 34.2 pp. 582-586

283. 2. K. B. Howell. § 2.4.5. pp. 160-161

284. Ch. 8-9-10 pp. 541-774

285. <« Transformée de Fourier discréte > 4 pages, <« La transformée de Fourier rapide
> b pages

286. pp. 465-466

287. ne pas confondre le nombre complexe j et la pseudo fonction j
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Hy=ho+hi +ho+ hs+ hy+ hs + he + hr
Hl—h0+(\/7§—£)hl—lhg—i—(—ﬁ—%ii)hg
iyt (=2 4+ L2 by +ihg + (2 + L20) hy

Hy=hyg—1h; — h2+2h3+h4—zh5 he + 1 hy

Hy=ho+ (=2 — 20 hy + hy + (2 {)h
—hy+ (L2 + f)h5—h6+( f+f)h7
Hy=hy—hi+hy —hs+hy— hs+ hg — hy

s = h0+( V2 L2 by — iy + (M2 4 L20) hy
—h4+(2 )h5+zh F (22— 20 hy

h0+Zh1 hQ—Zh3+h4+Zh5 h6—2h7

H7 ho—F(\f f)h]_‘{’@h@“‘( f \f)hi')

—hy (2 = L2 by —ihe + (L2 - f)h7.
Remarque 1 :

Le calcul de la TFDD nécessite (N — 1) N sommes et (N — 1)* produits,
soit O(N?) opérations. Il existe des méthodes de calcul rapides de la TFDD
basées sur 'algorithme de Cooley et Tukey [11] déja présent dans les travaux
de Gauss! qui ne nécessite que O(N In N) opérations [38] 2% [39]. Il existe
également la transformation de Winograd qui fournit un calcul rapide de la
TFDD lorsque N =2, 3, 4,5, 7,8 11, 13, 16 [38] %*.

Remarque 2 : La TF DD est donnée par la fonction Matlab «fft> [21] qui
utilise I'algorithme de Cooley et Tukey, mais les valeurs discretes sont munies
d’indices variant de 1 a N et non comme ici de 0 a N — 1.

N si r=20

ExemPZQQB:XT:{O si 7’:1,---7N_1'

% si r=20
Ezxemple 3. : H, = 7 )

wiy—1

0 si r=0,2,..., N—1
Ezemple 4, : H, = { N s 1 )

17.1.1 Lien avec la TzD

QWiAT)

H, = h(%) =H(™ ™) =H(wy); r=0,..., N - 1.

Par conséquent la T'F'D D est un cas particulier de la T'zD avec les valeurs
discretes z =wy ;r=0,..., N - 1.

288. pp. 611-612
289. p. 1949
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17.1.2 TFDD de la convolée circulaire de deux signaux en temps
discret, a méme support borné

Soient h, et x, deux signaux en temps discret, causaux, a méme support

borné {0, ..., N—1} et y. = h,®z, leur convolée circulaire qui est un signal
en temps discret, causal, a support borné {0, ..., N — 1}.

Posons :

H, 2 h (%) = fj‘;hkwk‘ r=0,...,N—1.

X, £7.(%) = ZkokaN,r—O ,N—l.

Y, £ Gu(%) = SN L yp Wik lors r:0, ..., N—1. Alors :

)/7" = Hr Xr

Démonstration

Y, = ZNﬁl[ ?161 P T (k—1) mod N | W = 5161 hy Zg}lfﬂ(k 1) mod N Wi

r(l+m — r
_Z 1hl nglllxmmodeN(-i— ):( l]\iolhlel) nglllxmmodeN
_HT‘ (Zm—flxmmodNWN +ZN - Z:L’mw]r\,m)
N-1 ) N-i- no
= H, ( k:Nl ( +Z kaNk)
_szoka =H.X, QED
Attention : Y, = H, X, alors que g, # h, &, puisque @, = h, T, et que
Ue %ye'

Calcul développé avec N=2 et alors wy = —1 :

H0:h0+h1,X0:$0+131 et%:yo+y1:hoxo+h1$1
Hy=hy—hi, Xi =290 —x1 et Y1 =99 — 41 = hox1 + hi 0.

Et on a bien :

Yo = Ho Xo
Yi=Hi Xy

Calcul développé avec N=3 et alors ws = 52

Hy=ho+hi+hy, Xo=20+21+ 22t Yo =90+11 + 2
:h0$0+h1$2+h2$1

Hi=ho+j2h+jhy, Xi =ao+ 7221 +jaaet Yi=yo+ 52y +Jju2
:hol’l—i‘hll’o—Fth‘Q

Hy=ho+jhi+j%hy, Xo =x0+ja1+ j°za et Yo = yo +jy1 + 57 v2
= hoxa + hi 21 + ha x.

Et on a bien :
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Yo = Ho Xo
Yy =H Xy
Yy = Hy Xo.

17.2 TFDI : Transformation de Fourier Discrete In-
verse

ToujoursavecH—h( ):E(%) r=0,...,N—1,

on a vu que (cf. TFI) :
hy=+ SN H AR = LS o k=0, N —1

A —27i
(toujours avec wy = e~ )

Par conséquent on appelle Transformation de Fourier Discrete Inverse
(TFDI) des N valeurs discretes H,.; 7 =0, ..., N—1les N valeurs discretes
hip; E=0,..., N— 1 telles que :

he=+ SN Howy  k=0,...,N—1]|

Et, en particulier hy = ZN "H,.
La TFDI est I’inverse de la TFDD

Démonstration directe [41]%% :

Soit Qy = L+ Z " H, Wik alors ¢

Q=% T5 [ o ot = & T (25 ey .
Mais ZN LR — N, (6,1 symbole de Kronecker).
Donc @y, = hk QED.
Remarque :

On a vu que :

= N-l—oo 2krmiq  AN-1 —kr .
hie =320 [Xgmoo Canre™ M ] =30 00 [P oo Canvr] W
k=20,... N—1, ou les coefficients ¢ sont ceux du développement en série
de Fourier de hy.

Par conséquent : H, = N Z;i_oo CqNtr-

290. § 34.1.1 pp. 582-583
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Calcul développé lorsque N = 3
Rappel wy = 52

ho = % (Ho+ Hy + H2)

hy = 5 (Ho + j Hy + j* Hy)

hy = (H0+] Hy +j Hy).
Calcul développé lorsque N = 8
\/5 .

T2t

Ho+ Hy+ Hy+ Hy + Hy + Hs + Hg + H7)
[Ho + (M2 + ¥24) Hy + i Hy + (—¥2 + ¥24) Hjy

2 24y Hy — i He + (42 — Y2 i) Hy]

j=g)
&
o
o
e
€
[¢9)

I
“fS

hOI
hy =

—~

|
=
+
—
ool 0ol | oo~ 0ol

hg <H0+iH1—H —ZH3+H4+ZH5 Hﬁ—iH7)

hs = L [Ho+ (—¥2 + ¥2i) H, — i Hy + (X2 + L2 ) Hy
—]”]44‘(\/75 %ﬁZ)HE)—i_ZHG"i_( \[ \[)H'y]

hy =3 (Hy— Hy + H, — H3+H4—H5+H6 Hy;)

hs = L[Ho+ (—2 — 2i) H, +i Hy + (X2 — L24) Hy
— Hy+ (2 +¥20) Hy — i Ho + (22 + ¥2i) Hy

hﬁzé(Ho—ZHl H2+ZH3+H4—ZH5—H6+iH7)

hy = L [Ho+ (2 — 240 Hy — i Hy + (—%2 — ¥24) Hy
_H4+(—%§+?)H5+2H6+(\[ W)Hﬂ

Remarque : La TFDI est donnée par la fonction Matlab «ifft> [21], mais
les valeurs discretes sont munies d’indices variant de 1 & N et non comme
ci-devant de 0 & NV — 1.

Exemple 2. : xp =1;k=0,..., N —1.
ExempleBe:hk:%;k:O,...,N—l.
Exempleéle:hk:w;,k;k:(),...,N—l.

17.2.1 TFDI d’un produit de TFDD

Soit Y, =H,X,;r=0,..., N—1le produit des deux TFDD H, et X,.
Sihg; k=0,..., N—1letaxp; k=0,..., N—1sontles TFDI respectives
de H, et X, alorsyp; k=0,..., N—1,1aTFDI de Y,, est donnée, d’apres
ce qui précede par :

= Zzzo I T(k=l)mod N = 2 _j—g "(k—1)modN Ti-
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Pour calculer la convolution circulaire de deux signaux en temps dis-
cret causaux et a méme support borné on a donc les deux possibilités sui-
vantes [36] 29! :

h, X, hk X,
TFDDl TFDD
Hk Xk
\ /
&) X
Yk
TFDI j
¥, Yi

La seconde possibilité, qui utilise les transformations de Fourier discretes,
est souvent préférable au point de vue du temps de calcul.

291. p. 149
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18 Transformations en cosinus discretes

On pourra consulter [27] 292 [25]29 [17] [39] 2 et le logiel Matlab [21].

Les transformations en cosinus discretes n’ont pas de lien simple avec la
discrétisation des transformations de Fourier en cosinus et ont un lien assez
compliqué avec les transformations de Fourier discretes (cf. ci-apres). Il existe
plusiers définitions différentes de ces transformations en cosinus discretes (au
mois quatre) ; de plus pour chaque définition il existe une version dite non-
normaliée et une version normalisée. Nous avons choisi la définition 2, avec
sa version normalisée, qui conduit a des transformations orthogonales pour
les transformations directes et inverses. Il s’agit de la définition 2 de A. V.
Oppenhein et R. W. Schafer, dans sa version normalisée [25], de la définition
de S. A. Khayam [17], de la définition 2 de Wikipedia [39] (pas tres claire!)
et de celle du logiciel Matlab [21].

18.1 TCDD : Transformation en Cosinus Discréte Di-

recte

On appelle Transformation en Cosinus Discrete Directe des N valeurs
discretes hy; k=0, ..., N —1les N valeurs discretes n,.; r=0, ..., N — 1
telles que :

M= wy Yon g hi cos [—TQ;]\?)”] cr=0,..., N—1]; avec®> :

woé%ﬁetwlz...:w]v,lé\/—‘/%.

Mo ho
Elle s’écrit 77:1 =A h:1 ;avec :
77]\/'71 hy-1

A = w, COS[M]

(élément de la matrice A a la ligne r et a la colonne k).

On va voir (cf. TC'DI) que la matrice A, d’ordre N, est orthogonale, i.e.
est telle que A= = AT,

292. 3. P. Yip § 3.4 pp. 253-262

293. § 8.8 pp. 589-599

294. <« Transformée en cosinus discrete > 5 pages
295. ne pas confondre w et w!
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Remarque : avec le logiciel Matlab [21] la TC' DD est donnée par la fonc-
tion <dct>, mais les valeurs discretes sont munies d’indices variant de 1 a N
et non comme ici de 0 a N — 1.

Calcul développé lorsque N=3

Alorswoz\/igetwlzu@:%.
1 1 1
Tlo V3 VB B ho
_ | L 0 1 h
m1=1v s V2 1
1 7 1
" R

Calcul développé lorsque N=8

Alorswozx/Lgetw1:w2:w3:w4:w5:w6:w7:%:
[ Mo ] [ Cy Cy Cy Cy Cy Cy Cy Cy [ ho ]
T i Gy Cs C; —C; —=Cy —C3 —C hy
T2 Cy Cs —Cg —Cy —Cy —Cs Cs Cy ho
n | Cy —C; —=Cy —Cs Cs Ch C; —Cs hs
n | | Co —Cy —Cy Cy Cy —-Cy —-Cp (4 hy |
5 Cs —Cp Cq Cy —-C3 —C; Cp —Cs hs
M6 Ce —Cy Cy —Cgq —Csq Cy —Cy Cg he
| N7 | | C; =Cs Cy3 —-C1 Cp —-C3 C5 —Cf 1 L h7 i
avec : C1 = 3 cos (), Ca = 5 cos (§), Cs = § cos (%),
Cy =3 cos(Z) = \/Ti, Cs =1 cos(37), Co = 5 cos (2F), Cr = 5 cos (£F)
Remarque : Pour cet ezemple il y a une procédure de calcul plus rapide :
[ o ] [ C, Cy Cy Gy | [ hothr]
n | _ Co Cs —Cg —Ch hi + he ot -
N4 Cy Cyp —Cyp Oy ho+hs |7
| 76 | Cs —Cy Cy —Cs | | ha+hy |
-771 | [ O O Cs Cq [ ho — Dy ]
ns | _ Cy3 —C; —=C; —Cs hy — hg
M5 N s —-C1 O Cs ho — hs
| N7 | | C, —Cs Cs3 —C 1 L hs — hy )

18.1.1 Lien avec la TFDD

Ce lien peut étre établi pour toutes les définitions de la TC'DD. 1l est
assez simple pour les versions non-normalisées mais est plus compliqué pour
les versions normalisées.

Ce lien est établi pour les définitions 1 et 2 en [25] et nous I'établissons
ici pour la définition 2 que nous avons choisie.
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Soit, & partir du signal en temps discret h, a support borné {0, ..., N— 1},
le signal en temps discret hs. & support borné {0, ..., 2 N — 1} tel que :

hak = Pymodn T r1ymodnyi K=0,..., 2N =1 [25] 2%

(I'indice 2 est relatif au choix de la définition 2).
Alors on constate que he p = hg; k=0,..., N —1.
Considérons Hy , ;7 =0, ..., 2N —11a TFDD de hy ;
E=0,...,2N—1:

2N A _Ti
Zk "horwikir=0,...,2N —1avecwyy 2 e~ ¥

Posons 7, £ w22 ~ Ha.» [25]%°7; alors on démontre que :

T, =20 cos[%];rzo, .oy N —1[25)%%,

Les N valeursn,.;r =0, ..., N—1 constituent la T'C'D D, non normalisée,
des N valeurs hk;k::() , N —1.

Alors S0 h? = 2L Zk o B2 [25]%%; avec :
1 r=20 :
_ ) 2 300
ﬁ’“_{l si r=1,...,N—1 [25]°.

C’est la raison pour laquelle cette TC'DD est non normalisée.
Posons n, = %wr 7, ; alors on constate que :

Ny = W, Zi\;—(}lhkcos[%];r:o,...,N—l.

Il s’agit bien de le définition de la TC' DD précédente.

Alors EN "h2 = ZkN 01 n? et c’est la raison pour laquelle cette TC' DD
est normalisée.

Dans ce cas A. V. Oppenhein et R. W. Schafer parlent de transformation
unitaire [25] 3% dans la mesure ou la matrice de la transformation est ortho-
gonale. Cependant cette dénomination est ambigué dans la mesure ou une
matrice unitaire est une matrice dont l'inverse est égale a 1’adjointe (ce qui
est toutefois le cas ici puisque cette matrice est réelle).

296. éq. 8.154 p. 591

297. éq. 8.171 p. 594

298. éq. 8.155 p. 591

299. éq. 8.177 p. 595 mais avec des erreurs : le second membre doit étre divisé par 2 et
les valeurs absolues intempestives supprimées

300. éq. 8.157 p. 591

301. p. 592
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18.2 TCDI : Transformation en Cosinus Discréete In-
verse

La Transformation en Cosinus Discrete Inverse est 'inverse de la Trans-
formation en Cosinus Discrete Directe.

Etant donné que :

n—wrzkohkcos[w] r=0,..., N—1; avec :
woé%ﬁetwlz...:wjv_lé\/—‘/%,ona:

he = SN we cos[(%;%] k=0,...,N—1|
Démonstration

Soit :

Qe 2 N w,n, cos[(%;#] k=0,..., N—1.

Alors :

Qr = S0 we {w, S0 hy cos[MEEDTY cos[BEEUIT] Soit -
Qk = I:B hl Rkl , avec

Rkl A Ziv Olw COS[ 2k:+1 'r7r] COS[(QZ—;—}\;TW];
k=0, ... N—1:1=0, ..., N—1.

Alors :
2k+1)rm 204+1)rm
Ry = %+ 5200 cos[ R cos[FR,
Rip =~ + 3 2250 cos[ A7) 4 5 570 cos B,
Mais étant donné que :
N1 o N si m=2qN;qeN
2urmo OSURT) = BUE) cosfm(1— L)l si m#2gNigeN
sin(Z2.7) 2 N 459

on en conclut, en examinant les 4 cas de parité et d’imparité de k et [
que :

Ry.; = 0k (0k; symbole de Kronecker) et par conséquent Qr = hy QED.

Par conséquent on appelle Transformation en Cosinus Discrete Inverse
des N valeurs discretes n,.; r = 0, ..., N — 1 les N valeurs discretes hy ;
k=0,..., N—1telles que :

146



2N
woé%ﬁetwl— —wN,léi;.
hq Mo
Elle s’écrit :1 = A1 ?7:1 : avec :
h]\;—1 IN—-1
(A7Y),, = w, COS[%]

(élément de la matrice A~! & la ligne k et la colonne r).

Par conséquent (A1), = A,x soit A~' = AT i.e. la matice A est ortho-
gonale.

Remarque : la TC DI est donnée par la fonction Matlab <idct> [21], mais
les valeurs discretes sont munies d’indices variant de 1 a N et non comme ici
deO0a N —1.

Calcul développé lorsque N=3

_ _ o1 1 1
ho ?3 V2 7\% Mo
Al I I
S N AV BV R G "
Calcul développé lorsque N=8
[ ho 1 [ Cy Oy Cy Cs Cy Cs Cs Cr 17T Mo ]
hy Cy G Cs —-C; —=Cy —-C; —Cy —Cs T
ho Cy Cy —Cy —=C, =Cy Oy Cy Cs 2
hs _ Cy C; —=Cy =C5 Oy C; —Cs —Cy ns | .
Dy Cy —C; —=Cy Cs Cy —-C3 —Cs Cy na |’
hs Cy —Cs —Cs C —Cy =C; Cy —C4 B
hﬁ 04 — C 3 CG 07 — C4 Cl — Cz C 5 N6
| ey ] | Oy -C1 Gy =03 Oy —-Cs Cs —=Cr | | n7 |
avec : C % cos (15), C2 = % cos (g), Cs = % cos ({g);
Cy =3 cos(X) = %, Cs =1 cos(37), Cg = 5 cos (3F), C7 = § cos (£5).

18.2.1 Lien avec la TF DI

Ce lien peut étre établi pour toutes les définitions de la TC'DI. 1l est
assez simple pour les versions non-normalisées mais est plus compliqué pour
les versions normalisées.
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Ce lien est établi pour les définitions 1 et 2 en [25] et nous 1'établissons
ici pour la définition 2 que nous avons choisie.

Avec les notations précédentes on trouve :

hi = % Syt BeTl, cos[ BT k=0, ..., N — 1 [25]3%2

Les N valeurs hy ; k=0, ..., N—1 constituent la TC'DI, non normalisée,
des N valeurs 7,; r =0, ..., N — 1.

1 N-1, -9 ~=N-1;9
Alors N Zk:o r Ty = Zkzo hi.

C’est la raison pour laquelle cette T'C'DI est non normalisée.

Etant donné que ﬁ—i = w, on constate que % B,M, = w,mn, et par
conséquent :
hy = S0 wen, cos[BEENTT) =0, N — 1.

Il s’agit bien de le définition de la T'C'DD précédente.

Alors S0 ' 2 = o0 h} et clest la raison pour laquelle cette TC'DI
est normalisée.

19 Transformations en sinus discretes

On pourra consulter [27] 3.

On peut définir la Transformation en Sinus Discrete Directe (T'SDD) et
la Transformation en Sinus Discrete Inverse (7°SDI), mais ces définitions
étant rares dans la littérature nous renvoyons a la référence indiquée.

302. éq. 8.156 p. 591
303. 3. P. Yip § 3.4 pp. 253-262 pour la TSDD et § 3.4.2.2. p. 256 pour la TSDI
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Annexe A : transformations mathématiques continues répertoriées dans
l'ouvrage de A. 1. Zayed [41].

Transformations de Laplace unilateres : Ch. 5 pp. 115-147
Transformations de Laplace bilateres : Ch. 6 pp. 147-161
Transformations de Borel : Ch. 7 pp. 163-173

Transformations de Stieltjes : Ch. 8 pp. 175-189

Transformations de Lambert : Ch. 9 pp. 191-199

Transformations de Mellin : Ch. 10 pp. 201-214

Transformations de Fourier : Ch. 12 pp. 221-263

Transformations de Hartley : Ch. 13 pp. 265-271

Transformations de Hilbert : Ch. 14 pp. 273-290

Transformations de Boas : Ch. 15 pp. 291-300

Transformations de Mittag-Lefler : Ch. 16 pp. 301-308
Transformations de convolution : Ch. 17 pp. 309-323
Transformations de Weierstass : Ch. 18 pp. 325-336
Transformations d’Abel : Ch. 19 pp. 337-344

Transformations de Hankel et de type Hankel : Ch. 21 pp. 371-388
Transformations de Hardy : Ch. 22 pp. 389-396

Transformations de Meijer ou transformations K : Ch. 23 pp. 397-404
Transformations de Kontorovich-Lebedev : Ch. 24 pp. 405-413
Transformations de Mehler-Fock : Ch. 25 pp. 415-426
Transformations de type Sturm-Liouville : Ch. 26 pp. 427-447

Transformations hypergéométriques. Transformation E. Transformation G :
Ch. 27 pp. 449-459

Transformations de Bargmann : Ch. 28 pp. 461-471
Transformations de Zak : Ch. 29 pp. 473-490
Transformations de Gabor : Ch. 30 pp. 491-505
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Transformations d’ambiguité et les distributions de Wigner : Ch. 31 pp.
507-529

Transformations en ondelettes : Ch. 32 pp. 531-555
Transformations de Radon : Ch. 33 pp. 557-579

Remarque : le chapitre 20 pp. 345-370 est consacré aux intégrales frac-
tionnaires de Riemann-Liouville et Weyl.
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Annexe B : Contenu de 'ouvrage de A. D. Poularikas [27].
Signaux et systemes : 1. A. D. Poularikas. pp. 1-94
Transformations de Fourier : 2. K. B. Howell. pp. 95-226

Transformations 3%4

en sinus et en cosinus : 3. P. Yip. pp. 227-280
Transformation de Hartley : 4. K. J. Olejniczak. pp. 281-330
Transformations de Laplace : 5. S. Seely. pp. 331-386
Transformation en z : 6. A. D. Poularikas. pp. 387-462
Transformations de Hilbert : 7. S. L. Hahn. pp. 463-630
Transformations de Radon et Abel : 8. S. R. Deans pp. 631-718
Transformation de Hankel : 9. R. Piessens. pp. 719-746
Transformation en ondelettes : 10. Y. Sheng. pp. 747-828

Transformation de Mellin : 11. J. Bertrand, P. Bertrand et J.-P. Ovarlez.

pp. 829-886

Transformation des signaux mixtes temps fréquence : 12. G. Faye Boudreaux-

Bartels. pp. 887-962

Annexe 1 : fonctions d’une variable complexe. A. D. Poularikas. pp. 963-

1014.

Annexe 2 : séries et sommations. pp. 1015-1022
Annexe 3 : intégrales définies. pp. 1023-1036
Annexe 4 : matrices et déterminants. pp. 1037-1064
Annexe 5 : analyse vectorielle pp. 1065-1080

Annexe 6 : formules algébriques et systemes de coordonnées. pp. 1081-

1098

Index : pp. 1099-1103

304. de Fourier
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Annexe C : Lien éventuel entre l?e et h si he correspond a I’échantillonnage

de h quelconque.

Remarque préliminaire :
vy Z?:_OOE(V——) 23 (kA= 0) 4+ h(kA+0)] e 2kmidry,

Démonstration

V— n f h(t p—2mivt J2REL gy
Donc :
Zzo:_oo/\ I/ — < f h 727riut [Zzo:_oo 6%] dt.

Et, d’apres la formule de Poisson, en temps :

S hv =)= A 7 h(t) et (L) di]

=150 [h(EA=0)+ h(kA +0)] e 2k QED.

Dans le cas général d'un signal i en temps continu quelconque il n’y a

aucun lien entre h, et h.

Par contre ssi by, = 3 [h(kA —0) + h(k A+ 0)]; VE € Z (ce qui est le

cas si h est continu en kA, Yk € 7Z et, en particulier, si h est continu sur

]

— 00 o0of) on a :

he(v) =& ol o hv = %) |

Démonstration

Dans ce cas :

Ly h(v—2)=30 e ?FTiAY = (v) QED.
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Annexe D : Lien éventuel entre }?e et h si he correspond a I’échantillonnage
de h causal

Remarque

& Dl h(v =) = "G 45 SR (kA= 0) +h(k A+0)] e koY,

n=—oo

Démonstration

D’apres ce qui précede on a :

X 2neoo MV = §) = 5 2ok A = 0) + h(k A — 0) em2Emi8
= MO0 15 [h(k A —0) + h(k A +0)] e2k7i57 QED.

Dans le cas général d'un signal h en temps continu causal il n’y a aucun
lien entre h, et h.

Par contre ssi hy = 1 [h(kA —0) + h(k A + 0)]; Vk € Z™ (ce qui est le
cas si h est continu en kA, Vk € Z™* et, en particulier, si h est continu sur
]0 co]) on a :

he(v) =1 3220 h(v— 1)+ hy — MO

Démonstration

Dans ce cas :

Ly h(y— ) =200 Sy emhmiar = MO 4 () — g
QED.
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Annexe E : Lien éventuel entre hAe ot h si he correspond a I’échantillonnage

de h causal a support borné.

Remarque

Ly k- %) |

— h(02+0) ‘I’% Zivzfll[h(kA _ 0) —f-h(k’A—f-O)] —2kmiAv + (T 0) 72n7rzT1/.
Démonstration

D’apres ce qui précede on a :

L3 h(v—2) =1 S (kA = 0) + h(k A — 0)] e-2hmiar
(02"‘0)_’_2 Zk:l[ (k,A 0)+h(kA+0)] 72k7rzA1/+ (T 0) *27T7JTV QED

Dans le cas général d’un signal h en temps continu causal a support borné

[0 T[il n'y a aucun lien entre h, et h.

Par contre ssi hy = 2 [hM(kA—0)+h(kA+0)]; k=1, ..., N—1 (ce qui

est le cas si h est continu en kA; k=1,..., N —1 et, en particulier, si h
est continu sur |0 T'[) on a :

he(l/) = % EZO:?OO h(y — %) + hO _ h(O;'O) _ h(TQ_O) 6—27riTy ]

Démonstration

Dans ce cas :

% Zzo:_ooﬁ(y_%) h(0+0) +Z 1h 672k7rzA1/_|_ (T 0) e—2miTv

— h(02+0) + f/L\e(V) — ho+ h(T2 0) e—2miTy QED
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Annexe F : Lien éventuel entre ET\@ et E; si hr. correspond a I’échantillonnage
de hp périodique.

Remarque

izz‘i_oﬁ(u—@ o [0 +0) + A(T = 0)] SN S22 baye(v)
+ o SN MRk A - 0)+ h(k A +0) SN Wk zgi_ooaﬁw}.

Démonstration

D’apres ce qui précede on a :

A an—oohT( X)) =53 LS Jhr(kA = 0) + hp(k A+ 0)] e 2kmiav
car hp peut étre con81dere comme un cas particulier de signal quelconque .

Mais comme hr est un signal périodique, de période T', posons k = g N+
avecq€e€ Zetr=0,...,N—1;alors kA=qgT +rA et
hr(kA —0) = hp(rA—0) et hp(kA+0)=hy(rA+0);il vient alors :

3 Do oo (v = %) | |
— %{Ziv;()l[hT(rA —0) 4 hp(r A +0)] efQTTrzAz/} Z;i_oo p—2amiTy
- %{[h(T—0)+h(O+O)]+Z7{V;11[h(r A—0)+h(r A+0)] 672rm'Au} Z;i—oo o-2amiTv.

D’apres la formule de Poisson en fréquence on a :

5 o hr(v = 8) = 5 {[(0 +0) + A(T —0)]
NN A(r A = 0) + h(r A+0)] e 2 TIAVE S §a(v).

T

2rmiAv

Mais comme e~ est une fonction continue on a :

4 zz“’_*oﬁ@— 2) =35 [0 +0) + AT = 0)] £ 02 (v)
;T W (kA = 0) + h(m +0)] e G (v)
=5 [0+ 0) + (T —0)] >0 dn (V)

+;T W (kA = 0) + h(kA+0)] 3200wk da (v).

n=—oo

Soit n=¢qN +7r;avecq€ Zetr=0,..., N—1; alors wk" = wk/" et :

3 Done—oo (v = %) = 37 [M(0 +0) +h(T 0] 305 Y 8ais ()
N-1 T 0
+ 57 2 UMEA —0) + h(kA+0)] >l Wi Zq_foo +z(v)]} QED.
Dans le cas général d'un signal hy < périodisé > d’un signal h en temps

continu causal & support borné [0 T quelconque il n’y a aucun lien entre
hTe 305 et hT.

305. hpo = hor car hpo = hor
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Par contre ssi hy = £ [h(k A —0)
est le cas si h est continu en kA k
est continu sur |0 T[) on a :

+ ( +0)];k=1,..., N—1 (ce qui
=1, , N — 1 et, en particulier, si h

hre(v) = & one o hr(v — %) + 4 [ho — M52 - 2R SIS Sgin ()],

Démonstration

On a:
i ZZO— (v = %) = 55 [0+ 0) + (T —0)] S35 30 652 (v)
+7 Z e 5 W Zgifoﬁu )]}
[h(O +0) + h(T 0)] 5 Yoe s dg4n(v)
+7 Z o (e o0y Wi Z;i_oo Og e W=7 {ho 3050 [0 - 0a 12 ()]}
QED
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