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Résumé

Nous présentons dans cet article divers choix de parametres - plus ou
moins redondants - permettant de définir ’orientation d’un corps, par rapport
a un espace. Plus précisément nous examinons les composantes du vecteur
rotation, les parametres de la rotation finie, les parametres d’Euler complets
ou incomplets, les angles d’Euler classiques ou non, les cosinus directeurs
complets ou incomplets et les parametres de Cayley-Klein.

Puis nous établissons les relations qui unissent les dérivées de ces pa-
rametres aux composantes de la vitesse angulaire du corps.

Apres avoir établi les relations entre les parametres et les angles d’Euler
classiques nous examinons comment composer les orientations selon que 1’on
utilise les matrices de passage, les quaternions ou les parametres de Cayley-
Klein.

Nous proposons en conclusion le choix des parametres d’Euler qui offrent
le meilleur compromis entre une légere redondance et une grande facilité a
composer les orientations.

Mots-clés : Orientation (ou Attitude), Parameétres d’orientation,
Matrice de passage (ou de changement de base), Quaternion, Vi-
tesse angulaire.
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Chapitre 1

Introduction

Le but de cet article est de présenter divers choix de parametres per-
mettant de définir 'orientation® d’un corps par rapport & un espace. Plus
précisément il s’agit de définir I'orientation d’une base orthonormée directe
B', composée de trois vecteurs z',y et 2’ liés & ce corps - et qualifiée de
nouvelle - , par rapport & une base orthonormée directe B, composée de trois
vecteurs x,y et z liés a cet espace - et qualifiée d’ancienne.

L’orientation du corps par rapport a Pespace, ou de la nouvelle base
par rapport a ’ancienne, peut étre définie par la matrice de passage, ou de
changement de base, R, de 'ancienne a la nouvelle base. Cette matrice R est
un élément du groupe spécial orthogonal a trois dimensions SO(3) [7] [12]
[15] [22]. Ce groupe n’étant pas isomorphe a IR? il n’est possible de définir
I'orientation précédente que localement a 1'aide de coordonnées locales de
SO(3). La réside 'une des difficultés a définir l'orientation. Dans la suite
nous présentons divers choix de coordonnées locales : les coordonnées de
premiere espéce [16] - qui sont en quelque sorte les plus naturelles - et divers
choix de coordonnées de seconde espéce [16].

Un second objectif est d’établir les relations qui unissent les dérivées de
ces paramétres aux composantes - dans la base B - de la vitesse angulaire w
du corps - par rapport a cet espace, i.e. par rapport a la base B. Pour éviter
toutes confusions par la suite nous parlerons d’orientation, ou de vitesse
angulaire, par rapport a un espace - ou par rapport a une base de cet espace
- et de composantes d’un vecteur dans une base.

Nous constaterons qu’il n’existe aucun choix de parametres d’orientation
dont les dérivées s’identifient aux composantes de la vitesse angulaire [4].
C’est une autre des raisons qui font qu’il est difficile de définir 1'orientation.

1. ou attitude



Notre souci sera de présenter des calculs qui utilisent un nombre quasi-
minimal d’opérations arithmétiques (additions, soustractions, multiplications
et divisions) et de fonctions mathématiques (fonctions trigonométriques di-
rectes et inverses, fonction signe, fonction valeur absolue et fonction racine
carrée) dans le but de permettre des calculs en-ligne.

Insistons sur le fait que I'utilisation de bases, et non de repéres (bases dont
on a spécifié 'origine), restreint 1’étude a la seule orientation du corps et non
a sa position. En conséquence dans les figures les origines des différentes bases
représentées ne jouent aucun role; elles sont distinguées les unes des autres
uniquement pour la clarté de la représentation.

Les différents parametres d’orientation que nous allons considerer - et qui
sont définis précisement dans la suite de l'article - sont répartis en quatre
ensembles.

1 - Premier ensemble de parametres d’orientation :

* les coordonnées locales de premiere espece de SO(3) [16], ou compo-
santes du vecteur rotation,

* des coordonnées locales de seconde espece de SO(3) [16] :

- les parameétres de la rotation finie,

- les paramétres d’Euler complets,

- les parametres d’Euler incomplets.

2 - Deuxiéme ensemble de parametres d’orientation (angles) :
* les angles de Bryant,

* les angles d’Euler classiques,

* les angles d’Euler non classiques.

3 - Troisieme ensemble de parametres d’orientation :

* les cosinus directeurs complets,
* les cosinus directeurs incomplets.

4 - Quatrieme ensemble de parametres d’orientation :

* les parametres de Cayley-Klein,
* etc.



Nous indiquerons ensuite comment définir I’orientation d’une base B”
par rapport a une base B connaissant son orientation par rapport a une
autre base B’ et I'orientation de cette base B’ par rapport a la base B. Nous
montrerons l'intérét d’utiliser les parametres d’Euler complets, considérés
comme composantes d’un quaternion unitaire pour cette définition.

Pour les différents parametres d’orientation cités nous donnons successi-
vement les calculs :

- de la matrice R en fonction de ces parametres,

- de ces parametres en fonction de la matrice R,

- des dérivées de ces parametres en fonction des composantes de la vitesse
angulaire (connaissant ces parametres),

- et des composantes de la vitesse angulaire en fonction des dérivées de
ces parametres (connaissant ces parametres).

Le lecteur pourra se servir de ces calculs comme de tables, sans se soucier
de leur obtention. S’il désire entrer dans les détails il devra suivre le plan
suivant :

- la deuxieme chapitre est consacré aux définitions et notations générales

- et la troisieme chapitre aux définitions et calculs concernant le premier
ensemble de parametres d’orientation.

Les premier, deuxieme, troisieme et quatrieme ensemble de parametres
somt présentés respectivement dans les quatrieme, cinquieme, sixieme et
septieme chapitres.

Les relations entre les parametres et les angles d’Euler classiques font
I'objet du huitieme chapitre alors que le neuvieme chapitre présente la com-
position des orientations.

Finalement le dixieme chapitre présente la conclusion.

Un petit lexique anglais-francais est proposé en annexe.
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Chapitre 2

Définitions et notations
générales

2.1 Vecteurs, tenseurs et composantes

Soit B = (z, Y, z) une base orthonormée directe de I’espace vectoriel réel

euclidien, de dimension 3, IR®. Cette base permet de définir, canoniquement,
une base de l'espace vectoriel des tenseurs d’ordre 2 (plus simplement appelés
tenseurs par la suite) ; il s’agit de :

(2®2,20yY,102YR2,yYQY,YR2,202,20Y,20 2)

(le produit tensoriel ®, qui intervient entre 2 vecteurs, sera défini ci-apres).

Un vecteur quelconque v peut étre écrit comme combinaison linéaire des
vecteurs de base :

U = UL + UyY + V2.

De méme un tenseur quelconque t peut étre écrit comme combinaison
linéaire des tenseurs de base :

zztzx£®£+ta¢y£®g+tmz£®§
Flyay QT + 1y QY + 1,y @ 2
Hoaz2 QL + 12 QY + 1,20 2.

Les composantes du vecteur v, dans la base B, sont groupées dans la
matrice colonne, de dimension 3 X 1, notée :

Vg
s =1 Y% |>
Uy

12



et les composantes du tenseur ¢, dans la base canoniquement associée a la
base B, dans la matrice carrée, d’ordre 3, notée :

A tout vecteur v nous associons le tenseur de pré-produit vectoriel © par

ce vecteur, défini par :

= UZRYFTUIRZTVLYRL —0YR2—1,2R0T+0,2RY,

1=

et dont la matrice des composantes, dans la base canoniquement associée a
la base B, est la matrice, d’ordre 3 :

0 —v, vy
U(B) = Vy 0 — Vg
—Uy Uy 0

A tout tenseur ¢ nous associons le tenseur transposé t*, défini par :

tT:t:mc£®£+ty;r£®g+tzx£®§

Yy ®T Aty Qytly®z
Hp:2 QL + 1,2 QY + 1,20 2,
et dont la matrice des composantes, dans la base canoniquement associée a
la base B, est la matrice, d’ordre 3 :

t(TB) = | tay tyy ly

De plus nous utilisons le tenseur unité £, défini par :

E=lzor+1ly®@y+121® 2,

dont la matrice des composantes, dans la base canoniquement associée a la
base B, est la matrice unité E, d’ordre 3 :

S = O
_ o O

1
E=1|0
0

13



2.2 Opérations entre vecteurs et tenseurs et

opérations matricielles entre composantes

Soient vy, UEB) ( ) et ’U(B) les matrlces de dimension 3 x 1, des com-
posantes des vecteurs v, v, v” et v dans la base B, et L(s), t/( B) €t t( B) les

matrices, d’ordre 3, des composantes des tenseurs ¢, ¢ et t' dans la base
canoniquement associée a la base B.

A - Outre les opérations classiques d’addition et de produit
extérieur, ou produit par un scalaire, nous utilisons :

1 - le produit contracté, généralisation du produit scalaire, noté ., opérant
entre deux vecteurs, un tenseur et un vecteur (dans cet ordre) ou deux ten-

seurs :

tel que :

2 - le produit tensoriel entre vecteurs, noté & :

s
I
<

X
|

tel que :
L) = v(B)Y(p)-

On peut vérifier que :

~

IS8
>

I !

=vQU =0.0+ (v

[+
&=

car en effet la matrice ¢(3) est telle que :

14



3 - Dans ces conditions on peut également vérifier que le produit vectoriel

entre vecteurs, noté x, est tel que :

/ ! /

4 ! A~ A~
v =UXU =—-0 XU=U0 = —0.9,
. 1"
car en effet la matrice V(g est telle que :
" o~ ’ o A
Y = VBV = ~YnB)UDB)-
N , . . " / ,
Le tenseur v , de pré-produit vectoriel par le vecteur v = v X v, (noté
4 .. N A7
ar définition © = vXv ) est tel que :
p v vXv q
N/ A 7 / / ~ A A A
U =Xy =0 ®V—-—vQU =00 —0.0

B - Les différentes relations suivantes, que ’on peut démontrer
aisément en considérant les composantes, sont utiles pour la suite

des calculs :

LEuv=u,

(ev)r =@wev)e =@ )= ("1,
vx (v xv") =0.(00") = (vu' )y — (vu ),
0.0 ®@0")=(0v)®r =(@wxv)®v,
w®v)id =ve@)=ve @ xv"),
wev).@ ®r")=wr)(eer")

2.2.1 Changement de base
Soient B = (x,y, z) et B = (g/,g/,gl) deux bases orthonormées directes,

qualifiées respectivement d’ancienne et de nouvelle.
Les composantes d’un vecteur v quelconque dans la base B ont été notées :

Vg
V) = Uy >
Uy
/
dans la base B nous les notons :
v,/
U(B’) — Uy’
V.

15



On a alors :

U(B) = R'U(B/),
avec :
!’ !’ /
i1 T2 T13 Ly Y Zg Lgl Ly Ly
R= | ro re rmg | = x; y; 2, = Y% Yy Yy
31 T32 133 T, Y, %, 2y Zy Zy

La matrice R appartient au groupe spécial orthogonal a trois dimensions
SO(3) [7] [12] [15] [22]; elle est orthogonale :

R~ =RT.

Les composantes d’un tenseur ¢ quelconque, dans la base canoniquement
associée a la base B, ont été notées :

. .7 \ /
dans la base canoniquement associée a la base B nous les notons :

t:l:’:l?’ tz/ y/ tz/ o

t(B/) = ty/x/ ty/y/ ty/z/

tz/x/ tzlyl tZ/Z/
On a alors :

ts) = Rtz R

La matrice R est appelée matrice de passage, ou de changement de base,
de Pancienne base B & la nouvelle B'.

2.3 Définition de ’orientation et de la vitesse
angulaire

Supposons que B = (z,9,z) et B = (z',y,2), les deux bases ortho-
normées directes précédentes, soient liées respectivement & l'espace et au
corps.

L’orientation du corps par rapport a I’espace, ou de la nouvelle base par
rapport a 'ancienne, peut étre définie par la matrice de passage R.

16



Le groupe SO(3) n’étant pas isomorphe & IR? il n’est possible de définir
I'orientation précédente que localement a 1’aide de coordonnées locales de
SO(3).

Si cette orientation dépend du temps soit w le vecteur vitesse angulaire
du corps, par rapport & 'espace, ou de la base B', par rapport a la base B.

On a donc :
Wy Wy
W) = Wy et Wy = W,/
W, W,

z

17



Chapitre 3

Définitions et calculs
concernant le premier ensemble
de parametres d’orientation

3.1 Définition du vecteur rotation £ et des
vecteurs { et s

Il existe un vecteur rotation £ permettant de transformer la base B en la
base B’ (cf. Figure 1) :

Rot.(¢): B— B..

IN,

Figure 1 : définition du vecteur rotation €.

Le vecteur ¢ peut s’écrire :
£ =¢&¢,

ol e est un vecteur unitaire et ¢ la valeur algébrique de la rotation.

18



Le vecteur unitaire e est choisi de telle maniére que® :

1) e, + e, +e, >0,

ou :

2) e, +e,+e,=0cet (e, —e,)(e; —es)(ex —ey) >0,

ou :

3)es+e,+e,=0et (e, —e,)(e, —e,)(e; —ey) =0 et egepe, >0,

et la valeur algébrique de la rotation € de telle maniere que : —m < ¢ < 7.

On a donc :
€ e,
ey =1 ¢ | =)=\ & |-
e, e,
avec :
eg+e§+ez:ei, —I—ei, +ei, =1,
et :
€r ge, €, ce,
5(3) = gy = gey = E(B/) = gy/ = Eeyl s
€, e, € ge
avec :
e2tetel=¢, +s§, +e2 =¢%
On pose, par définition :
C = cose,
S = sine,
r=(1-0)/e?,
¥ =9/e,
et :
c = cos(e/2),
s = sin(e/2),
t=tg(e/2),
X = ¢/t.

1. le choix proposé est toujours possible

19



On a alors :

C=c—-s*=22-1=1-25=(1-12)/(1 +t?),
S =2cs =2t/(1+t?),
I =2t2/(e3(1 + t?)),
¥ =2t/(e(1+ %)),

et :
> =xI.

Outre le vecteur £ nous allons également considérer les vecteurs t et s tels
que :

t=teet s=se.

Ces deux vecteurs peuvent également représenter la rotation, comme nous
allons le voir.

On a donc :
tw te:p tx/ t@ /
t. te, [ te
et :
Sy se, S,/ se,
sB) = Sy = s€y =Sp) = Sy = Se,
S, se, S, se,

3.2 Calcul du tenseur 7, représentant la rota-
tion de vecteur ¢, en fonction de ¢, ¢, ou
setc

Considérons un vecteur v quelconque. Par la rotation de vecteur &, qui

transforme la base B en la base B, ce vecteur est transformé en vecteur v’
et on peut écrire [9](cf. Figure 2) :

20



lep

Ke)

a _

: ’ o . ’
Figure 2 : décomposition du vecteur v .

avec

avec

I=(1-Cle®e+CE+ Sé

Le calcul de 7 en fonction de ¢, ¢, ou s et ¢ s’en déduit ; il est présenté
ci-apres.

3.2.1 Calcul de 1 en fonction de ¢
7= ((1—cosyzg)/ee)e®e+ (cos\JEE)E + ((sin\/EE)/VEE)E.
3.2.2 Calcul de 1 en fonction de ¢

T=02tet+ (1—t)E+2t)/(1+tL).

21



3.2.3 Calcul de 1 en fonction de s et ¢

T=25®s+ (2 — 1)E + 2c3.

3.2.4 Calcul de la matrice R en fonction des compo-
santes du tenseur 7
Etant donné que v(p) = U;B,) on peut écrire :
U(B) = TBVB) = T(B)U(B/)-
Comme UEB) = RU;B/) pour tout vecteur v’ on en déduit que :

}2:: (B}

De méme :

IS
Il
I
IS

avec
Tl =(1-C)e®e+ CE— S¢,

(car 77! représente la rotation de vecteur —¢g).

Remarque :

Par conséquent :

3.3 Calcul de ¢, ¢, ou s et ¢ en fonction de T

Ce calcul est difficile, voire impossible. Le calcul des composantes de ¢, t,
ou s et ¢ en fonction des éléments de la matrice R = 7(g) sera présenté pour

chaque choix de parametres d’orientation.

22



3.4 Calcul de w en fonction de ¢ (connais-
sant ¢), de ¢ (connaissant t), ou de 5 et

¢ (connaissant s et c)

On peut écrire :
j Fr

et donc :
. _1‘

Etant donné que :
I=(1-Cle®e+ CE+ S¢,

on en déduit :
t=(1-C)e®é+é®e)+ Sée®e — SEE + Sé + Céé.

De plus nous avons vu que :

T '=(1-C)e®@e+ CE - Sé.

Par conséquent :
W= ((1—C)(§®§+§®§)+Sé(§®§—£)+Sé+0é§).((1—C)Q@Q-i-cg—sg).

Si 'on remarque tout d’abord que e.¢ = 0 car e.e = 1 on peut établir,

parfois grace aux relations précédentes, que :

—~
>
T
LC_D/HCN
>
X
o
S~—
Il

Tl

—
1

|



On obtient alors, tous calculs faits :
@ =céé+Se+(1-Cexeé

Puis :
w=¢ée+Se+(1—-Clexeé.
Le calcul de w en fonction de &, £, ou $ et ¢ s’en déduit; il est présenté

ci-apres.
3.4.1 Calcul de w en fonction de £ (connaissant ¢)

Etant donné que :
e=¢fe,

on en déduit que :
¢=¢Efe —ég/e?,

(sin/E2)/ VER)E

( .

et par conséquent :
w = (1—(sin\/E€)/\/EE)(eE/ee)e +
+((1 — cos\/E€)/e.€)e

3.4.2 Calcul de w en fonction de { (connaissant t)
Etant donné que :
e=t/t,
on en déduit que :

et par conséquent :
w=20t+txt
3.4.3 Calcul de w en fonction de $ et ¢ (connaissant s

et ¢)

Etant donné que :
e=s/s,
on en déduit que :
et par conséquent :
w=2(—¢s+c$+ 5 X 3)
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3.5 Calcul de ¢ (connaissant g), de ¢ (connais-
sant t), ou de s et ¢ (connaissant s et ¢),
en fonction de w

L’inversion des relations précédentes conduit aux résultats suivants.

3.5.1 Calcul de ¢ (connaissant ¢) en fonction de w

£ =(((2 — \/Eecotg(\EE/2))ew/e.£)e + \JEEcOtg(\/EE/2)w — £ X w) /2.

3.5.2 Calcul de { (connaissant t) en fonction de w

t=((twt+w—1txw)/2.

3.5.3 Calcul de s et ¢ (connaissant s et ¢) en fonction
de w

5= (aw—sx

w
¢=—(s.w)/2.
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Chapitre 4

Premier ensemble de
parametres d’orientation

4.1 Composantes du vecteur rotation : pa-
rametres &,n,(

On peut définir Porientation de la base B', par rapport a la base B, gréce
aux composantes du vecteur e.
On pose pour simplifier les notations :

3 €z
n = Ey
¢ €z

Ces composantes sont les composantes du vecteur rotation, elles sont telles
que :

_7T<€§7Tv
—-T<n<m,
_7T<C§7T7

et ont l'avantage d’étre au nombre minimum de trois.

Le triplet (£, n, () appartient a une partie D, de la boule B(O, ) de centre
O et de rayon 7.

4.1.1 Calcul de R en fonction de &,7,(
D’apres 3.2.1 :
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1=

=le®e+CE+X

110>

Par conséquent d’apres 3.2.4 :

e =&+ + ¢

‘5’ :\/5_2’
C = cosle|,
S| = sinle],
= (1-0C)/e%,
%= |S]/lel,

24+ C Ién—3¢ TEC+ X
R=| Tén+S¢ Tnp?+C Tn¢—%¢
L&C—%n I'pC+3¢ T¢+C

Remarque : SO(3) est en fait un groupe de Lie [7] [22]; la matrice R
s’obtient grace a I'application exponentielle de ce groupe de Lie :

0 —¢ 7
R =cexp ¢ 0 =¢
-n & 0

C’est la raison pour laquelle les parametres &, n, ¢ sont qualifiés de coor-
données de premiere espéce [16].
4.1.2 Calcul de &, 1, en fonction de R

Posons : ¢ =Tr(R)+1=r;1+reo+rs3+1=2(1+0C).
1-Si¢#40ul:

C:§/2_17
S| = VI=C",

A = (Arc cosC)/(2|S9)) 1,
§= A(T32 - 7”23),
n=A(riz —1r31),
¢= A(7’21 - ?"12)-

2-Si¢c=4:
E=n=(=0.

3-Si¢=0:
3.1—817’32+T13+T21+1§£02

1. la fonction Arc cosx définit un angle x dans 'intervalle [0, 7]
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§ = (sign(rin +riz +riz+1))my/ (1 +7111)/2,

n = (sign(rey + rog + 123 + 1))m/(1 + 192) /2,
C = (sign(rgl + 7392 + 33 —+ 1))7'('\/ (1 -+ 7"33)/2,

3.2 -s1 7’32—|—T13+7’21+1:O :
3.2.1 - si (rog — 733)(r3s — 711) (111 — 792) # 0 :

£ = —(sign(rae — r33)(rss — r11)(rin — r22)r32)m/ (1 +711) /2,
n = —(sign(raz — r33)(rs3 — r11) (111 — r22)713) T/ (1 + 122) /2,
¢ = —(sign(rog — r33)(r3z — r11) (111 — m22)721) 7/ (1 + 733) /2,

322 - Si (7’22 — 7"33)(7"33 — 7“11)(7’11 — 7"22) = 0 .
3221 -81r9=1r33#0:

£:7r\/6/3’
n= _ﬂ-\/é/Gv
¢ =-m/6/6,

3.222-811r99=133=0":
§=0,

n=mv2/2,
g - _W\/§/27

3.2.2.3 - si T3z = T11 7é0

f = _W\/6/67
n=mV6/3,
C = _W\/6/67

3.2.2.4 - si T3z = T11 = 0:
5 = —7T\/§/2,

n =0,
¢ =mv2/2,

3.2.2.5 - si T11 :7“22%01

¢ = -mV/6/6,
n= _W\/E/Ga
C = 7-‘-\/6/37

3.2.2.6 - Si 11 = T99 = 0:

£:7T\/§/27
n=-m 2/27
¢=0
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4.1.3 Calcul de ¢, 7'7,C en fonction de w,,w,,w, (connais-

sant &7, ()

D’apres 3.5.1 :

e =8+ + ¢,

le| = Ve?,
X = |elcotg(|e]/2),
v = (2 = x)(bws + 1wy + (w2) /€%,

(wa + U§ + gwy - 77%)/2;
(xwy + vn = Cwz + Ew,) /2,
(XWZ + UC + NWy — §wy)/2

£
U]
¢

4.1.4 Calcul de w,,w,,w, en fonction de f,ﬁ,é (connai-

D’apres 3.4.1 :
=+ +
el = Ve?,
C' = cosle|,
S| = sinle],
r=(1-0)/e?,
E=15/lel,
M = (1 - %)(&& +m +¢C) /e,
Wy = ME+ &+ (=1 + (),
wy = Mn + X+ T'(¢§ — £¢),
w, = M(+ X¢ + D(=ng + &n).

4.2 Parametres de la rotation finie u, v, w

On peut également définir I'orientation de la base B', par rapport & la

base B, grace aux composantes du vecteur t.
On pose, pour simplifier les notations :

Uu T
v = y
w z

Ces composantes sont appelées paramétres de la rotation finie; elles sont

telles que :
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—o0 < U < 00,
—00 < v < 00,
—o0 < w < 00,

et ont I'avantage d’étre au nombre minimum de trois.
Le triplet (u,v,w) appartient & une partie D, de IR,

4.2.1 Calcul de R en fonction de u, v, w

D’apres 3.2.2 et 3.2.4 :

& =1/(14u? 4+ v* + w?),

G4+ —o?—w?)  (23) (uw —w) (2¢2) (uw + v)
(2¢%) (uv + w) A1 —u? +v? — w?) (2¢*) (vw — u)
(2¢%) (uw — v) (2¢%) (vw + u) A1 —u? —v? + w?)

4.2.2 Calcul de u,v,w en fonction de R

Rappel :

¢ =711+ 7T+ 133+ 1.
Si¢#0:

=1/,

u=§_1(7‘32—7’23)7

U=§71(7’13—7"31)>

w=§*1(7“21—7‘12)-
Si¢=0:

le calcul de u, v, w est indéterminé.

4.2.3 Calcul de 4,v,w en fonction de w,,w,,w, (connai-
sant u,v,w)

D’apres 3.5.2 :
K = Uw; + YWy + Ww,,
U= (wy + Ku + wwy — 1w, )/2,

U= (wy + KV — Wwy + uw,) /2,
W= (W, + KW + vw, — uwy)/2.
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4.2.4 Calcul de w,,w,,w, en fonction de u, v, w (connais-
sant u, v, w)

D’apres 3.4.2 :

=2/(1+u* 4+ v* +w?),
= (2¢%) (1 — wi + v),
(0 4+ wi — uw),
(202)( — vl + u).

4.3 Parametres d’Euler complets ¢, p,q,r

Les parametres de la rotation finie présentent le défaut de nécessiter une
division pour le calcul de la matrice R. Ce défaut peut étre évité en les
homogénéisant pour obtenir les paramétres d’Euler (ou de Rodrigues ou de
Rodrigues-Hamilton). Il faut noter toutefois que le nombre de parametres
est incrémenté d’une unité et qu’en conséquence une relation de dépendance
entre ces parametres apparait. Nous montrerons que ces derniers peuvent
également étre considérés comme les composantes d'un quaternion unitaire
(Cf. 9.2).

Les parametres d’Euler sont alors : ¢, et les composantes du vecteur s.

On pose, pour simplifier les notations :

p Sz
q = Sy
T S,

En raison de la plage de variation choisie pour la rotation e (-7 < & < 7)
le premier parametre d’Euler ¢ est toujous positif ou nul.
Par conséquent :

0<eg¢,
—l<p<1,
—1<qg<1,
—1<r<1.

Ces parametres ont 'inconvénient d’étre au nombre de quatre ; la relation
de dépendance entre eux est :

CHp+ @+t =1
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4.3.1 Calcul de R en fonction de ¢, p,q,r
D’apres 3.2.3 et 3.2.4 :

CHpP—q*—r*  2(pg—cr) 2(pr + cq)
R= 2(pq + cr) 2 —p*4+q¢®—r? 2(qr — cp)
2(pr — cq) 2(qr + cp) A —p* = +1r?

4.3.2 Calcul de ¢,p,q,r en fonction de R

Rappel :
S =111+ 792 + 733 + 1.
c=./s/2.

1-Si¢#0:

p = (rsa — r23)/(4c),

q= (7”13 - 7”31)/(4C)a

T = (T’gl — Tlg)/<40).
2-Si¢=0:

2.1—S17’32+T13+7’21+1§£02

p = (sign(rin +ra+riz+ 1)/ (1 +7r11)/2,

q = (sign(ra; + ra2 +res + 1))/ (1 + raa) /2,

T = (sign(r;ﬂ —|—7“32 —|—’f‘33+ 1))\/ (1 —|—’T‘33)/2,

2.2 - s1 T32+T13+7’21+1 =0:
2.2.1 - si (rog — 733) (133 — r11) (111 — 722) # 0 :

p = —(sign(ra — 733)(r33 — r11) (111 — r22)732)\/ (1 +7111)/2,
q = —(sign(ra — r33)(r33 — r11)(r1n — ro2)r13)/ (1 + 122) /2,
r = —(sign(ra — r33)(rss — r11)(rin — ro2)ra1)y/ (1 + 133) /2,

2.2.2 -9l (7"22 — 7"33)(7"33 — 7“11)(7"11 - 7"22) =0:
2221-81r9=1r33#0:

p= \/6/37
q= _\/6/67
r=—6/6,

2222-81r99=1r33=0":
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p=0,

q=V2/2,
r=—2/2,
2223-sir33=7r;1 #0:
b= _\/6/67
q=6/3,
r=—6/6,
2224 -si T3z =711 = 0:
b= _\/5/27
q=0,
r=1/2/2,
2.2.2.5-s1 T11 = T22 7é 0:
p= _\/6/67
q:_\/g/Ga
r=+/6/3,
2.2.2.6 - si T11 = T99 = 0:
p=v2/2,
q:_\/ﬁ/za
r = 0.

4.3.3 Calculde ¢, p,q,r en fonction de w,, w,, w, (connais-
sant ¢, p,q,r)

D’apres 3.5.3 :

¢ = (—pw, — quy — Tw,)/2,
P = (cwy + 1wy, — qw.)/2,
q - (Cwy — TWy +pwz)/27
7= (cw, + qw, — pwy)/2.

4.3.4 Calcul de w,,w,,w, en fonction de ¢, p, ¢, 7 (connais-
sant ¢, p,q,r)

D’apres 3.4.3 :

wy = 2(—qé +cq +rp — pr),
w, = 2(—=ré+cr — qp+ pq).
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4.4 Parametres d’Euler incomplets p, g, r

On peut peut éliminer la redondance qui existe entre les parametres d’Eu-
ler en n’utilisant que les trois derniers p, q,r denommés pour cette raison
paramétres d’Euler incomplets. En effet le premier parametre d’Euler ¢ est
toujous positif ou nul, et par conséquent ¢ se déduit de p,q,r :

c:\/l—p2—q2—r2.

Ces parametres sont tels que :

—-1<r<l,

et ont I'avantage d’étre au nombre minimum de trois.

Le triplet (p, ¢, r) appartient & une partie Dy de la boule B(O, 1) de centre
O et de rayon 1.

4.4.1 Calcul de R en fonction de p,q,r
D’apres 3.2.3 et 3.2.4 :

c=\/1-p*—¢ 12

1-2(¢+7r*)  2(pg—cr) 2(pr + cq)
R= 20pg+cr)  1—=2(r2+p?)  2(qr —cp)
2(pr — cq) 20qr+cp)  1-20p°+¢)

4.4.2 Calcul de p,q,r en fonction de R

Rappel :
§:T11—|—7’22+7“33+1-
1-Si¢#0:
p = (132 — 123)/(21/5),
q = (r13 —731)/(2V/5);
r = (roa1 — 712)/(21/5).
2-Si¢=0:

2.1—SiT32—|—T13—|—T21—|—1§£03
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(Sign('rn + 12 + 13 + 1))\/ (1 + 7’11)/2,

= (8ig71(7“21 + 799 + 723 + 1)) (1 + 7022)/27
= (sign(rs1 + s + 733 + 1))/ (1 +1733)/2,

2.2 - si T32—|—7’13+7’21+1 =0:
2.2.1 - si (9o — 733)(133 — 111) (111 — 122) # 0 :

p = —(sign(ra — 733)(r33 — r11) (111 — r22)732)\/ (1 +711)/2,
q = —(sign(ra — 133)(rss — r11) (111 — 722)713)/ (1 + 722) /2,
r = —(sign(re — 133)(rss — r11) (111 — 722)721)/ (1 + 733) /2,

p
q
r

2.2.2 - si (rog — 133)(r3s — 711) (r11 — 792) = 0
2221 -s1 T99 = T'33 7é 0:

p=06/3,
q:_\/é/Gu
r=—6/6,
2.2.2.2 - si 7’22:7”33:01
p=0,
q=V2/2,
r:—\/§/2,
2.2.2.3 - si T33:T11§é01
b= _\/6/67
q=06/3,
r=—6/6,
2224 -8ir33=r11=0:
p = sqrt2/2,
q=0,
r=1+2/2,
2.2.2.5 - si T11 = T92 % 0:
b= _\/6/67
q:_\/6/67
r:\/é/?),
2.2.2.6 - si T11 = T99 = 0:
p=2/2,
q:_\/i/2;
r = 0.
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4.4.3 Calcul de p, ¢, en fonction de w,,w,,w, (connais-
sant p,q,r)

c=\/1-p*—¢—1?
P = (cwy + 1wy, — qw.)/2,
¢ = (—rw; + cwy + pw;)/2,
7= (qws — pwy + cw,) /2.

4.4.4 Calcul de w,,w,,w, en fonction de p, ¢, (connais-

sant p,q,r)
c=\/1-p*—¢ 12
¢=—(pp+qq+ri)/e,
= 2(—pé+cp —rq+ qr),
wy = 2(—qé +cq +rp — pr),
= 2(—rcé¢+cr — qp + pq).
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Chapitre 5

Deuxieme ensemble de
parametres d’orientation

5.1 Angles de Bryant

Supposons que B = (z,y,2) et B, = (gy,yy,gu) soient deux bases or-
thonormées directes libes respectivement & I'espace et au corps; la base B,
s’'identifiant & la base B précédente.

Les angles de Bryant (ou angles de Cardan ou angles d’Euler-Krylov)
correspondent aux trois rotations successives (cf. Figure 3) :

* X autour du vecteur unitaire z,

* p autour du nouveau vecteur unitaire y \ déduit du vecteur unitaire y,

* v autour du nouveau vecteur unitaire z, déduit du vecteur unitaire z,.

Figure 3 : définition des angles de Bryant.

Les angles de Bryant sont choisis de telle maniere que :

—rT <A<,
—7m/2 < pu<7w/2
-1 <v<m,
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et ont I'avantage d’étre au nombre minimum de trois.

Les calculs qui suivent, et qui concernent les dérivées des angles de Bryant
et les composantes du vecteur vitesse angulaire, proviennent de la propriété
d’addition bien connue des vecteurs vitesses angulaires [4] [5] [6] :

w=Ax+ [y, +vz,

5.1.1 Calcul de R en fonction de A, u, v

COS4COSV —CcoSLsiny sinp
R= SINASINUCOSY + COSASINY ~ —SINASINUSINY + COSACOSV  —SINACOS[
—COSASINIUCOSY + SINASINY  COSASINUSINY + SINACOSV  COSACOS[L

5.1.2 Calcul de A, i, en fonction de R

Si T13 #i_ 1:
A= Arc tg2(—ra3,733) 1,
= Arc sinryz?,
v = Arctg2(—ri2,711).
Si T13 :t 1:

p=mri3/2,
T3\ + v = Arc tg2(rgy, rog),

(les valeurs de A et v sont indéterminées).

5.1.3 Calcul de ), f, 7 en fonction de w,, w,,w, (connais-
sant A, u, v)
fi = WyCOSA + W, sinA,

U = (—wysin\ + w.cos\)/cos,
A = W, — USin.

1. la fonction Arc tg2(y,x) définit un angle appartenant a l'intervalle | — 7, 7] dont le
sinus et le cosinus sont respectivement proportionnels a y et x, la constante de proportion-
nalité étant strictement positive

2. la fonction Arc sinx définit un angle x dans Uintervalle [—7 /2, 7/2]
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5.1.4 Calcul de w,,w,,w, en fonction de A, ft, (connais-
sant \, i, v)

we = A+ vSingL,
Wy = [ICOSA — USINACOSL,
W, = [1SINA + VCcoSAcos .

5.2 Angles de d’Euler classiques

Supposons que B = (z,y,z) et B, = @w%’@) soient deux bases or-
thonormées directes liées respectivement a l'espace et au corps; la base B,
s'identifiant & la base B’ précédente.

Les angles d’Euler classiques correspondent aux trois rotations successives
(cf. Figure 4) :

* ) autour du vecteur unitaire z,

* 0 autour du nouveau vecteur unitaire x,, déduit du vecteur unitaire ,

* ¢ autour du nouveau vecteur unitaire z, déduit du vecteur unitaire Zy-

-V

Figure 4 : définition des angles d’Euler.

Ces angles sont appelés respectivement précéssion (1) , nutation () et
rotation propre (), et le support du vecteur x,, ligne des noeuds ou ligne
nodale.

Les angles d’Euler sont choisis de telle maniere que :

—nm <Y <m,
0<0<m,
—-T<p<m,
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et ont I'avantage d’étre au nombre minimum de trois.

Les calculs qui suivent, et qui concernent les dérivées des angles d’Euler
et les composantes du vecteur vitesse angulaire, proviennent de la propriété
d’addition bien connue des vecteurs vitesses angulaires [4] [5] [6] :

w =Pz + Oz, + z,.

5.2.1 Calcul de R en fonction de 9,0, ¢

coscosp — sincoshsing  —cosysing — sincosfcosp  sinpsing
R = | sinycosp + coscoslsing —sinysing + cospcosfcosp —cossind
sinfsing sinfcosy cost

5.2.2 Calcul de 9,6, en fonction de R

Si T33 #i_ 1:
Y = Arc tg2(ri3, —ra3),
0 = Arc cosrss,
@ = Arc tg2(r31, r3z).
Si T33 :i_ 1:

0= 7T<]_ - 7”33)/2,
Y+ 1330 = Arc tg2(ror, 1),

(les valeurs de 1 et o sont indéterminées).

5.2.3 Calcul de 1/}, 0, ¢ en fonction de w,, w,,w, (connais-

0 = wycosth + Wy s1NY,
¢ = (wgsinY — wycosy)/sind,
V= w, — Ycosh.

5.2.4 Calcul de w,,w,,w. en fonction de @b, 9, ¢ (connais-

Wy = écosw + psinwsind,
wy = Osiny) — pcossing,
w, = 1 + pcosb.
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5.2.5 Comparaison des notations selon les auteurs

Les angles d’Euler classiques que nous avons utilisés correspondent a trois
rotations successives : ¥ autour du vecteur z puis 6 autour du nouveau vec-
teur z,, et enfin ¢ autour du nouveau vecteur z, ce que nous notons plus
simplement et conventionnellement :

2() z(0) z(p).

D’autres auteurs ont utilisés ces angles d’Euler classiques (souvent en les
dénommant tout simplement angles d’Euler) mais avec d’autres notations;
nous indiquons dans le tableau ci-apres quelques exemples que 1'on trouve
dans la littérature.

H auteur \ rotations successives et noms utilisés H
[1] [4] [17] 2(¢¥) z(0) z(¢)
3] 2(¥) z(9) z(p)
[11] 2(¥) 2(0) 2(¢)
[5] [12] [15] z(p) z(0) z(¥)
[25] 2(¢) z(6) 2(¥)

I 2 ] ze+n/2)z0) 2z —7/2) |

5.3 Angles d’Euler non classiques

Toutes les rotations, autour de trois axes indépendants, font intervenir
des angles d’Euler non classiques. Seules les rotations :

(¥) 2(0) z(p),

font intervenir les angles d’Euler classiques. En ce sens les angles de Bryant
sont des angles d’Euler non classiques. Ils correspondent aux rotations :

z(A) y(p) z(v).

Nous avons cependant distingués les angles de Bryant des autres angles
d’Euler non classiques car ils sont tres utilisés et tres souvent avec la méme
définition par les différents auteurs.

|
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Il n’en est pas de méme des autres angles d’Euler non classiques, pour
lesquels les définitions et les dénominations varient malheureusement tres
largement selon les auteurs et selon les domaines d’utilisation (aéronautique,

nautique, astronomie, etc).

Nous citons ci-apres quelques définitions en faisant référence aux auteurs

qui les utilisent.

H auteurs ‘ nom des angles ‘ rotations sucessives et noms utilisés H
[17] Bryant z(\) y(p) 2(v)
B Cardan z(e) y(B) 2(¢)
11] | Bryant ou Cardan 2(61) y(d2) 2(ds)
14 “Roll,Pitch, Yaw” z(¢: Yaw) y(0 : Pitch) z(¢ : Roll)
21 “roll,pitch,yaw” z(7y : roll) g_(ﬁ s pitch) z(a : yaw)

[11]

[14]

[21]

[18] Euler-Krylov z(a) y(B8) 2(7)

[14] Euler 2(9) y(9) z(¢)

[21] Euler(z, y, 2) 2(a) y(B) 2(7)

[21] Buler(z, y, z) z(@) y(B) z(v)

[25] | Roulis-Tangage-Lacet |  z(¢ : Roulis) y(0 : Tangage) z(3 : Lacet)
| B | aéronautiques | y(¥ : lacet) z(V : tangage) z(p : roulis) |
H 3] ‘ nautiques ‘ y(¥ : tangage) z(V : roulis) z(y : embarde’e) H

Nous donnons ci-apres les définitions plus précises des angles aéronautiques

et nautiques de Lur’é [3].

5.3.1 Angles aéronautiques [3]

Ces angles sont définis sur la Figure 5.

Avec les notations utilisées par Lur’é (Cf. ci-devant) :

sind cos¥cosyp

—cos¥sing

( coscosty)  —cospsindcosp + sinsing  coswsindsing + sinycose )
R =

—sitnpcost?  sinysindcosp + cosysing  —sinysindsing + cospcosp
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roulis tangage X

verticale

lacet

b

zZ

Figure 5 : angles aéronautiques.

5.3.2 Angles nautiques [3]

Ces angles sont définis sur la Figure 6.

Avec les notations de Lur’é (Cf. ci-devant) :

cosycosp + sinsindsing  —cospsing + sinysindcosy  sinpcost
R = cosvsing cosvcosp —siny
—sinpcosp + cosysindsing  sinysing + cosysindcosp  cosypcost

_ tangage

Figure 6 : angles nautiques.
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Chapitre 6

Troisieme ensemble de
parametres d’orientation

6.1 Cosinus directeurs complets

/ / / / /
x x xz7yx7yy7yz7z Z Z

Les cosinus directeurs complets sont les composantes, dans ’ancienne base
B, des vecteurs ',y et 2 de la nouvelle base B'. Il s’agit par conséquent des
éléments de la matrice R considérés en colonne. On peut également considérer
que ce sont les composantes, dans la nouvelle base B', des vecteurs z,y et z
de l'ancienne base B. Il s’agit alors des éléments de la matrice R considérés
en ligne. Ces parametres ont tous un module inférieur ou égal a un mais ont
le grand inconvénient d’étre au nombre prohibitif de neuf. Il existe de tres
nombreuses relations de dépendance entre ces neuf parametres, dues au fait
que la matrice de ces parametres est orthogonale.

6.1.1 Calcul de R en fonction de %7 xy, a:z, yx, yy, yz, z zy, z
7’11—I 7”12:%57 3=z
/
To1 = xy, T22 = y%,, T2z = Z%,,
r31 = 5Uz, 32 = Y,, 33 = Z,.

Y

~8 ~

6.1.2 Calcul de xx,xy,afz,yx,yy,yz,z z z en fonction de R

T

~8 ~

=T, ygc = T2, 2, = 113,
!
Ty = T21, Yy = T22, 2y = T23,
/ / !
T, =T31,Y, =732 %,

~8 ~

= TI'33.
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6.1.3 Calcul de :U :1: xz,yx,yy,yz,z zy,z en fonctlon de

We, Wy, W (connalssant xx,a:y,xz,yx,yy,yz,zx,zy,z )

D’apres la formule de la base mobile [4] [5] [6] :

~

T =wXxg,
y=wxy,
F=wxz.
On en déduit :
./ ! ! o / o ’ ’
T, = x Wy — x yWa yx = yzwy yywz, 2y = Z,Wy — 2y Wz,
x; =—x wx + T wz, yy yzwx + yxwz, ;! —zlzwx + z;wz,
x; = xywz T, =Wy, yz ywa yxwy, z; = z;wgc — z;wy.

6.1.4 Calcul de w,, wy, wz en fonctlon de :Ex, acy, xz, yx, yy, yz, z zy, z

(connaissant ., ZEy, T yy, TRE. zy, 2)

L’inversion des trois relations précédentes, qui proviennent de la formule
de la base mobile conduit a :

£:(£/ Xz/—l—gl Xgl—l—gl Xgl)/Z

Il y a cependant plus simple pour calculer les composantes du vecteur w.
En effet d’apres 3.2.4 et 3.4 :

et par conséquent :

W, =1

(il existe trois autres formules équivalentes).

6.2 Cosinus directeurs incomplets
/ / / / / /
Xy Lypy Ty 2oy 2oy 2o

Y’ y?
Les cosinus directeurs complets ont le grand inconvenient d’étre au nombre
prohibitif de neuf. On peut réduire la redondance existant entre ces pa-
rametres en n'en considérant que six d’entre eux !. On obtient alors les cosinus

1. il est difficile d’aller au dela
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directeurs incomplets. Nous avons choisi ici ceux qui représentent les coor-
données, dans l’ancienne base B, des vecteurs z et 2 de la nouvelle base B’
(mais bien entendu d’autres choix sont possibles). On peut remarquer que les
cosinus directeurs manquants s’expriment de maniere tres simple en fonction
de ceux qui ont étés retenus :

! / ’

/ /
Yp = —2,7, + 2yT s
! - 7 ! ’ !
yy = Ry T Ry,
! / / / ’
Y, = —2,T, + 2,7,

Ces parametres ont tous un module inférieur a un. Ils ont encore le grand
inconvénient d’étre au nombre surabondant de six. Il existe toujours de nom-
breuses relations de dépendance entre ces six parametres, dues au fait que la
matrice R est orthogonale.

!/ /

6.2.1 Calcul de R en fonction de x;,xy,:c'z; z;, Zys z;
r = l’;, T19 = —Z;x;), + Z;l’;, T3 = Z;,
91 = 1’;, T99 = Z;,ZL‘;C — Z;ZE;, T93 = Z;J,
3] = x;, 39 = —Z;x; + z;xly, 33 = z;
6.2.2 Calcul de x;,aziy,xlz; z;, z/y, z; en fonction de R
T, =T, 2, = T13,
T, = Ta1, %, = T3,
l’lz =T31, ZIZ = T'33.
6.2.3 Calcul de :is;, x’ly, :1':;; z';, z"y, z; en fonction de w,, w,, w.
!/

/

. ’ ! / !
(connaissant z,,7,,7,; 2, 2,, 2,)

Yy
o/ ’ / ./ / ’
T, = T Wy — TyWs, 2, = Z,Wy — 2,Ws,
x; = —T W, + T,w,, z; = —2 Wy + 2,W,,
i = x;wx — x;wy, 5 = z;wx — z;wy.

!

y7

. . . ./ ! . N

6.2.4 Calcul de w;,wy,w, en fonction de ©,,i,,7,;%,, 2, 2,
. / / / / / /
(connaissant z,,7,,7,; 2, 2,, 2,)

Un calcul possible est le suivant :
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/ - / ’ / /
Yp = =27 + ZyT
/ /

’ / ’
Yy = 2,0, — Z,T

Tz
/ ’ ’ ’ /
Y, = —2,%, —+ 23Ty
A A 1oLt
k=y,z, +y,2,+y,2,,
_ s . k /
Wy = —2,2, + 2,2, T K2y,
o /A /A k /
Wy = 2,2, — 2,2, + K2z,
_ o o k/' /
Wy = —Zy2, + 2,2, + Kz,.
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Chapitre 7

Quatrieme ensemble de
parametres d’orientation

7.1 Parameétres de Cayley-Klein [3] [18]

La définition et le nombre de parametres de Cayley-Klein varient selon
les auteurs. Pour Lur’é il s’agit des quatre parametres complexes suivants
(i* = —1) :

a=c+ir,f=—q+ip,y=q+ip,d =c—ir,

alors que pour Ishlinsky il s’agit des parametres complexes suivants
(i?=-1) :

p+iq,c+r.

Retenons la définition de Lur’é ; les parametres vérifient alors les relations
de redondance suivantes :

al? + B = y* + []* = 1,
ad — Py =1.

L’intérét des parametres de Cayley-Klein est de définir 'orientation de la
base B’ par rapport a la base B a I'aide d’une matrice d’ordre 2 seulement
(mais, il est vrai, complexe) ; la matrice suivante :

(27)
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Chapitre 8

Relations entre les parametres
et les angles d’Euler

Il est aisé d’établir que :

c = cos(8/2)cos((v + ¢)/2),
p = sin(0/2)cos((¢ — ¢)/2),
q = sin(0/2)sin((¢ — ¢)/2),
r = cos(0/2)sin((v + ¢)/2).
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Chapitre 9

Composition des orientations

Le but de cette partie est de définir orientation d’une base B” par rapport
a une base B connaissant son orientation par rapport a une autre base B et
l'orientation de cette base B  par rapport & la base B.

9.1 Utilisation des matrices de passage

Soient R et R les matrices de passage respectivement de la base B a la
base B’ et de la base B' & la base B
Etant donné que :

U(B) == R'U(B/),
et :

vy = fug,
pour tout vecteur v, on peut écrire :

La matrice de passage de la base B & la base B” est par conséquent la
matrice produit RR qui définit donc Porientation de cette base B~ par rap-
port a la base B. Comme les matrices de passage s’expriment en fonction des
différents parametres d’orientation on en déduit les parametres d’orientation
de la base B” par rapport & la base B connaissant ceux de la base B par
rapport & la base B et ceux de la base B’ par rapport & la base B.
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9.2 Utilisation des quaternions

La méthode précédente est maladroite lorsque les parametres d’orienta-
tion utilisés sont les parametres d’Euler. En effet ces parametres peuvent étre
considérés comme les composantes d'un quaternion unitaire.

Définition des quaternions [8] [10] [19] [20] [23] [24]

A tout quadruplet de nombres réels (c,p,q,r) on associe le quaternion :
h=cH+ip+ jqg+ kr,

(c étant la partie scalaire et ip 4 jq + kr la partie vectorielle du quaternion).
Un quaternion dont la partie scalaire est nulle est appelé ternion.
L’ensemble des quaternions constitue un corps non commutatif pour le-

quel les opérations d’addition et de multiplication sont définies ci-apres.
Soient h = c+ip+ jg+kret K =¢ +ip +iq + kr' deux quaternions.

L’addition est telle que :
h// — h_'_h, — C// —"_Z,p// _'_jq” —"_ k/]o” — (C+CI) —"_Z,(p—"_p/) _"_j(q_"_ql> _'_k(71+71/)’
et la multiplication :

W' =hh =c +ip" +34q + k" =cc —pp —qq —rr
+i(ep +pc +ar' —rq) +jleqg —pr' +qc +rp) +k(er' +pg —qp' +r¢)

(pour multiplier il suffit de conserver l'ordre des facteurs et d’utiliser le fait
que: il =j2=k*=—let:ij=—ji=k, jk=—kj=1iki=—ik=j).

De plus a tout quaternion h = ¢+ ip + jq + kr on associe le quaternion
conjugé h = ¢ — ip — jq — kr.

La norme d’un quaternion est la quantité réelle positive ou nulle :

Ih| = V.

Un quaternion est unitaire si et seulement si sa norme est égale a un.
Finalement nous associons a tout quaternion h une matrice carrée réelle
d’ordre quatre M, dite matrice du quaternion, telle que :

c —p —q -—r
M= | P ¢ T

qa T c =P

r o —q P C
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M; = M.

Il est alors facile de démontrer que si le quaternion unitaire h représente
l'orientation de la base B par rapport a la base B (grace aux parametres
d’Euler ¢, p, q,r) et le quaternion unitaire k' celle de la base B” par rapport
a la base B (grace aux parametres d’Euler ¢, p/,¢/,r') alors le quaternion
unitaire h” = hh' représente 'orientation de la base B” par rapport & la base
B (grace aux parametres d’Euler ¢ p'.q",r" ayant les valeurs ci-devant).

Remarque : la composition des orientations, a 1’aide des quaternions, ou
des parametres d’Euler, peut étre écrite matriciellement :

" /7

C
p// - Mh
q
r

SRTB.O

De plus si le vecteur v est représenté par le ternion V(gy = Wo + JUy + kv,

) = v, + jv; + kv, dans la base B’ on

dans la base B, et par le ternion v
peut écrire :
* * 1
V(g) = hv(B,)h,
dans I'ensemble des quaternions, ou :
_ T
MU?B) — MthE‘B,>Mh )

dans 'ensemble des matrices.

9.3 Utilisation des parametres de Cayley-Klein

L’intérét des parametres de Cayley-Klein est de pouvoir définir 1'orienta-
tion de la base B" par rapport a la base B, grace a la matrice :

a// /8//
/y” 511 9

a ’aide du produit des matrices :
a /8 a{/ 5/
< ~ 6 ) et < ’yl 6/ )7
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qui représentent respectivement 'orientation de la base B par rapport a la
base B et celle de la base B” par rapport & la base B'.

En effet :
a// /8// B a /8 a/ 5/
’y// 5// —_— f)/ 5 7/ 5/ .
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Chapitre 10

Conclusion

Nous avons présenté dans cet article divers choix de parametres permet-
tant de définir 'orientation d’un corps par rapport a un espace.

Les difficultés que nous avons rencontrées a définir 1’orientation pro-
viennent du fait que celle ci ne peut étre définie a ’aide de trois parametres
(nombre minimal) que localement : le groupe SO(3) n’est pas isomrphe a
IR?.

Les divers choix que nous avons proposés présentent tous des avantages
(nombre minimal de parametres, facilité de composition des orientations) et
des inconvenients (nombre non-minimal de parametres, complexité de com-
position des orientations).

Nous pensons que le meilleur choix réside dans celui des parametres d’Eu-
ler qui offrent un bon compromis entre une légere redondance (de un seule-
ment) et une grande facilité de composition des orientations (qui provient
du fait que ces parametres sont les éléments d'un quaternion). Nous ne par-
tageons pas la critique de ceux qui prétendent que les parametres d’Euler
“ne se voient pas“ dans la mesure ou, de toutes facons, I’homme ne visua-
lise pas l'orientation d’un corps dans I’espace, excepté dans quelques cas tres
particuliers (comme par exemple celui d’une rotation autour d’un seul axe
fixe).

A contrario nous pensons que tous les choix qui utilisent des angles (Euler,
Bryant, etc) sont, en général, mauvais ; ces angles “ne se voient “ pas plus que
les parametres d’Euler et conduisent toujours a des problemes de singularités
inextricables.

L’orientation étant déterminée par la matrice R du groupe SO(3) n’est
définie que modulo 27 autour de ’axe unitaire de rotation. Il est possible de
généraliser les parametres d’Euler pour tenir compte de rotations superieures
a 27 ; il suffit pour cela de définir quatres parametres (liés par une relation
de dépendance) analogues aux parametres d'Euler mais dans lesquels I'angle
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£/2 qui intervient est remplacé par un angle plus petit (¢/4, €/8, etc). Il faut
noter que la composition des rotations est alors nettement compliquée.

Nous avons également indiqué dans cet article les relations qui unissent les
dérivées de ces parametres aux composantes de la vitesse angulaire du corps.
Ces relations vérifient bien le fait qu’il n’existe malheureusement aucun choix
de parametres d’orientation dont les dérivées s’identifient aux composantes
du vecteur vitesse angulaire. Il s’agit peut étre de la raison profonde pour
laquelle il est si difficile de définir ’orientation d’un corps.

29



Bibliographie

[1] W. T. Thomson. Introduction to space dynamics. J. Wiley & sons,
New-York, Londres, 1961.

[2] E.T. Whittaker. A treatise on the analytical dynamics of particles and
rigid bodies. Cambridge university press, Londres, New-York, Ibadan,
1965.

[3] L. Lur’é. Mécanique analytique. Masson & Cie, Paris, 1968.
[4] J.J. Moreau. Mécanique classique. Tome 1. Masson & Cie, Paris, 1968.
[5] L. Landau et E. Lifchitz. Physique théorique. Tome 1. Mécanique. MIR,

3eme édition, Moscou, 1969.
[6] P. Brousse. Cours de mécanique. A. Colin, Collection U, Paris, 1973.

[7] G. Pichon. Groupes de Lie. Représentation linéaires et applications. Her-
mann, Paris, 1973.

8] A. R. Klumpp. Singularity-free extraction of a quaternion from a
direction-cosine matrix. J. SPACECRAFT, Vol. 13, No. 12, 1976.

[9] H. Makino. A kinematical classification of robot manipulators. 6th ISIR,
Nottingham, Mars 1976.

[10] J. M. Flamme. Les systémes hypercomplexes et leur application en
cinématique Revue M, Vol. 23, No. 4, 1977.

[11] J. Wittenburg. Dynamics of systems of rigid bodies. B.G. Teubner,
Stuggart, 1977.

[12] V.I. Arnold. Mathematical method of classical mechanics. Springer-
Verlag, New-York, Heidelberg, Berlin, 1978.

[13] P. Brousse. Mécanique analytique. Vuibert, Paris, 1981.

[14] R. P. Paul. Robot manipulators : mathematics, programming, and
control. MIT press, Cambridge (E.U.A), Londres, 1981.

[15] B. Doubrovine, S. Novikov et A. Fomenko. Géométie contemporaine.
Méthodes et applications. Premiere partie. Géométrie des surfaces, des
groupes de transformation et des champs. MIR, Moscou, 1982.

60



[16] B. Doubrovine, S. Novikov et A. Fomenko. Géométie contemporaine.
Méthodes et applications. Deuxieme partie. Géométrie et topologie des
variétés. MIR, Moscou, 1982.

[17] B. Gorla et M. Renaud. Modeles des robots manipulateurs. Application
a leur commande. CEPADUES, Toulouse, 1984.

[18] A. Ishlinsky. Orientation, gyroscopes et navigation par inertie. Tome2.
MIR, Moscou, 1984.

[19] R. A. Wehage. Quaternions and Euler parameters - a brief exposition
NATO ASI series, Vol F9, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1984.

[20] J. M. Castelain.  Application de la méthode hypercomplexe aux
modélisations géométriques et différentielles des robots constitués dune
chaine géométrique simple. These d’Etat, Université de Valenciennes et
du Hainaut- Cambrésis, Valenciennes, Décembre 1986.

[21] J. J. Craig. Introduction to robotics. Mechanisms and control. ADDI-
SON WESLEY, Reading, 1986.

[22] R. Mneimné et F. Testard. Introduction a la théorie des groupes de Lie
classiques. Hermann, Paris, 1986.

[23] J. Funda et R. P. Paul. A comparison of transforms and quaternions in
robotics. IEEE, 1988.

[24] Y-L. Gu. Analysis of orientation representations by Lie algebra in ro-
botics. IEEE, 1988.

[25] E. Dombre et W. Khalil. Modélisation et commande des robots.
HERMES, Paris, 1988.

61



Petit Lexique anglais-francais

H anglais ‘ francais H
yaw-lurch embardée(naut.) lacet(aéronaut.)
pitch tangage
roll roulis
precession(astr.) précession
nutation nutation
spin rotation propre

node axis-line of nodes

ligne des noeuds-ligne nodale
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