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Chapitre 1

Introduction

Nous établissons les équations macroscopiques de Maxwell pour les sub-
stances diélectriques et magnétiques idéales respectivement caractérisées par
une permitivité € et une perméabilité pu.

Malheureusement les dénominations des scalaires, des vecteurs et des ten-
seurs qui interviennent dans ces équations varient selon les auteurs.

Ces equatlons font intervenir quatre vecteurs que nous appelons champ
électrique E induction électrique D champ magnétique H et induction
magnétique B de natures d’ailleurs différentes ; vecteurs polaires pour les
deux premiers et vecteurs axiaux pour les deux derniers; ce qui est expliqué
par la différence des notations. Cependant d’autres noms existent pour ces
vecteurs; par exemple “déplacement” a la place “d’induction” ou “excita-
tion” a la place de “champ” et certains auteurs parlent de champ magnétique
pour B [14]* [17]2

Nous avons choisi de ne pas utiliser la notion de “masse magnétique” qui
n’est pas vraiment nécessaire pour écrire les equations macroscopiques de
Maxwell et aurait compliqué I'exposé.

Les appellations “tenseur électromagnétique”, “tenseur de Faraday”, “ten-
seur de Maxwell” dépendent également des différents auteurs.

Nous avons choisi d’utiliser le systéme international (SI) d’unités, ap-
pelé systeme Giorgi rationnalisé comme [1] [3]3 [10] [11]* [14])5 [17] [22],

1. p. 36 éq. (10)

2. p. 82

3. mais I'auteur utilise également d’autres systemes
4. mais 'auteur utilise également d’autres systemes
5. en partie



mais d’autres auteurs cités utilisent le systéme gaussien [1]¢ [2] [5] [7] [9]
[12] [13] [16] ou le systéme de Heaviside-Lorentz [4]7 [8]® [18]? et il existe
d’autres systemes d’unités tels le systeme électrostatique (esu) ou le systeme
électromécanique (emu).

en partie p. 253

avec des particularités
avec des particularités
avec des particularités

© XN



Chapitre 2

Notations, relations et
équations de Maxwell

2.1 Généralités sur les scalaires de R, les vec-
teurs de R?, les opérations utilisées et quel-
ques relations qui les unissent

2.1.1 Scalaire
Soit S € R, fonction de z, y, 2.

2.1.2 Vecteurs

Soient ﬁ, ‘7, W, 7 € R3 des vecteurs polaires ou U, ‘7, W, Z € R3 des
vecteurs axiaux [10] (cf ci-apres), fonctions de x, y, z. On a :

U, U,
U= U, |ouU=]| U, | etidem pour les autres vecteurs polaires
U, U,

ou axiaux ci-devant.

2.1.3 Opérations utiles pour la suite

e Laplacien d'un scalaire [32]

A 928 9%S 9%
AS= Ox2 +8y2 + 052 cR

e Produit scalaire entre 2 vecteurs :

U.VAU,V,+U,V,+U.V.€e RoulU .V 2 U, V,+U,V,+U.V, € R.



e Gradient d'un scalaire [30] :

Q
19))
Q
n

grad S £ € R3 ou grad § & € R3.

by
by

Q
Y
Q
Y

e Divergence d'un vecteur [27] :

div0 £ 9l + 80 4 0U: € R ou divl/ £ 8Us 4 50v 4 9Lz € R et idem

pour les autres vecteurs polaires ou axiaux ci-devant.

e Produit extérieur entre un scalaire et un vecteur :

SU, SU,
sU2| s U, | €R%ouS val s U, | € R? et idem pour les autres
SU, SU,

vecteurs polaires ou axiaux ci-devant.

e Produit vectoriel entre 2 vecteurs : U x V (vecteur axial) et U x V
(vecteur polaire) tels que :

(VUL A A
UxV £ u,v,—-U,V, ER3etUxV 2 u,v,—-U,V, € R3.
U.V, ~ U, V. UV, ~ U, V.

e Rotationnel d'un vecteur : rot U (vecteur polaire) et rot U (vecteur
axial)

8Uz . 8Uy 8U2 _ 6Uy
VN oy 9z v 9y 9z
rotU2 | 2 90 | cR3etrotU 2 | 28 — 9L | ¢ R3,
0z ox Oz ox
OUy _ 9Us o0, _ 9U,
oz dy ox oy

Remarque : rot est noté curl en anglais [25].

e Laplacien d'un vecteur : AU (vecteur polaire) et AU (vecteur axial)
tels que :

82Uz+82Uz 02U,

AUI 32962 82y2 (222
= 04U, 0° U, 0° U
AU= | AU, | £ LS A+ 5 | eRPet
Y 0 x2 0y? 022
AU, 82%2 4 82%2 X 62%y
A O x? ) oy? ) 0 22
AU, aazggz + 8823%1 agsgl
T A A 0~ Uy 0~ Uy o° Uy 3
AU— ﬁUy - 8%2 + 8y2 + 8282 GR
U 82U, | 92U, | Uy
? 0x? + 0y? + 052



2.1.4 Relations générales

Toutes ces relations sont tres faciles & démontrer.
o AS = div(grad S).

o div(é‘(j') :Sdiyﬁ—tﬁ . ugrztdS ou :
div(SU) = SdivU + U . grad S.

o 1ot (régﬁ) :grad(diyﬁ) —Au(j ou :
rot (rot U) = grad (divU) — AU.

e div(U x V)=V .rotU —U .10t V.
e rot (grad ) = 0 ou rot (grad S) = 0.
e div (rot U) = 0 ou div (rot U) = 0.

2.2 Scalaires et vecteurs intervenant en

électromagnétisme

2.2.1 Scalaires

[ : longueur

m : masse

t : temps

I : intensité (ou courant) électrique
s : aire, surface

v : volume [3]!

c : vitesse de la lumiere

go : permitivité (électrique ou diélectrique) absolue ou constante diélectrique

du vide

e : permitivité (électrique ou diélectrique) absolue ou constante diélectrique

d’une substance diélectrique idéale [2]2 [3]2 [9]* [11]° [22]® ou perméabilité
diélectrique [13]7

oot W

.11 : noté 7

228

. 128 éq. (23) et p. 658
. 47 : notée k

14

.21

pp- 55-58 Chapitre 1 § 7

(PR RN



g, : permitivité (électrique ou diélectrique) relative d’une substance diélectrique
idéale [14]8

o : perméabilité (magnétique) absolue du vide

u : perméabilité (magnétique) absolue d’une substance magnétique idéale
207 [3]1° 0] [11]12 1] [22] 4

iy - perméabilité (magnétique) relative d’une substance magnétique idéale
[1 4] 15

p : densité (volumique) de charge électrique [1]16 [2] 17 [3]18 [9]19 [10]2°
[16] 21 [17] 22

X : susceptibilité électrique ou diélectrique ou coefficient de polarisation
de la substance [3]23 [10] 24 [11]%5 [13]2° [14] *7 [22] 8

s : susceptibilité magnétique ou coefficient d’aimantation [3]% [10]3°
[14] 31 [22] 32

V' : tension électrique, potentiel électrique, différence de potentiel électrique,
potentiel scalaire électrique [2]33 [3]3* [5]3° [11]%6 [17]37

8. p. 301

9. p. 228

10. p. 372 et p. 659
11. p. 47

12. p. 193

13. p. 156

14. p. 21

15. p. 321

16. p. 130

17. p. 226

18. p. 657

19. p. 44

20. p. 21

21. p. 195 : notée p
22. p. 81 : notée T'
23. p. 127

24. p. 155 : notée xe.
25. p. 154 : notée x,.
26. p. 56 : notée s
27. p. 301 : notée s
28. p. 76 : notée
29. p. 371

30. p. 288 : notée o,
31. p. 321 : notée x
32. p. 89 : notée K
33. p. 228 : notée ¢
34. p. 657

35. p. 375 : notée Q
36. p. 30 : notée P(x)
37. p. 87



[13]

[12]

q : charge électrique, quantité d’électricité [3]3® [5]39 [10] 40 [14] 4! [17] 42
R : résistance électrique

G : conductance électrique

7 : résistivité électrique [3] 43

7 : conductivité électrique ou conductibilité électrique [2]** [3]%5 [10] 46
47 [22] 48

C' : capacitance (ou capacité) électrique

R : réluctance

G : perméance

®,. : flux de d’induction (ou de déplacement) électrique

®,, : flux d'induction magnétique

L : inductance électrique

M : coefficient d’induction magnétique et d’auto-induction

pp : densité (volumique) de charge électrique fictive [10]4°

JO = Jg (cf. ci-apres)

A% = Ay (cf. ci-apres)

f9 = fy (cf. ci-apres)

w : énergie du champ électromagnétique

W, : densité d’énergie électrique [22]*°

W, : densité d’énergie magnétique [22] °!

W; . densité d’énergie due a l'effet Joule

W . densité (volumique) d’énergie du champ électromagnétique [5]
53 [13] 54 [17] 55

52

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

entr

. 36 et p. 664 : notée ¢ charge ponctuelle et p. 295 : notée ¢ charge mobile
375

. 376 : notée Q

34

. XX : notée Q et p. XXI : notée q

229

. 228 : notée o

. 229

pp- 23-24 mais ne semble pas définie

T T T T T T T T

p- 129 : notée o

p- 20 : notée o

p. 156

p. 27

p. 27

p. 373

p. 104 éq. (31,5)

p. 374 : notée dU (différentielle de I’énergie interne du diélectrique a densité et

opie données) et p. 392 éq. (80,3) [énergie électromécanique dans un milieu diélectrique

(¢) en Pabsence de dispersion lorsque ¢ et p sont des grandeurs constantes réelles]

55

. p- 92 éq. (322.1) : notée U (distribution énergie électromagnétique spatiale)



kB, kD kP kP kP coefficients utilisés par [3] (cf. ci-apres)
ki, ki, ki, A\, N coefficients utilisés par [11] (cf. ci-apres)

Relations
d
p =y 101 57 58 59 60 61
o =5 = 1 x 37 [10)% [11]% [14)% 2
Ly = % =1+ 5 [3]52 [10] 3 [14] %* [22] ¢
= % et r = %y
R = é = Té et G = % = 7 7 résistance et conductance d’un conducteur

de longueur [ d’aire s de résistivité r et de conductivité ~
1

R=;= /%i et G = % = p 7 réluctance et perméance d’un materiau
magnétique de longueur [ d’aire s de perméabilité

JO=Jy=0pc

A=A, =Y

[

FO=F,=1FE . J(cf E, J ci-apres)

(&
C = %* capacitance d’un diélectrique de permitivité € entre deux surfaces

paralleles d’aires s situées a une distance [

AV —ep %Qt‘{ + £ =0 : équation de Poisson
We=1FE.D (cf E, D ci-apres) [22] %6
W, =12 H . B (cf. H, B ci-apres) [22]97
W;=FE.J (cf. E, J ci-apres) [22] %

56. p. 21 : p= %

57. p. 128 éq. (23

58. p. 159

59. p. 154 éq. (4.38) : € = €0 (1 + xe)

60. p. 301 : e, —1 =

61. p. 75 éq (11)

62. p. 372 éqs. (4) et (5)

63. p. 295 éq. (41) : p = puo (1 + xm) €t p. 295 éq. (42) @ py = Lo =1+ xom

64. p. 321 : x = p, — 1

65. p. 89 éq. (9)

66. p. 27 éq. (6)

67. p. 27 éq. (6)

68. p. 27 éq. (5)



LE.D+H.B)(ct E, D, H, B ci-apres) [5]%

W =42 — W, +W,, =
2

™ (2]
pp = —div P (cf. P ci-apres) [5] ™ [10] ™

2.2.2 Vecteurs

Vecteurs polaires

Z : position; & =

Uy
s vitesse; U= | v,
Uy

<y

. accélération ; @ =

ST

: suraccélération " ; j = jy
J

Sy

I
: courant électrique ; [ = I,
I
Ex
E : champ dlectrique; E = [ E, | [2]™ [3]% [5]5 [10]52 [9]83 [17] 8
EZ

~y
8

I3

69. p. 389 : notée W = % (B H + E.D); en unités gaussiennes

70. p. 104 éq. (31, 5) W = 87r ; en unités gaussiennes

71. p. 374 : dU = ;= L(E.dD+ H d B); en unités gaussiennes et p. 392 éq. (80,3)
dU = g= (e E* + p H?) ; en unités gaussiennes

72. p. 92 éq. (322.1) : U = 2(E .D+H. B)
73. p. 29 éq. (9) pour la deuxieme égalité
74. p. 373 : notée pp, = —divp

75. p. 156 éq. (12)

76. p. 21 : notée 7

77. p. 130 : notée V

78. “jerk” en anglais

79. p. 226 : noté E

80. p. 657

81. p. 372

82. p. 21

83. p. 44 : noté E

84. p. 82

10



D,
D : induction (ou déplacement) électrique; D = | D, | [1]85 [2]%6 [3]57
D,
[5] 88 [9] 89 [10] 90 [17] 91
A : potentiel vecteur du vecteur d’induction magnétique (cf. ci-apres) ;

Ay
A= | Ay | [1]% 2] [3]™ [5]% 9] [17]°7
A,
Ju
J : densité (surfacique) de courant électrique; J = | J, | [2]®® [3]%°
J.
[9] 100 [10] 101 [17] 102
S
S : vecteur de Poynting ou vecteur du flux d’énergie; S = | S, | [2]'*®
S

[9] 104 [10] 105 [12] 106 [13] 107 [17] 108 [22] 109 [34] 110

85. p. 129

86. p. 228 : noté D

87. p. 657

88. p. 374

89. p. 44 : noté D

90. p. 21

91. p. 82

92. p. 132

93. p. 228 : noté A

94. p. 659

95. p. 375 : noté A

96. p. 45 : noté A

97. p. 87

98. p. 226 : notée j

99. p. 660 : notée i

100. p. 44 : noté J

101. p. 21

102. p. 81 : appelée “distribution courant”

103. pp. 231-232 : noté P de méme que le vecteur de polarisation (cf. ci-apres) d’ou risque
de confusion
104. p. 47 : noté S

105. p. 338 éq. 35 : noté Sp

106. p. 103 éq. (31,2) : noté S

107. p. 163 éq. (30,20) et p. 373 éq. (75,14) : noté S

108. p. 93 : noté S

109. p. 26 : noté P

110. p. 2/4 : noté S (densité d’impulsion électromagnétique)

11



fa

f < force de Lorentz; f= [ f, | [3]* [10] 112 [17] 113

[
F,
F : densité (volumique) de force de Lorentz; F'= | F, | [10] ! [16]11°
F,
Dz
p : moment dipolaire; p'= | p,
Y&
P,
P : polarisation (électrique ou diélectrique); P = | P, | [1]¢ [2]17
P,
[3] 118 [5] 119 [10] 120 [11] 121 [13] 122 [17] 123 [22] 124
v
— - &
grad V' : gradient du potentiel ; grad V = g—“yj
d
i} e
9L : courant de déplacement (dénomination de Maxwell) [1] % [11] %6
Relations
U= ‘;—f ; soit :
0, Tt
d
vy = o
v, =%
111. p. 408 : notée F'
112. p. 49 : notée F
113. p. 91
114. p. 78 : notée f:
115. p. 201 : notée K
116. p. 129
117. p. 228 : notée P de méme que le vecteur de Poynting d’ou risque de confusion!
118. p. 657 : notée p
119. p. 373 : notée p’
120. p. 155
121. p. 14 : notée P
122. p. 54 : notée P
123. p. 86
124. p. 74
125. p. 131
126. p. 238 : noté 22

12



J = % p7 = v E (loi d’Ohm pour la dernicre égalité) [1]'27 [2] 128
[3] 129 [5] 130 [10] 131 [22] 132 [13] 33 ; soit -
J, = d—I =pu, =7 E,
I
Jy:j_fy—pUyZVEy
J. = d; =pU; :'VEZ
div J + dp = 0 (équation de continuité ou conservation de la charge ou

relation entre courant et charge) [3] 134 [5] 135 [17] 13¢; soit
BJZ+6Jy+8Jz+_Q_O

—

soit :
Ey = (%5 + %)
by = _(83_:,/ + %)
E. = _((98;/ + 854;)

—

E = _grad ‘/_W [ ] 137 [5] 138 [7] 139 [10] 140 [12] 141 [14] 142 [16] 143 [17] 144;

f=q(E+7 x B) (cf. B ci-apres) [3] 145 [5] 146 [17) 147 ; soit

foQ(Ex+Usz_Usz)
fyZQ(Ey+Usz_Usz>
szQ(Ez+UxBy_Ume>

On en déduit que :

127. p. 130 pour la premiere égalité : J = pV

128. p. 228 : j=0cE

129. p. 229 éq. (7) p. 660 éq. (21) et p. 665 éq. (40) : i =~ E
130. p. 386 pour la deuxieme égalité

131. p. 23 éq. (19) et p. 201 éq. (20)

132. p. 20 éq. (5) : I =0 E

133. p. 129 éq. (21,3) : j=0 E

134. p. 661 éq. (26) : divi+ %2 =

135. p. 381 : divJ + %2 =

136. p. 81 éq. (111. 1) V.J+2L =0

137. p. 229 éq. (5.115) : E —% aa—t V ¢; en unités gaussiennes
138. p. 375 : E = f% 55,—‘4 — grad @ ; en unités gaussiennes

139. p. 367 : E = —1 22 — grad (¢) ; en unités gaussiennes

140. p. 335 éq. (5)

141. p. 68 et p. 91 : E = —% %—‘? — gradgo en unités gaussiennes
142. p. 36 6q. (9) : E = —grad p — M

143. p. 192 éq. (119.1) premlere E_;: —grﬁd@ — % %—‘?; en unités gaussiennes
144. p. 87 éq. (211.3) : VV = —(%4 + E)

145. p. 296 éq. (2) p. 408 eq (I): F=q[E+7 x B

146. p. 375 : F = q(E+ v X B); en unités gaussiennes

147. p. 91 éq. (311.3) : f=q(E+7 x B)

13



F=%=pF+J x B[10]" [16]"; soit :
F,=pE,+J,B. - J.B,
F,=pE,+J.B, — J, B,
F.=pE.+J.B,—J,B,

S.=E,H,—E,H,
Sy=FE.H,—E,H,
S,=E.,H,— E,H,

P =42 = 2 x £ [3] 7 [10] 1% [14]1%; soit :
Py:ddijZEOXEy
Pz:ddl?vz:E:OXEZ

D=¢cE+P=c(l+x)E =ckE [1]'60 [2]!61 [3]162 [11]163 [13] 164
[14] 165 [17) 166 [22] 167 ; soit

Dm :€0Ex+Pm :&TEI
Dy:€0Ey+Py:€Ey
D,=¢ b, +P,=¢cFE,
148. p. 360 pour la premiere égalité et p. 360 éq. (54-4) pour la seconde égalité
149. p. 201 éq. (125,1) : K= uﬁ + @ A H ; en unités gaussiennes
150. p. 231 éq. (5.126) : P = ;< (E x H); en unités gaussiennes
151. p. 328 6q. (35): Sp=E x H
152. p. 103 éq. (31,2) : S = ;< E x H; en unités gaussiennes
153. p. 163 éq. (30.20) et p. 373 éq. (75,14) : S = ;%= [EH]; en unités gaussiennes
154. p. 93éq. (323.1): S=E x H
155. p.2/4:S=¢E x B
156. p. 26 éq. (3)
157. p. 127 6q. (20) : = xeo E

158. p. 155 éq. (7) pour la premitre égalité et p. 155 éq. (8) pour la seconde égalité :
P= €0 Xe E

159. p. 301 éq. (7) : P=seo E
160. p. 129 pour la premiere égalité

161. p. 228 : D = E 4+ 47 P ; en unités gaussiennes

162. p. 657 éq. (1) pour la premiere égalité : D = ey E + et p. 658 éq. (6) pour la
derniere égalité

163. p. 780 Appendix éq. (A.12) : D = gg E 4+ AP avec A = 1 pour les systémes ration-
nalisés et A\ = 4w pour les systémes non rationnalisés

164. p. 56 éq. (7.1) : D=¢E

165. p. 301 pour la derniere égalité

166. p. 86 éq. (131.3) pour la premiere égalité

167. p. 21 éq. (6) : D = ¢ E pour la derniere égalité

14



leA—i—é?,uaV =0; smt
Ode 4 8;’ + 84 4 2 9Y = (0 (Condition de Lorentz [2]'%® ou relation
de Lorentz condltlon de jauge [17]1%9).

p=divD = eydivE + div P ou p+ pp = go div E [10] 7.
Equations de Maxwell avec second membre

Ces équations concernent 'induction électrique D et le champ magné-
tique H. Elles dépendantes de la métrique pseudo-euclidienne définie ci-apres.
On verra qu’elles sont liées au champ de tenseurs de Maxwell (cf. ci-apres).

Pour beaucoup d’auteurs elles constituent le second couple (ou la seconde
paire) des équations de Maxwell [12] 17! [13] 172,
Elles sont parfois dites pour les sources.

o [div D = p|[5] 1™ [10] 174 [14] 175 [17] 176 ; soit :

= p (équation de conservation ou lois de Coulomb et de

Gauss)
o |rot H — 8—? — J| (cf. H ci-apres); [5] 177 [10] 178 [14] 17 [17] 80 soit
oH., _ 0H 0Dy _
oy T a: " or s
OH, _ 9H, 9Dy _ g
O, _ 0. _ 0b. _ 1 (s ;
e~ By~ 9 = (loi d’Ampere)

Vecteurs axiaux ~
X

v : couple-effort ou moment d'une force; y = | 7,
Yz

168. p. 230

169. p. 88 éq. (221.1) : V .« A+ &0 pto 3% = 0 (dans le vide)

170. p. 158 éq. (21)

171. p. 102 eqs. (30.3) et (30.4) mais c’est le champ électrique E qui est utilisé a la place
de I'induction électrique D

172. p. 376 6q. (76.4) et p. 377 éq. (76.5)
173. p. 380 éq. (I) : divD =47 p; en unités gaussiennes
174. p. 21 éq. (1) et p. 335
175. p. 49 éq. (35) : divE = gﬂ
176. p. 82 éq. (111.2) : V. D =T
177. p. 379 et p. 380 éq. (IV) : V x H =rot H = CJ + % %—’?; en unités gaussiennes
178. p. 21 éq. (4) et p. 335 éq. (4)
179. p. 49 éq. (354) : rotB e
4 7 oD _ 7
180. p. 82 éq. (111.3) : V x H— 20 = J

15



I : densité (volumique) d’un couple-effort ou densité (volumique) du mo-
ment d’une force;

Iy
r=|r,
I,
H,
H : champ (ou excitation) magnétique; H = | H, | [2] ! [3] 182 [9] 183
H,
[10] 184 [13] 185 [17] 186 [22] 187
B,
B : induction magnétique; B = | B, | [2]'®® [3] '8 [5] !9 [9] 19t [10] %2
B,
[13] 193 [17] 194
mx
7h : moment magnétique; m = [ m, | [10]'°
my
M,
M : aimantation ou magnétisation; M = | M, | [2]'% [3] 7 [5]1*®
M,
[10] 199 [13] 200 [17] 201 [22] 202
181. p. 226 : noté H
182. p. 658
183. p. 44 : noté H
184. p. 21
185. p. 155 : noté H
186. p. 82
187. p. 89 : noté H
188. p. 228 : notée B
189. p. 658
190. p. 372 et p. 374 : ce n’est pas tres clair!
191. p. 44 : notée B
192. p. 21
193. p. 154 : notée B
194. p. 82
195. p. 242 et p. 243 : noté M
196. p. 228 : notée M
197. p. 371 : notée j
198. p. 378 : notée m
199. p. 288 : notée j
200. p. 155 : notée M
201. p. 86 : notée I’
202. p. 89 : notée M
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d
0
rot E : rotationnel du champ électrique; rot E = | 2
rot A : rotationnel du potentiel vecteur du vecteur d’induction magnétique ;
OA, 0A,
N B
rot A = 88_; - daiz
IAy  9A,
ox Jy
Relations
I = ‘;—z ; soit :
A7
I, = ddiv
__ a7z
Fm o ddv
— %
Fm T dv
B — 6 A [1] 20343] 204 [5] 205 [10] 206 [14] 207 [17] 208 . SOlt
B. = 0A,
S ok
B, - o
BZ - 8xy - ayz
M = 9% = 5 H [3]29 [10] 210 [14) 21 [22]%12; soit :
M, =% = 5 H,
d
M, == =xH,
M, =%"= = 5 H,

203. pp. 132-133 : B =rot A

éq
B

204. p

205. p. 375

206. p. 217 et p. 335
207. p. 36 éq. (10) :
208. p. 87 éq. (211.1) :
209. p. 371 éq. (1 )
210. p. 288 : J =

seconde égalité
211. p. 317 :dM =Mdr et p.321: M =x H
M=xH

212. p. 89 éq.

(8a) :

. 659 éq. (17) et p. 669 éq. (43) : B = rot A

0 E,y
0
E
ox
— EI

dy

w

Q

o

&)

- (6)
=rot A ot B est appelé a tort champ magnétique
B=V x A
=»xH

pour la premiére égalité et p. 295 éq. (5) :

17
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B = pao (4 B1) = pao (14 52) H = pu B [2)209 3] 24 [10]25 [11]216 [14]27
18121 22121 [17] 20 soit
po (Hy —|—M) wH,
By:N0<Hy+M) wH,
Bz:MO(Hz+M) ILLH

divS=H .rtotE—FE .10t H
Démonstration

Il s’agit de I'une des relations précédemment indiquées. Cependant nous
allons la démontrer.

div.§ 2 asm + 8Sy + asz

. 8(EyHZ—EZHy) n 8(EZH$ Etz) | OB Hy—E, Ha)
- Ox Oy 0z

Z Qy dy
+B, %y 0 g, E, 8;3 - aEv i,
= Hx<86Eyz _ 8EU> +H (aEz aEz) +H (6Ey _ aaEz)
oH oH
— Es (aa};z_ azy) Ey (%_88%)_&(6;_8;)

=H .rotE—E .rotH QED.
Equations de Maxwell sans second membre

Ces équations concernent le champ électrique E et I'induction magnétique B.
Elles sont indépendantes de la métrique pseudo-euclidienne définie ci-apres.
On verra qu’elles sont liées au champ de tenseurs de Faraday (cf. ci-apres).

Pour beaucoup d’auteurs elles constituent le premier couple (ou la premiere
paire) des équations de Maxwell [12] 22! [13] 222,
Elles sont parfois dites pour les champs, mais cette dénomination n’est pas

213. p. 228 : B=H + 47 M en unités gaussiennes

214. p. 658 éq. (11) : H = 1 B J et p. 659 éq. (16) pour la dernicre égalité : B = pu H
215. p. 295 éq. (40) : B = MO (H + xm H) = 1o (1+Xm)H ,uH

216. p. 780 Appendix éq (A.12) : H = % —A'M avec \' = 1 pour les systémes
rationnalisés et A = 47 pour les systémes non rationnalisés

217. p. 319 : B = po H + M (attention!) et p. 320 : B = p H

218. p. 155 éq. (29,8) : B=H + 47 M ; en unités gaussiennes

219. p 380. 21 éq. (7) p. 79 éq. ( ) et p. 89 éq. (8)

220. p. 86 6q. (131.4) : H = ™ B I

221. p. 91 egs. (26.1) et (26. 2) mais c’est le champ magnétique H qui est utilisé & la place

de I'induction magnétique B
222. p. 376 éqgs. (76.1) et (76.2)
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tres claire car ces équations concernent le champ électrique mais I'induction
magnétique .

o [div B = 0][5] 22 [10] 22 [14] 2 [17] 20 ; soit 9L + 2Py 4 9B — ) (non

existence de charges magnétiques libres)

o [tot E + 28 = 0| [1]27 [3]22 [5] 2 [10]*%° [14] 23! [17] %2, soit :

OF, BE 0 By
zy + -

dy 0 at

aEz _ 8Ez aBy —
aaEz Ox ot
y _ 9E; | 0B, _
7o — 9. T ¢ =0 (loi de Faraday).

Conséquence des équations de Maxwell

On déduit donc des lois de Faraday et d’Ampere que :

divsS =H. (-2 St ) E. (@ +.J). Clest le théoréme de Poynting [22] 233,
SiD=¢goE etsiB= MOHonade————E J [17]234 [22] 235
Démonstration

W _ 1 0D, ) 9E  J_ 9B, [, 0H
_t_Z(EI t .Dl t_'_Hl at—"_Bl Bt)
Maissi D =g Fetsi B=puyHonaD %—t:E %—?etB.%—If:H %—f

Soit, d’apres les équations de Maxwell :

%—szﬁ . (ratﬁ—f)—i—fu[ (—rot E) = —div.S — E . J. et donc :

divS=-2W _F ., J QED.
223. p. 380 éq. (I) : divB =0
224. p. 335 éq. (3)
225. p. 37 éq. (16) : div B =0
226. p. 82 éq. (111.5) : V. B=0
227. p. 131 éq. (63) 3¢ : ot B = — %7
928. p. 664 6q. (31) - Bt—ﬁ — 9B
229. p. 380 éq. (III) : rot £ = f% %—B en unités gaussiennes
230. p. 21 éq. (2) et p. 335 éq. (2)
231. p. 37 éq. (15) rotE— —45
232. p. 82 éq. (111.4): V x E+ 28 =@
233. p. 26 éq. (4)
234. mais pas tres clair!
235. p. 29 6q. (7)
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2.3 Tenseur tridimensionnel des contraintes
de Maxwell, en ’absence de polarisation
et d’aimantation

On pourra consulter [10] [12] [34].

Ce tenseur est aussi appelé “tensions de Maxwell” ou “tenseur de Max-
well”. Cette derniere dénomimation va créer une ambiguité pour nous avec
ce que nous allons appeler ci-apres “Champ de tenseurs de Maxwell”.

OnaﬁzﬁetMzéetdoncﬁzeoﬁetézuoﬁ.

. Pg)ur exprimer ce tenseur on peut dgnc uﬁilisver I'un des quatre couples
(E, H) (donc les champs), (E, B), (D, H), (D, B) (donc les inductions).

Posons B2 2 ||E|", D* 2 ||D|[", H? 2 ||H]|

Alorswég(ﬁ.131+F1.B):1(50E2+M0H2):%(50E2+L0Bz)
5 +
2

:%(%Dz—f—uoHQ

) ;
Donc W = 1 &9 (E? + ¢ B?) = § o (¢* D* + H?).
Alors le tenseur tridimensionnel des contraintes de Maxwell est
Oap = (B Dg+ Hy Bg) =60 Wi, B =1, y, 2 et §,5 symbole de Kronecker
[12] 236 [17] 237 [34] 238
Alors si nous choisissons d’utiliser le couple des champs (F, H )
Ozxx Ozxzy Ozz

Oyz Oyy Oyz
Ozx Ozy Ozz

(EyDy+ HyB,)~W  E,D,+ H,B, E.D,+ H,B.
= E,D,+H,B, (E,D,+H,B)—W  E,D.+H,B,
E.D, + H. B, E.D,+H.B, (E.D,+H.B,)-W

(co B2 +po H) =W 0 By By + po He Hy €0 Ex B + o Hy H,
=| ©«E:Ey+poH,Hy (c0E}+poH2)—W eoEyE.+ puoHy,H,
EOEmEz+N0HmHz EOEyEz+M0Hsz (50E§+,UJ0H22)_W

236. p. 111 éq. (33,3) : 0ap = 7= [(Ea Eg + Ha Hg) — 5 60 (E* + H?)]; en unités gaus-
siennes

, = 1 1 =2 1 =2 ..
237. p. 926éq. (322.2) : Ty = eo By Ej— - Bi Bj— 5 055 [eo |[E| +-|B| ]34, j,k=1,2,3
238. p. 2/4 045 = €0 (Ez Ej — %(5” Ez) + ﬁ (BZ Bj - %(5” B2)
:EoEiEj-l-#%BiBj —%(50E2+#%Bz)5ij ou p. 3/4 :
0ij = 1= [Ei E; + H; H; — § (E* + H?) 6;;] ; en unités gaussiennes
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Ozx Ozy Ozxz
= | T2y Oyy Oyz
Ozxz Oyz Ozz

Et alors le tenseur tridimensionnel des contraintes de Maxwell est symétrique.

On a :

Q
N
5

— aO'xm + aUa:y + 8om _ F$
_ 80’yz + 80yy + 8Uyz _ F

— 8021 802'{! aazz _ 239
==+ FE 4+ 5 F, [17]%%.

Q
~

= Q= Rl
Q
NI

Q
wn
N

o
|

Q

~

Démonstration

C’est une conséquence de 1'étude tensorielle qui suit (cf. la fin du chapitre
sur cette étude) QED.

2.4 Equations des ondes électromagnétiques

On pourra consulter [3] [8] [10] [14] [17] [22].

Nous allons établir dans les substances diélectriques idéales de permitivité
€ et magnétiques 1deales de perméabilité p les  equations de comportement du
champ électrique E du champ magnétique H, du potentiel vecteur A et du
potentiel scalaire V. Puis nous indiquerons le comportement pour les conduc-
teurs et les non-conducteurs. Finalement nous indiquerons le comportement
dans le vide (de permitivité gy et de perméabilité py).

2.4.1 Comportement du champ électrique E

D’apres la seconde des équations de Maxwell sans second membre on peut
écrire :

rot (rot E) = —rot (%) = —2 (rot B) [10]2°. Soit, d’apres les relations
générales précédemment indiquées :

AE — grad (divE) — 2 9 (rot B) =0 [10] 241,

Mais dans les substances idéales de permitivité ¢ et de perméabilité p on
aD=cF et B=pH,soit en tenant compte des équations de Maxwell avec
second membre :

5 = - —

~(J x B+TE), :aveci=1,2,3

23. . 93 éq. (324.3) : &5 =0, ;2
240. p. 335 éq. (7)
241. p. 335 éq. (9)
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I

Aﬁ—su‘?jﬁ —ua—{—gr5d§:6[10]242.

Cas des conducteurs tels que J = VE et p=0
Alors l’équation du comportement du champ électrique E est :

AE—epZE _yp at:6[10]243.

6t2

Cas des non conducteurs tels que J=10 et p=20
Alors l’équation du comportement du champ électrique E est :

AE —epnZk =010

2.4.2 Comportement du champ magnétique H

D’apres la seconde des équations de Maxwell avec second membre on peut
écrire :

rot (rot H) = rot (%2 ) +rotJ = 2 (ot D) + rot J [10]2%. Soit, d’apres
les relations générales precedemment 1nd1quees

A H + 2 (vot D) + ot J — grad (div H) = 0 [10] 2.

Mais dans les substances idéales de permitivité € et de perméabilité p on
aD=cF et B=pH,soit en tenant compte des équations de Maxwell sans
second membre :

Aﬁ—eu% +rot J = 0 [10]247.
Cas des conducteurs tels que J = 75

Alors I’équation du comportement du champ magnétique H est, en réutilisant
la seconde équation de Maxwell avec second membre :

Aﬁl—ganﬁ—yua—ﬁ 0 [10] 2.

ot?
242. p. 335 éq. (11)
243. p. 336 éq. (14)
244. p. 336 éq. (17)
245. p. 336 éq. (18)
246. p. 336 éq. (19)
247. p. 336 éq. (21)
248. p. 337 éq. (22)
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Cas des non conducteurs tels que J=0

Alors I’équation du comportement du champ magnétique H est :

2.4.3 Comportement du potentiel vecteur A

rot B = rot (rot A) = grad (divA) — A A [10]25°, d’apres les relations
générales précédemment indiquées. Soit :

A A+ rot B — grad (div A) = 0.
Mais dans les substances idéales de permitivité € et de perméabilité p on

aD=cEetB= uﬁ , soit en tenant compte de la seconde équation de
Maxwell avec second membre :

=

Ag—gu%i‘f—grad(divgjteu%—‘{)—i—,uJ:6[10]251.

Et ssi on a la condition de Lorentz : div A+ p2Y = 0 [10] 2 alors :

AA’_EM?;_t;‘YJer’:()’[m]%?

2.4.4 Comportement du potentiel scalaire V'
Onak = —gradV — % donc
AV =div (grzmgl V)= —fliv (E + %—f) ou
AV + L& (div A) + div E = 0 [10] .

Mais dans les substances diélectriques idéales de permitivité € on a :
D = ¢ F, soit en tenant compte de la premiere équation de Maxwell avec
second membre :

AV + 2 (divA) + 2 =0.
Et ssi on a la condition de Lorentz : div A + ¢ 0 %—‘t/ = 0 alors :

AV —epZV 42 =0 [10]* (équation de Poisson).

at?
249. p. 337 6q. (23)
950. p. 337 éq. (24)
951. p. 337 éq. (27)
252. p. 337 éq. (28)
253. p. 338 éq. (30)
954. p. 338 éq. (31)
255. p. 338 éq. (34)
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2.4.5 Equations des ondes électromagnétiques dans le

div

vide lorsque la condition de Lorentz est vérifiée

On aD= ) E, B= Lo ﬁ, et on suppose la condition de Lorentz
A+ eq 10 9V =0 [10] % vérifiée. Alors :

AE—\»EO,uO%—If—,uo%—grad€ AE—C%%QE—uoa—J—gradGﬂ 0

14",

Aﬁ—éougas—tlg—kr(v)tj:Aﬁ Ly G T =0 [14] 258,

c? 9t?

Az‘f—goﬂoa;tfﬂﬂioj AA- 123t2+/~60<]=6[14]259,

AV —eqpo ¥ =AV - 557 + £ =0 [14]*.
Si on définit le d’alembertien (1 [26] 26! tel que
O2A— CQ 6t2 on a
OF=AE-32F=1y97 +grad 2 = AE,
OH=AH-L20 = 15t
DA:A/Y—C%%?——;L J [10] 22,

OV =AV - %555 = —2£[10]%

256.
257.
258.
259.
260.
261.
262.
263.

p. 358 éq. (
p. 58 éq. (5
p. 58 éq. (58) écrite avec B=puoH
p. 58 éq. (5

p. 58 éq. (56)

avec un signe opposé a celui qui suit
p. 358 éq. (44)

p. 358 éq. (45)
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Chapitre 3

Equations aux dimensions et
systemes d’unités

Ces équations aux dimensions sont données dans le systeme Longueur-
Masse-Temps-Intensité du courant électrique ([L] [M][T] [{]). Nous indiquons
également les unités légales en Metre-Kilogramme-Seconde-Ampere (MKSA)
du Systeme International (SI). Il faut remarquer que [3] [22] utilisent le
systeme Longueur-Masse-Temps-Charge électrique ([L] [M][T][Q]) et uti-
lisent les unités Metre-Kilogramme-Seconde-Coulomb (MKSC) .

3.1 Sans dimension

€0 tho ¢

X et s g, et p,.
kB, kD,

k:;], Aet N,

1. mais qu’ils notent (MKSQ)
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3.2 Ne faisant pas intervenir [/]
’ Grandeur physique ‘ (L) [M]™ [T]" [1]' | Nom en MKSA | symbole
l [L] metre m
m [M] kilogramme kg
t (T seconde s
s [L]? m?
v (L)’ m3
v, ¢ (L] [1]" m.s
a [L][T]? m.s 2
i LT .5
Fréquence (7] hertz Hz
Pulsation 7] rd.s!
f (L] [M][T]° newton N
gl (L [M][1] m. N
Pression, contrainte (L] [M] [T pascal Pa
Puissance (L) [M][T]7° watt w
w, fol (L) [M] [T]? joule J
E.D H.B W, tE.J (L) [M][T) 2
Impulsion, quant. de mouvement (L] [M][T] 7" m.kg.s™?
Viscosité cinématique (L) (1) m?. s
Viscosité dynamique L] M) [T] poiseuille Pl
F,pE, J xB (L)% [M][T)?
r (L) [M][T]”
Densité (vol.) de pression (L] [M][T] 7
Densité (vol.) de puissance L] M) [1]
Densité (vol.) d’énergie (L] [M] [T
Densité (vol.) d’impulsion
Densité (vol.) de quant. de mouvement | [L]™* [M][T]""
S (M) [T]? kg.s3

rd est le symbole de radian.
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3.3 Faisant intervenir [/|
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Chapitre 4

Etude tensorielle

Pour une étude tensorielle générale on pourra consulter, au moins en
partie, [1] [2] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [15] [16] [19] [20] [21] [24]. Nous nous plagons

dans le domaine réel mais on aurait pu se placer dans le domaine complexe.

4.1 Généralités

Nous nous placons dans R* et utilisons, pour les composantes des tenseurs,
des indices de 0 a 3. On aurait pu tout aussi bien utiliser des indices de 1
a 4.

4.1.1 Notations de base

R corps de base.

x = (xY, x!, x2, x3) € R%.

4.1.2 Espaces vectoriels et fibrés

o T R* espace tangent & R*, en x, i.e. espace des vecteurs tangents a R*,
en X,

o T'R* £ L(TR*; R) espace cotangent & R*, en x, ol L est I’ensemble
des formes linéaires, i.e. espace des covecteurs tangents (ou des vecteurs co-
tangents) & R, en x,

o TR* £ Uy cpiTiR?* fibré tangent a R*,
o T"R* £ U, cpaTiR? fibré cotangent & R*,

30



q
e ® T;R* 2 L(LR" x ... x TR x TyR* x ... x T;R*; R), ou L

p p fois q fois
est 'ensemble des formes linéaires : espace de (p, q) - tenseurs (tenseurs p
fois covariants et q fois contravariants et d’ordre p + q), en x,

0
o @ TrR* =R espace des scalaires,
0
1
o @ TiR*~ T R* espace des vecteurs,
0
0
o @ TiR* = TrR* espace des covecteurs,
1
0
o NTIR* & L (T R* x ... x T,R*; R) ¢ & T:R* ou L, est I'en-
p ~~ d
p fois p

semble des formes linéaires alternées : espace des p - formes extérieures [p -
formes alternées ou (p, 0) - tenseurs antisymétriques|, en x,

o {)\T;:]R4 = R espace des scalaires,

0
o /1\T;‘]R4 = @ T:R*=TrR* espace des covecteurs,
1

o AT:R* = () sip > 4.
1%

q q
e ® T'R* = Uyeps ® TURY, alors :
b b

q
Q T'R* = Uyeps L (TLR* x ... x TLR! x TAR* x ... x T{R*; R)

~ -~

p p fois q fois
- L(Ux€R4TXR4 X ... X UX€R4TXR4 X Ux€R4T;R4 X ... X Ux€R4T:R4, UXGR‘lR)

p}gis q}gis
=L(TR' x ... x TR* x T"R* x ... x T*R?; UycpiR)

p fois q fois

31



0 0
e NT*RY = Uyeps A TER* C Uyeps Q@ TIRY = Q@ T*R?, alors :
P p

p p
AT*R* = UyepaLa (IxR! x ... x TLR'; R)
’ p‘fgis
= Ly (Ugeps TyR* X ... X UgepaTyR* 5 UyepaR)
p}:)is
=L,(TR" x ... x TR'; UycpiR)
p\f:)is

q
o C*(R*; @ T*R*) : espace des champs de (p, q) - tenseurs. C’est un

p
espace vectoriel sur R et un module sur 'anneau C* (R*; R) des fonctions

numériques différentiables sur R*, alors :

q
C®RY; ® T*RY) =C®[R*; L(TR* x ... x TR* x T*R* x ... x T*R*; R)]
p p fois q fois
=L[(C>®(R*; TRY) x ... x C*® (R*; TR?) x C>® (R*; T*R?) x ... x C= (R*; T*R*);

p fois q fois
C> (R*; R)], ou L est I'’ensemble des applications linéaires,
0
e QP (R*) £ C> (R*; AT*R*) € O~ (R*; @ T*R*) : espace des champs
p
p

de p - formes extérieures ou espace des p - formes différentielles extérieures.
C’est un espace vectoriel sur R et un module sur 'anneau C* (R*; R) des
fonctions numériques différentiables sur R*, alors :

QP (R*) = C*[R*; L, (TR" x ... x TR*; R)]

~~

p fois
= L [(C= (RY; TRY) x ... x O (RY; TRY); O (R'; R)].
p}gis
0 1
Remarque : ® T*R'=R! x R, @ T*R'=TR" et
0 0
0
X T*R* = T*R*. Donc :
1
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0

o QOURY) = C>*(R*; @ T*R*) = O (R*; R* x R) est l'espace des

0
champs de scalaires,
1
o X(RY) £ 0= (RY; ® T*R*) = C>(R*; TR?) est 'espace des champs
0
de vecteurs et,
0

o QYRY) = C>* (RY; @ T*R?Y) = C>™(R*; T*R?) est 'espace des champs

1
de covecteurs.

4.1.3 Tenseurs et formes extérieures

q
tx € @ T:R?est un (p, q) - tenseur, en x.
p

w, € ATIR* est une p - forme extérieure, en x.
p
4.1.4 Champs de tenseurs

q
t € C°(R*; @ T*R*) est un champ de (p, q) - tenseurs. D’apres ce
Y
que nous venons de dire il y a deux conceptions de t :

premiere conception :

q
R Y ® TR

q
> , avec tx € @ TiR?

x — t(x) = (x, ty) P

et seconde conception :

(R ; TRY) x ... x €™ (RY; TRY) x C°° (RY; T*RY) x ... x ¢ (RY; T*RY) % > (RY; R)
ug up al ad "7 t(up,...,up,al, ...,

avec
t(ulz 7up7alz 7aq)

R* R )

x — [t(u1,...,up,al,..,a9)] 2tx(Uix, ..., Upx, ak, ..., ax)
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En particulier soient %, %, 8%2, % quatre champs de vecteurs qui

constituent une base de C*> (R*; TR*)
et dx¥, dx!, dx?, dx3 quatre champs de covecteurs qui constituent la base
duale de C* (R*; T*R*),

i.e. telle que dx'(3%) =6} (i, j € {0, 1, 2, 3}) et

555 (dx") = 8% (i, j € {0, 1, 2, 3}), ot &} est le symbole de Kronecker.

On pose :
t; 7 2 (50 L, S0 dx L dxde) € 0% (R R)

11 ... 1p =il 9xp

(i1, -y ipy J1,y -+ Jq €40, 1, 2, 3}).
Il s’agit des composantes du champ de tenseurs t dans les bases précédentes.

Produit tensoriel de champs de tenseurs (noté ®)

/

q q
Soient t € C* (R*; @ T*R*Y) et t' € C* (R*; @ T*R?), alors
p P’
q+q
t @t e C®(RY;, & T*RY) est tel que, par définition :

p+p

/ 1 +1 +q’
(t @ t)(ay, ..., up, Upt1, ..., Upyp, ', ..., a4 ad ,...;a‘]1 a)
_ 1 / 1
=t(u, ..., up,a’, ..., a)t'(ups1, ..., Upyy, a4 L0 @THY),

Le produit tensoriel de champs de tenseurs est non commutatif.
Et, en utilisant ce produit tensoriel on remarque que :
b=t dx © . @ dxP @ 5l @ . ® 5k

(1y vy ipy J1, -+ -5 Jq € {0, 1, 2, 3}).

Remarque : on a utilisé ci-devant la convention d’Einstein qui consiste
a sommer (de 0 a 3) par rapport a tout indice qui se répete en position
contravariante (en bas) et covariante (en haut).

4.1.5 Formes différentielles extérieures

w € QP (R*) est une p - forme différentielle extérieure. Il y a deux concep-
tion de w :

premiere conception :
RY =5 AT*R?
p

, avec wy € ATIR?
X — w(x)=(x, wx) p
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et seconde conception :

C>® (R*; TR*) x ... x C® (R*; TR*) % C> (R*; R), avec :

uy up — w(uy,...,up)
4 w(ui, ..., up)
R — R
x — [w(ug, ..., up)], Fwx (Uix, .. , Upx)
On pose :
A d ) ' .
Wiy iy, = Wggms s gom) (i1, -+, € {0, 1, 2, 3}), avec w;, 4, al-

terné. Il s’agit des composantes de la p - forme différentielle extérieure w
dans la base duale précédente.

Produit tensoriel de formes différentielles extérieures (noté ®)

Attention : soient w € QP (R*) et w’ € QP (RY), alors :

0
wewe @ TIR!maisw @ W' ¢ QPP (RY). On a, par définition :
P+
(wew)(ui, ..., up, Upt1, ..., Uppp) =w(ur, ..., Up) W' (Upi1, ..., Upyp)-

Le produit tensoriel de formes différentielles extérieures est non commu-
tatif.

Alors en utilisant ce produit tensoriel on remarque que :

W=w; ;,dx" ® ... Qdx" (i, ..., 0, € {0, 1,2, 3}), avec w;, _;,
alterné (écriture tenseur).

Produit extérieur de formes différentielles extérieures noté (N)

Soient w € QP (R*) et w’ € O (R?), alors le produit extérieur
2w AW € QP (RY) est tel que, par définition :

"

" /

Wi wipyp — plp/! ZUGSp-k—p’ Co Wis) i p) Wi, (p+1) = Yo (p+p/)
/ N

- ZaeAp+p/ CSerp/ €o wi(, (1) %o (p) wicf (p+1) = b (pp”)’ ou

Sp+p est le groupe symétrique d’ordre p 4+ p’ des permutations o, A,y
le sous ensemble de S, des permutations telles que :
ocl)< ... <o(p)eto(p+1) < ... <o(p+7D) et g, lasignature de la
permutation o.

7 , s . " . . , .
étant alternés on vérifie que w; ,;  ainsi défini I'est.

Wi
“lp+p

/
1oy €6 W5 gy

Alors en utilisant le produit extérieur de formes différentielles extérieures
on remarque que :
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w = +tw,; ;dx" A ...NAdx"™ avec w; ; alterné (écriture forme)
p! 1---%p ’ 1 ’

ou .

P
= . . i1 i
w = Zo<i1<...<z’p<3""nmzpdx AN dxP,

La différentielle extérieure d

On pourra consulter [4] [6] ' [19]2.

Si w € OP(R?) est une p - forme différentielle extérieure, alors
dw € QPTYR?Y) la différentielle extérieure de w est une p + 1 - forme
différentielle extérieure telle que :

dw = —— (dw) dx A LA dxier

(p+1)! il‘..’ip+1 ) ]
= 20<i1<---<ip+1<3 (d(.u)il___ip+1 dx" A ... A dx avec :
(dw), = 25;1 (=)t % (i, représente un indice omis).
Propriété
On a d?® = 0.
Exemples
ep=0,weNRY, dw e QYR?Y), avec :
_ 0
(dw)zl - 6);’1 :

ep=1w=uw;dx" e Q(RY),
dw = %(dc.u)m.2 dx N dx®? =3 s (dw), , dx" N dx™ € O2(RY),
avec :

80.’7; 6w2
(dw)ii, = 3ot — g
op=2,w= Wi dXTAdX? =3 o wi, dXTAdXE € QF(RY),
dw=z(dw), . . dx" N dx N\ dx'

1
6 111213 . . . 3 /pd

— 11 12 13 .
= D 0<iy<igcizes (AW); 50 XY A dx? A dx? € Q°(RY), avec

0w, - Owiy - Owiqq
. igi3 143 192

(dw)i1i2i3 T ox1 O x"2 + ox'3 °

ep=3 w= %wiliQiS dx" N dx" A dx"
— L. 11 12 23 3 4
= > o<y <iycia<s w111213dx A dx A dx € Q (RY),
dw =3 (dw), . .. dx" A dx®2 A dx® A dx™

24 11121314

= (dw)yy dx? A dx! A dx®* A dx® € QHRY), avec :

_ Owi2z _ OJwo23 Owo1z _ Owoi2
(dw)pia = o8 axi T ax? x5

D=4, W= Wi, X" A dx? A dxB A dx'
= Wop123 dXO A Xm A dX2 A ng € Q4(R4),
dw =0, car (dw), . . . =

11213415

1. pp. 127-129 § 5.3 : Exterior differential et § 5.4 Poincaré’s theorem
2. pp- 43-49 § 3.2.2
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4.2 Présentation tensorielle des équations ma-
croscopiques de Maxwell

Pour une présentation tensorielle des équations macroscopiques de Max-
well on pourra consulter [1]3 [4]* [5]° [6]° [7]7 [8]® [10]° [12]'0 [13]!* [14]
[15] 12 [16] 13 [18] 14 [22] 15 [24] 16 [29] [35].

Comme nous 'avons dit nous nous sommes placés dans le domaine réel
comme [4] [5] [6] [7] [8] [12] [13] [14] [15] [16] [24] [29] [35] alors que [1] [10]

[18] [22] se sont placés dans le domaine complexe.

. A A A A s s .
Soient x* £ ct, x! £ 2, x> £ y, x3 = 2z des cordonnées cartésiennes de
R* ol z, y, z sont des cordonnées cartésiennes de R3.

Nous allons donc utiliser la base

o _ 18 8 _ 0o o _ 8 08 _ 8 o (T - TTRA
(3%0 = <31 52T = 350 5% = T90 9 = 52) de C°(R; TR") et sa base
duale

(dx° = cdt, dx! = dz, dx® = dy, dx> = dz) de C®(R; T*R*)

Considérons le champ de (2, 0) - tenseurs symétriques, dit champ de
tenseurs métrique :

0
g € C*[RY; @ T'RY); g = gydx' @ dx’) (i,j € {0, 1,2, 3}) on
2
gjz' = gij tel que .

3. pp. 253-254 : Forme tensorielle des équations de Maxwell

4. pp. 305-315 Chapitre 7 § C : Electromagnétisme

5. pp. 372-392 Chapitre VII § 13 : Les équations de Maxwell (présentation non tenso-
rielle et tensorielle)

6. pp- 147-161 § 8 : Applications to electromagnetics and relativity § 9 : Comparison
to conventional notations et § 10 : Conclusions

7. pp- 195-202 § 21 pp. 235-236 § 25.2.4. pp. 366-372 § 37.3

8. pp- 104-111 Chapitre IV § 5 : Electrodynamique (présentation non tensorielle et
tensorielle)

9. parties No. 1019/4 et 1016/13

10. pp. 62-119 Chapitre IIT : Charge électrique dans le champ électromagnétique et
Chapitre IV : Les équations du champ électromagnétique (présentation non tensorielle et
tensorielle)

11. pp. 370-415 Chapitre IX : Equations des ondes électromagnétiques

12. p. 181 Chapitre III § 3.D.7 : Les équations de Maxwell

13. pp. 191-204 § V : Les équations de Maxwell-Lorentz

14. pp. 328-344 Lecon 22

15. pp. 212-279 Part III : Theory of relativity and electron theory

16. p. 220 § 19.13 : Twentieth-century formulation of Maxwell’s equations
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1 0 0 0 1 0 0 0
v O =1 0 0 o1y |0 -1 0 0
0o 0 0 -1 0O 0 0 -1

Par conséquent g = det(g) = —1 et g7' £ det(g™!) = —1.
Cette métrique est dite pseudo-euclidienne.

Grace a ce champ de tenseurs métrique la variété R* devient riemannienne

et on peut identifier tout champ de vecteurs et tout champ de covecteurs en
4o R i 7 _ i
écrivant u = u' 55 = u; dx’, avec u' = g u; et u; = g u'.

Dans la suite pour les formes différentielles extérieures nous allons pri-
vilégier I'écriture forme par rapport a ’écriture tenseur.

4.2.1 Le symbole et le tenseur de Levi-Civita

On pourra consulter [19]17 [33] [36]

SOit €iy4pizi, = €7%2%% le symbole de Levi-Civita non nul uniquement
si les indices i1, is, i3, 14 € {0, 1, 2, 3} sont tous différents et égal a +1
respectivement selon le signe de la permutation de 0, 1, 2, 3 a iy, is, i3, i4.
Ici € est un tenseur car |g| = 1 dit tenseur de Levi-Civita ou tenseur dualiseur.

4.2.2 L’opérateur x de Hodge

On pourra consulter [6] ' [19] 19 [23] [28] [31].

Si w € OP(R?), alors *w € Q17P(R?) est tel que :
ww =i (Rw) dxipﬂl Ao N dat |

= Zogip+1<,..<i4<3 (% t.‘J)ierlmi4 dz+t A ... A dz't, avec :

A1 . giredp — 1 o0 gidin ipd S
(* w)ip+1,,_i4 = o1 Sinigigia WP = 07 Einigigia 8 cee BPP WLy

Exemples

ep=0,we NRY,
*w = g7 (xw); oo dxXT A dX? A dXB A dx
= (xw)y3dx? A dx! A dx? A dx? € QHR?Y), avec

(kw3 = w.

17. p. 97 § 5.1.6 : Le tenseur de Levi-Civita ou tenseur dualiseur
18. pp. 124-126 § 4.8 : Hodge duality and star operator
19. pp. 97-99 : L’opérateur * de Hodge
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ep=1w=uw;dx* e Q(R?),

_l 19 13 14
*w_ﬁ(*w)mmdx AdxB A dx

— Zo<i2<i3<z‘4<3 (% c.u)m.gi4 dx2 N dxB N dx™ e w?’(R‘l), avec :

(* w)i2i3i4 = Ciyigigia W' = ivigizis giljl Wiis soit :
(xw) 95 = W’ = wo,
(xw)gps = —w! = wy,
(xw)giy = w? = —wy,
(x W)y, = —w® = wy,

P 2w =g wip dXT ANAX? =370 g Wi, dXTAdX? € QzGRi)’
fw = ;3 (* w)i3i4dxl3 A dx¥ = Zo<i3<z‘4<3 (% w)i3i4dxl3 A dx" e Q*(RY),
avec :

(* w)23 =w' = —wq,
(* w)13 = w” = —wp,
(* "")12 = w” = —wg,
(xw)gg = w'? = wy,
(kW) = = w3,
(* "")01 = 23 — Wo3.

°p =3, w=¢Wi,dx" Adx? A dx®
= D 0ciy <igcis<3 Winizis AXT A dX? A\ dX" € O3 (RY),

*w = (xw), dx" € Q'(R?), avec :

1 ivigis _ 1 1 eioge s o
(*W);, = § Cinigigia W' = § Cirigigis 81 G2 8 Wy, s, SOIL
(xw)y = w'® = —wis,
(* ‘-")1 = W’ = ws,
(* w)2 = w013 = Wo13,
(* "")3 = w2 = wys.

ep=4

W = 37 Wigigigis X A dx? A dx A dx™
= w0123dxo A Xm A dX2 A\ ng - Q4(R4),
*w € QO(RY), avec :

— 1 o yidoizia 1 o G101 gi202 9373 opfada . . . . it
* W = 57 Cigigigiqa W = 57 Civinizis 8 71 87 8 8 Wy, SOIL

0123 _

W = W = —Wop123.
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4.2.3 L’opérateur !

Ici, étant donné que g = —1, si w € QP(RY), alors * ' w € Q17P(R?) est
tel que :

s Lw=—(—1)PUP s
Exemples
ep=0:*+"'w=—x%xwe (R,
ep=1:x"1w=xwe QPRY,
ep=2:xtw=—xwe (R,
ep=3:x'w=1xwe (R,
ep=4:xtw=—x%we QR

4.2.4 La codifférentielle extérieure 9
Soit w € QP(R?), alors :

sip=0:Jdw =0,
sip=1,2,3,4:6w= (-1 +7' (d(xw)) € PP (RY).

Propriété
On a 62 = 0.
Exemples
ep=0:0w=0,

ep=1:0w=—x"!(d(xw)) =
ep=2:0w=x1(d )
ep=3:0w=—x"(d(x
ep=1:0w=" (d(xw)) = *(d (rw)) € B(R).
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4.3 Champs de vecteurs identiques a des champs
de covecteurs ou a des 1 - formes différentielles

extérieures
4.3.1 Champ de postion

X =x' 8‘; =x;dx". Alors :

x0 ct
x! x
X Yy
x3 z

4.3.2 Champ de vitesse

_dx _ i 0 _ . i .
V==V 55 =v;dx" Alors:
v c c
1 dx
é v . U:t _ E t
(vr) = vl e T
; y i
\Y% U, @

4.3.3 Champ de densité de courant électrique J

J2£J,dx' & pcdx® — J,dx' — J,dx* — J, dx3
=pctdt — J,dx — J,dy — J,dz € Q'(R*).

On peut considérer que J = J? -2~ et alors :

ox?
J(1J pc
(J) = FEN Bl et :
J3 J,

@)2 (30 3y 3y I5)=(pe —Ju —Jy —J.).
OnaJ=pv[5%.

20. p. 386 : J =pV
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Calcul de *J
¥ =4 (xJ);,dx7 A dxF A dx

=D ocjenarcs (¥ T)dx? A dxF A dxbe QX(R?), avec :

(*J) 1 = €iju J?: soit :

(% J) 125

( J)ozg _Jl =Jy=—Jg,

(xJ)

(xJ)

«J =c(pde Ndy Ndz—Jy dt Ndy Ndz+J, dt Ndx Adz—J, dt Ndx A dy).

Calcul de d(xJ)
d(xJ) = (d(*J))]kldx AdxI N dxF A dx

:(d(*J))0123dX Adxt A dxE A dx3 e QYRY), avec :

(d (* J))0123 a(gi)ouzs _ a(*J)OQJ + (*J)om _ 3(2'2)’012
0 1 2 3 9 8J 3] s T
3io+§il+§iz+§is—a’§+“+ y+a‘]z=—p+d1VJet:

d(xJ) = (22 +div J)dx" A dx' A dx> A dXP

:c(%+divj)dt Ndx A dy A dz.

Calcul de * (d (xJ))

x(d (x3)) = (d (*3)"* = =(d (%)) gy = _(% +div.J) € Q°(RY).
Calcul de 0J

§F =x(d(xJ)) = —(22 +div J) € QO(R?).

4.3.4 Champ de potentiel vecteur

AéAidxié%de—Amdxl—Aydxz—AdeB’

=Vdt— A, dr — A,dy — A, dz € Q'(R?).

On peut considérer que A = A’ 9

A° v
Al A,
A3 A
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Calcul de * A

* A= ¢ (xA) dx) AN dxP A dx!
=D ocjenarcs (FA)dx) A dxE A dxh e QF(RY), avec :

_ it -
*A)jkl = g;jp A’ soit :

(

($A)jgy = A" =Ag = %’
(xA)gos = —Al=A, =—-A,,
(* A)013 =A’=—A, Ay,
(x Aoy = —AY=Az=-A,

*A:%d:c/\dy/\dz
c(—Azdt Ndy Ndz+Aydt Ndx N dz— A, dt A dx A dy).

Calcul de d(xA)

d(xA) = 37 (d(xA))udx A dx) A dxF A dx
= (d(*A))o3 AX° A dxt A dx* A dx® € QHR?), avec :

(d (* A))0123 _ a(g-’;())u:s _ 6(8 )o23 + a(*A)om _ a(g-’;;om

0 1 2 9
. L L T

d(xA) = (59 +divA)dx" A dx' A dx> A dxP
=c(% aV—FleA)dt/\dm/\dy/\dz

Calcul de * (d (xA))
(A (xA)) = (d(x A" = —(d (x A) gy = —(% B +div ) € QO(RY).
Calcul de 0 A

A =x(d(xA)) = —(5 LY +divA) € QOR?).

4.3.5 Champ de champ électrique

E =FE' a( =E,dx’. Alors :
E
A — r .
= = Ey et :
E,
é E, E; E; E; ) = ( - -k, -E, —FE, )
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4.3.6 Champ de densité de force de Lorentz
F =F¢ % =F,dx'. Alors :

FO LEL.T
F! F
AN _ z .
(F) = | = F, et :
F3 F,

(F)2(Fo Fi F» F3)=(1E.J ~F, -F, —F. )

4.3.7 Champ de Poynting

S = Si% =S, dx’. Alors :

S© —
aa | SUL_| S :
(S) = s || s, et :
S3 S,
(S)£(So S1 S S3)=(—- =S, =5, =S.).

4.3.8 Champ de polarisation

P =P 2 =P;dx". Alors :

P -
RPN I S I :
(P) = Pz |~ | p et :
P3 P,
P)2 (P, P, P, Py)=(— —P, —P, —P.).

4.3.9 Champ d’aimantation
M = M’ ;2 = M,dx’. Alors :

M —
o | MY M,
(M)_ M2 - My et
M3 M,
(M)2 (Mg M; My My )= (- -M, —M, —M,).
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4.3.10 Relations
On constate, d’apres ce qui précede, que :
53 = —(divJ + 22).
SA = —(divA+ L2y = —(div A + o pio %)

Donc, dans le vide, I’équation de continuité s’écrit 6 J = 0 et la condition
de Lorentz 6 A = 0.

4.4 Champ de tenseurs de Faraday B

Cette dénomination n’est absolument pas générale; elle est due a [5].

Certains auteurs parlent de champ de tenseurs électromagnétique ou de
champ de tenseurs de Maxwell, alors que - comme [5] - nous réserverons
cette derniere dénomination a un autre champ de tenseurs (cf. ci-apres). Ce
champ est noté F par [5]. C’est un champ de (0, 2) - tenseurs antisymétriques
identique a un champ de (2, 0) - tenseurs antisymétriques ou a un champ de
2 - formes différentielles extérieures :

B2JdA = B,jdx' @ dx/ = 20<i<j<3 B,jdx' A dx’. On a alors :

Boo Boi Bz Bos 0 iE, 1E, lE,
(B.) £ By B Bz By | _ —% E, 0 —-B. B,
" By Bai B2 By -k, B, 0 -B
Bsy Bsi Bsx Bss —% E., -B, B, 0

[13]% et [35]%2. Notons que [5]* définit ce champ de tenseurs de Faraday
avec des signes opposés.

Démonstration
_ A OA; 0A; . .
Bij=(dA),; = 5 — 55 donc
OA;  8Ag _ 9(=As)  0(%) 1,94, , 9V _ 1
* Bo = 550 — 5% = a1 g = (Gt 5) E, et de méme

BOQZ%Ey et B03:lEZ

8A2 _ BAl 8(_Ay) _ a(_Aﬂc) — 6A;c _ 8Ay — A
e By = 5 5 = 5y = b T s = B, et de méme

B23 = —B et B13 = B QED
Ona (B,)" = —(B.).

21. p. 376 éq. (76,1) (la premiere)
22. p. 2/5 noté : Fé;___) et ou les indices z, y, z sont en haut
23. p. 384
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Alors BY = (dA)7 = A7 _ 9A" . it

0x; ox; "’

B® B! B® B® 0o - -lp, -1E

Be | BY BYBEBU ) | LE 0 BB
- B0 B2l B2 B2 - %Ey Bz 0 _Ba:
B30 B3l B32 B33 %Ez —By Bz 0

[13]2* et [35] .
On a (B*)" = —(B").

4.4.1 Calcul de *xB

C’est un champ de (0, 2) - tenseurs antisymétriques identique a un champ
de (2, 0) - tenseurs antisymétriques ou a une 2 - forme différentielle extérieure :

«B=(+B), dx' ® dx/ =Y iy (*B),;dx' A dx/ € Q*(R"), avec :

Al R anit -
(*B),, = 5 € BY; soit

(*B)gy (xB)g (xB)gy (xB)gs
((* B) ) A (* B)lO (* B)ll (* B)12 (* B)13
(£B)yy (xB)y; (xB)yy (xB)yg
(B)3g (xB)y; (¥B)sy (xB)yy
0 B> B3 B 0O -B, -B, -B.
-B?* 0 B B B, 0 —% b, % E,
B? —B® 0 B! B, % b, 0 —% E,
-B? B2 _B% 0 B, —% E, % E, 0
et alors :
00 01 02 03
(B (BJ (B (B
(«Byy 2 | FBL UGB B B
(*B)” (*xB)” (xB)” (xB)
(x B)30 (x B)31 (+ B)32 (x B)33
0 B, B, B,
—B, 0 —% E., 1F

c Y
-B, 'B. 0 -lE,
-B. 1B, 1E, 0

24. p. 376 éq. (76,1) (la deuxieme)
25. p. 3/5 noté : Fab(+===) et on les indices x, y, z sont en haut
26. p. 4/5 noté : F:b(+___) et ou les indices z, y, z sont en haut
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4.4.2 Calcul de d(xB)

C’est un champ de (0, 3) - tenseurs antisymétriques identique & un champ
de (3, 0) - tenseurs antisymétriques ou a une 3 - forme différentielle extérieure :

d(xB) = (d(*B))ijkdxi ® dx! @ dx*
= ocicjercs (A (¥B))dx A dx) A dxP e QX(R?Y), avec :

(d(xB)),, = 0GB _ 2(:B)y + 8(*33”. Soit :

ijk — T~ oxt 0x7 d
(B =T — e 4 X — 185 100 105
= ——divﬁ,
(d (xB))gyy = 2 — 2000 4 200w — L, 08 4 0B _ Bh,
(d (xB))gyy = 2oe — 203 4 208 — L8R 4 08 _ 0D
(d (xB)) gy, = 2z = 2520 4 2030 — 1, 08 4 O _ 08 ot alors
(d(*B))'* = Ldiv E,
(d(xB))™ = = 5 + 28 — 2,
(d(+B))"" = 5 % + O — &,
(d(+B))"™ = — % & + 2 — T

4.4.3 Calcul de * (d (xB))

C’est un champ de vecteurs identique a un champ de covecteurs ou a une
1 - forme différentielle extérieure :

(d(xB)) = (x(d(*B))),dx' € Q'(R?), avec :

(x (d (*B))), £ L ey (d (+ B))7". Soit :
(+(d (+B)))y = —(d (+ B)'"* = ~Ldiv E,
(+(d(+B))), = (d(+B))*™® = ~ L 2B 4 2B 0D,
((d(+B))), = —(d (+B)"* = % &Fx 4 88 — 85,
(+(d (+B))); = (d(xB))" = — 4 2 4 2Pu _ 08
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4.4.4 Calcul de 6B
§B 2+ 1 (d(xB)) = *(d(*B)).

Par conséquent c’est un champ de vecteurs identique a un champ de
covecteurs ou a une 1 - forme différentielle extérieure :

6B = (6B),dx' € QR?), avec :

dB), = —1divE,
( 0 c
9B,
(0B), = —& %= + 6@% 52
9 Y T z
(5B)2 = _c% a]i + aaBz - 88]1 )
0 B, .
(0B)y = —5 %= + 5 — aai et
(0B)’ = (6B), = —1divE,
(9B)' = —(0B), = 3 %7 + 52 —
(5B)2 =—(0B), = c% aa]iy + 88% 8832’
9B,
(6B)’ = —(0B); = & 4% + &= — %% Alors
(6B)° —l%ivE
1 iaEz ﬂ 0B,
(G O S [ 7 A F i
opy ) \Tdtin i
N (5B) 2 8t2 + 8yx L
(0B))=((6B), (6B); (6B), (6B);)
_ 1 o 1 0FE, 0B, 9By [ 9By 0B, 1 0E, 0By
= —cdivE —Z ot T o,  as _c%at—i_az_aac —=Z ot T ax

Relation

F = B . J [. produit contracté tel que (B . J)* £ B* J, ol on a, bien
entendu, utilisé la convention d’Einstein] [5] %"

27. p.386:f:%j.F:(%E.f;pE—!—%fx é):—%F.j;enunitésgausiennes

et f = (% pE . U p(E+ %17 X B)); en unités gaussiennes
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Démonstration

0 —CE _%Ey _%Ez pc
i1F 0 —-B B —J
— .- T _ c x z Y T
e I S S o A I
*E. -B, B, 0 —J.
e (Eo o+ By Jy + B, ) VBT

pE,+ B, J,— By, J. B F, . )

= DB+ B — B J, = F, = (F"). Et par conséquent

F=B. JQED OnaFk:Blil et Fz:BwJ]

4.4.5 Calcul de dB

C’est un champ de (0, 3) - tenseurs antisymétriques identique & un champ
de (3, 0) - tenseurs antisymétriques ou a une 3 - forme différentielle extérieure :
dB = (dB),;, dx' ® dx @ dx*
=D ocicieres (@B dx A dx) A dxF e QF(RY), avec :

_ 9Bjk 9By | 9By o
(dB)ijk = Tt — Gk + G- Soit

_ 0Bz 9Bis | 0Bi1a _ 9B, _ 9By _ 9B, _ _ 1:, D
(dB)123_ oxl1 Ox2 + ox3 ox 0y 0z leB’

_ 0Bag  9Bg3 0Bo2 _ 0B, _ 10E, 1 0Ey
(dB)023_ 9x0 0x? + ox3 — 9(ct) c Oy + c Oz

= —1hot E + 98] |

__ 0Bi3 _ 0Bgs 0Boy _ 9By 1 0E, 1 0Es
(dB)[)lB GRS ox! + Ox3 — 9(ct) c + c

= —Lfrot £+ 2] |

(@B)gy = 507 — o + 000 = Sl - L + L 5
=—1lrot B+ 881 et donc :

(dB)"™ = div B,

(dB)™ = —L ot £ + 2]

ot
(dB)™ = —L[rot E + 28]

t
(dB)™ = Lot E + 28] .
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4.4.6 Premier couple d’équations de Maxwell

Le premier couple d’équations de Maxwell s’écrit tensoriellement :

'[dB=0|. On dit que le champ de 2 - formes différentielles extérieures B

est fermé.
Démonstration

La différentielle extérieure est telle que d> = 0. Donc puisque B & d A
onadB=d?>A =0.Or dapres ce qui précede d B = 0 s’écrit :

divB = 0|et r5tE+%—?:(u).

Il s’agit bien du premier couple des équations de Maxwell QED.

Remarque : cf. en Annexe de ce chapitre d’autres calculs concernant ce
champ de tenseurs de Faraday.

4.5 Champ de tenseurs des contraintes ou champ
de tenseurs des charges C

On pourra consulter [5]25.

C’est un champ de (0, 2) - tenseurs antisymétriques identique a un champ
de (2, 0) - tenseurs antisymétriques ou a un champ de 2 - formes différentielles
extérieures :

C = Cij dXi ® de = 20<i<j<3 Cij dXi AN de € wQ(R4).

COO C01 COQ Cog 0 CP;E CPy CPZ
(C )é Cio Cii Cip Cy3 2 —cP, 0 M, _My
h Cy Gy Cyp Cys —cP, —M, 0 M,
Cs Gz Csp Css —cP, M, —-M, 0
Ona (C.)" = —(C.). Alors :
cvw cor ¢z 0 —cP, —cP, —cP,
() sl coctoc2 e | | cep, 0 M, —M,
e et e e® || P, —M, 0 M,
Cc30 ¢c3t c?2 C* cP., M, —M, 0
On a (C*)" = —(C»).
28. p. 383
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4.6 Champ de tenseurs de Maxwell H

Cette dénomination n’est absolument pas générale. Elle est due a [5].

Ce champ est noté M par [5]%. C’est un champ de (0, 2) - tenseurs
antisymétriques identique a un champ de (2, 0) - tenseurs antisymétriques
ou a une 2 - forme différentielle extérieure :

H = Hij dXi X de = ZO<i<j<3 Hij dXi AN de S QQ(R4)
H est tel que :

H2:?B+C = % B + C (car &g po ¢ = 1) (relation dite de Maxwell)
[5]30. Alors on constate que, puisque D = gq E + P et H = % B-—M:

HOO H01 HOQ Hog 0 C Dm C Dy C Dz
(H) Iy H,, H;; Hp; Hjs _ —cD, 0 —H, Hy
b Hy Hy Hiy Hoys -cD, H, 0 —H,
Hsy Hs Hj, Hag -cD, —-H, H, 0
[5] 31 [13] 32
Ona (H)" = —(H,)
Et :
HY HY H”? H" 0 —¢D, —cD, —cD,
H'° HY H2? HS cD 0 -H H
(H") £ 20 21 22 23 | = . - !
H H* H** H cD, H, 0 —H,
H3° H3 H? H? cDh, —-H, H, 0
[13]33.

On a (H")" = —(H").

4.6.1 Calcul de +H

C’est un champ de (0, 2) - tenseurs antisymétriques identique a un champ
de (2, 0) - tenseurs antisymétriques ou a une 2 - forme différentielle extérieure :
*H = (x H)Z.j dx' @ dx’
= D ocicjcs (FH)dX N dxX € O?(RY), avec :

29. p. 383

30. p.383: M =F+4nC

31. p. 382 mais avec des signes opposés
32. p. 377 éq. (76,5) (la premiere)

33. p. 377 éq. (76,5) (la deuxieme)
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AL TG et -
(xH),, = 5 eiym HY ; soit :

(CHLZ | ), (sH), (+H), (+H),,
(* H)go (* H)31 (* H)32 (* H)33
0 H»® _—HB® HQ“ 0 -H, -H, -—H.
| -B®» o H® -H? | | H 0 —cD. cD, .
| ¥ —H® o H™ |~ | H ¢D. 0 —D, |°
_H2 HZ _H" H. —¢D, ¢D, 0
alors :
E* H;OO E* H;Ol E* H;OZ E* H)03
e A SHO  (+HDY (s« H)'2 *H)ls
(( H) ) (*H)20 (* H>21 (* H)22 (* H)23
GH* +xH)? H)? (+H)®

4.6.2 Calcul de d(xH)

C’est un champ de (0, 3) - tenseurs antisymétriques identique a un champ
de (3, 0) - tenseurs antisymétriques ou a une 3 - forme différentielle extérieure :
d(*H) = (d(+H)),; dx’ ® dx’ & dxF
=D ocicjeres (A (xH))pdx! A dx) A dx* € Q3 (RY), avec :

0(xH). 0 (xH), 0 (xH),. S
(d(+H)),jp = gt — 2o T80 Soit

d(xH o(xH o(xH 0 (—c Dy d(cD 9 (—cD,
(d(*H_?)HS — (8x1)23 _ (ax2)13 ‘l’ (8x3)12 — (am )_ (ayy) + (8;; )

= —cdiv D,

o(xH 0(xH o(xH 0(—cDy o0(—H, 0 (—H,
(d(*H))O23 = (8x0)23 - (8x2)03 + (8x3)02 = (B(ct) ) — (By ) + (82y)
0Dy + OH, OHy

ot oy oz

o(xH o0(+xH oO(xH c —H, 5 (—Hy
(d(*H))OIS = (8x0)13 - (8x1)03 + (8x3)01 = S a(af ) + d(af )

_ oDy | oH. _ oM,
Y ox Oz

(d (+H))ypp = 26 _ 2CHy | 06Hy _ aCeD) _ 0(H,) 4 dCH:)

9x0 ox! dx2 9 (ct) oz Ay
9D, , OH, 0H, )
__8t+8m_8y et alors :
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(d(xH))"™ = ¢div D,

(d (+H))™ = —2D= 4 oML _ OH
(d (+H))" = 2 4 9l — O,
(d(+ H))™ = —2F 4 5 — G

4.6.3 Calcul de * (d (xH))

C’est un champ de vecteurs identique a un champ de covecteurs ou a une
1 - forme différentielle extérieure :

#(d(«H)) = (x (d (xH))), dx" € Q(R*), avec :
(+(d (+ H))); £ § g (d (+H))". Soit -

(* (d (*H))), = —(d (* H))"** = —cdiv D,

(+(d (+H))), = (d (+H))™ = =20 4 9 _ 0,
(+(d (+H))), = —(d (+ H))"* = =25 4 Ol _ 01
(% (d (+ H)))y = (d (+ H))*"* = —2D= 4 G _ O,

4.6.4 Calcul de 0H
SH 2+ 1 (d(*H)) = * (d (x H)).

Par conséquent c’est un champ de vecteurs identique a un champ de
covecteurs ou a une 1 - forme différentielle extérieure :

dH = (6H),dx" € Q'(R*), avec :
(0H), = —cdiv D,

(0H), = =% + 88_% - aazy’
oD O Hy, OH,
R
oD, | 9Hy _ 9H, . .
(OH)y = —5¢ + 50 — G- et
(0H)’ = (0H), = —cdiv D,
1 8D, 0 H. 0H,
(0H) = o T o, dy
2 9D
(6H)" = T + & — 5=,
3 9 H
(6H) = £z + 8;?51 — S22 Alors :
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(6H)" —cadivﬁ
1 oD H 0H
x + y z
@ryy2 | CHL ) T T e
(0 H) o T 68}:{32 - 88]?
3 8D, 9 H, JHy
(5H) ot T dy  Ouz

(0H)) = ((0H), (OH), (9H), (VH); )
> )

Dy 0H, OHy 0Dy 0H, 0H, 9D, OHy  0H,
+ ot + t + ox Jy ’

Jy 0z 0z ox 5]

4.6.5 Second couple d’équations de Maxwell
Le second couple d’équations de Maxwell s’écrit tensoriellement :
H=-J|
Démonstration
D’apres ce qui précede et le second couple des équations de Maxwell on a :
(0H), = —cdivD = —cp = —J,,

(6H), = —9P= 4+ oL 2 — J, = —J,,

(6H)2:_ 8Dty+aHm_8Hz:Jy:_J2,

0z dx
(0H), = —88% + % — %—fi’” = J, = —J3, et par conséquent :
§H = —J QED.
On constate que (0 H)" = %Lx’;l et, par conséquent :
kl kl
o = —Jk [5]%* [8] % [12]% ou Gl = J%.

Remarque : cf. en Annexe de ce chapitre d’autres calculs concernant ce
champ de tenseurs de Maxwell.

34. p. 388 : Y aaj\ify =— aaj\i:” =4 71 1 =0, 1, 2, 3; en unités gaussiennes
35. p. 107 éq. (5.18) : 9o F*F = —JF
36. p. 101 éq. (30,2) : aal;: = —‘%”j ; en unités gaussiennes
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4.7 Champ de tenseurs d’énergie-impulsion T,
en ’absence de polarisation et d’aiman-
tation

On pourra consulter [5]37 [7]38 [8]3% [12] 10 [14] * [16] 42,

Ce champ de tenseurs appelé “stress-energy field tensor” en anglais est
aussi appelé “champ de tenseurs d’impulsion-énergie”.

C’est un champ de (2, 0) - tenseurs symétriques identique a un champ de
(0, 2) - tenseurs symétriques. Ce n’est donc pas une 2 - forme différentielle
extérieure.

Onaﬁ:(jetM:()etdoncﬁzaoﬁeté:poﬁ.

Le champ de tenseurs d’énergie-impulsion T qui va apparaitre ci-apres
dans I’étude lagrangienne des équations électromagnétiques est, par définition,
tel que :

Ti; £ { (B H™) g;; + Hi g¥ By
= zl; (Bn H™) gi; + H,! By, = %l (B H™) g5 + Hy, Bkj-

Ou :

Tkl L %1 (an Hmn) gkl 4 sz gii le
— 411 (an Hmn) gkl + ij le _ le (an Hmn) gkl + sz Bil'

Mais en I’absence de polarisation et d’aimantation C =0 et H = /%0 B et
le champ de tenseurs d’énergie-impulsion T est tel que :

Tij = o [ (B B™) gij + Bir 8" Byj]
= - [5 (Bun B™) gy +B,' By = .- [} (B, B™) gi; + By BY ] [7]% [16] .

1
po L4

37. pp. 370-371 Chapitre VII § 12 et, en particulier, p. 371 3) et pp. 390-391 Chapitre
VII § 13

38. pp. 361-372 Chapitre 6 § 2 et 3

39. pp. 110-111 Chapitre IV § 5.4 : Tenseur des contraintes électromagnétiques

40. pp. 105-119 Chapitre IV § 32, 33, 34, 35

41. pp. 76-78 § C”.3

42. pp. 202-204 Chapitre VII § 126

43. p. 210 éq. (24) : Ty, = 1~ (—¢"™ Fiy Fi+ % Fi F'™ gi1;) ; en unités gaussiennes. Soit
Ty = &= 3 (Fun F™) gij — Fie g*' Fji] = &[5 (Fon F™) 955 + Fir g* Fj]; en unités
gausiennes et ol F' joue le role de B

44. p. 204 éq. (126,2) : M, = ﬁ (% I FP Fop — Frg F,%); en unités gaussiennes.

Soit Mij = ﬁ [i (an an) Gij — L'ik ij] = 4”102 [% (an an)gij + Fig ij] ; en unités
gaussiennes et ot F' joue le role de B et M celui de T (on a utilisé le fait que ij = *ij
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Ou :
Tkl — 1 [l (an an) gkl + Bkz gij le]

Ho 4 . .
[i (an an) gkl + Bkj Bgl] — u_lo [le (an an) gkl + Bk Bil] [7] 45 [8] 46

[12

1277

On constate que 'on a bien T;; = T;; et T'* = T*. Alors :
T = Ty = Tyig = [} (B B 0f + BBy

po L4
= [ (B B™) 6% + B BI¥] ((5;’C symbole de Kronecker) ou :
= % [% (B B™) 5? + B;; B¥#] (5;C symbole de Kronecker).

4.7.1 Calcul de B,,,, H™

On trouve :
B, H™ = 2(B, H, + By H, + B.H. - E, D, — E, D, — E. D.)
—2(H.B—E.D)=2(u H2—5E2)—2( B? — 50E2)

2w H - LDh—a(L B 1 DR
Donc By, H™ = 2 (B? — 5 E*) = 20 (¢* B> — E?)
o (2 2 DY) =% (L2 D)

4.7.2 Calcul de (T.) (T~) et (T?)

On trouve :
Too Tor To2 Tos woo-is, -1s, -lgs,
Ty Ty Tip Ty —= 5 o o —0
T )= Ti' — _ ¢ PT TT Ty Tz
( ) ( J) T20 T21 T22 T23 —% Sy _ny _O-yy _O-yz
T30 T31 T32 T33 _% SZ —Ozz —Oyz — 04,

démontré en Annexe de ce chapitre)

45. p. 372 éq. (13") : T = 471”; (-FUFF + % g‘k Fy,n FU™) ; en unités gaussiennes, ou il
faut comprendre que F k=F ’§
Soit TH = - [1 (an Frmmy gt — FRFL] = A [3 (Foun F™) gF + FF F)']; en unités
gaussiennes et ot F joue le role de B (on a utilisé le fait que F';, = —F;! démontré en
Annexe de ce chapitre)

46. p. 110 éq. (5.40) : T8 = FO‘ FAy -1 naﬁ Fs F7°

47. p. 111 éq. (33,1) : TF = L (—F" Fk + 3 g’kFl F'™): en unités gaussiennes. On
fait alors les mémes remarques que pour la reference précédente mais on constate que c a
disparu et que, par conséquent, I'une de ces deux références est erronée
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TOO TOl T02 T03 W %Sx %Sy
TlO Tll T12 T13 1 S -0 —0
_ kl _ . Px TT Ty

(T ) (T ) T20 T21 T22 T23 - %Sy —Opy —Oyy

T30 T31 T32 T33 %Sz —0ps —Oys
[12] %8 et

T TO T) TU w15, —1g, —1s,
T, T! T! T! 1g o o

(T) = (T T; TP T; T3 Sy Ouy Tyy
T, T3 T3 T; %SZ Oz Oyz

Donc, en particulier, T% = Toy = T) = W.

4.7.3 Relation

aTk k
Ona %+ =—F"
Démonstration :

0l 00 01 02 03
o ST =5 T T e 5

_ W 1 (95Ss 95, 9S8:y _ 1 8 (/i P & 5 1

8(ct)+z(8m+8yy 82)_ﬂm(E'D+H'B)+Ed1VS
L2 . D H.B)+1(H.rotE—FE .rotH)
L7 8D, 1 OE , f7 9B, p O8H | 57 (_9B oD
Et comme D =¢y E et B = py H il y a des simplifications et on a
ol = 1E.J=-F"=-F,

8Tll o aTlo aTll 8T12 8T13
® o = ox0 T axt T o T o

sl (1) (B, H. — E. H,) — 2 [e0 B2 + jio H? — § (60 B? + 1o H?)]

+§(€OEJ:Ey+MOHa:Hy)+%(50EzEz+,u0Htz)
1y OF OH OE O H, OE OH
= c_2<Hz 8ty +E968Etz _Hy atz _EZ aty) _2€0E1x8[«)}%z _2IUOH:U 8;
+eo (B, G2 + By 88Exy +E.5%) + Ho (H, Zajg +H, Gt + H. %)
— %o (Ey aa% + By ayy) — Mo (Hy dagx + H, ayy)
— o (B. %% + B, %) — po (H. %% + H, %)
= —&p Ex (88Exz + 88Eyy —+ aaEZZ)
8E aH z x
+ Byl O+ 20 (G5 — ] B[ 5 oo (O = 42)
H OH
— o H (G2 + G+ 52)
H 1 0F, Y O Hy 0 H, H. L ok, 0H, 0 H, Soit
+ Hy [ %7 + o (5 — G0+ He [z 5+ o (7 — %22)]- Soi

48. p. 109 éq. (32,15)
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aTll

ox!
— v B OH. _ 0E, , 0FE OH OB, | OE.
+ o [~ Ho div H + H, (—eo 5 — 86}3 o)+ H (20 5 — 5 + 5]
= _pEx+/vL0 (Hy JZ_HZ Jy) = —(/)Ex—i-Jy Bz_Jz By) == —Fx - —F1 = Fl.
De méme 227 = —F, = ~F> =Fy et 2L = —F, = —F3 = F;,
, Kl
Par conséquent 4L~ = —F* QED.

Et comme F =B . J on a 25" = —Fk = _BM J, 5] 49.

ox!

Conséquence en tridimensionnel

_ 0 1 _ 00zz _ aozy _ 00z __ _
Avec k=1on a e (cS:) — %= 5 G2z — —F,.

_ o (1 _ Qoys Doy doys
Avec k=2 on a 505 (¢ 5) — 2 7 = =—F,.

— 0 l _ (90'2 _ 80'zy _ 8(1’2 -
Avec k=3 on a FICD) (25,)— 2o b L2 P

Il s’agit bien des relations annoncées concernant le tenseur tridimension-
nel des contraintes de Maxwell en ’absence de polarisation et d’aimantations.

Conséquence de la relation précédente

kl lk . kl
Comme &5+ = —F* on a 9T = —F' soit 9% = —F".
Tk o(Tk g) ki
R ij) 0T L l L .
oxk 0 xk - 0xk 8ij = F 8ij = F]‘

49. p. 391 : (divT)" = > 887;? =fF=1. FF = 1(X i F*); en unités gaus-

siennes
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4.8 Etude lagrangienne des équations électro-
magnétiques
On pourra consulter [5]° [7]°1 [8]52 [12] 53 [14] 5 [22] 55

Nous nous placons tOU.JOLlI‘S dans le vide, en 1’absecnce de polarisation,
d’aimantation. Alors P =0, M =0 et donc B = o H.

4.8.1 Préliminaires

aBkl BHM

_ _ k Bl _ l _ l
® 5 = Mo B¢ = —poJ" ou O xk —po J = o J".
K9 (90A;\ _ Ik & (0A; Ik _d BA _ K 9 (0A;
B o xk <68Al) = —-B o xk (8xl) =-B aoxt (8xk> =-B o xF (8xl)
kl 8 7\ —
donec B* 5% (531) = 0.
1OA; kl DA, OBk OA; 10
¢ ( ox! ) B ka (8xl ) oxkF oxt T J axl :

® d(Bkl Bkl) = BkldBkl BkldBkl mais BkldBkl = BkldBkl et, par
conséquent, d (By; BM) = 2B d By, [12]*.

Autre démonstration

On a By B¥ = 2(B? —  E?) et on vérifie que les deux membres de
I'équation d (By, B¥) = 2 B* d By, sont égaux a
4[(Byd B, + BydB, + B.dB.) — % (E,dE, + E,dE, + E. dE.)] QED.

4.8.2 Le lagrangien L et ’action S

Considérons le lagrangien (ou plutot la densité de lagrangien [5]°7)
L= inl H + AT = ﬁ B, B* + A; J! et considérons qu'il est fonction

de A; et %; [ =0,1,2,3; k=0,1, 2, 3 (sans étre fonction explicite de

XJ,j:07 172’3>£:£(Al7 %)

oxF

50. p. 389

51. pp. 366-372 Chapitre 6 § 3 : Equations du champ électromagnétique

52. pp. 108-110 Chapitre IV § 3 : Formulation lagrangienne de 1’électrodynamique clas-
sique

53. pp- 93-95 § 27 : L’action du champ électromagnétique pp. 101-103 § 30 : La seconde
paire des équations de Maxwell pp. 105-109 § 32 : Tenseur d’énergie-impulsion pp. 110-114
§ 33 : Tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique

54. pp. 47-48 § C.3.2 : Intégrale d’action du champ pp. 74-76 § C”.2 : Etude “lagrangien-
ne” de I'électromagnétisme pp. 76-78 § C”.3 : Recherche de I’énergie et de la quantité de
mouvement d'un champ électromagnétique a partir du théoreme de Noether pp. 345-359
Annexe X.11 : Théorie classique des champs

55. p. 220 éq. (24)

56. p. 101

57. p. 389
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On considere que le mouvement des charges est donné et donc que J ne
varie pas; soit dJ = 0 [12]58.

Considérons l'action S £ [ [ [ [P L (A;, 328) dx"dx'dx?dx>.

oxk

On a alors les quatre équations d’Euler-Lagrange :
oL 9 [_O0L 1_(.]—
8_Al T 9xF [8(8Al)] - 01 l—O, 17 27 3.

Démonstration

Soit 4 S une variation de ’action & due a des variations 6 A; de A;, nulles
pour les bornes inf et sup et § (8Al) de 8Al . Alors :

0S=[[[ [l 8Al5Al+ (aaﬁl)5(aAl)] dx®dx'dx*dx?

oxF

Mais ¢ (%) = 5% (§ Ay) et donc :
08 = fffflsup §£l5 +ﬁaxk (6A)] dx"dx! dx*dx?

o
— [ 5 A5 [a(aAl SA)—6 A 5% 5 OAZ [} dx®dx!dx?dx>.
axk

axk

Donc 6 S = ffff;ula aAl axk [8(6Al [}oA; dxdx'dx*dx3
Bx

+ffff1:;p Ixk (aAl dA] dx°dx'dx?dx>
Bx

_fffflsup a_AZ_W[ (8Al ]}(SAldXOdX dx?dx?
+fffflsuPd 6Az) d A;]. Donc :

§S = fffff“" Ml -2 [a(aA, VoA dx0dx! dx? dx3+[-2 (MZ) 5 A
inf

=[] [2P{E 8Al — % [8(3Al)]}5Aldxodx dx*dx3 car les variations 6 A,

sont nulles pour les bornes inf et sup.

a(

Pour les extrémales on a 6 S =0; V 0 A; et donc
g—ﬁ—a%[a(%ﬁ]:o;l:o, 1,2, 3 QED.

axk)

Calcul de g4 et aAl
9 (54)

Pour cela calculons d L :
dﬁ = 1o d(BuB") + I dA; = 5-B"dBy +J' dA,
— 2 BUA (A - 28 + 3 A,

B d (982) — B* d (928)] + J'd A;. Soit

oxk

2#0[

£39)

58. p. 101 § 30 : “on ne doit pas faire varier le courant j
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1 = 5L (B (3 ~ B a (98] + 3ta A,
ﬁ[B"?ld(aAl)JrB’“ld(aAl)] +JdA,
=Jd A, + L Bkld(aAl) Et, par conséquent :

9L l _ 1 kl
aAl—J et (8Al)_/l4_0B .

Les équations d’Euler-Lagrange donnent :

Ji— ul B* = 0 soit aH = J!. On retrouve le second couple d’équations
de Maxwell.

Calcul de B—L

(BAZ)

LY dL _ L DA or 95k
Etant donné que £ = L(A;, 33t) ona 5= = 3A o0 T 572 Tox
o x

soit, en tenant compte des équations d’Euler-Lagrange :
2

_ 0 [ oL ]BAZ + oL
oxJ — oxk a(aAl) oOxJ (BAZ) oxJ
axk axk
0(28)
_ 0 oL 0A; oL oxi’ _ 0 [0A oL
- k [B(E)Al)] O xJ + (aAé) O xFk ) [ j ]

Définition du tenseur d’énergie-impulsion

On a a—‘: = 24 dk ((52C symbole de Kronecker) et donc, d’apres ce qui

oxF
precede
Lok — 28 0L | = 0 Lok — LBM2A =

oA
o o5k

8xk

Cependant la quantité entre crochets conduisant a un futur tenseur non

symétrique nous allons profiter du fait que a;ik ( B* %‘; )y =J 8
écrire :
DA, 0A;
a;ik £ 5? - i B* (Zi‘} — 524)] = IS5 Soit
oo {7 (B B™) + A; 31 85 — L Bkl By} = J' 24 ou :
5 [ (B B™) 8% — LBMB,| = J' 9% — 20 (A ") o
=J %:lj - gﬁj) =-BuJ' = F]
mn\ Sk
Posons T% £ 7o [(Bmn B™) 87 — 4BY By
= ﬁ (B B™) 5?#—4 B* By;]. Il s’agit bien du tenseur d’énergie-impulsion.
Alors on a :
oTk
o = —F5
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Et alors Ty; = g T¥; = 15 [(Byn B™) gix 8" + 48 B By

1Et1Tkl - Té? gjl - ﬁ [<an an) 5? gjl +4B" Bij gﬂ]

k 57l k
o(Thgl) 0Tk

Et 200 — = 3% gl = —F; g/ = —F'". On retrouve bien un

) oxk o oxk
résultat précédent.

4.9 Comportement unifié du potentiel sca-
laire V' et du potentiel vecteur ff, dans
le vide, avec la condition de Lorentz

On a vu que :

OV =AV -4 2¥ =—2[10]%,
OA=AA— 524 — ;] [10]%, Soit :

Y Y2 912
DA, =AA, — 555 =—po J..
Posons OA = (OA) 5% = (OA),dx, avec :
(OA)° JAO gy
LAl @A) o OAY | | DA, .
(OA)) = (O A>2 = gaz | = o4, | Alors :
(OA)? OA3 A,
_ P
603
OA)) = | “Ho= | = — 4, (3. Soit :
(@AY= | 007 | == (@) Soi
_MOJZ

DA = —poJ [10]°" [14] % qui regroupe OV = —£ et OA=—poJ.

59. p. 358 6q. (45)
60. p. 358 6q. (44)
61. p. 359 éq. (46)
62. p. 58 éq. (59) ou O est noté (12
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Annexe de ce chapitre
Autres calculs concernant le champ de tenseurs de Faraday

: i A ik i & ki : N :
Soient B'; = g' By; et B, = gj; B™. Alors, si on considere que ¢ est un
indice de ligne et j un indice de colonne, on trouve :

. i Blo B!, Bl B13 % E, 0 b, —B,
(B)=0B) =1 g2 B, B, B |~ 1B, =B, 0 B,
y B3, B3 B3, B 1. B, —-B, 0
[35]
(B ) - (Bj ) - BOZ B12 B22 B32 - _% Ey Bz 0 _B:p
BS B B, B, -1Eg. -B, B, 0

Ona (B')=—(B)ouB/=-B,

Autres calculs concernant le champ de tenseurs de Maxwell

_ . A , . s ,
Soient H'; = g Hy,; et H' =gk H*. Alors, si on considere que 7 est un
indice de ligne et j un indice de colonne, on trouve :

H° HY H% HY% 0 ¢Dp ¢Dy, cD,
(H ) = (H j) = H20 H21 H22 H23 - ch —H, 0 H,
H3, H3, H, H3, ¢D. H, —-H, 0
(H. ) = (Hj ) = H02 H12 1—122 H32 o —c Dy H, 0 —H,
HS H? H? H} —¢D, -H, H, 0
Ona (H') =—(H)ouH;=-H,

63. p. 2/5 noté : F'% et ou les indices z, y, z sont en haut
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Chapitre 5

Systemes d’unités et valeurs
numériques

On pourra consulter [3] ! [11]2 [14]® [22]. Nous suivons la présentation et
les notations de [11]. Pour tout systeme d’unités on a des constantes
k!, ki =c 2k, kJ et \, X' qui s’en déduisent telles que :

l? (E—|—47rkJP) 301tD—80E+>\Pavec)\—47T€0k
B= H+47T€0,LLOC ki M = po (H +4meq ki M) ; soit -
H ;OB N DM avec N =dmeg k] =dmegk] =\

Les équations de Maxwell sont alors [11]*

. — - v kJ aD—‘ 471'](;] -
ivD =4 J ot H — —*2 oL 2
div meo ki plet|rot coro T Bt “Oké,J

et :

V)

div B = 0] et [rot E + kI 2

=0}

°”|
~+ | 0yc

Les systemes rationalisés correspondent & A = X = 1 et les systémes non
rationalisés & A = \' = 4.
5.1 Systeme SI ou Giorgi rationnalisé

On pourra consulter [1] [3] [10] [11] et en partie [14] [17] [34]. C’est le
choix que nous avons fait précédemment dans ce rapport de recherche.

1. pp. 513-535 Chapitre XXVII : Systemes d’'unités

2. Table 1 p 779 Table 2 p. 781 Table 3 p. 782 Table 4 p. 783
3. pp. 226-228

4. p. 778 éqs. (A8)
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Il s’agit d’un systeme rationalisé.

c=299792458 m.s~! (exactement d’apres la définition du metre) [11]°.
c? = 89875517873681 764 m?.s~2 [11]6.

g0 =2 (m3 . kg '. st A2) et o =471077 (m.kg.s2. A72) et donc

4mc?
o ftoc® = 1.
ki = 47350 =10""¢* (m® . kg.s7*. A™%),
ki = ﬁ =8 = 1077 (m.kg.s72. A7),
ki = 1. Soit :

A=\ = 1. Il ’agit bien d’un systeme rationalisé. On a :
5:5054—]3%[;7:%]?—]\2.

Les équations de Maxwell sont alors :

divﬁzp, rat“—Q:f

divB =0l [tot E + 28 = 0|,

La force de Lorentz est :

f=q(E+7 x B).

5.2 Systéme électrostatique (esu)

On pourra consulter [11].

Il s’agit d’un systeme non rationalisé.

go=1et g =c2 et donc g pyc® = 1.

ki =ce' =1, ki = po=c2 kf = 1. Soit :

A=\ =4x. Il s’agit bien d’un systéme non rationalisé. On a :
D=E+4nPet H=>*B—4x M.

Les équations de Maxwell sont alors :

= —

. LT oD _
divD =4dmp| |rvot H— 5, =4nJ

5. p.3
6. p. 780
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diszO, r5tE+%—§:(j.

La force de Lorentz est :

f=q(E+7 x B).

5.3 Systeme électromagnétique (emu)

On pourra consulter [11].

Il s’agit d’un systeme non rationalisé.

go=c2et uy =1 et donc g pyc® = 1.

kl =egt =2 ki =g =1, kJ = 1. Soit :

A=\ =4x. Il s’agit bien d’un systéme non rationalisé. On a :
5:§E+4Wﬁet H=B-47M.

les équations de Maxwell sont alors :

diV[j:47Tp, vot H — 20 =47 J

diVBzO, r5tE+%—?=().

La force de Lorentz est :

f=q(E+7 x B).

5.4 Systeme gaussien

On pourra consulter [1]7 [2] [5] [7] [9] [11] [12] [13] [16] et, en partie, [34].
Il s’agit d’un systeme non rationalisé.

g0 =1et uy =1 et donc &g g 2 = 2.

b =eg' =1, ki =4 =c2 ki =c'. Soit :

A=\ = 4. Il s’agit bien d’un systeme non rationalisé. On a :

7. p. 253
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D=E+4nP2]*[5]°[13] et H=B — 47 M [2]' [5]'2

Les équations de Maxwell sont alors :

Q=

divﬁ:47rp, rot H —

7T—}
=7

mtmza_é Al

La force de Lorentz est :

Q
“|Ul

(e}

5.5 Systeme de Heaviside-Lorentz

On pourra consulter [4] ' [8] 15 [11].
Il s’agit d’un systeme rationalisé.
g0 =1et uy =1 et donc &g pig 2 = 2.

J_ 1 _ 1 J J _ —1
kl—m—rk— 02’]{: ¢ . Soit :

A=\ = 1. Il $agit bien d’un systéme rationalisé. On a :
D=FE+Pet H=B— M.

Les équations de Maxwell sont alors :

divD = p| |rot H — 122 =17
C C

divéz(), rotEJr%a—B:(u).

La force de Lorentz est :

10.
11.
12.
13.
14.
15.

p-

p- 373:D:E+47Tﬁ
p-155:D=E+47P
p-228: B=H+47M
p.-379: H=B—-41Im
p

155 éq. (29,8) : B=H+4mM
avec ¢ = 1, P =0 (sans le dire) et M = 0 (en le disant)
avecc=1,P=0et M =0
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