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Résumé

L’automatisation du diagnostic de pannes dans les systèmes industriels tels que les sys-
tèmes manufacturiers ou de transport souvent modélisés par des Systèmes à Evénements
Discrets (SED) est un enjeu majeur. Il est nécessaire de déterminer rapidement les pro-
blèmes sur les équipements afin de les réparer au plus tôt et ainsi maximiser le temps
opérationnel et productif du système. Parmi les différents types de pannes, les pertes de
performances temporelles sont régulièrement rencontrées comme par exemple une baisse
du taux de production de pièces dans un système d’assemblage ou encore un ralentissement
de convoyeurs dans un réseau de transport de bagages dans un aéroport. Ces problèmes
ne sont pas facilement modélisables avec les méthodes de diagnostic à base de modèles à
événements discrets connues à ce jour si bien que les outils classiques de diagnostic ne sont
a priori pas bien adaptés pour en déterminer la ou les causes.

L’objectif de cet article est de proposer une méthode de détection et de localisation de
fautes temporelles pour une classe de SED temporisés appelés systèmes (max,+)-linéaires.
Ce type de système permettant la représentation de phénomènes de synchronisation entre
ressources, de durées d’opération et de temps de transmission, est particulièrement bien
adapté pour identifier des décalages temporels non souhaités typiques des problèmes dans
les procédés industriels.

La méthode proposée se déroule en plusieurs étapes. A partir d’un flux d’observations
temporisées, le problème consiste tout d’abord à déterminer si ce flux résulte d’un compor-
tement en présence d’une faute temporelle ou non. Des indicateurs de fautes sont utilisés
pour répondre à cette question et reposent sur l’utilisation de la théorie de la résiduation
appliquée aux systèmes (max,+)-linéaires. Si la faute est détectée, il est alors nécessaire
de la localiser au mieux dans le système. Les fautes temporelles potentielles sont donc
répertoriées et ajoutées au modèle (max,+) du système en comportement normal. En-
suite, de manière analogue à la théorie classique du diagnostic dans les systèmes à temps
continu, des matrices de signatures sont proposées et permettent de déterminer les fautes
candidates expliquant les observations.

1 Introduction

La surveillance de l’état de santé d’un système tel qu’un système de production, un système
de transport de ressources ou encore un système logistique, souvent modélisé par un Système à
Evénements Discrets (SED), est essentiel pour garantir une exploitation maximale. La détermi-
nation d’un tel état de santé peut notamment renseigner et influencer en-ligne l’ordonnancement
de tâches à effectuer (reconfiguration en-ligne du système, réordonnancement en cas de dysfonc-
tionnements) et participer, hors-ligne, à la stratégie de maintenance (remplacement de pièces
défectueuses). Parmi les dysfonctionnements qui peuvent avoir lieu sur un tel système en cours
d’opération, on peut, entre autre, distinguer des pannes franches (une faute matérielle) condui-
sant en géneral à l’arrêt complet du système, mais également à des problèmes de performance
d’un ou de plusieurs équipements occasionnant une baisse de performance générale qui peut
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se régler soit par le changement effectif des équipements en cause (maintenance), soit par un
réordonnancement des tâches à réaliser pour compenser ces problèmes.

Ce deuxième contexte nécessite la mise en place d’une technique automatique de diagnostic
de pannes afin de localiser les équipements qui sont la source de ces pertes de performance
générale. En particulier, les problèmes d’ordre temporel tels que des délais intempestifs ou
des problèmes de synchronisations opérationnelles sont notamment à prendre en compte et
encore peu d’approches le permettent de nos jours. Les contributions de [6, 12, 13] sont basées
sur le formalisme des chroniques ou des signatures temporelles causales qui modélisent des
ensembles partiellement ordonnés d’événements observables avec des contraintes de temps. Le
diagnostic de pannes consiste alors à donner des séquences observées d’événements datés en
entrée d’un reconnaisseur de chroniques pour obtenir la chronique reconnue dans ces séquences
qui correspond à un comportement de faute. Dans [16] et [2], la définition d’un problème de
diagnostic de pannes utilise les automates temporisés alors que d’autres contributions utilisent
les réseaux de Petri [7, 9, 10]. Ces méthodes sont basées sur la description du modèle de
comportement nominal et la prédiction des comportements du système en présence de fautes.

Dans cet article, nous proposons une méthode utilisant le formalisme des systèmes (max,+)-
linéaires basé sur la théorie des dioïdes [1, 4, 11] et permettant de représenter des phénomènes de
synchronisation et de délai dans un modèle fonctionnel du système. Ces systèmes sont particuliè-
rement intéressants pour analyser des dysfonctionnements engendrant des décalages temporels :
en fonction des flux observés en entrée et en sortie du système, des pertes de performance tem-
porelle sont tout d’abord repérées (étape de détection), tandis que l’ensemble des composants
à l’origine de ces pertes est déterminé (étape de localisation). Cette méthode repose sur la
mise en place d’un modèle du système intégrant la notion de faute temporelle et la défini-
tion d’indicateurs de faute à partir desquels il est possible de retrouver l’ensemble des fautes
suspectées.

L’organisation de cet article est la suivante. La section 2 rappelle dans un premier temps le
cadre mathématique des systèmes (max,+)-linéaires sur lequel s’appuie l’approche de diagnostic
proposée. La section 3 décrit une méthode de détection de décalages temporels qui repose sur un
modèle de comportement normal du système surveillé. Enfin, ce modèle est étendu en section 4
par l’introduction d’un modèle de faute temporelle à partir duquel on propose une méthode de
localisation des fautes temporelles dans les systèmes (max,+)-linéaires.

2 Préliminaires sur les systèmes (max,+)-linéaires
Cette section rappelle les préliminaires mathématiques utilisés dans cet article. Pour appro-

fondir ces concepts, le lecteur est invité à parcourir [1, Chap 4], [4] et [11].

2.1 La théorie des dioïdes
Définition 1 (Dioïde ou semi-anneau idempotent). Un dioïde D, ou semi-anneau

idempotent, est un ensemble muni de deux lois notées ⊕ et ⊗. La somme ⊕ est associative,
commutative, idempotente (i.e. ∀a ∈ D, a ⊕ a = a) et admet un élément neutre noté ε. Le
produit 1 ⊗ est associatif, distribue sur la somme et admet e comme élément neutre.

Un dioïde est dit complet s’il est fermé pour les sommes infinies et si le produit distribue sur
ces sommes infinies. De plus, à cause de l’idempotence de la somme, une relation d’ordre peut
être associé à D par l’équivalence suivante : ∀a, b ∈ D, a � b ⇐⇒ (a = a⊕ b et b = a ∧ b). Un

1. Comme dans l’algèbre usuel, le symbole ⊗ pourra être omis lorsqu’aucune confusion n’est possible.
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dioïde complet est un treillis complet pour lequel a⊕ b est le plus petit majorant de D alors que
a ∧ b est son plus grand minorant. Enfin, l’opérateur étoile de Kleene est défini comme suit :
a∗ =

⊕
i≥0 a

i avec ai+1 = a⊗ ai et a0 = e.
Théorème 2 ([11]). L’équation implicite x = ax ⊕ b, définie sur un dioïde complet D,

admet x = a∗b comme plus petite solution.
Exemple 3. L’ensemble Zmax = Z ∪ {−∞,+∞}, muni de l’opérateur max comme somme

⊕ et de la somme classique comme produit ⊗, est un dioïde complet où ε = −∞, e = 0 et
T = +∞. Dans Zmax, le plus grand minorant ∧ est l’opérateur min.

Exemple 4. L’ensemble des séries formelles à deux variables commutatives γ et δ, à coef-
ficients booléens dans {ε, e} et à exposants dans Z, est un dioïde complet, noté BJγ, δK, pour
lequel ε =

⊕
n,t∈Z εγ

nδt (série nulle) et e = γ0δ0. Une série s ∈ BJγ, δK est écrite de manière
canonique par s =

⊕
n,t∈Z s(n, t)γ

nδt avec s(n, t) = e ou ε. Graphiquement, une série de BJγ, δK
est décrite par une collection de points de coordonnées (n, t) dans Z2 avec γ pour axe horizontal
et δ pour axe vertical. Les coefficients booléens indiquent la présence d’un point s(n, t) = e ou
son absence s(n, t) = ε.

Exemple 5. Le quotient de BJγ, δK par la relation d’équivalence γ∗(δ−1)∗ est le dioïde
complet Max

in Jγ, δK (cf. [4]). Ainsi, un élément de Max
in Jγ, δK est une classe d’équivalence no-

tée 2 [a]γ∗(δ−1)∗ et regroupant tous les éléments de BJγ, δK équivalent à a modulo γ∗(δ−1)∗.
Les éléments neutres ε et e sont les mêmes que ceux de BJγ, δK. Graphiquement, le produit
d’un monôme γnδt ∈ BJγ, δK par γ∗(δ−1)∗ revient à considérer cet élément dans Max

in Jγ, δK
comme un cône sud-est de coordonnées (n, t) contenant tous les monômes équivalent à γnδt.
La description de tous les points du cône induit par les monômes d’une série s ∈ Max

in Jγ, δK
correspond à la représentation maximale de s. Sa représentation minimale est obtenue en
écrivant uniquement les monômes des sommets des cônes. Une autre représentation intéres-
sante est la représentation dateur obtenue à partir de la représentation maximale en écrivant
pour chaque γn de la série, le plus grand δt associé. Soit s = γ0δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ5δ7 une sé-
rie Max

in Jγ, δK, la figure 1 montre sa représentation maximale (tous les points de la figure)
et sa représentation dateur (uniquement les points sur les lignes horizontales) définie sous
forme de fonction ci-dessous. Il est important de noter que du fait de l’équivalence γ∗(δ−1)∗,
s = γ0δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ5δ7 = γ0δ3 ⊕ γ1δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ4 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ7.

Définition 6 (Fonction dateur). Soit s une série de Max
in Jγ, δK, la fonction dateur de s

est la fonction non-décroissante Ds(n) : Z 7→ Z telle que s =
⊕

n∈Z γ
nδDs(n).

La théorie de la résiduation, initialement destinée aux treillis, permet de définir des « pseudo-
inverses » d’applications isotones définies sur des ensembles ordonnés et ainsi résoudre des in-
égalités telles que f(x) � b. Cette théorie a été appliquée aux dioïdes comme suit.

Définition 7 (Application résiduable et sa résiduée). Soit f : D → C une application
isotone où D et C sont des dioïdes complets. L’application f est dite résiduable si ∀b ∈ C, le
plus grand élément du sous-ensemble {x ∈ D|f(x) � b}, noté f ](b), existe et appartient à ce
sous-ensemble. L’application f ] est appelée la residuée de f .

Lorsque f est résiduable, f ] est la seule application isotone telle que f ◦ f ] � IdC et f ] ◦ f �
IdD, où IdC et IdD sont respectivement les applications identités de C et D.

Exemple 8. L’application Ra : x 7→ x ⊗ a définie sur un dioïde complet D est résiduable.
Sa résiduée est notée R]a : x 7→ x◦/a et appelée quotient à droite. Ainsi, b◦/a est la plus grande
solution à l’inégalité x⊗ a � b, i.e. b◦/a = x̂ =

⊕
{x | x⊗ a � b}. Cet exemple peut également

être appliqué sur le produit de matrices X 7→ X ⊗ A ∈ Dp×m avec A ∈ Dn×m et X ∈ Dp×n,
c’est-à-dire : RA = X ⊗ A : (X ⊗ A)ij =

n⊕
k=1

Xik ⊗ Akj . Le calcul de B◦/A ∈ Dp×n avec

2. La notation a sans les crochets sera adoptée par la suite.
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Figure 1 – Représentations maximale et dateur de la série s ∈Max
in Jγ, δK de l’exemple 5.

B ∈ Dp×m est donné par :

R]A(B) = B◦/A : (B◦/A)ij =
m∧
k=1

Bik◦/Ajk. (1)

Théorème 9 ([11]). Soit D un dioïde complet et A ∈ Dn×m une matrice. A◦/A ∈ Dn×n est
une matrice qui vérifie :

A◦/A = (A◦/A)∗. (2)

2.2 Modélisation d’un système (max,+)-linéaire
Le dioïde completMax

in Jγ, δK est très utile pour manipuler les flux d’événements temporisés
d’un SED tout en conservant l’historique de leurs occurences. En effet, grâce à l’équivalence
γ∗(δ−1)∗, les séries deMax

in Jγ, δK sont monotones croissantes et représentent la cumulation des
occurences des événements au cours du temps. Un monôme γnδt d’une série s est interprété
comme suit : la nème occurence de l’événement s se produit au plus tôt à l’instant t. Les systèmes
pouvant être modélisés dans ce cadre sont par exemple des systèmes manufacturiers ou de
transport de ressources. A partir d’un flux u d’événements d’entrée temporisés (nouvel ordre de
production ou de transport), la réponse du système est alors un flux y d’événements de sortie
temporisés (sortie du produit fini de la chaîne, arrivée de la ressource à sa destination). La
relation entre les entrées u et les sorties y du système est donnée par cette équation :

y = h⊗ u (3)

où h est appelée la fonction de transfert du système. Plus précisément, l’obtention de cette
relation d’entrée/sortie provient de la représentation d’état :{

x = Ax⊕Bu
y = Cx

(4)

où A ∈ Max
in Jγ, δKn×n, B ∈ Max

in Jγ, δKn×p et C ∈ Max
in Jγ, δKq×n sachant que n, p et q corres-

pondent respectivement à la taille du vecteur d’état x, du vecteur d’entrée u et du vecteur de
sortie y. Il résulte du théorème 2 la relation d’entrée/sortie y = CA∗Bu = hu. Donc h = CA∗B.

4
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Les systèmes caractérisés par les équations (3) et (4) sont couramment appelés systèmes
(max,+)-linéaires. Une librairie de calculs écrite en C++ et appelée minmaxgd (voir [5]) per-
met la manipulation des séries deMax

in Jγ, δK. Graphiquement, tout système caractérisé par ces
équations peut être représenté par un Graphe d’Evénement Temporisé (GET) qui est une sous-
classe d’un réseau de Petri temporisé pour lequel chaque place n’a qu’une transition en amont
et une transition en aval. Dans un GET, le temps est associé aux places et la règle de franchisse-
ment au plus tôt est appliquée (dès qu’une transition est franchissable, elle est immédiatement
tirée).

Exemple 10. Considérons une ligne d’assemblage automatique avec 3 machines M1, M2 et
M3 illustré par le GET de la figure 2. Les machines M1 et M2 traitent indépendamment en 2
et 3 unités de temps les éléments arrivant par les entrées u1 and u2. Les fins de processus des
machinesM1 etM2 sont représentées par les tirs des transitions x2 et x4 et les éléments mettent
ensuite respectivement 3 et 5 unités de temps pour arriver sur la machine M3. Cette machine
réalise alors un assemblage des éléments, cela nécessite 2 unités de temps et 2 assemblages
peuvent être réalisés en même temps. Le tir de la transition x6 représente la fin de l’assemblage.
Le produit complet sort finalement de la ligne par la sortie y. La représentation d’état de ce
système MISO 3 (plusieurs entrées - une sortie) est donné dansMax

in Jγ, δK :

x =



. γ1δ0 . . . .

γ0δ2 . . . . .

. . . γ1δ0 . .

. . γ0δ3 . . .

. γ0δ3 . γ0δ5 . γ2δ0

. . . . γ0δ2 .


x⊕



γ0δ0 .

. .

. γ0δ0

. .

. .

. .


u

y =
(
. . . . . γ0δ0

)
x

.

Dans ces matrices, les indices des γ représentent les décalages événementiels entre les tirs des
transitions (le (n + 1)ème tir de x1 dépend en partie du nème tir de x2) et les indices des δ
représentent les décalages temporels entre les tirs des transitions (la date de tir de x2 dépend
de la date de tir de x1 plus 2 unités de temps). Le point ’.’ représente ε qui indique l’absence
de connexion entre les transitions. La fonction de transfert (qui est en fait une matrice h ∈
Max

in Jγ, δKq×p avec q = 1) du système est calculée : h = CA∗B = (γ0δ7(γ1δ2)∗ γ0δ10(γ1δ3)∗).
Donc, si l’entrée suivante est donnée :

u =

(
γ0δ2 ⊕ γ1δ3 ⊕ γ2δ5 ⊕ γ4δ+∞
γ0δ2 ⊕ γ1δ3 ⊕ γ2δ5 ⊕ γ4δ+∞

)
la sortie correspondante sera : y = hu = γ0δ12 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ21 ⊕ γ4δ+∞. Les entrées
u et la sortie y montre particulièrement la notion de cumulation d’occurences des événements
au cours du temps. Dans ces flux, appelés trajectoires, la numérotation des occurences des
événements commence à 0. Par exemple, l’entrée u1 et son monôme γ0δ2 indique que la 1ère

occurence de l’événement est numéroté par 0 et se produit à t = 2. Lorsque la trajectoire décrit
un nombre fini d’ordres de production ou de ressources traitées, la série contient un nombre fini
de monômes et le dernier est noté γnδ+∞. Il signifie que plus aucune occurence se produit à
partir de celle numérotée par n. Par exemple, pour les séries u et y, n = 4 et donc, leurs 5èmes

occurences ne se produisent jamais.

3. MISO = Multiple Inputs - Single Output.

5
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Figure 2 – Un GET d’une ligne d’assemblage.

3 Détection de fautes dans un système (max,+)-linéaire
La mise en place d’un système automatique de diagnostic peut avoir plusieurs degrés de

précision. Le premier d’entre eux est la détection de fautes. Le principe de la détection consiste
à analyser les flux d’observations du système et à déterminer si le comportement du système
est normal (pas de fautes détectées) ou non (détection de fautes). Afin de mettre en œuvre
un tel mécanisme de détection, il suffit en général de disposer du modèle de fonctionnement
nominal du système et de comparer les flux réellement observés avec les flux attendus selon le
modèle. Comme présentés dans la section 2.2, les systèmes (max,+)-linéaires sont pleinement
caractérisés par leur fonction de transfert h. La relation entre les entrées u et les sorties y du
système sont le modèle fonctionnel du système. Ainsi, un système est dit en faute à partir du
moment où la fonction du système ne remplit pas correctement son rôle, c’est-à-dire à partir du
moment où le flux réel y d’événements sortants ne correspond pas au flux attendu ỹ. Supposons
maintenant que y et ỹ sont connus, le problème est de trouver un moyen pour les comparer
et déterminer la présence de décalages temporels entre eux. Il en résulte la définition d’un
indicateur de faute.

3.1 Comparaison temporelle entre flux
Nous proposons ici de réaliser cette comparaison temporelle en utilisant la théorie de la

résiduation, en particulier l’utilisation du quotient à droite ◦/. Une fonction de décalage temporel
va également servir pour mesurer les écarts entre deux fonctions dateurs de séries deMax

in Jγ, δK
(voir définition 6).

Définition 11 (Fonction de décalage temporel). Soient a, b ∈Max
in Jγ, δK et leurs fonc-

tions dateurs respectives Da(n) et Db(n), la fonction de décalage temporel representant tous les
écarts de temps entre a et b pour chaque n ∈ Z est définie par Ta,b(n) = Db(n)−Da(n).

Intuitivement, cette fonction associe les différences de temps entre la (n+1)ème occurence de
l’événement a et la (n+ 1)ème occurence de l’événement b. Il est clair que Ta,a(n) = 0,∀n ∈ Z.

Théorème 12 ([11]). Soient a, b ∈ Max
in Jγ, δK, la fonction de décalage temporel peut être

bornée comme suit :
∀n ∈ Z, Db◦/a(0) ≤ Ta,b(n) ≤ −Da◦/b(0).

Le théorème 12 indique donc que la comparaison entre les séries a et b peut être réduite à
déterminer les bornes minimales et maximales Db◦/a(0) et −Da◦/b(0) de la fonction de décalage
temporel Ta,b. Ces bornes sont extraites des séries b◦/a and a◦/b. Plus précisément, Db◦/a(0)

provient de γ0δDb◦/a(0) ∈ b◦/a et −Da◦/b(0) provient de γ0δDa◦/b(0) ∈ a◦/b. Ces monômes peuvent
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ne pas apparaitre explicitement dans les séries a◦/b et b◦/a mais sont retrouvés en écrivant ces
séries dans leurs représentations dateurs dans lesquelles chaque indice de γ présent dans la série
est décrit.

Remarque 13. L’analyse de ces bornes fournit les comparaisons suivantes entre a et b. Si
Db◦/a(0) ≥ 0 et −Da◦/b(0) ≥ 0, alors a 4 b. Si Db◦/a(0) ≤ 0 et −Da◦/b(0) ≤ 0, alors a < b. Enfin,
si Db◦/a(0) ≤ 0 et −Da◦/b(0) ≥ 0, alors a et b ne sont pas comparables.

Exemple 14. Soient a, b ∈Max
in Jγ, δK telles que a = γ0δ12 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ18 ⊕ γ3δ21 ⊕ γ4δ+∞,

b = γ0δ12 ⊕ γ1δ15 ⊕ γ2δ19 ⊕ γ3δ23 ⊕ γ4δ+∞. Comme illustré figure 3, l’écart minimal entre
les deux séries est de 0 (atteint pour γ0 et γ1) alors que l’écart maximal est égal à 2. Le
calcul de a◦/b et b◦/a produit ces écarts : a◦/b = γ0δ−2 ⊕ γ1δ2 ⊕ γ2δ6 ⊕ γ3δ9 ⊕ γ4δ+∞, b◦/a =
γ0δ0⊕γ1δ3⊕γ2δ7⊕γ3δ11⊕γ4δ+∞. L’écart temporel minimal Db◦/a(0) est égal à 0 et est présent
dans le monôme γ0δDb◦/a(0) de b◦/a. Cela signifie que les séries a et b contiennent au moins une
fois le même monome (en l’occurence γ0δ12 et γ1δ15). L’écart temporel maximal −Da◦/b(0) est
égal à 2 et est présent dans le monôme γ0δDa◦/b(0) de a◦/b comme illustré dans la figure 4. Ainsi,
l’écart le plus grand dans le domaine temporel entre a et b est de 2 unités de temps et se trouve
entre les monômes γ3δ21 ∈ a et γ3δ23 ∈ b.

1 2 3 4

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

a

b

Da◦/b(0)

γ

δ

Figure 3 – Séries a, b ∈ Max
in Jγ, δK dans

leurs représentations dateurs.

1 2 3 4

−2
−1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

a◦/b

Da◦/b(0)

γ

δ

Figure 4 – Ecart temporel maximal entre
a et b.

3.2 Indicateur de détection de faute temporelle

Concernant le problème de comparaison de la sortie réelle du système y avec sa sortie
attendue ỹ, le théorème 12 fournit un moyen de borner les éventuels écarts temporels entre les
événements de y et de ỹ suite à l’occurence d’une faute temporelle. Dans la représentation GET
du système, une telle faute temporelle est la modification d’une durée associée à une place.

Proposition 15. Soient y, ỹ ∈ Max
in Jγ, δK, les décalages temporels entre y et ỹ sont inclus

dans l’intervalle :

Στ (y, ỹ) = [Dy◦/ỹ(0);−Dỹ◦/y(0)] (5)

où γ0δDy◦/ỹ(0) ∈ y◦/ỹ et γ0δDỹ◦/y(0) ∈ ỹ◦/y.
A partir de cette proposition, un indicateur de faute est défini pour chaque sortie du système.

Cet indicateur est construit à partir de la connaissance de la fonction de transfert h du système et
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de l’observation des événements survenus sur l’entrée u et la sortie y. Dans [14], nous présentons
deux indicateurs, l’un pour les systèmes à une seule sortie, l’autre pour ceux à plusieurs sorties.
Ici, nous ne rappelons qu’un seul un indicateur lié à une seule sortie, peu importe le type de
système étudié. Cet indicateur utilise les calculs de y◦/ỹ et ỹ◦/y ∈Max

in Jγ, δKq×q avec q = 1 pour
un système à une seule sortie. Pour un système à plusieurs sorties, donc lorsque q > 1, il suffit
d’utiliser directement les éléments diagonaux (y◦/ỹ)ii = yi◦/ỹi et (ỹ◦/y)ii = ỹi◦/yi des résultats du
calcul matriciel car un tel système est en faute si au moins l’une de ses sorties n’est pas la sortie
attendue.

Définition 16 (Indicateur de faute). Soit h ∈ Max
in Jγ, δKq×p une fonction de transfert

d’un système (max,+)-linéaire. Soient u ∈Max
in Jγ, δKp et y ∈Max

in Jγ, δKq les trajectoires d’entrée
et de sortie observables du système. L’indicateur Ih(u, yi) est la fonction :

Ih(u, yi) =

{
faux si pour ỹi = hu, Στ (yi, ỹi) = [0; 0],

vrai sinon.

Pour un système à une seule sortie, yi = y ∈Max
in Jγ, δK.

Puisque u est observé, il faut commencer par simuler le système pour obtenir la sortie
attendue ỹi. Ensuite, grâce au calcul du quotient à droite entre y (qui est observé) et ỹ, les
écarts entre yi et ỹi sont calculés. L’indicateur lève une alarme (i.e. il retourne vrai) dès qu’une
des bornes minimale ou maximale du décalage temporel déterminé par la proposition 15 entre la
sortie observée y et la sortie attendue ỹ n’est pas nulle. En retournant faux uniquement lorsque
Στ (yi, ỹi) = [0; 0], cela garantit que l’indicateur retournera faux uniquement lorsque les deux
bornes sont nulles. Maintenant, il reste à savoir si l’indicateur défini est correct ou non.

Définition 17 (Indicateur correct). Un indicateur est correct s’il retourne vrai unique-
ment lorsque le système est en faute.

En d’autres termes, un indicateur correct ne devrait jamais lever une alarme tant que le
système n’a pas de faute. Il assure qu’il n’y aura jamais de détection de type faux positif. Dans
le cas de l’indicateur Ih, cela revient à savoir si Στ (yi, ỹi) 6= [0; 0] indique toujours que le système
est en faute.

Proposition 18. L’indicateur Ih(u, yi) est correct.
Preuve. Pour prouver que Ih(u, yi) est correct, il faut prouver que pour n’importe quel

couple de trajectoires identiques (y1, y2) dansMax
in Jγ, δK, Στ (y1, y2) = [0; 0]. Considérons deux

séries identiques y1 et y2, alors y1◦/y2 = y2◦/y1 = y1◦/y1. Maintenant, soit x1 = y1◦/y1, selon les
théorèmes 9 et 2, x1 = (x1)∗ = e⊕ · · · = γ0δ0⊕ . . . . Ainsi, il existe toujours dans y1◦/y2 et dans
y2◦/y1 un monôme e = γ0δ0. A partir du théorème 12 on obtient Dy1◦/y2(0) = −Dy2◦/y1(0) = 0.
Le résultat découle alors de l’équation (5).

Exemple 19. Soit le système MIMO 4 (plusieurs entrées - plusieurs sorties) (max,+)-linéaire
de la figure 5 dont voici la fonction de transfert :

h =


γ0δ8(γ1δ1)∗ γ0δ8(γ1δ1)∗

γ0δ5(γ1δ1)∗ γ0δ5(γ1δ1)∗

γ0δ1(γ1δ1)∗ ε
γ0δ3(γ1δ1)∗ γ0δ3(γ1δ1)∗

 . (6)

Soient les entrées suivantes u1 = γ0δ2 ⊕ γ1δ4 ⊕ γ3δ∞ et u2 = γ0δ3 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ3δ∞. Si une
faute génère un délai de 4 unités de temps entre les transitions x1 et x2 (la place entre ces
transitions est alors labélisée avec 6 unités de temps au lieu de 2), la sortie observée de y1

4. MIMO = Multiple Inputs - Multiple Outputs.

8

MSR 2017, 11ème Colloque sur la Modélisation des Systèmes Réactifs 
15-17 novembre 2017, Marseille, France



Fautes temporelles dans les systèmes (max,+)-linéaires E. Le Corronc, A. Sahuguède et Y. Pencolé

u1

m1

1
x1

m3

2

m8

3

m4

1

x2 y1

u2

m2

3
x3

m7

1

m9

1
m5

2
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1

x4 y2

m10

y3

m11

y4

Figure 5 – GET d’un système MIMO (max,+)-linéaire.

devient y1 = γ0δ12 ⊕ γ1δ14 ⊕ γ3δ∞ alors que les autres sorties ne changent pas. Les calculs de
ỹ◦/y et y◦/ỹ donnent pour y1 :

(ỹ◦/y)11 = ỹ1◦/y1 = γ0δ−1 ⊕ γ1δ0 ⊕ γ2δ2 ⊕ γ3δ+∞,
(y◦/ỹ)11 = y1◦/ỹ1 = γ0δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ3δ+∞.

Donc Ih(u, y1) = vrai car Στ (y1, ỹ1) = [0; 1]. Un décalage temporel est détecté pour cette
sortie. Les indicateurs des autres sorties renvoient faux donc aucun autre décalage temporel
n’est détecté.

4 Localisation de fautes dans un système (max,+)-linéaire

La section 3 définit un indicateur permettant de détecter la présence de fautes temporelles.
L’objectif de cette section est d’utiliser cet indicateur afin d’affiner le résultat du diagnostic et de
localiser l’origine de la (des) faute(s) temporelle(s). La méthode de localisation proposée repose
dans un premier temps sur l’extension du modèle de fonctionnement nominal en y intégrant
un modèle de représentation des fautes temporelles. La deuxième étape consiste à analyser ce
nouveau modèle pour en extraire des matrices de signatures qui vont associer à chaque type de
faute temporelle des manifestations observables sur les indicateurs.

4.1 Représentation d’une faute de type décalage temporel

Un décalage temporel est en réalité une modification de la durée associée à une place du
GET correspondant. Ce changement se retrouve alors dans l’indice de la variable δ d’un des
monômes des matrices A, B ou C. Pour représenter cette modification, une nouvelle notation
des monômes de ces matrices est introduite.

Définition 20 (Monôme de faute). Pour représenter l’effet d’une faute de type déca-
lage temporel dans un système (max,+)-linéaire, les monômes des matrices A, B et C de sa
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représentation d’état sont appelés monômes de faute et écrits tels que :

mi = γniδti ⊗ fi avec fi =

{
γ0δt

′
i si une faute de type décalage temporel est présente,

e sinon,

où i = {1, . . . , N} avec N le nombre de monômes de A, B, C différents de ε (il s’agit donc du
nombe de places du GET) et où t′i ∈ Z avec t′i ≥ −ti.

Exemple 21. Si un retard de 2 unités de temps survient lors d’un transfert d’une pièce qui,
lorsqu’aucune faute n’est présente dure 3 unités de temps et ne peut être réalisé que sur une pièce
à la fois, le monôme de faute de cet assemblage sera écrit m1 = γ0δ3 ⊗ γ0δ2 = γ0δ3+2 = γ0δ5.
Le tir de la transition aval de la place représentée par ce monôme dans le GET associé sera
donc retardé de 2 unités de temps par rapport au fonctionnement sans faute. En revanche, si
une avance de 2 unités de temps survient dans ce même contexte, le monôme de faute de cet
assemblage sera écrit m1 = γ0δ3 ⊗ γ0δ−2 = γ0δ3−2 = γ0δ1.

Définition 22 (Fonction de transfert à mémoire). La fonction de transfert h ∈
Max

in Jγ, δKq×p d’un système (max,+)-linéaire écrite grâce à l’utilisation des monômes de faute
est appelée fonction de transfert à mémoire et est notée hm. Elle contient en effet de manière
explicite tous les chemins possibles que peuvent emprunter les jetons entre toutes les entrées et
toutes les sorties du système.

Exemple 23. Voici la représentation d’état du GET de la figure 5 avec les monômes de faute :

x =


. . . .

m3 . . m4

m5 . m6 .

. . m7 .

xf ⊕


m1 .

. .

. m2

. .

u,

y =


. m8 . .

. . . m9

m10 . . .

. . m11 .

x.

La fonction de transfert à mémoire du système est la suivante :

hm =


m8m3m1 ⊕m8m4m7(m6)∗m5m1 m8m4m7(m6)∗m2

m9m7(m6)∗m5m1 m9m7(m6)∗m2

m1m10 ε
m11(m6)∗m5m1 m11(m6)∗m2

 . (7)

Remarque 24. Lors d’un fonctionnement sans faute du système, c’est-à-dire lorsque tous les
fi sont égaux à e, on retrouve la fonction de transfert h donnée par l’équation (6) grâce aux
simplifications dans l’algèbre (max,+). Ainsi, par exemple :

m8m3m1 ⊕m8m4m7(m6)∗m5m1

= (γ0δ3 ⊗ γ0δ2 ⊗ γ0δ1)⊕ (γ0δ3 ⊗ γ0δ1 ⊗ γ0δ1 ⊗ (γ1δ1)∗ ⊗ γ0δ2 ⊗ γ0δ1)

= γ0δ6 ⊕ γ0δ8(γ1δ1)∗ = γ0δ8(γ1δ1)∗.

4.2 Matrices de signatures pour la localisation de fautes temporelles
L’effet d’une faute de type décalage temporel peut être constaté sur plusieurs sorties et

donc concerner plusieurs indicateurs. À partir de la fonction de transfert à mémoire hm écrite

10

MSR 2017, 11ème Colloque sur la Modélisation des Systèmes Réactifs 
15-17 novembre 2017, Marseille, France



Fautes temporelles dans les systèmes (max,+)-linéaires E. Le Corronc, A. Sahuguède et Y. Pencolé

à l’aide des monômes de faute mi, il est possible d’obtenir les liens entre la sortie concernée
par l’indicateur et les fautes pouvant causer ce décalage temporel. Reprenons par exemple la
fonction de transfert de l’équation (7) du système illustré par la figure 5. La sortie y4 peut être
affectée par les places représentées par les monômes m1,m2,m4,m5,m6,m12. Autrement dit, la
présence d’une faute temporelle f1, f2, f4, f5, f6, f12 peut avoir pour effet un décalage temporel
qui sera détecté par l’indicateur Ih(u, y4). Ainsi, l’indicateur Ih(u, y4) fait partie de la signature
de toutes ces fautes.

Définition 25 (Signature de faute). Soient hm la fonction de transfert à mémoire d’un
système (max,+)-linéaire et I l’ensemble de ses k indicateurs de faute. Ifi ⊆ I correspond à
l’ensemble des indicateurs pouvant retourner vrai lorsqu’une faute fi a lieu. Ifi est appelé la
signature de faute de fi.

Remarque 26. Si toutes les sorties du système sont observées, k = q.
Chaque faute temporelle est ainsi associée à une signature constituée d’un ensemble d’indi-

cateurs pouvant être levés si la faute se produit. Cet ensemble de signatures constitue la matrice
de signatures du système.

Définition 27 (Matrice de signatures). Soient hm la fonction de transfert à mémoire
d’un système (max,+)-linéaire, I l’ensemble de ses k indicateurs de faute et F l’ensemble des
l fautes de type décalage temporel. La matrice de signatures du système est la relation I × F
notée M ∈ Bk×l pour laquelle chaque élément est défini par :

Mij =

{
1 si Ih(u, yi) ∈ Ifj ,
0 sinon.

Remarque 28. Le nombre l de fautes de type décalage temporel est égal au nombre N de
places du GET (cf. définition 20).

Exemple 29. La table 1 présente la matrice de signatures de l’exemple de la figure 5 obtenue
à partir de la fonction de transfert à mémoire hm donnée dans l’équation (7).

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11

Ih(u, y1) 1 1 1 1 1 1 1 1 - - -

Ih(u, y2) 1 1 - - 1 1 1 - 1 - -

Ih(u, y3) 1 - - - - - - - - 1 -

Ih(u, y4) 1 1 - - 1 1 - - - - 1

Table 1 – Matrice de signatures du GET de la figure 5.

Grâce à cette matrice de signatures et en fonction de l’état des indicateurs, un ensemble de
fautes candidates est alors retourné.

Définition 30 (Faute candidate). Une faute fj est candidate s’il existe un indicateur
Ih(u, yi) retournant vrai et tel que Mij = 1.

Exemple 31. Dans l’exemple de la figure 5, si les indicateurs Ih(u, y1) et Ih(u, y3) sont les seuls
indicateurs à retourner vrai, alors f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f10 sont les fautes candidates. Par
construction, aucune faute parmi f9 et f11 ne peut expliquer la valeur observée des indicateurs.

La matrice de signatures met en évidence les différentes fautes pouvant expliquer les levées
des indicateurs. Cependant, il ne s’agit pas d’une implication stricte mais bien d’un ensemble
de possibilités. En effet, dans un système (max,+)-linéaire, lorsqu’une faute temporelle se
produit dans l’un des chemins en amont d’une synchronisation, il se peut que son effet soit
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totalement caché par celle-ci si le décalage temporel est compensé par une durée d’opération
plus grande dans un autre chemin. Par exemple, dans le GET de la figure 5, l’équation de la
sortie y1 dépend des entrées u1 et u2 par la relation y1 = (m8m3m1⊕m8m4m7(m6)∗m5m1)u1⊕
(m8m4m7(m6)∗m2)u2. La présence de l’opérateur ⊕ dans cette équation montre que plusieurs
synchronisations ont lieu entre différents chemins du GET pour arriver sur la même sortie. Un
décalage temporel f1 peut faire lever l’indicateur de la sortie y1 mais pas nécessairement à cause
des synchronisations avales.

Ce constat nous permet néanmoins d’affiner l’analyse. Si une faute (et une seule) survient
dans une place du GET nécessairement impliquée dans un chemin menant d’une entrée à une
sortie du système (sans synchronisation), l’indicateur de détection de faute lié à cette sortie
sera obligatoirement levé. Par exemple, toujours pour la sortie y1 de la figure 5, si une faute
f8 se produit, elle sera obligatoirement répercutée sur la sortie y1. Dans ce même GET, un
autre exemple est celui de l’équation de la sortie y3 qui n’est dépendante que de la sortie u1
par la relation y3 = (m1m10)u1. Aucune synchronisation n’étant présente dans ce chemin,
si un décalage temporel apparait sur m1 ou m10, il sera obligatoirement répercuté sur y3 sans
possibilité d’être compensé par une synchronisation avec un chemin ayant un temps de parcours
plus grand. Il est ainsi possible de définir la signature minimale d’une faute et la matrice
Mmin ∈ Bk×l qui les rassemble.

Définition 32 (Signature minimale de faute). Soient hm la fonction de transfert à
mémoire d’un système (max,+)-linéaire et I l’ensemble des k indicateurs de faute du système,
Imin
fi
⊆ I correspond à l’ensemble des indicateurs retournant obligatoirement vrai lorsqu’une

faute fi a lieu. Imin
fi

est appelé la signature minimale de faute de fi.
Exemple 33. La table 2 présente la matrice de signatures minimales de l’exemple de la

figure 5 obtenue à partir de la fonction de transfert à mémoire hm donnée dans l’équation (7).

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11

Ih(u, y1) - - - - - - - 1 - - -

Ih(u, y2) - - - - - - 1 - 1 - -

Ih(u, y3) 1 - - - - - - - - 1 -

Ih(u, y4) - - - - - - - - - - 1

Table 2 – Matrice de signatures minimales Mmin du GET de la figure 5.

La notion de signature minimale permet donc de raffiner la méthode de localisation proposée
dès lors que l’hypothèse suivante est faite : il n’y a qu’une seule faute temporelle qui se produit
à un instant donné.

Définition 34 (Faute candidate minimale). Une faute fi est une faute candidate mi-
nimale s’il existe au moins un indicateur de Ifi retournant vrai et si tous les indicateurs de sa
signature minimale Imin

fi
retournent vrai.

Exemple 35. Reprenons l’exemple de localisation pour lequel, dans le système de la fi-
gure 5, les indicateurs Ih(u, y1) et Ih(u, y3) retournent vrai. Les fautes candidates relatives
à la matrice de signatures M sont f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f10. L’analyse de la matrice de si-
gnatures minimales Mmin permet d’extraire l’information supplémentaire suivante : l’absence
de déviation sur y2 exclut la faute f7. L’ensemble de fautes candidates minimales est donc
f1, f2, f3, f4, f5, f6, f8, f10.

Il est important de noter que pour obtenir la matrice de signatures et la matrice de signa-
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tures minimales, il est nécessaire de connaitre la fonction de transfert à mémoire qui indique
explicitement toutes les relations entre les entrées et les sorties du système.

5 Conclusion

Cet article a proposé une méthode de détection et de localisation de fautes temporelles
pour une classe de SED temporisés appelés systèmes (max,+)-linéaires. Ces systèmes sont
particulièrement adaptés pour identifier des décalages temporels non souhaités typiques des
problèmes de perte de performance générale dans les procédés industriels.

L’étape de détection repose sur la définition d’un indicateur de faute temporelle utilisant la
théorie de la résiduation appliquée aux systèmes (max,+)-linéaires et réalise une comparaison
de la sortie observée du système par rapport à la sortie attendue connaissant les entrées et la
fonction de transfert h. Cet indicateur est prouvé correct et ne peut en aucun cas détecter des
cas de type faux positif. Pour l’étape de localisation, nous définissons des matrices de signatures
à partir desquelles il est possible de retrouver l’ensemble des fautes candidates qui expliquent
la levée des indicateurs définis dans la première étape. Ces matrices sont obtenues en étendant
le modèle du système pour y inclure la représentation de faute de type décalage temporel
(fonction de transfert à mémoire). Cette représentation peut cependant être coûteuse à obtenir
si le système est complexe car composé de nombreuses synchronisations et boucles.

Plusieurs pistes peuvent faire suite à ce travail. Tout d’abord, d’autres types de fautes pour-
raient être considérées tels que des décalages événementiels qui représenteraient la perte de
ressources dans le processus. Il faudrait alors mettre en place un autre modèle de faute et dé-
finir l’indicateur correspondant. La théorie de la résiduation pourrait à nouveau être utilisée
avec des fonctions compteurs qui conservent l’historique du nombre des occurences des évé-
nements (cf. [11], [15] et [8]). Une autre piste concerne l’étude des systèmes présentant des
durées d’opérations variables ou méconnues représentées par des intervalles de temps associées
aux places du GET. Une idée pourrait être de travailler avec des bornes de comportements du
système : un comportement le plus rapide fait de toutes les durées minimales des intervalles et
un comportement le plus lent composé de toutes les durées maximales. Enfin, cette méthode de
détection et de localisation pourrait être appliquée aux réseaux informatiques modélisés par la
théorie du Network Calculus (également basée sur l’algèbre des dioïdes, cf. [3]). Actuellement,
dans ce contexte, des mesures d’écarts entre les flux d’entrée et de sortie sont utilisées comme
indicateurs de performance tel que le délai pire cas de traversée des paquets dans le système.
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