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1 Introduction

Le but de cet article est de calculer le résultant de k formes (ou polynômes
homogènes) en k variables, qui exprime la condition pour que ces polynômes
aient un zéro commun non nul.

Ce résultant est un polynôme en les coefficients des k formes. Son calcul
est inconnu dans le cas général.

Lorsque les degrés des formes sont tous égaux cet article présente les
seuls cas actuellement connus où le calcul du résultat est théoriquement
possible sous la forme d’un déterminant, présentés en [24]. Cependant pour
certains de ces cas le calcul effectif des éléments de ce déterminant n’est
pas connu, ce qui empêche le calcul effectif du résultant. Nous présentons –
pour la première fois à notre connaissance – le calcul effectif du résultant de
trois formes ternaires de degré trois sous la forme d’un déterminant d’ordre
minimal treize, alors que le calcul effectif sous la forme d’un déterminant
d’ordre quinze était déjà connu grâce a une méthode due à J. Sylvester.

Bien entendu même dans le cas où le calcul effectif de tous les éléments
du déterminant est possible, le calcul pratique du résultant est hors de portée
lorsque l’ordre de ce déterminant est trop élevé.

Lorsque les degrés des formes ne sont pas tous égaux cet article présente
quelques cas de calculs du résultant.
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Concernant les travaux historiques sur les résultants signalons ceux de :

• Étienne Bezout (1730-1783)
• Joseph (dit James) Sylvester (1814-1897)
• Arthur Cayley (1821-1895)
• Francis Macaulay (1862-1937)
• Alfred Dixon (1865-1936).

Quelques remarques et notations générales

∗ ssi signifie : “si et seulement si”.
∗ l’ordre utilisé pour classer les monômes est toujours lexicographique
∗ E(u) représente la partie entière d’un nombre réel u
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2 Notations

2.1 Notation des variables

Soient k variables x1, x2, x3, x4, x5, x6, . . . = x, y, z, t, u, v, . . ..

2.2 Notation des formes ou polynômes homogènes

Soient k formes (i.e. k polynômes homogènes) :

f1(x1, . . . , xk), de degré d1, . . . , fk(x1, . . . , xk), de degré dk.

2.3 Notations de certains espaces

SdCk ensemble des formes de k variables de degré d.
Alors dim (SdCk) = Cd

d+k−1 ,
(d+k−1)!
d! (k−1)!

:

• dim (SdC1) = 1

• dim (SdC2) = d+ 1

� dim (S0 C2) = 1 ; base : {1}.

� dim (S1 C2) = 2 ; base : {x, y}.

� dim (S2 C2) = 3 ; base : {x2, x y, y2}.

� dim (S3 C2) = 4 ; base : {x3, x2 y, x y2, y3}.

� dim (S4 C2) = 5 ; base : {x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}.

� dim (S5 C2) = 6 ; base : {x5, x4 y, x3 y2, x2 y3, x y4, y5}.

� dim (S6 C2) = 7 ; base : {x6, x5 y, x4 y2, x3 y3, x2 y4, x y5, y6}.

� dim (S7 C2) = 8 ; base : {x7, x6 y, x5 y2, x4 y3, x3 y4, x2 y5, x y6, y7}.

� etc.

• dim (SdC3) = (d+2) (d+1)
2

� dim (S0 C3) = 1 ; base {1}.

� dim (S1 C3) = 3 ; base : {x, y, z}.

� dim (S2 C3) = 6 ; base : {x2, x y, x z, y2, y z, z2}.

� dim (S3 C3) = 10 ; base : {x3, x2 y, x2 z, x y2, x y z, x z2, y3, y2 z, y z2, z3}.
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� dim (S4 C3) = 15 ; base : {x4, x3 y, x3 z, x2 y2, x2 y z, x2 z2, x y3, x y2 z,
x y z2, x z3, y4, y3 z, y2 z2, y z3, z4}.

� dim (S5 C3) = 21 ; base : {x5, . . . , z5}.

� dim (S6 C3) = 28 ; base : {x6, . . . , z6}.

� dim (S7 C3) = 36 ; base : {x7, . . . , z7}.

� dim (S8 C3) = 45 ; base : {x8, . . . , z8}.

� etc.

• dim (SdC4) = (d+3) (d+2) (d+1)
6

� dim (S0 C4) = 1 ; base {1}.

� dim (S1 C4) = 4 ; base : {x, y, z, t}.

� dim (S2 C4) = 10 ; base : {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2}.

� dim (S3 C4) = 20 ; base : {x3, x2 y, x2 z, x2 t, x y2, x y z, x y t, x z2, x z t,
x t2, y3, y2 z, y2 t, y z2, y z t, y t2, z3, z2 t, z t2, t3}.

� dim (S4 C4) = 35 ; base : {x4, x3 y, x3 z, x3 t, x2 y2, x2 y z, x2 y t, x2 z2,
x2 z t, x2 t2, x y3, x y2 z, x y2 t, x y z2, x y z t, x y t2, x z3, x z2 t, x z t2, x t3,
y4, y3 z, y3 t, y2 z2, y2 z t, y2 t2, y z3, y z2 t, y z t2, y t3, z4, z3 t, z2 t2, z t3, t4}.

� dim (S5 C4) = 56 ; base : {x5, . . . , t5}.

� dim (S6 C4) = 84 ; base : {x6, . . . , t6}.

� dim (S7 C4) = 120 ; base : {x7, . . . , t7}.

� etc.

• dim (SdC5) = (d+4) (d+3) (d+2) (d+1)
24

� dim (S0 C5) = 1 ; base {1}.

� dim (S1 C5) = 5 ; base : {x, y, z, t, u}.

� dim (S2 C5) = 15 ; base : {x2, x y, x z, x t, x u, y2, y z, y t, y u, z2, z t, z u,
t2, t u, u2}.

� dim (S3 C5) = 35 ; base : {x3, x2 y, x2 z, x2 t, x2 u, x y2, x y z, x y t,
x y u, x z2, x z t, x z u, x t2, x t u, x u2, y3, y2 z, y2 t, y2 u, y z2, y z t, y z u, y t2,
y t u, y u2, z3, z2 t, z2 u, z t2, z t u, z u2, t3, t2 u, t u2, u3}.

� dim (S4 C5) = 70 ; base : {x4, . . . , u4}.

� dim (S5 C5) = 126 ; base : {x5, . . . , u5}.
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� etc.

• dim (SdC6) = (d+5) (d+4) (d+3) (d+2) (d+1)
120

� dim (S0 C6) = 1 ; base {1}.

� dim (S1 C6) = 6 ; base : {x y, z, t, u, v}.

� dim (S2 C6) = 21 ; base : {x2, x y, x z, x t, x u, x v, y2, y z, y t, y u,
y v, z2, z t, z u, z v, t2, t u, t v, u2, u v, v2}.

� dim (S3 C6) = 56 ; base : {x3, . . . , v3}.

� dim (S4 C6) = 126 ; base : {x4, . . . , v4}.

� etc.

• etc.

∧pCk ensemble des ξ1 ∧ . . . ∧ ξp et ∧0 Ck = {1}. Alors
dim (∧pCk) = Cp

k ,
k!

p! (k−p)! ; 0 6 p 6 k :

� dim (∧0 C1) = 1 ; base : {1},
� dim (∧1 C1) = 1 ; base : {ξ1},

� dim (∧0 C2) = 1 ; base : {1},
� dim (∧1 C2) = 2 ; base : {ξ1, ξ2},
� dim (∧2 C2) = 1 ; base : {ξ1 ∧ ξ2},

� dim (∧0 C3) = 1 ; base : {1},
� dim (∧1 C3) = 3 ; base : {ξ1, ξ2, ξ3},
� dim (∧2 C3) = 3 ; base : {ξ1 ∧ ξ2, ξ1 ∧ ξ3, ξ2 ∧ ξ3},
� dim (∧3 C3) = 1 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3},

� dim (∧0 C4) = 1 ; base : {1},
� dim (∧1 C4) = 4 ; base : {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4},
� dim (∧2 C4) = 6 ; base :

{ξ1 ∧ ξ2, ξ1 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ3, ξ2 ∧ ξ4, ξ3 ∧ ξ4, },
� dim (∧3 C4) = 4 ; base :

{ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4},
� dim (∧4 C4) = 1 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4},
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� dim (∧0 C5) = 1 ; base : {1},

� dim (∧1 C5) = 5 ; base : {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5},
� dim (∧2 C5) = 10 ; base : {ξ1 ∧ ξ2, ξ1 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ5,

ξ2 ∧ ξ3, ξ2 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ5, ξ3 ∧ ξ4, ξ3 ∧ ξ5, ξ4 ∧ ξ5},

� dim (∧3 C5) = 10 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ5, ξ1 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5,
ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5},

� dim (∧4 C5) = 5 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5},

� dim (∧5 C5) = 1 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5},

� dim (∧0 C6) = 1 ; base : {1},

� dim (∧1 C6) = 6 ; base : {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6},

� dim (∧2 C6) = 15 ; base : {ξ1 ∧ ξ2, ξ1 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ6, ξ2 ∧ ξ3, ξ2 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ6, ξ3 ∧ ξ4, ξ3 ∧ ξ5,
ξ3 ∧ ξ6, ξ4 ∧ ξ5, ξ4 ∧ ξ6, ξ5 ∧ ξ6},

� dim (∧3 C6) = 20 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ5, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ4 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ4 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ6,
ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ6, ξ2 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ6,
ξ3 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6},

� dim (∧4 C6) = 15 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ6,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ5 ∧ ξ6,
ξ1 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ6, ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5 ∧ ξ6,
ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6},

� dim (∧5 C6) = 6 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ5 ∧ ξ6,
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6, ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6,
ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6},

� dim (∧6 C6) = 1 ; base : {ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3 ∧ ξ4 ∧ ξ5 ∧ ξ6},

� . . .
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2.4 Notations des déterminants

• si k = 2 soit AB ,

∣∣∣∣ a b
a
′
b
′

∣∣∣∣ = a b
′
+ . . ..

• si k = 3 soit ABC ,

∣∣∣∣∣∣
a b c
a
′

b
′

c
′

a
′′

b
′′

c
′′

∣∣∣∣∣∣ = a b
′
c
′′

+ . . ..

• si k = 4 soit ABCD ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a
′

b
′

c
′

d
′

a
′′

b
′′

c
′′

d
′′

a
′′′

b
′′′

c
′′′

d
′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a b
′
c
′′
d
′′′

+ . . ..

• k = 5 soit ABCDE ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d e
a
′

b
′

c
′

d
′

e
′

a
′′

b
′′

c
′′

d
′′

e
′′

a
′′′

b
′′′

c
′′′

d
′′′

e
′′′

a
′′′′

b
′′′′

c
′′′′

d
′′′′

e
′′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a b

′
c
′′
d
′′′
e
′′′′

+ . . ..

• k = 6 soit ABCDEF ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d e f
a
′

b
′

c
′

d
′

e
′

f
′

a
′′

b
′′

c
′′

d
′′

e
′′

f
′′

a
′′′

b
′′′

c
′′′

d
′′′

e
′′′

f
′′′

a
′′′′

b
′′′′

c
′′′′

d
′′′′

e
′′′′

f
′′′′

a
′′′′′

b
′′′′′

c
′′′′′

d
′′′′′

e
′′′′′

f
′′′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a b

′
c
′′
d
′′′
e
′′′′
f
′′′′′

+ . . ..

• . . .

2.5 Notation du produit vectoriel pour k = 3

Lorsque k = 3 on note :

A×B =

 a
a
′

a
′′

×
 b
b
′

b
′′

 =

 a
′
b
′′ − b′ a′′

b a
′′ − a b′′

a b
′ − b a′

, où× représente le produit

vectoriel.

Alors ABC = (A, B, C) = (A × B) � C où ( , , ) représente un produit
mixte et � un produit scalaire.
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3 Définitions et problème à résoudre

3.1 Définitions

Le résultantR(f1, . . . , fk) des k formes f1(x1, . . . , xk), . . . , fk(x1, . . . , xk)
est le polynôme irréductible en les coefficients de ces formes qui s’annule
lorsque ces formes ont un zéro commun sur Ck − {0}, i.e. un zéro commun
non nul ; il est tel que R(xd11 , . . . , x

dk
k ) = 1

R(f1, . . . , fk) est une forme, donc un polynôme homogène, en les coeffi-
cients de chaque forme fi, de degré d1 . . . di−1 di+1 . . . dk.

R(f1, . . . , fk) est une forme de degré totalD =
∑k

i=1 d1 . . . di−1 di+1 . . . dk.

tk ,
∑k

i=1(di − 1) est le degré critique [14] 1.

Dans le cas particulier où d1 = . . . = dk = d le degré total est D = k dk−1

et le degré critique tk = k (d− 1).

3.2 Problème à résoudre

• Si on considère k formes à k variables il y a un résultant [31] [48] 2.
Voir [44] 3 pour les degrés et les poids, ce qui permet de prévoir les termes
qui doivent intervenir dans ce résultant.

• Le calcul général est celui où :

f1(x1, . . . , xk) est de degré d1, . . . , fk(x1, . . . , xk) est de degré dk.

• Le cas particulier est celui où d1 = . . ., = dk = d.

• Dans le cas général, ou même dans le cas particulier, on ne sait pas
calculer ce résultant de manière théorique et par conséquent on ne sait pas
le calculer de manière effective.

• Il existe des cas généraux pour lesquels on sait calculer ce résultant de
manière théorique sous la forme d’un déterminant, que le calcul effectif soit
possible ou non.

• Lorsque l’on sait calculer ce résultant de manière théorique sous la forme
d’un déterminant on peut chercher le déterminant d’ordre minimal. Il arrive
que le calcul effectif du déterminant d’ordre minimal est inconnu alors que
celui d’un déterminant d’ordre supérieur est possible.

1. p. 2
2. p. 159
3. n. 78
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4 Cas particulier où les degrés des k formes

sont tous égaux à d et complexe associé

4.1 Définitions

Soit donc k le nombre des formes à k variables et p ∈ Z ; −k+ 1 6 p 6 k
(il y a donc 2 k valeurs possibles de p) et m ∈ Z un paramètre appelé pa-
ramètre de torsion 4 et noté t par [14] 5.

Soient :
• A−p , Sm−p dCk ⊗ ∧pCk, qui n’apparâıt en fait que si m− p d > 0 et

0 6 p 6 k,

• B−p , (Sp d−m+(k−1) (d−1)−1 Ck)
∗ ⊗ ∧p+k−1 Ck, qui n’apparâıt en fait que

si p d−m+ (k− 1) (d− 1)− 1 > 0 et 0 6 p+ k− 1 6 k i.e. −k+ 1 6 p 6 1,

• C−p , A−p ⊕ B−p, où A−p et/ou B−p peut/peuvent disparâıtre.

4.2 Dimensions

dim A−p = max(0, k
p! (k−p)!

(m−p d+k−1)!
(m−p d)!

), dans la mesure où A−p existe,
pour les 2 k valeurs : p = −k + 1, −k + 2, . . . , k − 1, k.

dim B−p = max(0, k
(p+k−1)! (−p+1)!

[p d−m+(k−1) d−1]!
[p d−m+(k−1) d−k]!

), dans la mesure où

B−p existe, pour les 2 k valeurs : p = −k + 1, −k + 2, . . . , k − 1, k.

4.3 Complexe de Weyman (ou, plus rarement, de
Koszul) associé

Considérons le complexe de Weyman (ou, plus rarement, de Koszul) :

C• , C•(m ; f1, . . . , fk) [24] 6 :

C• : {0 −→ C−k
δ−k−→ C−k+1 δ−k+1

−→ . . .
δ−2

−→ C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 δ1−→
. . .

δk−3

−→ Ck−2 δk−2

−→ Ck−1 −→ 0}, tel que, par définition d’un complexe :

δ−k ◦ δ−k+1 = δ−k+1 ◦ δ−k+2 = . . . = δk−3 ◦ δk−2 = 0.

4. “twist parameter” en anglais
5. p. 2
6. pp. 428-430 § B : “The Cayley determinental formula” pour le complexe de Koszul

et pp. 430-433 § C : “Polynomial expressions for the resultant via Weyman’s complexes”
pour le complexe de Weyman
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Il s’agit plus précisemment d’un complexe de co-chaines [3] 7 [30] 8 pour
lequel les indices des termes C−p, placés en haut (comme co-variant) aug-
mentent de gauche à droite. Les applications δ−p sont appelées differentielles
ou co-bords. Cette notion de complexe de co-chaines est liée à celle d’algèbre
et de co-homologie. Elle est également liée à la notion d’injectif et au foncteur
Ext. Ce complexe est fini ou borné car il ne s’étend pas à l’infini ni a gauche
ni a droite.

Signalons que la notion de complexe de chaines [3] 9 [30] 10 utilise des
termes munis d’indices placés en bas (comme variant) qui diminuent de
gauche à droite. Les applications entre termes (notées ∂ et non δ) sont ap-
pelées différentielles ou bords. Cette notion de complexe de chaines est liée
a celle de topologie et d’homologie. Elle est également liée à la notion de
projectif et au foncteur Tor. Ce complexe est fini ou borné s’il ne s’étend à
l’infini ni a gauche ni a droite.

Il y a donc, a priori, 2 k termes 11 dans le complexe et 2 k−1 différentielles δ 12,
mais en fait il y en aura souvent moins.

Posons n−p = dim C−p ; −k + 1 6 p 6 k. On a :

C−p
δ−p−→ C−p+1, avec :

A−p
δ−p11−→ A−p+1, B−p

δ−p12−→ A−p+1 et B−p
δ−p22−→ B−p+1. Alors :

δ−p =

[
δ−p11 δ−p12

0 δ−p22

]
.

Lorsquem 6 k (d−1) le complexe associé est appelé complexe de Weyman
(noté W par la suite, à la droite du complexe).

Lorsque m > k (d− 1) le complexe associé est appelé complexe de Koszul
(noté K par la suite, à la droite du complexe). Mais alors on verra que le
complexe est :

C• : {0 −→ C−k = A−k
δ−k11−→ C−k+1 = A−k+1 δ−k+1

11−→ . . .
δ−2
11−→

C−1 = A−1 δ−1
11−→ C0 = A0 −→ 0} (K) et que les premiers termes peuvent

disparâıtre.

7. p. 136
8. p. 118
9. p. 121

10. p. 117
11. on parlera toujours de termes non triviaux i.e. non nuls
12. on parlera toujours de différentielles non triviales i.e. non nulles
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4.4 Utilisation du jacobien et de ses dérivées partielles

On peut augmenter le nombre de formes de k à 2 k + 1 en utilisant le
jacobien des k formes initiales et ses k dérivées partielles. Malheureusement
le degré de toutes ces formes n’est pas le même et, en général, cette utilisation
n’apporte pas d’aide au calcul du résultant [44].

Soit J ,

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xk

...
...

∂fk
∂x1

. . . ∂fk
∂xk

∣∣∣∣∣∣∣ le jacobien des k formes initiales.

• Aux k équations initiales f1 = 0, . . . , fk = 0, de degré d, en (k+d−1)!
d! (k−1)!

monômes on peut adjoindre :

• une équation J = 0, de degré (d− 1) k en [k+(d−1) k−1]!
[(d−1) k]! (k−1)!

monômes et :

• k équations ∂J
∂x1

= 0, . . . , ∂J
∂xk

= 0 , de degré (d−1) k−1 en (d k−2)!
[(d−1) k−1]! (k−1)!

monômes.

4.5 Cas étudiés

Cas a : d = 1. t1 = 0, t1
2

= 0, E( t1
2

) = 0.

Cas b : k = 2 ; d > 2. t2 = 2 (d− 1), t2
2

= d− 1, E( t2
2

) = d− 1.

Cas c : k = 3 ; d > 2. t3 = 3 (d− 1), t3
2

= 1, 5 (d− 1).

Cas d : k = 4 ; d > 2. t4 = 4 (d− 1), t4
2

= 2 (d− 1), E( t4
2

) = 2 (d− 1).

Cas e : k = 5 ; d = 2. t5 = 5, t5
2

= 2, 5, E( t5
2

) = 2.

Cas f : k = 5 ; d = 3. t5 = 10, t5
2

= 5, E( t5
2

) = 5.

Cas g : k = 6 ; d = 2. t6 = 6, t6
2

= 3, E( t6
2

) = 3.

4.5.1 Cas a : cas des formes linéaires : d = 1

Alors le résultant est de degré k. On calcule le résultant comme un
déterminant d’ordre k. En effet pour que les k formes linéaires
f1(x1, . . . , xk), . . . , fk(x1, . . . , xk) aient un zéro commun non nul il faut et
il suffit que le déterminant formé avec les coefficients de ces formes s’annule.
Il s’agit d’un cas trivial de la méthode de Sylvester exposée ci-après.

• k = 2

On note les formes de la façon suivante :

13



f1 = a x+ b y
f2 = a

′
x+ b

′
y ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax+B y où f, A, B sont des matrices colonnes 2 × 1.

Alors R(f1, f2) = AB, de degré 2.

• k = 3

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x+ b y + c z
f2 = a

′
x+ b

′
y + c

′
z

f3 = a
′′
x+ b

′′
y + c

′′
z ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax+B y + C z où f, A, B, C sont des matrices colonnes 3 × 1.

Alors R(f1, f2, f3) = ABC, de degré 3.

• k = 4

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x+ b y + c z + d t
f2 = a

′
x+ b

′
y + c

′
z + d

′
t

f3 = a
′′
x+ b

′′
y + c

′′
z + d

′′
t

f4 = a
′′′
x+ b

′′′
y + c

′′′
z + d

′′′
t ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax + B y + C z + D, t où f, A, B, C, D sont des matrices colonnes
4 × 1.

Alors R(f1, f2, f3, f4) = ABCD, de degré 4.

• k = 5

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x+ b y + c z + d t+ e u
f2 = a

′
x+ b

′
y + c

′
z + d

′
t+ e

′
u

f3 = a
′′
x+ b

′′
y + c

′′
z + d

′′
t+ e

′′
u

f4 = a
′′′
x+ b

′′′
y + c

′′′
z + d

′′′
t+ e

′′′
u

f5 = a
′′′′
x+ b

′′′′
y+ c

′′′′
z+ d

′′′′
t+ e

′′′′
u ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax+B y + C z +D, t+ E u où f, A, B, C, D, E sont des matrices
colonnes 5 × 1.

Alors R(f1, f2, f3, f4, f5) = ABCDE, de degré 5.

• k = 6

On note les formes de la façon suivante :
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f1 = a x+ b y + c z + d t+ e u+ f v
f2 = a

′
x+ b

′
y + c

′
z + d

′
t+ e

′
u+ f

′
v

f3 = a
′′
x+ b

′′
y + c

′′
z + d

′′
t+ e

′′
u+ f

′′
v

f4 = a
′′′
x+ b

′′′
y + c

′′′
z + d

′′′
t+ e

′′′
u+ f

′′′
v

f5 = a
′′′′
x+ b

′′′′
y + c

′′′′
z + d

′′′′
t+ e

′′′′
u+ f

′′′′
v

f6 = a
′′′′′
x + b

′′′′′
y + c

′′′′′
z + d

′′′′′
t + e

′′′′′
u + f

′′′′′
v. ; ce que l’on note

matriciellement :

f = Ax+B y +C z +D, t+E u+ F v où f, A, B, C, D, E, F sont des
matrices colonnes 6 × 1.

Alors R(f1, f2, f3, f4, f5, f6) = ABCDEF , de degré 6.

• etc.

4.5.2 Cas b : Cas des formes binaires non linéaires :
k = 2 ; d > 2

Alors le résultant est de degré 2 d.

Le complexe associé est 0 −→ C−2 δ−2

−→ C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 −→ 0. Il
comporte, a priori, 4 termes et 3 différentielles. Plus précisemment il a, a
priori, la forme :

0 −→ C−2 = A−2 = Sm−2 dC2 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (Sm−dC2 ⊗ ∧1 C2) ⊕ (S2 d−m−2 C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= SmC2 ⊕ [(Sd−m−2 C2)
∗ ⊗ ∧1 C2]

δ0−→ C1 = B1 = (S−m−2 C2)
∗ −→ 0.

Pour A−2 il faut m > 2 d, pour A−1 il faut m > d, pour B−1 il faut
m 6 2 d − 2, pour A0 il faut m > 0, pour B0 il faut m 6 d − 2, pour B1 il
faut m 6 −2.

Lorsque m 6 2 (d− 1) le complexe associé est W et lorsque m > 2 (d− 1)
le complexe associé est K.

∗ Cas b2 : d = 2. E( t2
2

) = 1.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x2 + b x y + c y2

f2 = a
′
x2 + b

′
x y + c

′
y2 ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax2 +B xy+C y2 où f, A, B, C sont des matrices colonnes 2 × 1.

Le résultant est de degré 4.

Le complexe associé est :
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0 −→ C−2 = A−2 = Sm−4 C2 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (Sm−2 C2 ⊗ ∧1 C2) ⊕ (S2−mC2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= SmC2 ⊕ [(S−mC2)
∗ ⊗ ∧1 C2]

δ0−→ C1 = B1 = (S−m−2 C2)
∗ −→ 0.

Lorsque m 6 2 le complexe associé est W et lorsque m > 2 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = −2 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S4 C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S2 C2)
∗ ⊗ ∧1 C2 δ022−→

C1 = B1 = {1} −→ 0.

n−1 = 5, n0 = 6, n1 = 1 et n0 = n−1 + n1 = 6.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−2 = A−2 = {1}
δ−2
11−→ C−1 = A−1 = S2 C2 ⊗ ∧1 C2 δ−1

11−→
C0 = A0 = S4 C2 −→ 0.

n−2 = 1, n−1 = 6, n0 = 5 et n−1 = n−2 + n0 = 6.

Formule de Sylvester utilisant le jacobien

J =

∣∣∣∣∣ ∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 a x+ b y b x+ 2 c y
2 a′ x+ b′ y b′ x+ 2 c′ y

∣∣∣∣
= 2 [(a b′ − b a′)x2 + 2 (a c′ − c a′)x y + (b c′ − c b′) y2] et :

Pour que les 3 formes f1, f2, J , de degrés 2, aient un zéro commun non
nul il faut et il suffit que le déterminant formé avec les coefficients de ces 3
formes s’annule ; par conséquent :

R(f1, f2) = −1
2

∣∣∣∣∣∣
a a′ a b′ − b a′
b b′ 2 (a c′ − c a′)
c c′ b c′ − c b′

∣∣∣∣∣∣
= (a c′ − c a′)2 − (a b′ − b a′) (b c′ − c b′).

Le coefficient −1
2

apparâıt pour que R(x, y) = 1.

∗ Cas b3 : d = 3. E( t2
2

) = 2.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3

f2 = a
′
x3 + b

′
x2 y + c

′
x y2 + d

′
y3 ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax3 + B x2 y + C x y2 + D y3 où f, A, B, C, D sont des matrices
colonnes 2 × 1.
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Le résultant est de degré 6.

Le complexe associé est :

0 −→ C−2 = A−2 = Sm−6 C2 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (Sm−3 C2 ⊗ ∧1 C2) ⊕ (S4−mC2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= SmC2 ⊕ [(S1−mC2)
∗ ⊗ ∧1 C2]

δ0−→ C1 = B1 = (S−m−2 C2)
∗ −→ 0.

Lorsque m 6 4 le complexe associé est W et lorsque m > 4 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = −2 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S6 C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S3 C2)
∗ ⊗ ∧1 C2 δ022−→

C1 = B1 = {1} −→ 0.

n−1 = 7, n0 = 8, n1 = 1 et n0 = n−1 + n1 = 8.

Exemple : si m = 6 il y a 3 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−2 = A−2 = {1}
δ−2
11−→ C−1 = A−1 = S3 C2 ⊗ ∧1 C2 δ−1

11−→
C0 = A0 = S6 C2 −→ 0.

n−2 = 1, n−1 = 8, n0 = 7 et n−1 = n−2 + n0 = 8.

∗ Cas b4 : d = 4. E( t2
2

) = 3.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x4 + b x3 y + c x2 y2 + d x y3 + e y4

f2 = a
′
x4 + b

′
x3 y + c

′
x2 y2 + d

′
x y3 + e

′
y4 ; ce que l’on note matricielle-

ment :

f = Ax4 +B x3 y+C x2 y2 +Dxy3 +E y3 où f, A, B, C, D, E sont des
matrices colonnes 2 × 1.

Le résultant est de degré 8.

Le complexe associé est :

0 −→ C−2 = A−2 = Sm−8 C2 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (Sm−4 C2 ⊗ ∧1 C2) ⊕ (S6−mC2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= SmC2 ⊕ [(S2−mC2)
∗ ⊗ ∧1 C2]

δ0−→ C1 = B1 = (S−m−2 C2)
∗ −→ 0.

Lorsque m 6 6 le complexe associé est W et lorsque m > 6 le complexe
associé est K.
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Exemple : si m = −2 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S8 C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S4 C2)
∗ ⊗ ∧1 C2 δ022−→

C1 = B1 = {1} −→ 0.

n−1 = 9, n0 = 10, n1 = 1 et n0 = n−1 + n1 = 10.

Exemple : si m = 8 il y a 3 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−2 = A−2 = {1}
δ−2
11−→ C−1 = A−1 = S4 C2 ⊗ ∧1 C2 δ−1

11−→
C0 = A0 = S8 C2 −→ 0.

n−2 = 1, n−1 = 10, n0 = 9 et n−1 = n−2 + n0 = 10.

∗ etc.

4.5.3 Cas c : Cas des formes ternaires non linéaires :
k = 3 ; d > 2

Alors le résultant est de degré 3 d2.

Le complexe associé est :

0 −→ C−3 δ−3

−→ C−2 δ−2

−→ C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 δ1−→ C2 −→ 0. Il comporte, a
priori, 6 termes et 5 différentielles. Plus précisemment il a, a priori, la forme :

0 −→ C−3 = A−3 = Sm−3 dC3 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = Sm−2 dC3 ⊗ ∧2 C3 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−dC3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ (S3 d−m−3 C3)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC3 ⊕ [(S2 d−m−3 C3)

∗ ⊗ ∧2 C3]
δ0−→

C1 = B1 = (Sd−m−3 C3)
∗ ⊗ ∧1 C3 δ122−→ C2 = B2 = (S−m−3 C3)

∗ −→ 0.

Pour A−3 il faut m > 3 d, pour A−2 il faut m > 2 d, pour A−1 il faut
m > d, pour B−1 il faut m 6 3 d− 3, pour A0 il faut m > 0, pour B0 il faut
m 6 2 d− 3, pour B1 il faut m 6 d− 3, pour B2 il faut m 6 −3.

Lorsque m 6 3 (d− 1) le complexe associé est W et lorsque m > 3 (d− 1)
le complexe associé est K.

∗ Cas c2 : d = 2. E( t3
2

) = 1.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x2 + b x y + c x z + d y2 + e y z + f z2

f2 = a
′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
y2 + e

′
y z + f

′
z2

f3 = a
′′
x2 + b

′′
x y + c

′′
x z + d

′′
y2 + e

′′
y z + f

′′
z2 ; ce que l’on note

matriciellement :
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f = Ax2 + B xy + C x z + D y2 + E y z + F z2 où f, A, B, C, D, E, F
sont des matrices colonnes 3 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z
y → z → x
z → x → y
a → d → f
b → e → c
c → b → e
d → f → a
e → c → b
f → a → d

.

Le résultant est de degré 12.

Le complexe associé est :

0 −→ C−3 = A−3 = Sm−6 C3 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = Sm−4 C3 ⊗ ∧2 C3 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−2 C3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ (S3−mC3)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC3 ⊕ [(S1−mC3)

∗ ⊗ ∧2 C3]
δ0−→

C1 = B1 = (S−1−mC3)
∗ ⊗ ∧1 C3 δ122−→ C2 = B2 = (S−m−3 C3)

∗ −→ 0.

Lorsque m 6 3 le complexe associé est W et lorsque m > 3 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = −1 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S4 C3)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S2 C3)
∗ ⊗ ∧2 C3 δ022−→

C1 = B1 = ∧1 C3 −→ 0.

n−1 = 15, n0 = 18, n1 = 3 et n0 = n−1 + n1 = 18.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C3 δ−2
11−→ C−1 = A−1 = S2 C3 ⊗ ∧1 C3 δ−1

11−→
C0 = A0 = S4 C3 −→ 0.

n−2 = 3, n−1 = 18, n0 = 15 et n−1 = n−2 + n0 = 18.
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Formule de Sylvester utilisant le jacobien [14] 13

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2 a x+ b y + c z b x+ 2 d y + e z c x+ e y + 2 f z

2 a′ x+ b′ y + c′ z b′ x+ 2 d′ y + e′ z c′ x+ e′ y + 2 f ′ z
2 a′′ x+ b′′ y + c′′ z b′′ x+ 2 d′′ y + e′′ z c′′ x+ e′′ y + 2 f ′′ z

∣∣∣∣∣∣.
J est de degré 3 ; donc ∂J

∂x
, ∂J
∂y

et ∂J
∂z

sont de degré 2. Et donc R(f1, f2, f3)
est, à un coefficient près, le déterminant, d’ordre 6, formé avec les coefficients
des 6 formes f1, f2, f3,

∂J
∂x
, ∂J
∂y
, ∂J
∂z

sur la base x2, x y, x z, y2, y z, z2.

On touve :

J = 2ABC x3 + 2 (−2ACD + ABE)x2 y + 2 (−ACE + 2ABF )x2 z
+ 2 (2ADE −BCD)x y2 + 2 (4ADF −BCE)x y z+ 2 (2AEF −BCF )x z2

+ 2BDE y3 + 2 (2BDF + CDE) y2 z + 2 (BEF + 2CDF ) y z2

+2CEF z3. Et on peut vérifier que J est invariant par la symétrie précédente.

En fait R(f1, f2, f3) est le déterminant, d’ordre 6, formé avec les coeffi-
cients des 6 formes f1, f2, f3,

1
8
∂J
∂x
, 1

8
∂J
∂y
, 1

8
∂J
∂z

sur la base x2, x y, x z, y2, y z, z2 :

R(f1, f2, f3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a′ a′′ 3
4 ABC −1

2 ACD + 1
4 ABE −1

4 ACE + 1
2 ABF

b b′ b′′ −ACD + 1
2 ABE ADE − 1

2 BCD ADF − 1
4 BCE

c c′ c′′ −1
2 ACE +ABF ADF − 1

4 BCE AEF − 1
2 BCF

d d′ d′′ 1
2 ADE −

1
4 BCD

3
4 BDE

1
2 BDF + 1

4 CDE
e e′ e′′ ADF − 1

4 BCE BDF + 1
2 CDE

1
2 BEF + CDF

f f ′ f ′′ 1
2 AEF −

1
4 BCF

1
4 BEF + 1

2 CDF
3
4 CEF

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On verra plus loin (cf. Cas c2* m = 2) une expression plus simple du
résultant sous la forme d’un déterminant d’ordre 6.

∗ Cas c3 : d = 3. E( t3
2

) = 3.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x3 + b x2 y + c x2 z + d x y2 + e x y z + f x z2 + g y3 + h y2 z
+ i y z2 + j z3

f2 = a
′
x3 + b

′
x2 y + c

′
x2 z + d

′
x y2 + e

′
x y z + f

′
x z2 + g

′
y3 + h

′
y2 z

+ i
′
y z2 + j

′
z3

f3 = a
′′
x3 + b

′′
x2 y + c

′′
x2 z + d

′′
x y2 + e

′′
x y z + f

′′
x z2 + g

′′
y3 + h

′′
y2 z

+ i
′′
y z2 + j

′′
z3 ; ce que l’on note matriciellement :

13. p. 26 § 7.2
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f = Ax3 +B x2 y + C x2 z +Dxy2 + E xy z + F x z2 +Gy3 +H y2 z
+ I y z2 + J z3 où A, B, C, D, E, F, G, H, I, J sont des matrices colonnes
3 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z
y → z → x
z → x → y
a → g → j
b → h → f
c → d → i
d → i → c
e → e → e
f → b → h
g → j → a
h → f → b
i → c → d
j → a → g

.

Le résultant est de degré 27.

Le complexe associé est :

0 −→ C−3 = A−3 = Sm−9 C3 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = Sm−6 C3 ⊗ ∧2 C3 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−3 C3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ (S6−mC3)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC3 ⊕ [(S3−mC3)

∗ ⊗ ∧2 C3]
δ0−→

C1 = B1 = (S−mC3)
∗ ⊗ ∧1 C3 δ122−→ C2 = B2 = (S−m−3 C3)

∗ −→ 0.

Lorsque m 6 6 le complexe associé est W et lorsque m > 6 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = 0 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S6 C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= {1} ⊕ [(S3 C3)
∗ ⊗ ∧2 C3]

δ0−→ C1 = B1 = ∧1 C3 −→ 0.

n−1 = 28, n0 = 31, n1 = 3 et n0 = n−1 + n1 = 31.
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Exemple : si m = 6 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C3 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S3 C3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ {1} δ−1

−→ C0 = A0 = S6 C3 −→ 0.

n−2 = 3, n−1 = 31, n0 = 28 et n−1 = n−2 + n0 = 31.

∗ Cas c4 : d = 4. E( t3
2

) = 4.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x4 + b x3 y + c x3 z + d x2 y2 + e x2 y z + f x2 z2 + g x y3 + hx y2 z
+ i x y z2 + j x z3 + k y4 + l y3 z +my2 z2 + n y z3 + o z4

f2 = a
′
x4 +b

′
x3 y+c

′
x3 z+d

′
x2 y2 +e

′
x2 y z+f

′
x2 z2 +g

′
x y3 +h

′
x y2 z

+ i
′
x y z2 + j

′
x z3 + k

′
y4 + l y3 z +m

′
y2 z2 + n

′
y z3 + o

′
z4

f3 = a
′′
x4+b

′′
x3 y+c

′′
x3 z+d

′′
x2 y2+e

′′
x2 y z+f

′′
x2 z2+g

′′
x y3+h

′′
x y2 z

+ i
′′
x y z2 + j

′′
x z3 + k

′′
y4 + l

′′
y3 z + m

′′
y2 z2 + n

′′
y z3 + o

′′
z4 ; ce que l’on

note matriciellement :

f = Ax4 +B x3 y+C x3 z+Dx2 y2 +E x2 y z+F x2 z2 +Gxy3 +H xy2 z
+ I x y z2 + J x z3 +K y4 + Ly3 z +M y2 z2 +N y z3 +O z4 où :
A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O sont des matrices colonnes
3 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z
y → z → x
z → x → y
a → k → o
b → l → j
c → g → n
d → m → f
e → h → i
f → d → m
g → n → c
h → i → e
i → e → h
j → b → l
k → o → a
l → j → b
m → f → d
n → c → g
o → a → k

.
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Le résultant est de degré 48.

Le complexe associé est :

0 −→ C−3 = A−3 = Sm−12 C3 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = Sm−8 C3 ⊗ ∧2 C3 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−4 C3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ (S9−mC3)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC3 ⊕ [(S5−mC3)

∗ ⊗ ∧2 C3]
δ0−→

C1 = B1 = (S1−mC3)
∗ ⊗ ∧1 C3 δ122−→ C2 = B2 = (S−m−3 C3)

∗ −→ 0.

Lorsque m 6 9 le complexe associé est W et lorsque m > 9 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = 1 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S8 C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S1 C3 ⊕ [(S4 C3)
∗ ⊗ ∧2 C3]

δ0−→ C1 = B1 = ∧1 C3 −→ 0.

n−1 = 45, n0 = 48, n1 = 3 et n0 = n−1 + n1 = 48.

Exemple : si m = 8 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C3 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S4 C3 ⊗ ∧1 C3) ⊕ (S1 C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S8 C3 −→ 0.

n−2 = 3, n−1 = 48, n0 = 45 et n−1 = n−2 + n0 = 48.

∗ etc.

4.5.4 Cas d : Cas des formes quaternaires non linéaires :
k = 4 ; d > 2

Alors le résultant est de degré 4 d3.

Le complexe associé est 0 −→ C−4 δ−4

−→ C−3 δ−3

−→ C−2 δ−2

−→ C−1 δ−1

−→
C0 δ0−→ C1 δ1−→ C2 δ2−→ C3 −→ 0. Il comporte, a priori, 8 termes et 7
différentielles. Plus précisemment il a, a priori, la forme :

0 −→ C−4 = A−4 = Sm−4 dC4 δ−4
11−→ C−3 = A−3 = Sm−3 dC4 ⊗ ∧3 C4 δ−3

11−→
C−2 = A−2 = Sm−2 dC4 ⊗ ∧2 C4 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−dC4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S4 d−m−4 C4)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC4 ⊕ [(S3 d−m−4 C4)

∗ ⊗ ∧3 C4]
δ0−→

C1 = B1 = (S2 d−m−4 C4)
∗ ⊗ ∧2 C4 δ122−→

C2 = B2 = (Sd−m−4 C4)
∗ ⊗ ∧1 C4 δ222−→ C3 = B3 = (S−m−4 C4)

∗ −→ 0.
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Pour A−4 il faut m > 4 d, pour A−3 il faut m > 3 d, pour A−2 il faut
m > 2 d, pour A−1 il faut m > d, pour B−1 il faut m 6 4 d − 4, pour A0 il
faut m > 0, pour B0 il faut m 6 3 d− 4, pour B1 il faut m 6 2 d− 4, pour
B2 il faut m 6 d− 4, pour B3 il faut m 6 −4.

Lorsque m 6 4 (d− 1) le complexe associé est W et lorsque m > 4 (d− 1)
le complexe associé est K.

∗ Cas d2 : d = 2. E( t4
2

) = 2.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x2 + b x y + c x z + d x t+ e y2 + f y z + g y t+ h z2

+ i z t+ j t2

f2 = a
′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
x t+ e

′
y2 + f

′
y z + g

′
y t+ h

′
z2

+ i
′
z t+ j

′
t2

f3 = a
′′
x2 + b

′′
x y + c

′′
x z + d

′′
x t+ e

′′
y2 + f

′′
y z + g

′′
y t+ h

′′
z2

+ i
′′
z t+ j

′′
t2

f4 = a
′′′
x2 + b

′′′
x y + c

′′′
x z + d

′′′
x t+ e

′′′
y2 + f

′′′
y z + g

′′′
y t+ h

′′′
z2

+ i
′′′
z t+ j

′′′
t2 ; ce que l’on note matriciellement :

f = Ax2 +B xy+C x z+Dx t+E y2 +F y z+Gy t+H z2 + I z t+J t2

où f, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J sont des matrices colonnes 4 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z → t
y → z → t → x
z → t → x → y
t → x → y → z
a → e → h → j
b → f → i → d
c → g → c → g
d → b → f → i
e → h → j → a
f → i → d → b
g → c → g → c
h → j → a → e
i → d → b → f
j → a → e → h

.

Le résultant est de degré 32.

Le complexe associé est :
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0 −→ C−4 = A−4 = Sm−8 C4 δ−4
11−→ C−3 = A−3 = Sm−6 C4 ⊗ ∧3 C4 δ−3

11−→
C−2 = A−2 = Sm−4 C4 ⊗ ∧2 C4 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−2 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S4−mC4)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC4 ⊕ [(S2−mC4)

∗ ⊗ ∧3 C4]
δ0−→

C1 = B1 = (S−mC4)
∗ ⊗ ∧2 C4 δ122−→

C2 = B2 = (S−2−mC4)
∗ ⊗ ∧1 C4 δ222−→ C3 = B3 = (S−m−4 C4)

∗ −→ 0.

Lorsque m 6 4 le complexe associé est W et lorsque m > 4 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = 0 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S4 C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = {1} ⊕ [(S2 C4)
∗ ⊗

∧3 C4]
δ0−→ C1 = B1 = ∧2 C4 −→ 0

n−1 = 35, n0 = 41, n1 = 6 et n0 = n−1 + n1 = 41.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C4 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S2 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ {1} δ−1

−→ C0 = A0 = S4 C4 −→ 0.

n−2 = 6, n−1 = 41, n0 = 35 et n−1 = n−2 + n0 = 41.

Exemple : si m = 5 il y a 3 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−2 = A−2 = S1 C4 ⊗ ∧2 C4 δ−2
11−→ C−1 = A−1 = S3 C4 ⊗ ∧1 C4 δ−1

11−→
C0 = A0 = S5 C4 −→ 0.

n−2 = 24, n−1 = 80, n0 = 56 et n−1 = n−2 + n0 = 80.

∗ Cas d3 : d = 3. E( t4
2

) = 4.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a1 x
3 + a2 x

2 y + a3 x
2 z + a4 x

2 t+ a5 x y
2 + a6 x y z + a7 x y t

+ a8 x z
2 + a9 x z t+ a10 x t

2 + a11 y
3 + a12 y

2 z + a13 y
2 t+ a14 y z

2 + a15 y z t
+ a16 y t

2 + a17 z
3 + a18 z

2 t+ a19 z t
2 + a20 t

3

f2 = a
′
1 x

3 + a
′
2 x

2 y + a
′
3 x

2 z + a
′
4 x

2 t+ a
′
5 x y

2 + a
′
6 x y z + a

′
7 x y t

+ a
′
8 x z

2 + a
′
9 x z t+ a

′
10 x t

2 + a
′
11 y

3 + a
′
12 y

2 z + a
′
13 y

2 t+ a
′
14 y z

2 + a
′
15 y z t

+ a
′
16 y t

2 + a
′
17 z

3 + a
′
18 z

2 t+ a
′
19 z t

2 + a
′
20 t

3

f3 = a
′′
1 x

3 + a
′′
2 x

2 y + a
′′
3 x

2 z + a
′′
4 x

2 t+ a
′′
5 x y

2 + a
′′
6 x y z + a

′′
7 x y t

+ a
′′
8 x z

2 + a
′′
9 x z t+ a

′′
10 x t

2 + a
′′
11 y

3 + a
′′
12 y

2 z + a
′′
13 y

2 t+ a
′′
14 y z

2 + a
′′
15 y z t

+ a
′′
16 y t

2 + a
′′
17 z

3 + a
′′
18 z

2 t+ a
′′
19 z t

2 + a
′′
20 t

3
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f4 = a
′′′
1 x

3 + a
′′′
2 x

2 y + a
′′′
3 x

2 z + a
′′′
4 x

2 t+ a
′′′
5 x y

2 + a
′′′
6 x y z + a

′′′
7 x y t

+ a
′′′
8 x z

2 + a
′′′
9 x z t+ a

′′′
10 x t

2 + a
′′′
11 y

3 + a
′′′
12 y

2 z + a
′′′
13 y

2 t+ a
′′′
14 y z

2 + a
′′′
15 y z t

+a
′′′
16 y t

2 +a
′′′
17 z

3 +a
′′′
18 z

2 t+a
′′′
19 z t

2 +a
′′′
20 t

3 ; ce que l’on note matriciellement :

f = A1 x
3 + A2 x

2 y + A3 x
2 z + A4 x

2 t+ A5 x y
2 + A6 x y z + A7 x y t

+A8 x z
2 +A9 x z t+A10 x t

2 +A11 y
3 +A12 y

2 z+A13 y
2 t+A14 y z

2 +A15 y z t
+ A16 y t

2 + A17 z
3 + A18 z

2 t + A19 z t
2 + A20 t

3 où f, A1, . . . , A20 sont des
matrices colonnes 4 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z → t
y → z → t → x
z → t → x → y
t → x → y → z
a1 → a11 → a17 → a20

a2 → a12 → a18 → a10

a3 → a13 → a8 → a16

a4 → a5 → a14 → a19

a5 → a14 → a19 → a4

a6 → a15 → a9 → a7

a7 → a6 → a15 → a9

a8 → a16 → a3 → a13

a9 → a7 → a6 → a15

a10 → a2 → a12 → a18

a11 → a17 → a20 → a1

a12 → a18 → a10 → a2

a13 → a8 → a16 → a3

a14 → a19 → a4 → a5

a15 → a9 → a7 → a6

a16 → a3 → a13 → a8

a17 → a20 → a1 → a11

a18 → a10 → a2 → a12

a19 → a4 → a5 → a14

a20 → a1 → a11 → a17

.

Le résultant est de degré 108.

Le complexe associé est :
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0 −→ C−4 = A−4 = Sm−12 C4 δ−4
11−→ C−3 = A−3 = Sm−9 C4 ⊗ ∧3 C4 δ−3

11−→
C−2 = A−2 = Sm−6 C4 ⊗ ∧2 C4 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−3 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S8−mC4)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC4 ⊕ [(S5−mC4)

∗ ⊗ ∧3 C4]
δ0−→

C1 = B1 = (S2−mC4)
∗ ⊗ ∧2 C4 δ122−→

C2 = B2 = (S−1−mC4)
∗ ⊗ ∧1 C4)

δ222−→ C3 = B3 = (S−m−4 C4)
∗ −→ 0.

Lorsque m 6 8 le complexe associé est W et lorsque m > 8 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = 2 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S6 C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S2 C4 ⊕ [(S3 C4)
∗ ⊗ ∧3 C4]

δ0−→ C1 = B1 = ∧2 C4 −→ 0.

n−1 = 84, n0 = 90, n1 = 6 et n0 = n−1 + n1 = 90.

Exemple : si m = 6 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C4 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S3 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S2 C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S6 C4 −→ 0.

n−2 = 6, n−1 = 90, n0 = 84 et n−1 = n−2 + n0 = 90.

∗ Cas d4 : d = 4. E( t4
2

) = 6.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a1 x
4 + . . . + a35 t

4

f2 = a
′
1 x

4 + . . . + a
′
35 t

4

f3 = a
′′
1 x

4 + . . . + a
′′
35 t

4

f4 = a
′′
1 x

4 + . . . + a
′′
35 t

4 ; ce que l’on note matriciellement :

f = A1 x
4 + . . . + A35 t

4 où f, A1, . . . , A35 sont des matrices colonnes
4 × 1.

Le résultant est de degré 256.

Le complexe associé est :

0 −→ C−4 = A−4 = Sm−16 C4 δ−4
11−→ C−3 = A−3 = Sm−12 C4 ⊗ ∧3 C4 δ−3

11−→
C−2 = A−2 = Sm−8 C4 ⊗ ∧2 C4 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−4 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S12−mC4)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC4 ⊕ [(S8−mC4)

∗ ⊗ ∧3 C4]
δ0−→

C1 = B1 = (S4−mC4)
∗ ⊗ ∧2 C4 δ122−→

C2 = B2 = (S−mC4)
∗ ⊗ ∧1 C4 δ222−→ C3 = B3 = (S−m−4 C4)

∗ −→ 0.
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Lorsque m 6 12 le complexe associé est W et lorsque m > 12 le complexe
associé est K.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1 C4 ⊕ (S8 C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S4 C4 ⊕ [(S4 C4)
∗ ⊗ ∧3 C4]

δ0−→ C1 = B1 = ∧2 C4 −→ 0.

n−1 = 169, n0 = 175, n1 = 6 et n0 = n−1 + n1 = 175.

Exemple : si m = 8 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C4 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S4 C4 ⊗ ∧1 C4) ⊕ (S4 C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S8 C4 ⊕ ∧3 C4 −→ 0.

n−2 = 6, n−1 = 175, n0 = 169 et n−1 = n−2 + n0 = 175.

∗ etc.

4.5.5 Cas e : Cas des formes quinaires de degré deux :
k = 5 ; d = 2. E( t5

2
) = 2

Alors le résultant est de degré 80.

Le complexe associé est :

0 −→ C−5 δ−5

−→ C−4 δ−4

−→ C−3 δ−3

−→ C−2 δ−2

−→ C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 δ1−→ C2 δ2−→
C3 δ3−→ C4 −→ 0. Il comporte, a priori, 10 termes et 9 différentielles. Plus
précisemment il a, a priori, la forme :

0 −→ C−5 = A−5 = Sm−10 C5 δ−5
11−→ C−4 = A−4 = Sm−8 C5 ⊗ ∧4 C5 δ−4

11−→
C−3 = A−3 = Sm−6 C5 ⊗ ∧3 C5 δ−3

11−→ C−2 = A−2 = Sm−4 C5 ⊗ ∧2 C5 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−2 C5 ⊗ ∧1 C5) ⊕ (S5−mC5)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC5 ⊕ [(S3−mC5)

∗ ⊗ ∧4 C5]
δ0−→

C1 = B1 = (S1−mC5)
∗ ⊗ ∧3 C5 δ122−→

C2 = B2 = (S−1−mC5)
∗ ⊗ ∧2 C5 δ222−→ C3 = B3 = (S−3−mC5)

∗ ⊗ ∧1 C5 δ322−→
C4 = B4 = (S−5−mC5)

∗ −→ 0.

Pour A−5 il faut m > 10, pour A−4 il faut m > 8, pour A−3 il faut m > 6,
pour A−2 il faut m > 4, pour A−1 il faut m > 2, pour B−1 il faut m 6 5,
pour A0 il faut m > 0, pour B0 il faut m 6 3, pour B1 il faut m 6 1, pour
B2 il faut m 6 −1, pour B3 il faut m 6 −3, pour B4 il faut m 6 −5.

Lorsque m 6 5 le complexe associé est W et lorsque m > 5 le complexe
associé est K.
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On note les formes de la façon suivante :

f1 = a x2 + b x y + c x z + d x t+ e x u+ f y2 + g y z + h y t,
+ i y u+ j z2 + k z t+ l z u+mt2 + n t u+ o u2

f2 = a
′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
x t+ e

′
xu+ f

′
y2 + g

′
y z + h

′
y t,

+ i
′
y u+ j

′
z2 + k

′
z t+ l

′
z u+m

′
t2 + n

′
t u+ o

′
u2

f3 = a
′′
x2 + b

′′
x y + c

′′
x z + d

′′
x t+ e

′′
xu+ f

′′
y2 + g

′′
y z + h

′′
y t,

+ i
′′
y u+ j

′′
z2 + k

′′
z t+ l

′′
z u+m

′′
t2 + n

′′
t u+ o

′′
u2

f4 = a
′′′
x2 + b

′′′
x y + c

′′′
x z + d

′′′
x t+ e

′′′
xu+ f

′′′
y2 + g

′′′
y z + h

′′′
y t,

+ i
′′′
y u+ j

′′′
z2 + k

′′′
z t+ l

′′′
z u+m

′′′
t2 + n

′′′
t u+ o

′′′
u2

f5 = a
′′′′
x2 + b

′′′′
x y+ c

′′′′
x z+ d

′′′′
x t+ e

′′′′
xu+ f

′′′′
y2 + g

′′′′
y z+h

′′′′
y t,

+ i
′′′′
y u+ j

′′′′
z2 + k

′′′′
z t+ l

′′′′
z u+m

′′′′
t2 +n

′′′′
t u+ o

′′′′
u2 ; ce que l’on note

matriciellement :

f = Ax2 +B xy + C x z +Dx t+ E xu+ F y2 +Gy z +H y t,
+ I y u+ J z2 +K z t+ Lz u+M t2 +N tu+Ou2 où :
f, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O sont des matrices colonnes
5 × 1.

On remarque la symétrie :

x → y → z → t → u
y → z → t → u → x
z → t → u → x → y
t → u → x → y → z
u → x → y → z → t
a → f → j → m → o
b → g → k → n → e
c → h → l → d → i
d → i → c → h → l
e → b → g → k → n
f → j → m → o → a
g → k → n → e → b
h → l → d → i → c
i → c → h → l → d
j → m → o → a → f
k → n → e → b → g
l → d → i → c → h
m → o → a → f → j
n → e → b → g → k
o → a → f → j → m

.
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Exemple : si m = 1 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = B−1 = (S4 C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S1 C5 ⊕ [(S2 C5)
∗ ⊗ ∧4 C5]

δ0−→ C1 = B1 = ∧3 C5 −→ 0.

n−1 = 70, n0 = 80, n1 = 10 et n0 = n−1 + n1 = 80.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C5 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S2 C5 ⊗ ∧1 C5) ⊕ (S1 C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S4 C5 −→ 0.

n−2 = 10, n−1 = 80, n0 = 70 et n−1 = n−2 + n0 = 80.

Exemple : si m = 6 il y a 4 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−3 = A−3 = ∧3 C5 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = S2 C5 ⊗ ∧2 C5 δ−2

11−→
C−1 = A−1 = S4 C5 ⊗ ∧1 C5 δ−1

11−→ C0 = A0 = S6 C5 −→ 0.

n−3 = 10, n−2 = 150, n−1 = 350, n0 = 210 et n−3 +n−1 = n−2 +n0 = 360

De plus si m = 7 il y a 4 termes dans le complexe, si m = 8, 9 il y en a 5
et si m > 10 il y en a 6.

4.5.6 Cas f : Cas des formes quinaires de degré trois :
k = 5 ; d = 3. E( t5

2
) = 5

Alors le résultant est de degré 405.

Le complexe associé est 0 −→ C−5 δ−5

−→ C−4 δ−4

−→ C−3 δ−3

−→ C−2 δ−2

−→
C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 δ1−→ C2 δ2−→ C3 δ3−→ C4 −→ 0. Il comporte, a priori, 10
termes et 9 différentielles. Plus précisemment il a, a priori, la forme :

0 −→ C−5 = A−5 = Sm−15 C5 δ−5
11−→ C−4 = A−4 = Sm−12 C5 ⊗ ∧4 C5 δ−4

11−→
C−3 = A−3 = Sm−9 C5 ⊗ ∧3 C5 δ−3

11−→ C−2 = A−2 = Sm−6 C5 ⊗ ∧2 C5 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−3 C5 ⊗ ∧1 C5) ⊕ (S10−mC5)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC5 ⊕ [(S7−mC5)

∗ ⊗ ∧4 C5]
δ0−→

C1 = B1 = (S4−mC5)
∗ ⊗ ∧3 C5 δ122−→

C2 = B2 = (S1−mC5)
∗ ⊗ ∧2 C5 δ222−→

C3 = B3 = (S−2−mC5)
∗ ⊗ ∧1 C5 δ322−→ C4 = B4 = (S−5−mC5)

∗ −→ 0.

Pour A−5 il faut m > 15, pour A−4 il faut m > 12, pour A−3 il faut
m > 9, pour A−2 il faut m > 6, pour A−1 il faut m > 3, pour B−1 il faut
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m 6 10, pour A0 il faut m > 0, pour B0 il faut m 6 7, pour B1 il faut m 6 4,
pour B2 il faut m 6 1, pour B3 il faut m 6 −2, pour B4 il faut m 6 −5.

Lorsque m 6 10 le complexe associé est W et lorsque m > 10 le complexe
associé est K.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a1 x
3 + . . . + a35 u

3

f2 = a
′
1 x

3 + . . . + a
′
35 u

3

f3 = a
′′
1 x

3 + . . . + a
′′
35 u

3

f4 = a
′′′
1 x

3 + . . . + a
′′′
35 u

3

f5 = a
′′′′
1 x3 + . . . + a

′′′′
35 u

3 ; ce que l’on note matriciellement :

f = A1 x
3 + . . . + A35 u

3, où f, A1, . . . , A35 sont des matrices colonnes
5 × 1.

Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = A−1 ⊕B−1 = (S1 C5 ⊗∧1 C5)⊕ (S6 C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕B0

= S4 C5 ⊕ [(S3 C5)
∗ ⊗ ∧4 C5]

δ0−→ C1 = B1 = ∧3 C5 −→ 0.

n−1 = 235, n0 = 245, n1 = 10 et n0 = n−1 + n1 = 245.

Exemple : si m = 6 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C5 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S3 C5 ⊗ ∧1 C5) ⊕ (S4 C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S6 C5 ⊕ [(S1 C5)
∗ ⊗ ∧4 C5] −→ 0.

n−2 = 10, n−1 = 245, n0 = 235 et n−1 = n−2 + n0 = 245.

Exemple : si m = 11 il y a 4 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−3 = A−3 = S2 C5 ⊗ ∧3 C5 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = S5 C5 ⊗ ∧2 C5 δ−2

11−→
C−1 = A−1 = (S8 C5 ⊗ ∧1 C5)

δ−1
11−→ C0 = A0 = S11 C5 −→ 0.

n−3 = 150, n−2 = 1260, n−1 = 2475, n0 = 1365 et
n−3 + n−1 = n−2 + n0 = 2625.

De plus si m = 12, 13, 14 il y a 5 termes dans le complexe et si m > 15
il y en a 6.

4.5.7 Cas g : Cas des formes sextaires de degré deux :
k = 6 ; d = 2. E( t6

2
) = 3

Alors le résultant est de degré 192.
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Le complexe associé est ;

0 −→ C−6 δ−6

−→ C−5 δ−5

−→ C−4 δ−4

−→ C−3 δ−3

−→ C−2 δ−2

−→ C−1 δ−1

−→ C0 δ0−→ C1 δ1−→
C2 δ2−→ C3 δ3−→ C4 δ4−→ C5 −→ 0.
Il comporte, a priori, 12 termes et 11 différentielles. Plus précisemment il a,
a priori, la forme :

0 −→ C−6 = A−6 = Sm−12 C6 δ−6
11−→ C−5 = A−5 = Sm−10 C6 ⊗ ∧5 C6 δ−5

11−→
C−4 = A−4 = Sm−8 C6 ⊗ ∧4 C6 δ−4

11−→ C−3 = A−3 = Sm−6 C6 ⊗ ∧3 C6 δ−3
11−→

C−2 = A−2 = Sm−4 C6 ⊗ ∧2 C6 δ−2

−→
C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (Sm−2 C6 ⊗ ∧1 C6) ⊕ (S6−mC6)

∗ δ−1

−→
C0 = A0 ⊕ B0 = SmC6 ⊕ [(S4−mC6)

∗ ⊗ ∧5 C6]
δ0−→

C1 = B1 = (S2−mC6)
∗ ⊗ ∧4 C6 δ122−→ C2 = B2 = (S−mC6)

∗ ⊗ ∧3 C6)
δ222−→

C3 = B3 = (S−2−mC6)
∗ ⊗ ∧2 C6 δ322−→

C4 = B4 = (S−4−mC6)
∗ ⊗ ∧1 C6 δ422−→ C5 = B5 = (S−6−mC6)

∗ −→ 0.

Pour A−6 il faut m > 12, pour A−5 il faut m > 10, pour A−4 il faut
m > 8, pour A−3 il faut m > 6, pour A−2 il faut m > 4, pour A−1 il faut
m > 2, pour B−1 il faut m 6 6, pour A0 il faut m > 0, pour B0 il faut m 6 4,
pour B1 il faut m 6 2, pour B2 il faut m 6 0, pour B3 il faut m 6 −2, pour
B3 il faut m 6 −4, pour B5 il faut m 6 −6.

Lorsque m 6 6 le complexe associé est W et lorsque m > 6 le complexe
associé est K.

On note les formes de la façon suivante :

f1 = a1 x
2 + . . . + a21 v

2

f2 = a
′
1 x

2 + . . . + a
′
21 v

2

f3 = a
′′
1 x

2 + . . . + a
′′
21 v

2

f4 = a
′′′
1 x

2 + . . . + a
′′′
21 v

2

f5 = a
′′′′
1 x2 + . . . + a

′′′′
21 v

2

f6 = a
′′′′′
1 x2 + . . . + a

′′′′′
21 v

2 ; ce que l’on note matriciellement :

f = A1 x
2 + . . . + A21 v

2, où f, A1, . . . , A21 sont des matrices colonnes
6 × 1.

Exemple : si m = 2 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1 C6 ⊕ (S4 C6)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S2 C6 ⊕ [(S2 C6)
∗ ⊗ ∧5 C6]

δ0−→ C1 = B1 = ∧4 C6 −→ 0.

n−1 = 132, n0 = 147, n1 = 15 et n0 = n−1 + n1 = 147.

32



Exemple : si m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) :

0 −→ C−2 = A−2 = ∧2 C6 δ−2

−→ C−1 = A−1 ⊕ B−1

= (S2 C6 ⊗ ∧1 C6) ⊕ (S2 C6)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S4 C6 ⊕ ∧5 C6 −→ 0.

n−2 = 15, n−1 = 147, n0 = 132 et n−1 = n−2 + n0 = 147.

Exemple : si m = 7 il y a 4 termes dans le complexe (K) :

0 −→ C−3 = A−3 = S1 C6 ⊗ ∧3 C6 δ−3
11−→ C−2 = A−2 = S3 C6 ⊗ ∧2 C6 δ−2

11−→
C−1 = A−1 = S5 C6 ⊗ ∧1 C6 δ−1

11−→ C0 = A0 = S7 C6 −→ 0.

n−3 = 120, n−2 = 840, n−1 = 1512, n0 = 792 et
n−3 + n−1 = n−2 + n0 = 1632.

De plus si m = 8, 9 il y a 5 termes dans le complexe, si m = 10, 11 il y
en a 6 et si m > 12 il y en a 7.

4.6 Cas où il n’y a que deux termes dans le complexe

Ces cas sont ceux répertoriés en [24] 14.

Ces cas sont exclusivement les cas suivants, sous-cas des cas précédents :

Cas a : d = 1. Ce cas a déjà été traité.

Cas b* : k = 2 ; d > 2 ; −1 6 m 6 2 d− 1.

Cas c* : k = 3 ; d > 2 ; d− 2 6 m 6 2 d− 1.

Cas d* : k = 4 ; d > 2 ; 2 d− 3 6 m 6 2 d− 1.

Cas e* : k = 5 ; d = 2 ; m = 2, 3.

Cas f* : k = 5 ; d = 3 ; m = 5.

Cas g* : k = 6 ; d = 2 ; m = 3.

En effet, pour ces cas, étudiés en détails dans cette section, on peut vérifier
qu’il n’y a que les deux termes dans le complexe précédent, qui correspondent
à p = 1 :

C• , C•(m ; f1, . . . , fk) : {0 −→ C−1 δ−1

−→ C0 −→ 0}. Avec :

C−1 = A−1 ⊕B−1 ; A−1 = Sm−dCk ⊗ ∧1Ck et B−1 = (Sk (d−1)−mCk)
∗

14. p. 432. Cependant dans cette référence il faut noter que le nombre de formes et de
variables est k + 1 et non k comme ici
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C0 = A0 ⊕B0 ; A0 = SmCk et B0 = (S(k−1) (d−1)−(m+1)Ck)
∗ ⊗ ∧k−1Ck

δ−1 =

[
δ−1

11 δ−1
12

0 δ−1
22

]
. On a :

α(k, d, m) , dim A−1 = max(0, k
(k−1)!

(m−d+k−1)!
(m−d)!

), dans la mesure où

A−1 existe.

β(k, d, m) , dim B−1 = max(0, 1
(k−1)!

(k d−m−1)!
(k d−m−k)!

), dans la mesure où B−1

existe.

γ(k, d, m) , dim A0 = max(0, 1
(k−1)!

(m+k−1)!
m!

), dans la mesure où A0

existe. On constate que γ est indépendant de d.

δ(k, d, m) , dim B0 = max(0, k
(k−1)!

[(k−1) d−(m+1)]!
[(k−1) d−(m+1)−(k−1)]!

), dans la me-

sure où B0 existe.

n−1 = α(k, d, m)+β(k, d, m), n0 = γ(k, d, m)+δ(k, d, m) et n−1 = n0.

Une fois choisi des bases 15 dans les différents espaces les matrices des
applications linéaires sont les suivantes :

[δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

avec :

• [δ−1
11 ], de dimensions γ(k, d, m) × α(k, d, m),

• [δ−1
12 ], de dimensions γ(k, d, m) × β(k, d, m),

• [δ−1
22 ], de dimensions δ(k, d, m) × β(k, d, m) et :

• [δ−1], de dimensions [γ(k, d, m)+δ(k, d, m)]× [α(k, d, m)+β(k, d, m)].

Et alors la valeur du paramètre m de torsion est telle que :
γ(k, d, m) + δ(k, d, m) = α(k, d, m) + β(k, d, m) et alors la matrice [δ−1]
est carrée et R(f1, . . . , fk) = ± det [δ−1].

4.6.1 Méthode de Sylvester

Cette méthode s’applique lorsque δ = 0 [44] 16. Ceci se produit lorsque
m > (k − 1) (d− 1) et alors α(k, d, m) + β(k, d, m) = γ(k, d, m).
Les seuls sous-cas des cas précédents pour lesquels cette méthode s’applique
sont les suivants :

15. nous avons choisi l’ordre lexicographique
16. No 93
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Cas a : d = 1.

Cas b** : k = 2 ; d > 2 ; d− 1 6 m 6 2 d− 1.

Cas c** : k = 3 ; d > 2 ; m = 2 d− 2, 2 d− 1.

Cas d** : k = 4 ; d = 2 ; m = 3.

Cette méthode sera expliquée dans chacun des cas considérés.

4.6.2 Cas b* : −1 6 m 6 2 d− 1

Alors on peut constater que le complexe associé n’a que les deux termes
C−1 et C0 tels que :

C−1 = A−1 ⊕B−1 ; A−1 = Sm−dC2 ⊗ ∧1C2 et B−1 = (S2 (d−1)−mC2)
∗
,

C0 = A0 ⊕B0 ; A0 = SmC2 et B0 = (S(d−1)−(m+1)C2)
∗ ⊗ ∧1C2 et :

α(2, d, m) = max(0, 2 (m− d+ 1)), β(2, d, m) = max(0, 2 d−m− 1),
γ(2, d, m) = max(0, m+1), δ(2, d, m) = max(0, 2 (d−m−1)). On constate
que γ est indépendant de d.

Lorsque −1 6 m 6 2 (d− 1) le complexe est W et lorsque m = 2 d− 1 le
complexe est K.

La matrice [δ−1] d’ordre minimal est obtenue pour m = d − 1. Alors
α(2, d, d− 1) = 0, β(2, d, d− 1) = d, γ(2, d, d− 1) = d et δ(2, d, d− 1) = 0.
On constate que [δ−1] = [δ−1

12 ], matrice d’ordre d. La méthode de Sylvester
s’applique.

Alors le complexe est :

0 −→ C−1 = B−1 = (Sd−1C2)
∗ δ−1

12−→ C0 = A0 = Sd−1C2 −→ 0 (W).

La méthode de Sylvester s’applique pour m = d− 1, . . . , 2 d− 1.

∗ Cas b2* : −1 6 m 6 3

Rappel : nous avons déjà calculé le résultant (cf. Cas b2).

A−1 = Sm−2C2 ⊗ ∧1C2 et et B−1 = (S2−mC2)
∗
,

A0 = SmC2 et B0 = (S−mC2)
∗ ⊗ ∧1C2 et :

α(2, 2, m) = max(0, 2 (m− 1)), β(2, 2, m) = max(0, 3−m),
γ(2, 2, m) = max(0, m+ 1), δ(2, 2, m) = max(0, 2 (1−m)).

• m = −1 :

α(2, 2, −1) = 0, β(2, 2, −1) = 4, γ(2, 2, −1) = 0, δ(2, 2, −1) = 4.
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0 −→ C−1 = B−1 = (S3C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S1C2)
∗ ⊗ ∧1C2 −→ 0 (W).

0n a bien γ(2, 2, −1) + δ(2, 2, −1) = α(2, 2, −1) + β(2, 2, −1) = 4. Le
résultant R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 4. Ce
cas est le dual du cas m = 3 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.

• m = 0 :

α(2, 2, 0) = 0, β(2, 2, 0) = 3, γ(2, 2, 0) = 1, δ(2, 2, 0) = 2.

0 −→ C−1 = B−1 = (S2C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S0 C2 ⊕ ∧1 C2 (W)

et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
−→ 0.

0n a bien γ(2, 2, 0)+δ(2, 2, 0) = α(2, 2, 0)+β(2, 2, 0) = 3. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 3. Ce cas est
le dual du cas m = 2 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 1 :

α(2, 2, 1) = 0, β(2, 2, 1) = 2, γ(2, 2, 1) = 2, δ(2, 2, 1) = 0.

0 −→ C−1 = B−1 = (S1 C2)
∗ δ−1

12−→ C0 = A0 = S1 C2 −→ 0 (W).

0n a bien γ(2, 2, 1)+δ(2, 2, 1) = α(2, 2, 1)+β(2, 2, 1) = 2. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 2. Ce cas est
celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal. La méthode de
Sylvester s’applique.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y} :

f1 = [a]x2 + [b x+ c y] y
f2 = [a′]x2 + [b′ x+ c′ y] y.

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D10 ,

∣∣∣∣ a b x+ c y
a′ b′ x+ c′ y

∣∣∣∣ = (a b′ − b a′)x+ (a c′ − c a′) y = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y2} :

f1 = [a x+ b y]x+ [c] y2

f2 = [a′ x+ b′ y]x+ [c′] y2.
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Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D01 ,

∣∣∣∣ a x+ b y c
a′ x+ b′ y c′

∣∣∣∣ = (a c′ − c a′)x+ (b c′ − c b′) y = 0.

On obtient donc 2 formes D10, D01, de degrés 1, qui doivent avoir un zéro
commun non nul sur la base, à 2 éléments, {x, y}. Par conséquent :

R(f1, f2) = −
∣∣∣∣ a b′ − b a′ a c

′ − c a′

a c
′ − c a′ b c

′ − c b′
∣∣∣∣

= (a c
′ − c a′)2 − (a b

′ − b a′) (b c
′ − c b′).

Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

Remarque : D10 = 1
4
∂J
∂x

et D01 = 1
4
∂J
∂y

.

• m = 2 :

α(2, 2, 2) = 2, β(2, 2, 2) = 1, γ(2, 2, 2) = 3, δ(2, 2, 2) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1 C2 ⊕ (S0C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S2 C2 −→ 0
(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 2, 2)+δ(2, 2, 2) = α(2, 2, 2)+β(2, 2, 2) = 3. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 3. Ce cas est le
dual du cas m = 0. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 2 formes f1, f2 sur la base, à 3 éléments, {x2, x y, y2}.
� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y} : il

y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x+ b y]x+ [c y] y
f2 = [a′ x+ b′ y]x+ [c′ y] y.

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D00 ,

∣∣∣∣ a x+ b y c y
a′ x+ b′ y c′ y

∣∣∣∣ = (a c′ − c a′)x y + (b c′ − c b′) y2 = 0.

On obtient donc 3 formes f1, f2, D00, de degrés 2, qui doivent avoir un
zéro commun non nul sur la base, à 3 éléments, {x2, x y, y2}. Par conséquent :

R(f1, f2) = −

∣∣∣∣∣∣
a a

′
0

b b
′
a c
′ − c a′

c c
′
b c
′ − c b′

∣∣∣∣∣∣.
Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.
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• m = 3 : [c’est le premier cas ou le complexe est (K)]

α(2, 2, 3) = 4, β(2, 2, 3) = 0, γ(2, 2, 3) = 4, δ(2, 2, 3) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 = S1 C2 ⊗ ∧1 C2 δ−1
11−→ C0 = A0 = S3 C2 −→ 0 (K).

0n a bien γ(2, 2, 3)+δ(2, 2, 3) = α(2, 2, 3)+β(2, 2, 3) = 4. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 4. Ce cas est
le dual du cas m = −1. La méthode de Sylvester s’applique, mais elle est
triviale :

pour que les 4 formes x f1, y f1, x f2, y f2 aient un zéro commun non nul
sur la base, à 4 éléments, {x3, x2 y, x y2, y3} il faut et il suffit que :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 a

′
0

b a b
′
a
′

c b c
′
b
′

0 c 0 c
′

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

∗ Cas b3* : −1 6 m 6 5

A−1 = Sm−3C2 ⊗ ∧1C2 et et B−1 = (S4−mC2)
∗
,

A0 = SmC2 et B0 = (S1−mC2)
∗ ⊗ ∧1C2 et :

α(2, 3, m) = max(0, 2 (m− 2)), β(2, 3, m) = max(0, 5−m),
γ(2, 3, m) = max(0, m+ 1), δ(2, 3, m) = max(0, 2 (2−m)).

• m = −1 :

α(2, 3, −1) = 0, β(2, 3, −1) = 6, γ(2, 3, −1) = 0, δ(2, 3, −1) = 6.

0 −→ C−1 = B−1 = (S5 C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S2C2)
∗ ⊗ ∧1C2 −→ 0

(W).

0n a bien γ(2, 3, −1) + δ(2, 3, −1) = α(2, 3, −1) + β(2, 3, −1) = 6. Le
résultant R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce
cas est le dual du cas m = 5 qu’il est préférable d’utiliser car alors lequel la
méthode de Sylvester s’applique.

• m = 0 :

α(2, 3, 0) = 0, β(2, 3, 0) = 5, γ(2, 3, 0) = 1, δ(2, 3, 0) = 4.

0 −→ C−1 = B−1 = (S4 C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S0 C2 ⊕ [(S1 C2)
∗ ⊗ ∧1 C2] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.
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0n a bien γ(2, 3, 0)+δ(2, 3, 0) = α(2, 3, 0)+β(2, 3, 0) = 5. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 5. Ce cas est
le dual du cas m = 4 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 1 :

α(2, 3, 1) = 0, β(2, 3, 1) = 4, γ(2, 3, 1) = 2, δ(2, 3, 1) = 2.

0 −→ C−1 = B−1 = (S3 C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S1 C2 ⊕ ∧1 C2 −→ 0

(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(2, 3, 1)+δ(2, 3, 1) = α(2, 3, 1)+β(2, 3, 1) = 4. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 4. Ce cas est
le dual du cas m = 3 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 2 :

α(2, 3, 2) = 0, β(2, 3, 2) = 3, γ(2, 3, 2) = 3, δ(2, 3, 2) = 0.

0 −→ C−1 = B−1 = (S2 C2)
∗ δ−1

12−→ C0 = A0 = S2 C2 −→ 0 (W).

0n a bien γ(2, 3, 2)+δ(2, 3, 2) = α(2, 3, 2)+β(2, 3, 2) = 3. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 3. Ce cas est
celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal. La méthode de
Sylvester s’applique.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x3, y} :

f1 = [a]x3 + [b x2 + c x y + d y2] y
f2 = [a′]x3 + [b′ x2 + c′ x y + d′ y2] y.

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D20 ,

∣∣∣∣ a b x2 + c x y + d y2

a′ b′ x2 + c′ x y + d′ y2

∣∣∣∣
= (a b′ − b a′)x2 + (a c′ − c a′)x y + (a d′ − d a′) y2 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y2} :

f1 = [a x+ b y]x2 + [c x+ d y] y2

f2 = [a′ x+ b′ y]x2 + [c′ x+ d′ y] y2.
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Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D11 ,

∣∣∣∣ a x+ b y c x+ d y
a′ x+ b′ y c′ x+ d′ y

∣∣∣∣
= (a c′ − c a′)x2 + (b c′ − c b′ + a d′ − d a′)x y + (b d′ − d b′) y2 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y3} :

f1 = [a x2 + b x y + c y2]x+ [d] y3

f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x+ [d′] y3.

Pour que les 2 formesf1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D02 ,

∣∣∣∣ a x2 + b x y + c y2 d
a x2 + b x y + c y2 d

∣∣∣∣
= (a d′ − d a′)x2 + (b d′ − d b′)x y + (c d′ − d c′) y2 = 0.

On obtient donc 3 formes D20, D11, D02, de degrés 2, qui doivent avoir un
zéro commun non nul sur la base, à 3 éléments, {x2, x y, y2}. Par conséquent :

R(f1, f2) = −

∣∣∣∣∣∣
a b
′ − b a′ a c

′ − c a′ a d
′ − d a′

a c
′ − c a′ b c

′ − c b′ + a d
′ − d a′ b d

′ − d b′

a d
′ − d a′ b d

′ − d b′ c d
′ − d c′

∣∣∣∣∣∣.
Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 3 :

α(2, 3, 3) = 2, β(2, 3, 3) = 2, γ(2, 3, 3) = 4, δ(2, 3, 3) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1 C2 ⊕ (S1 C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S3 C2 −→ 0
(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 3, 3)+δ(2, 3, 3) = α(2, 3, 3)+β(2, 3, 3) = 4. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 4. Ce cas est le
dual du cas m = 1. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 2 formes f1, f2 sur la base, à 4 éléments,
{x3, x2 y, x y2, y3}.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x]x2 + [b x2 + c x y + d y2] y
f2 = [a′ x]x2 + [b′ x2 + c′ x y + d′ y2] y.
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Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D10 ,

∣∣∣∣ a x b x2 + c x y + d y2

a′ x b′ x2 + c′ x y + d′ y2

∣∣∣∣
= (a b′ − b a′)x3 + (a c′ − c a′)x2 y + (a d′ − d a′)x y2 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y2} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x2 + b x y + c y2]x+ [d y] y2

f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x+ [d′ y] y2.

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D01 ,

∣∣∣∣ a x2 + b x y + c y2 d y
a′ x2 + b′ x y + c′ y2 d′ y

∣∣∣∣
= (a d′ − d a′)x2 y + (b d′ − d b′)x y2 + (c d′ − d c′) y3 = 0.

On obtient donc 4 formes f1, f2, D10, D01, de degrés 3, qui doivent avoir
un zéro commun non nul sur la base, à 4 éléments, {x3, x2 y, x y2, y3}. Par
conséquent :

R(f1, f2) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a

′
a b
′ − b a′ 0

b b
′
a c
′ − c a′ a d

′ − d a′

c c
′
a d
′ − d a′ b d

′ − d b′

d d
′

0 c d
′ − d c′

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 4 :

α(2, 3, 4) = 4, β(2, 3, 4) = 1, γ(2, 3, 4) = 5, δ(2, 3, 4) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1 C2 ⊗ ∧1 C2) ⊕ (S0C2)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S4C2 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 3, 4)+δ(2, 3, 4) = α(2, 3, 4)+β(2, 3, 4) = 5. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 5. Ce cas est le
dual du cas m = 0. La méthode de Sylvester s’applique.

� On calcule les 4 formes x f1, y f1, x f2, y f2 sur la base, à 5 éléments,
{x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :
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f1 = [a x2 + b x y + c y2]x+ [d y2] y
f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x+ [d′ y2] y.

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D00 ,

∣∣∣∣ a x2 + b x y + c y2 d y2

a′ x2 + b′ x y + c′ y2 d′ y2

∣∣∣∣
= (a d′ − d a′)x2 y2 + (b d′ − d b′)x y3 + (c d′ − d c′) y4 = 0.

On obtient donc 5 formes x f1, y f1, x f2, y f2, D00, de degrés 4, qui doivent
avoir un zéro commun non nul sur la base, à 5 éléments, {x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}.
Par conséquent :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 a

′
0 0

b a b
′
a
′

0
c b c

′
b
′
a d
′ − d a′

d c d
′
c
′
b d
′ − d b′

0 d 0 d
′
c d
′ − d c′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 5 : [c’est le deuxième cas ou le complexe est (K)]

α(2, 3, 5) = 6, β(2, 3, 5) = 0, γ(2, 3, 5) = 6, δ(2, 3, 5) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 = S2 C2 ⊗ ∧1C2 δ−1
11−→ C0 = A0 = S5 C2 −→ 0 (K).

0n a bien γ(2, 3, 5)+δ(2, 3, 5) = α(2, 3, 5)+β(2, 3, 5) = 6. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce cas est
le dual du cas m = −1. La méthode de Sylvester s’applique, mais elle est
triviale :

pour que les 6 formes x2 f1, x y f1, y
2 f1, x

2 f2, x y f2, y
2 f2 aient un zéro

commun non nul sur la base, à 6 éléments, {x5, x4 y, x3 y2, x2 y3, x y4, y5} il
faut et il suffit que :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 a
′

0 0
b a 0 b

′
a
′

0
c b a c

′
b
′
a
′

d c b d
′
c
′
b
′

0 d c 0 d
′
c
′

0 0 d 0 0 d
′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.
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∗ Cas b4* : −1 6 m 6 7

A−1 = Sm−4C2 ⊗ ∧1C2 et et B−1 = (S6−mC2)
∗
,

A0 = SmC2 et B0 = (S2−mC2)
∗ ⊗ ∧1C2 et :

α(2, 4, m) = max(0, 2 (m− 3)), β(2, 4, m) = max(0, 7−m),
γ(2, 4, m) = max(0, m+ 1), δ(2, 4, m) = max(0, 2 (3−m)).

• m = −1 :

α(2, 4, −1) = 0, β(2, 4, −1) = 8, γ(2, 4, −1) = 0, δ(2, 4, −1) = 8.

0 −→ C−1 = B−1 = (S7C2)
∗ δ−1

22−→ C0 = B0 = (S3C2)
∗ ⊗ ∧1C2 −→ 0 (W).

0n a bien γ(2, 4, −1) + δ(2, 4, −1) = α(2, 4, −1) + β(2, 4, −1) = 8. Le
résultant R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 8. Ce
cas est le dual du cas m = 7 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.

• m = 0 :

α(2, 4, 0) = 0, β(2, 4, 0) = 7, γ(2, 4, 0) = 1, δ(2, 4, 0) = 6.

0 −→ C−1 = B−1 = (S6C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S0C2 ⊕ [(S2C2)
∗ ⊗ ∧1C2] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 0)+δ(2, 4, 0) = α(2, 4, 0)+β(2, 4, 0) = 7. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 7. Ce cas est
le dual du cas m = 6 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 1 :

α(2, 4, 1) = 0, β(2, 4, 1) = 6, γ(2, 4, 1) = 2, δ(2, 4, 1) = 4.

0 −→ C−1 = B−1 = (S5C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S1C2 ⊕ [(S1C2)
∗ ⊗

∧1C2] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 1)+δ(2, 4, 1) = α(2, 4, 1)+β(2, 4, 1) = 6. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce cas est
le dual du cas m = 5 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 2 :

α(2, 4, 2) = 0, β(2, 4, 2) = 5, γ(2, 4, 2) = 3, δ(2, 4, 2) = 2.
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0 −→ C−1 = B−1 = (S4C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S2C2 ⊕ ∧1C2 −→ 0

(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 2)+δ(2, 4, 2) = α(2, 4, 2)+β(2, 4, 2) = 5. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 5. Ce cas est
le dual du cas m = 4 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 3 :

α(2, 4, 3) = 0, β(2, 4, 3) = 4, γ(2, 4, 3) = 4, δ(2, 4, 3) = 0.

0 −→ C−1 = B−1 = (S3C2)
∗ δ−1

12−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S3C2 −→ 0 (W).

0n a bien γ(2, 4, 3)+δ(2, 4, 3) = α(2, 4, 3)+β(2, 4, 3) = 4. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 4. Ce cas est
celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal. La méthode de
Sylvester s’applique.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x4, y} :

f1 = [a]x4 + [b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3] y
f2 = [a′]x4 + [b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3] y

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D30 ,

∣∣∣∣ a b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3

a′ b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3

∣∣∣∣
= (a b′ − b a′)x3 + (a c′ − c a′)x2 y + (a d′ − d a′)x y2 + (a e′ − e a′) y3 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x3, y2} :

f1 = [a x+ b y]x3 + [c x2 + d x y + e y2] y2

f2 = [a′ x+ b′ y]x3 + [c′ x2 + d′ x y + e′ y2] y2

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D21 ,

∣∣∣∣ a x+ b y c x2 + d x y + e y2

a′ x+ b′ y c′ x2 + d′ x y + e′ y2

∣∣∣∣
= (a c′ − c a′)x3 + (b c′ − c b′ + a d′ − d a′)x2 y + (b d′ − d b′ + a e′ − e a′)x y2

+ (b e′ − e a′) y3 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y3} :
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f1 = [a x2 + b x y + c y2]x2 + [d x+ e y] y3

f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x2 + [d′ x+ e′ y] y3

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D12 ,

∣∣∣∣ a x2 + b x y + c y2 d x+ e y
a′ x2 + b′ x y + c′ y2 d′ x+ e′ y

∣∣∣∣
= (a d′ − d a′)x3 + (b d′ − d b′ + a e′ − e a′)x2 y + (c d′ − d c′ + b e′ − e b′)x y2

+ (c e′ − e c′) y3 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y4} :

f1 = [a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3]x2 + [e] y4

f2 = [a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3]x2 + [e′] y4

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D03 ,

∣∣∣∣ a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3 e
a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3 e′

∣∣∣∣
= (a e′ − e a′)x3 + (b e′ − e b′)x2 y + (c e′ − e c′)x y2 + (d e′ − e d′) y3 = 0.

On obtient donc 4 formes D30, D21, D12, D03, de degrés 3, qui doivent
avoir un zéro commun non nul sur la base, à 4 éléments, {x3, x2 y, x y2, y3}.
Par conséquent :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b

′ − b a′
a c

′ − c a′
a d

′ − d a′
a e

′ − e a′

a c
′ − c a′

b c
′ − c b′ + a d

′ − d a′
b d

′ − d b′ + a e
′ − e a′

b e
′ − e b′

a d
′ − d a′

b d
′ − d b′ + a e

′ − e a′
c d

′ − d c′ + b e
′ − e b′ c e

′ − e c′

a e
′ − e a′

b e
′ − e b′ c e

′ − e c′ d e
′ − e d′

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 4 :

α(2, 4, 4) = 2, β(2, 4, 4) = 3, γ(2, 4, 4) = 5, δ(2, 4, 4) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C2 ⊕ (S2C2)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S4C2 −→ 0
(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 4)+δ(2, 4, 4) = α(2, 4, 4)+β(2, 4, 4) = 5. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 5. Ce cas est le
dual du cas m = 2. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 2 formes f1, f2 sur la base, à 5 éléments,
{x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}.
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� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x3, y} : il
y a 2 façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x]x3 + [b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3] y
f2 = [a′ x]x3 + [b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3] y

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D30 ,

∣∣∣∣ a x b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3

a′ x b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3

∣∣∣∣
= (a b′ − b a′)x4 + (a c′ − c a′)x3 y + (a d′ − d a′)x2 y2 + (a e′ − e a′)x y3 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y2} :
il y a 2 façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x2 + b x y + c y2]x2 + [d x y + e y2] y2

f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x2 + [d′ x y + e′ y2] y2

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D11 ,

∣∣∣∣ a x2 + b x y + c y2 d x y + e y2

a′ x2 + b′ x y + c′ y2 d′ x y + e′ y2

∣∣∣∣
= (a d′− d a′)x3 y+ (a e′− e a′+ b d′− d b′)x2 y2 + (b e′− e b′+ c d′− d c′)x y3

+ (c e′ − e c′) y4 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y3} : il
y a 2 façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3]x+ [e y] y3

f2 = [a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3]x+ [e′ y] y3

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D02 ,

∣∣∣∣ a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3 e y
a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3 e′ y

∣∣∣∣
= (a e′ − e a′)x3 y + (b e′ − e b′)x2 y2 + (c e′ − e c′)x y3 + (d e′ − e d′) y4 = 0.

On obtient donc 5 formes f1, f2, D20, D11, D02, de degrés 4, qui doivent
avoir un zéro commun non nul sur la base, à 5 éléments,
{x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}. Par conséquent :
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R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a

′
a b
′ − b a′ 0 0

b b
′
a c
′ − c a′ a d

′ − d a′ a e
′ − e a′

c c
′
a d
′ − d a′ a e

′ − e a′ + b d
′ − d b′ b e

′ − e b′

d d
′
a e
′ − e a′ b e

′ − e b′ + c d
′ − d c′ c e

′ − e c′

e e
′

0 c e
′ − e c′ d e

′ − e d′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 5 :

α(2, 4, 5) = 4, β(2, 4, 5) = 2, γ(2, 4, 5) = 6, δ(2, 4, 5) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C2 ⊗ ∧1C2)⊕ (S1C2)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S5C2 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 5)+δ(2, 4, 5) = α(2, 4, 5)+β(2, 4, 5) = 6. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce cas est le
dual du cas m = 1. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 4 formes x f1, y f1, x f2, y f2 sur la base, à 6 éléments,
{x5, x4 y, x3 y2, x2 y3, x y4, y5}.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x2, y} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x2]x2 + [b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3] y
f2 = [a′ x2]x2 + [b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3] y

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D10 ,

∣∣∣∣ a x2 b x3 + c x2 y + d x y2 + e y3

a′ x2 b′ x3 + c′ x2 y + d′ x y2 + e′ y3

∣∣∣∣
= (a b′ − b a′)x5 + (a c′ − c a′)x4 y + (a d′ − d a′)x3 y2 + (a e′ − e a′)x2 y3 = 0.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y2} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3]x+ [e y2] y2

f2 = [a′ x2 + b′ x y + c′ y2]x+ [d′ x y + e′ y2] y2

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D01 ,

∣∣∣∣ a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3 e y2

a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3 e′ y2

∣∣∣∣
= (a e′ − e a′)x3 y2 + (b e′ − e b′)x2 y3 + (c e′ − e c′)x y4 + (d e′ − e d′) y5 = 0.
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On obtient donc 6 formes x f1, y f1, x f2, y f2, D10, D01, de degrés 5, qui
doivent avoir un zéro commun non nul sur la base, à 6 éléments,
{x5, x4 y, x3 y2, x2 y3, x y4, y5}. Par conséquent :

R(f1, f2) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 a
′

0 a b
′ − b a′ 0

b a b
′
a
′
a c
′ − c a′ 0

c b c
′
b
′
a d
′ − d a′ a e

′ − e a′

d c d
′
c
′
a e
′ − e a′ b e

′ − e b′

e d e
′
d
′

0 c e
′ − e c′

0 e 0 e
′

0 d e
′ − e d′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 6 :

α(2, 4, 6) = 6, β(2, 4, 6) = 1, γ(2, 4, 6) = 7, δ(2, 4, 6) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S2C2 ⊗ ∧1C2)⊕ (S0C2)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S6C2 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(2, 4, 6)+δ(2, 4, 6) = α(2, 4, 6)+β(2, 4, 6) = 7. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 7. Ce cas est le
dual du cas m = 0. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 6 formes x2 f1, x y f1, y
2 f1, x

2 f2, x y f2, y
2 f2 sur la

base, à 7 éléments, {x6, x5 y, x4 y2, x3 y3, x2 y4, x y5, y6}.

� On décompose les 2 formes f1, f2 sur la base, à 2 éléments, {x, y} : il
y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3]x+ [e y3] y
f2 = [a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3]x+ [e′ y3] y

Pour que les 2 formes f1, f2 aient un zéro commun non nul sur cette base
il faut et il suffit que :

D00 ,

∣∣∣∣ a x3 + b x2 y + c x y2 + d y3 e y3

a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3 e′ y3

∣∣∣∣
= (a e′ − e a′)x3 y3 + (b e′ − e b′)x2 y4 + (c e′ − c c′)x y5 + (d e′ − e d′) y6 = 0.

On obtient donc 7 formes x2 f1, x y f1, y
2 f1, x

2 f2, x y f2, y
2 f2, D00, de

degrés 6, qui doivent avoir un zéro commun non nul sur la base, à 6 éléments,
{x6, x5 y, x4 y2, x3 y3, x2 y4, x y5, y6}. Par conséquent :
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R(f1, f2) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 a
′

0 0 0
b a 0 b

′
a
′

0 0
c b a c

′
b
′
a
′

0
d c b d

′
c
′
b
′
a e
′ − e a′

e d c e
′
d
′
c
′
b e
′ − e b′

0 e d 0 e
′
d
′
c e
′ − e c′

0 0 e 0 0 e
′
d e
′ − e d′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

• m = 7 : [c’est le troisième cas ou le complexe est (K)]

α(2, 4, 7) = 8, β(2, 4, 7) = 0, γ(2, 4, 7) = 8, δ(2, 4, 7) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 = S3C2 ⊗ ∧1C2 δ−1
11−→ C0 = A0 = S7C2 −→ 0 (K).

0n a bien γ(2, 4, 7)+δ(2, 4, 7) = α(2, 4, 7)+β(2, 4, 7) = 8. Le résultant
R(f1, f2) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 8. Ce cas est
le dual du cas m = −1. La méthode de Sylvester s’applique, mais elle est
triviale :

pour que les 8 formes x3 f1, x
2 y f1, x y

2 f1, y
3f1,

x3 f2, x
2 y f2, x y

2 f2, y
3f2 aient un zéro commun non nul sur la base, à 7

éléments, {x7, x6 y, x5 y2, x4 y3, x3 y4, x2 y5, x y6, y7} il faut et il suffit que :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 0 a
′

0 0 0
b a 0 0 b

′
a
′

0 0
c b a 0 c

′
b
′
a
′

0
d c b a d

′
c
′
b
′
a
′

e d c b e
′
d
′
c
′
b
′

0 e d c 0 e
′
d
′
c
′

0 0 e d 0 0 e
′
d
′

0 0 0 e 0 0 0 e
′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y) = 1.

∗ etc.

4.6.3 Cas c* : cas des formes ternaires non linéaires :
k = 3 ; d > 2 ; d− 2 6 m 6 2 d− 1

Alors le résultant est de degré 3 d2.

On a :

C−1 = A−1 ⊕B−1 ; A−1 = Sm−dC3 ⊗ ∧1C3 et B−1 = (S3 (d−1)−mC3)
∗
,
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C0 = A0 ⊕B0 ; A0 = SmC3 et B0 = (S2 (d−1)−(m+1)C3)
∗ ⊗ ∧2C3 et :

α(3, d, m) = max(0, 3 (m−d+2) (m−d+1)
2

), β(3, d, m) = max(0, (3 d−m−1) (3 d−m−2)
2

),

γ(3, d, m) = max(0, (m+2) (m+1)
2

), δ(3, d, m) = max(0, 3 (2 d−m−1) (2 d−m−2)
2

).
On constate que γ est indépendant de d.

La matrice [δ−1] d’ordre minimal est obtenue pour :

m = 3 r si d = 2 r + 1,
m = 3 r − 2 ou m = 3 r − 1 si d = 2 r.

� Si d = 2 r + 1 on a α(3, 2 r + 1, 3 r) = δ(3, 2 r + 1, 3 r) = 3 (r+1) r
2

et

β(3, 2 r+1, 3 r) = γ(3, 2 r+1, 3 r) = (3 r+2) (3 r+1)
2

. On constate que la matrice

[δ−1
12 ] est carrée, d’ordre γ(3, 2 r + 1, 3 r) = β(3, 2 r + 1, 3 r) = (3 r+2) (3 r+1)

2

alors que la matrice [δ−1] est carrée, d’ordre :
γ(3, 2 r + 1, 3 r) + δ(3, 2 r + 1, 3 r) = α + β = 6 r (r + 1) + 1.

� Si d = 2 r :

� si m = 3 r − 2 alors :
α(3, 2 r, 3 r − 2) = max(0, 3 r (r−1)

2
), β(3, 2 r, 3 r − 2) = max(0, 3 r (r+1)

2
),

γ(3, 2 r, 3 r − 2) = max(0, 3 r (3 r−1)
2

) et δ(3, 2 r, 3 r − 2) = max(0, 3 r (r+1)
2

).
la matrice [δ−1] est carrée, d’ordre :
γ(3, 2 r, 3 r−2)+δ(3, 2 r, 3 r−2) = α(3, 2 r, 3 r−2)+β(3, 2 r, 3 r−2) = 6 r2.

� si m = 3 r − 1 alors :
α(3, 2 r, 3 r − 1) = max(0, 3 r (r+1)

2
), β(3, 2 r, 3 r − 1) = max(0, 3 r (3 r−1)

2
),

γ(3, 2 r, 3 r − 1) = max(0, 3 r (3 r+1)
2

) et δ(3, 2 r, 3 r − 1) = max(0, 3 r (r−1)
2

).
la matrice [δ−1] est carrée, d’ordre ;
γ(3, 2 r, 3 r−1)+δ(3, 2 r, 3 r−1) = α(3, 2 r, 3 r−1)+β(3, 2 r, 3 r−1) = 6 r2.

La méthode de Sylvester s’applique pour m = 2 d− 2, 2 d− 1.

� Avec m = 2 d− 2 on a :

(Sd−2C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (Sd−1C3)
∗ δ−1

12−→ S2 d−2C3.

α(3, d, 2 d− 2) = max(0, 3 d (d−1)
2

), β(3, d, 2 d− 2) = max(0, d (d+1)
2

),
γ(3, d, 2 d− 2) = max(0, d (2 d− 1)) et δ(3, d, 2 d− 2) = 0. la matrice [δ−1]
est carrée, d’ordre :
γ(3, d, 2 d− 2) + δ(3, d, 2 d− 2) = α(3, d, 2 d− 2) + β(3, d, 2 d− 2)
= d (2 d− 1).

� Avec m = 2 d− 1 on a :

(Sd−1C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (Sd−2C3)
∗ δ−1

12−→ S2 d−1C3.
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α(3, d, 2 d− 1) = max(0, 3 d (d+1)
2

), β(3, d, 2 d− 1) = max(0, d (d−1)
2

),
γ(3, d, 2 d− 1) = max(0, d (2 d+ 1)) et δ(3, d, 2 d− 1) = 0. la matrice [δ−1]
est carrée, d’ordre :
γ(3, d, 2 d− 1) + δ(3, d, 2 d− 1) = α(3, d, 2 d− 1) + β(3, d, 2 d− 1)
= d (2 d+ 1).

Par conséquent il vaut mieux utiliser la valeur m = 2 d− 2 que la valeur
m = 2 d− 1 car elle conduit à une matrice [δ−1] d’ordre plus petit.

d m le mieux ordre de δ−1 m le mieux pour S. ordre de δ−1

2 1 ou 2 6 2 6
3 3 13 4 15
4 4 ou 5 24 6 28
5 6 37 8 45
6 7 ou 8 54 10 66
7 9 73 12 91
8 10 ou 11 96 14 120
9 12 121 16 153
10 13 ou 14 150 18 190
... ... ... ... ...

.

Le complexe associé est toujours celui de Weyman.

∗ Cas c2* : 0 6 m 6 3

Rappel : on a déjà calculé le résultant grâce à la formule de Sylvester
utilisant le jacobien (cf. Cas c2).

A−1 = Sm−2C3 ⊗ ∧1C3 et et B−1 = (S3−mC3)
∗
,

A0 = SmC3 et B0 = (S1−mC3)
∗ ⊗ ∧2C3 et :

α(3, 2, m) = max(0, 3m (m−1)
2

), β(3, 2, m) = max(0, (5−m) (4−m)
2

),

γ(3, 2, m) = max(0, (m+2) (m+1)
2

),

δ(3, 2, m) = max(0, 3 (3−m) (2−m)
2

).

• m = 0 :

α(3, 2, 0) = 0, β(3, 2, 0) = 10, γ(3, 2, 0) = 1, δ(3, 2, 0) = 9.

0 −→ C−1 = B−1 = (S3C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S0C3 ⊕ [(S1C3)
∗ ⊗ ∧2C3] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 2, 0)+δ(3, 2, 0) = α(3, 2, 0)+β(3, 2, 0) = 10. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 10. Ce cas
est le dual du cas m = 3 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.
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• m = 1 :

α(3, 2, 1) = 0, β(3, 2, 1) = 6, γ(3, 2, 1) = 3, δ(3, 2, 1) = 3.

0 −→ C−1 = B−1 = (S2C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S1C3 ⊕ ∧2C3 −→ 0

(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 2, 1)+δ(3, 2, 1) = α(3, 2, 1)+β(3, 2, 1) = 6. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce cas est
le dual du cas m = 2 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode de
Sylvester s’applique.

• m = 2 :

α(3, 2, 2) = 3, β(3, 2, 2) = 3, γ(3, 2, 2) = 6, δ(3, 2, 2) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C3 ⊕ (S1C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 = S2C3 −→ 0
(W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(3, 2, 2)+δ(3, 2, 2) = α(3, 2, 2)+β(3, 2, 2) = 6. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 6. Ce cas est
le dual du cas m = 1. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 3 formes f1, f2, f3 sur la base, à 6 éléments,
{x2, x y, x z, y2, y z, z2}.

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x2, y, z} :
il y a 2 façons de faire ; par exemple :

f1 = [a]x2 + [b x+ d y + e z] y + [c x+ f z] z
f2 = [a′]x2 + [b′ x+ d′ y + e′ z] y + [c′ x+ f ′ z] z
f3 = [a′′]x2 + [b′′ x+ d′′ y + e′′ z] y + [c′′ x+ f ′′ z] z

Pour que les 3 formes f1, f2, f3 aient un zéro commun non nul sur cette
base il faut et il suffit que :

D100 ,

∣∣∣∣∣∣
a b x+ d y + e z c x+ f z
a′ b′ x+ d′ y + e′ z c′ x+ f ′ z
a′′ b′′ x+ d′′ y + e′′ z c′′ x+ f ′′ z

∣∣∣∣∣∣
= ABC x2 − ACDxy + (ABF − ACE)x z + ADF y z + AEF z2 = 0.

Grâce à la symétrie du Cas c2 on obtient :

� D010 = −ACDx2 + (ADE −BCD)x y + ADF x z +BDE y2

+BDF y z = 0 et :

�D001 = ADF x y+AEF x z+BDF y2+(BEF+CDF ) y z+CEF z2 = 0
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On obtient donc 6 formes f1, f2, f3, D100, D010, D001, de degrés 2, qui
doivent avoir un zéro commun non nul sur la base, à 6 éléments,
{x2, x y, x z, y2, y z, z2}. Par conséquent :

R(f1, f2, f3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a′ a′′ ABC −ACD 0
b b′ b′′ −ACD ADE −BCD ADF
c c′ c′′ ABF − ACE ADF AEF
d d′ d′′ 0 BDE BDF
e e′ e′′ ADF BDF BEF + CDF
f f ′ f ′′ AEF 0 CEF

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y, z) = 1.

Comparaison avec la formule de Sylvester utilisant le jacobien

La décomposition suivante des 3 formes f1, f2, f3 sur la base, à 3 éléments,
{x2, y, z} :

f1 = [a]x2 + [b x+ d y + e
2
z] y + [c x+ e

2
y + f z] z

f2 = [a′]x2 + [b′ x+ d′ y + e′

2
z] y + [c′ x+ e′

2
y + f ′ z] z

f3 = [a′′]x2 + [b′′ x+ d′′ y + e′′

2
z] y + [c′′ x+ e′′

2
y + f ′′ z] z conduit à :

D100 = 1
8
∂ J
∂ x

+ 1
4

(B, C, f) et, grâce à la symétrie du Cas c2 :

D010 = 1
8
∂ J
∂ y

+ 1
4

(E, B, f) et :

D001 = 1
8
∂ J
∂ z

+ 1
4

(C, E, f).

Étant donné que f = 0 on retrouve la formule de Sylvester utilisant le
jacobien.

Exemple :

f1 = a x2 + e y z
f2 = c

′
x z + d

′
y2

f3 = b
′′
x y + f

′′
z2 ; Alors :

R(f1, f2, f3) = a d
′
f
′′

(a d
′
f
′′

+ e c
′
b
′′
)
3

de degré 12.

• m = 3 :

α(3, 2, 3) = 9, β(3, 2, 3) = 1, γ(3, 2, 3) = 10, δ(3, 2, 3) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (S0C3)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S3C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(3, 2, 3)+δ(3, 2, 3) = α(3, 2, 3)+β(3, 2, 3) = 10. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 10.
Ce cas est le dual du cas m = 0. La méthode de Sylvester s’applique.
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� On exprime les 9 formes x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3

sur la base, à 10 éléments {x3, x2 y, x2 z, x y2, x y z, x z2, y3, y2 z, y z2, z3}.

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base, à 3 éléments, {x, y, z} :
il y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x+ b y + c z]x+ [d y + e z] y + [f z] z
f2 = [a′ x+ b′ y + c′ z]x+ [d′ y + e′ z] y + [f ′ z] z
f3 = [a′′ x+ b′′ y + c′′ z]x+ [d′′ y + e′′ z] y + [f ′′ z] z

Pour que les 3 formes f1, f2, f3 aient un zéro commun non nul sur cette
base il faut et il suffit que :

D000 ,

∣∣∣∣∣∣
a x+ b y + c z d y + e z f z
a′ x+ b′ y + c′ z d′ y + e′ z f ′ z
a′′ x+ b′′ y + c′′ z d′′ y + e′′ z f ′′ z

∣∣∣∣∣∣
= ADF x y z + AEF x z2 +BDF y2 z + (CDF +BEF ) y z2 + CEF z3 = 0.

On obtient donc 10 formes x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3, D000,
de degrés 3, qui doivent avoir un zéro commun non nul sur la base, à 10
éléments, {x3, x2 y, x2 z, x y2, x y z, x z2, y3, y2 z, y z2, z3}. Par conséquent :

R(f1, f2, f3) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 a′ 0 0 a′′ 0 0 0
b a 0 b′ a′ 0 b′′ a′′ 0 0
c 0 a c′ 0 a′ c′′ 0 a

′′
0

d b 0 d′ b′ 0 d′′ b′′ 0 0
e c b e′ c′ b′ e′′ c′′ b

′′
ADF

f 0 c f ′ 0 c′ f ′′ 0 c′′ AEF
0 d 0 a′ d′ 0 0 d′′ 0 0
0 e d 0 e′ d′ 0 e′′ d′′ BDF
0 f e 0 f ′ e′ 0 f ′′ e′′ CDF +BEF
0 0 f 0 0 f ′ 0 0 f ′′ CEF

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Le coefficient -1 apparâıt pour que R(x, y, z) = 1.

Exemple :

Pour l’exemple précédent on retrouve évidemment le même résultant.

∗ Cas c3* : 1 6 m 6 5

A−1 = Sm−3C3 ⊗ ∧1C3 et B−1 = (S6−mC3)
∗
,

A0 = SmC3 et B0 = (S3−mC3)
∗ ⊗ ∧2C3 et :

α(3, 3, m) = max(0, 3 (m−1) (m−2)
2

), β(3, 3, m) = max(0, (8−m) (7−m)
2

),

γ(3, 3, m) = max(0, (m+2) (m+1)
2

), δ(3, 3, m) = max(0, 3 (5−m) (4−m)
2

).
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• m = 1 :

α(3, 3, 1) = 0, β(3, 3, 1) = 21, γ(3, 3, 1) = 3, δ(3, 3, 1) = 18.

0 −→ C−1 = B−1 = (S5C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S1C3 ⊕ [(S2C3)
∗ ⊗

∧2C3] −→ 0 et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 3, 1)+δ(3, 3, 1) = α(3, 3, 1)+β(3, 3, 1) = 21. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 21. Ce cas
est le dual du cas m = 5. Mais ce cas n’a aucun intérêt par rapport au cas
m = 2.

• m = 2 :

α(3, 3, 2) = 0, β(3, 3, 2) = 15, γ(3, 3, 2) = 6, δ(3, 3, 2) = 9.

0 −→ C−1 = B−1 = (S4C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0 = S2C3 ⊕ [(S1C3)
∗ ⊗

∧2C3] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n bien γ(3, 3, 2) + δ(3, 3, 2) = α(3, 3, 2) + β(3, 3, 2) = 15. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 15. Ce cas
est le dual du cas m = 4 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.

• m = 3 :

α(3, 3, 3) = 3, β(3, 3, 3) = 10, γ(3, 3, 3) = 10, δ(3, 3, 3) = 3.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C3 ⊕ (S3C3)
∗ δ−1

−→

C0 = A0 ⊕ B0 = S3C3 ⊕ ∧2C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n bien γ(3, 3, 3) + δ(3, 3, 3) = α(3, 3, 3) + β(3, 3, 3) = 13.

C’est le premier cas pour lequel les trois matrices [δ−1
11 ], [δ−1

12 ]
et [δ−1

22 ] sont présentes. Le résultant R(f1, f2, f3) est obtenu sous la
forme d’un déterminant d’ordre minimal 13, mais le calcul de la
matrice symétrique [δ−1

12 ] est très compliqué.

Nous allons proposer un calcul de cette matrice. Cependant vu la difficulté
de son calcul ce cas m = 3 n’a aucun intérêt par rapport au cas m = 4 (cf. ci-
après) qui, bien que conduisant à un résultant sous la forme d’un déterminant
d’ordre 15 plus elevé, n’offre pas de difficulté de calcul (car, on le verra, la
méthode de Sylvester s’applique alors).
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� On exprime les 3 formes f1, f2, f3 sur la base, à 10 éléments
{x3, . . . , z3}.

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x4, y, z} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et il
suffit que le déterminant D300 des coefficients de ces trois formes sur cette
base soit nul. Mais ce déterminant ne peut s’exprimer que sur une base,
à 13 éléments {x3, . . . , z3, (1), (2), (3)}, pour laquelle nous allons proposer
ci-après les 3 éléments {(1), (2), (3)}.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D030 puis
D003 sur cette base à 13 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x3, y2, z} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces trois formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D210 des coefficints de ces trois formes sur cette
base soit nul. Mais il faut exprimer ce déterminant sur la base précédente, à
13 éléments.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D021 puis
D102 sur cette base à 13 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x2, y2, z2} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces trois formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D111 des coefficints de ces trois formes sur cette
base soit nul. Mais il faut exprimer ce déterminant sur la base précédente, à
13 éléments.

On obtient donc 13 formes
f1, f2, f3, D300, D210, D201, D120, D111, D102, D030, D021, D012, D003

qui doivent avoir un zéro commun sur la base précédente, à 13 éléments. Le
résultant R(f1, f2, f3) est le déterminant des coefficients de ces 13 formes sur
cette base à 13 éléments.

Il y a plusieurs choix pour les éléments (1), (2), (3). Choisissons par
exemple :
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 (1)
(2)
(3)

 = (H y2 + I y z + J z2) × (Ax2 + C x z + F z2) y−1

+ (Ax2 +B xy +D y2) × (Gy2 +H y z + I z2) z−1.

Alors si nous posons pour simplifier M , [δ−1
12 ] et si nous notons :

mij ; 1 6 i 6 j 6 10 les éléments de cette matrice symétrique on obtient :

R(f1, f2, f3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a
′

a
′′

m11 m12 m13 m14 m15 m16 0 m18 m19 0

b b
′

b
′′

m12 m22 m23 m24 m25 m26 m27 m28 m29 m2,10

c c
′

c
′′

m13 m23 m33 m34 m35 m36 m37 m38 m39 m3,10

d d
′

d
′′

m14 m24 m34 m44 m45 m46 m47 m48 m49 m4,10

e e
′

e
′′

m15 m25 m35 m45 m55 m56 m57 m58 m59 m5,10

f f
′

f
′′

m16 m26 m36 m46 m56 m66 m67 m68 m69 m6,10

g g
′

g
′′

0 m27 m37 m47 m57 m67 m77 m78 m79 m7,10

h h
′

h
′′

m18 m28 m38 m48 m58 m68 m78 m88 m89 m8,10

i i
′

i
′′

m19 m29 m39 m49 m59 m69 m79 m89 m99 m9,10

j j
′

j
′′

0 m2,10 m3,10 m4,10 m5,10 m6,10 m7,10 m8,10 m9,10 m10,10

0 0 0 a b c d e f g h i j

0 0 0 a
′

b
′

c
′

d
′

e
′

f
′

g
′

h
′

i
′

j
′

0 0 0 a
′′

b
′′

c
′′

d
′′

e
′′

f
′′

g
′′

h
′′

i
′′

j
′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Le coefficient 1 apparâıt pour que R(x, y, z) = 1.

avec :

m11 = 2ABC
m12 = ABE − 2ACD
m13 = −ACE + 2ABF
m14 = ADE − ACG
m15 = 2ADF
m16 = ABJ + AEF
m18 = −AFG
m19 = ADJ

m22 = 2ADE − 2ACG− 2BCD
m23 = ABI − ACH −BCE + 2ADF
m24 = −2AEG+ ADH +BDE −BCG
m25 = −AEH + 2ADI − 2AFG+ 2BDF
m26 = 2ADJ − AFH +BEF
m27 = AGH
m28 = 2AGI −BFG
m29 = 2AGJ + AHI +BDJ
m2,10 = AHJ
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m33 = 2ABJ − 2BCF + 2AEF
m34 = ADI + CDE − 2AFG
m35 = 2ADJ + AEI − 2AFH + 2CDF
m36 = 2AEJ −BCJ − AFI + CEF
m37 = AGI
m38 = 2AGJ + AHI − CFG
m39 = 2AHJ + CDJ
m3,10 = AIJ

m44 = 2AGH − 2BEG+ 2BDH
m45 = 2AGI + 2BDI − CEG− 2BFG
m46 = 2AGJ +BDJ − CFG+DEF
m47 = 2BGH
m48 = 2BGI + CGH −DFG
m49 = 2BGJ + CGI
m4,10 = CGJ

m55 = 2AGJ + 2AHI + 2BEI + 2BDJ + 2CDI − 2CEH − 2CFG
− 2BFH − 2DEF

m56 = 2AHJ + 2CDJ +BEJ − 2CFH
m57 = 2BGI
m58 = 2BGJ + 2BHI + 2CGI − EFG
m59 = 2BHJ + 2CGJ + 2CHI −DEJ
m5,10 = 2CHJ

m66 = 2AIJ + 2CEJ − 2CFI
m67 = BGJ
m68 = 2CGJ +BHJ
m69 = 2CHJ +BIJ −DFJ
m6,10 = 2CIJ

m77 = 2DGH
m78 = EGH + 2DGI
m79 = DGJ + EGI
m7,10 = EGJ

m88 = 2EGI + 2DGJ + 2DHI
m89 = 2EGJ + EHI +DHJ + FGI
m8,10 = EHJ + FGJ

m99 = 2EHJ + 2FGJ + 2FHI
m9,10 = EIJ + 2FHJ

m10,10 = 2FIJ
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Exemple : si f = Ax3 + E xy z +Gy3 + J z3 i.e. si
B = C = D = F = H = I = 0 on trouve, avec : (1)

(2)
(3)

 = J z2 × Ax2 y−1 + Ax2 × Gy2 z−1 :

R(f1, f2, f3) = [(AGJ)3 − AEG � AEJ � EGJ ]
3
, qui est bien de degré 27.

Si A =

 a
0
0

, E =

 e
e′

e′′

, G =

 0
g′

0

, J =

 0
0
j
′′

 alors :

AGJ = a g′ j′′, AEG = −a g′ e′′, AEJ = a e′ j′′, EGJ = e g′ j′′ et :

R(f1, f2, f3) = a6 g
′6 j

′′6 (a g′ j′′ + e e′ e′′)3.

• m = 4 :

α(3, 3, 4) = 9, β(3, 3, 4) = 6, γ(3, 3, 4) = 15, δ(3, 3, 4) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (S2C3)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S4C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(3, 3, 4)+δ(3, 3, 4) = α(3, 3, 4)+β(3, 3, 4) = 15. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 15. Ce cas
est le dual du cas m = 2. La méthode de Sylvester s’applique.

� On exprime les 9 formes
x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3 sur la base, à 15 éléments
{x4, . . . , z4}.

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x3, y, z} :
il y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a]x3 + [b x2 + d x y + e x z + g y2 + h y z + i z2] y
+ [c x2 + f x z + j z2] z

f2 = [a′]x3 + [b′ x2 + d′ x y + e′ x z + g′ y2 + h′ y z + i′ z2] y
+ [c′ x2 + f ′ x z + j′ z2] z

f3 = [a′′]x3 + [b′′ x2 + d′′ x y + e′′ x z + g′′ y2 + h′′ y z + i′′ z2] y
+ [c′′ x2 + f ′′ x z + j′′ z2] z

Pour que les 3 formes f1, f2, f3 aient un zéro commun non nul sur cette
base il faut et il suffit que :
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D200

,

∣∣∣∣∣∣
a b x2 + d x y + e x z + g y2 + h y z + i z2 c x2 + f x z + j z2

a′ b′ x2 + d′ x y + e′ x z + g′ y2 + h′ y z + i′ z2 c′ x2 + f ′ x z + j′ z2

a′′ b′′ x2 + d′′ x y + e′′ x z + g′′ y2 + h′′ y z + i′′ z2 c′′ x2 + f ′′ x z + j′′ z2

∣∣∣∣∣∣
= ABC x4 − ACDx3 y + (−ACE + ABF )x3 z − ACGx2 y2

+ (−ACH + ADF )x2 y z + (−ACI + AEF + ABJ)x2 z2 − AFGxy2 z
+ (−AFH + ADJ)x y z2 + (−AFI + AEJ)x z3 + AGJ y2 z2 + AHJ y z3

+ AIJ z4 (les termes en x y3, y4, y3 z n’interviennent pas).

Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient :

� D020 = −ACGx4 + (−BCG− AEG)x3 y − AFGx3 z
+ (CDG−BEG+ AGH)x2 y2 + (−BFG+ AGI)x2 y z + AGJ x2 z2

+ (−DEG+BGH)x y3 + (−DFG+BGI)x y2 z +BGJ x y z2 +DGH y4

+DGI y3 z +DGJ y2 z2 (les termes en x z3, y z3, z4 n’interviennent pas).

� D002 = AGJ x2 y2 + AHJ x2 y z + AIJ x2 z2 +BGJ x y3

+ (CGJ +BHJ)x y2 z + (CHJ +BIJ)x y z2 + CIJ x z3 +DGJ y4

+ (EGJ +DHJ) y3 z + (FGJ + EHJ +DIJ) y2 z2 + (FHJ + EIJ) y z3

+ FIJ z4 (les termes x4, x3 y, x3 z n’interviennent pas).

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x2, y2, z} :
il y a plusieurs façons de faire ; par exemple :

f1 = [a x+ b y]x2 + [d x+g y] y2 + [c x2 + e x y+f x z+h y2 + i y z+ j z2] z
f2 = [a′ x+b′ y]x2+[d′ x+g′ y] y2+[c′ x2+e′ x y+f ′ x z+h′ y2+i′ y z+j′ z2] z
f3 = [a′′ x + b′′ y]x2 + [d′′ x + g′′ y] y2 + [c′′ x2 + e′′ x y + f ′′ x z + h′′ y2 +

i′′ y z + j′′ z2] z

Pour que les 3 formes f1, f2, f3 aient un zéro commun non nul sur cette
base il faut et il suffit que :

D110

,

∣∣∣∣∣∣
a x+ b y d x+ g y c x2 + e x y + f x z + h y2 + i y z + j z2

a′ x+ b′ y d′ x+ g′ y c′ x2 + e′ x y + f ′ x z + h′ y2 + i′ y z + j′ z2

a′′ x+ b′′ y d′′ x+ g′′ y c′′ x2 + e′′ x y + f ′′ x z + h′′ y2 + i′′ y z + j′′ z2

∣∣∣∣∣∣
= −ACDx4 + (−BCD − ACG+ ADE)x3 y + ADF x3 z
+ (−BCG+BDE − AEG+ ADH)x2 y2 + (BDF − AFG+ ADI)x2 y z
+ ADJ x2 z2 + (BDH + AGH −BEG)x y3

+ (BDI +AGI −BFG)x y2 z + (BDJ +AGJ)x y z2 +BGH y4 +BGI y3 z
+BGJ y2 z2 (les termes x z3, y z3, z4 n’interviennent pas, comme dans D020).

Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient :
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D011 = AGI x2 y2 + (AHI + AGJ)x2 y z + AHJ x2 z2 +BGI x y3

+ (BHI +BGJ + CGI)x y2 z + (CHI + CGJ +BHJ)x y z2 + CHJ x z3

+DGI y4 + (DHI +DGJ +EGI) y3 z+ (FGI +EHI +EGJ +DHJ) y2 z2

+(EHJ+FHI+FGJ) y z3+FHJ z4 (les termes x4, x3 y, x3 z n’interviennent
pas, comme dans D002).

D101 = ABF x4 +ADF x3 y+ (−BCF +ABJ +AEF )x3 z−AFGx2 y2

+ (CDF + ADJ − AFH)x2 y z + (−AFI + CEF + AEJ −BCJ)x2 z2

+ (−CFG+ AGJ)x y2 z + (−CFH + AHJ + CDJ)x y z2

+ (−CFI +AIJ +CEJ)x z3 +CGJ y2 z2 +CHJ y z3 +CIJ z4 (les termes
x y3, y4, y3 z n’interviennent pas, comme dans D200).

R(f1, f2, f3) est, à un coefficient près, le déterminant des coefficients des
15 formes
x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3, D200, D110, D101, D002, D011, D002

sur la base, à 15 éléments {x4, . . . , z4}.

Exemple précédent : si f = Ax3 + E xy z +Gy3 + J z3 i.e. si
B = C = D = F = H = I = 0 on trouve :

D200 = AEJ x z3 + AGJ y2 z2

D020 = −AEGx3 y + AGJ x2 z2

D002 = AGJ x2 y2 + EGJ y3 z
D110 = −AEGx2 y2 + AGJ x y z2

D011 = AGJ x2 y z + EGJ y2 z2

D101 = AEJ x2 z2 + AGJ x y2 z et on retrouve :

R(f1, f2, f3) = [(AGJ)3 − AEG � AEJ � EGJ ]
3
, qui est bien de degré 27.

• m = 5 :

α(3, 3, 5) = 18, β(3, 3, 5) = 3, γ(3, 3, 5) = 21, δ(3, 3, 5) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S2C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (S1C3)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S5C3 −→ 0 et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(3, 3, 5)+δ(3, 3, 5) = α(3, 3, 5)+β(3, 3, 5) = 21. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 21. Ce cas
est le dual du cas m = 1. La méthode de Sylvester s’applique. Mais ce cas
n’a aucun intérêt par rapport au cas m = 4.

∗ Cas c4* : 2 6 m 6 7

A−1 = Sm−4C3 ⊗ ∧1C3 et et B−1 = (S9−mC3)
∗
,

A0 = SmC3 et B0 = (S5−mC3)
∗ ⊗ ∧2C3 et :
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α(3, 4, m) = max(0, 3 (m−2) (m−3)
2

), β(3, 4, m) = max(0, (11−m) (10−m)
2

),

γ(3, 4, m) = max(0, (m+2) (m+1)
2

), δ(3, 4, m) = max(0, 3 (7−m) (6−m)
2

).

• m = 2 :

α(3, 4, 2) = 0, β(3, 4, 2) = 36, γ(3, 4, 2) = 6, δ(3, 4, 2) = 30.

0 −→ C−1 = B−1 = (S7C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S2C3 ⊕ [(S3C3)
∗ ⊗ ∧2C3] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 4, 2)+δ(3, 4, 2) = α(3, 4, 2)+β(3, 4, 2) = 36. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 36. Ce cas
est le dual du cas m = 7 pour lequel la méthode de Sylvester s’applique.
Mais ce cas n’a aucun intérêt par rapport au cas m = 3.

• m = 3 :

α(3, 4, 3) = 0, β(3, 4, 3) = 28, γ(3, 4, 3) = 10, δ(3, 4, 3) = 18.

0 −→ C−1 = B−1 = (S6C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S3C3 ⊕ [(S2C3)
∗ ⊗ ∧2C3] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 4, 3)+δ(3, 4, 3) = α(3, 4, 3)+β(3, 4, 3) = 28. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 28. Ce cas
est le dual du cas m = 6 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.

• m = 4 :

α(3, 4, 4) = 3, β(3, 4, 4) = 21, γ(3, 4, 4) = 15, δ(3, 4, 4) = 9.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C3 ⊕ (S5C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S4C3 ⊕ [(S1C3)
∗ ⊗ ∧2C3] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 4, 4)+δ(3, 4, 4) = α(3, 4, 4)+β(3, 4, 4) = 24. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 24. Ce cas
conduit au déterminant d’ordre minimal, mais il est difficile de
calculer la matrice [δ−1

12 ]. Ce cas est le dual du cas m = 5 qu’il est préférable
d’utiliser.

• m = 5 :

α(3, 4, 5) = 9, β(3, 4, 5) = 15, γ(3, 4, 5) = 21, δ(3, 4, 5) = 3.
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0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (S4C3)
∗ δ−1

−→

C0 = A0 ⊕ B0 = S5C3 ⊕ ∧2C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(3, 4, 5)+δ(3, 4, 5) = α(3, 4, 5)+β(3, 4, 5) = 24. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre mi-
nimal 24, mais le calcul de la matrice [δ−1

12 ] est très compliqué.

Nous allons proposer une ébauche de calcul de cette matrice. Cependant
vu la difficulté de son calcul ce cas m = 5 n’a aucun intérêt par rapport au
cas m = 6 (cf. ci-après) qui, bien que conduisant à un résultant sous la forme
d’un déterminant d’ordre 26 plus elevé, n’offre pas de difficulté de calcul (car,
on le verra, la méthode de Sylvester s’applique alors).

� On exprime les 9 formes x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3

sur la base, à 21 éléments {x5, . . . , z5}.

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x5, y, z} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D400 des coefficients de ces 3 formes sur cette
base soit nul. Mais ce déterminant ne peut s’exprimer que sur une base, à 24
éléments {x5, . . . , z5, (1), (2), (3)}, pour laquelle il est difficile de calculer
les 3 éléments {(1), (2), (3)}.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D040 puis
D004 sur cette base à 24 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x4, y2, z} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D310 des coefficients de ces 3 formes sur cette
base soit nul. Mais ce déterminant ne peut s’exprimer que sur la base, à 24
éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D031 puis
D103 sur cette base à 24 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x4, y, z2} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.
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Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D301 des coefficients de ces 3 formes sur cette
base soit nul. Mais ce déterminant ne peut s’exprimer que sur la base, à 24
éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D130 puis
D013 sur cette base à 24 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x3, y3, z} :
il y a plusieurs façons de faire et il faut faire intervenir les inverses des va-
riables.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et
il suffit que le déterminant D220 des coefficients de ces 3 formes sur cette
base soit nul. Mais ce déterminant ne peut s’exprimer que sur la base, à 24
éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D022 puis
D202 sur cette base à 24 éléments.

On obtient donc 24 formes
x f1, y f1, z f1, x f2, y f2, z f2, x f3, y f3, z f3, D400, D310, D301, D220, D211,
D202, D130, D121, D112, D103, D040, D031, D022, D013, D004

qui doivent avoir un zéro commun sur la base précédente, à 24 éléments. Le
résultant R(f1, f2, f3) est le déterminant des coefficients de ces 24 formes sur
cette base à 24 éléments.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), (2), (3).

Exemple

f1 = a x4 +my2 z2

f2 = f
′
x2 z2 + k

′
y4

f3 = d
′′
x2 y2 + o

′′
z4. Avec :

(1) = k′ o′′ x−1 y3 z3

(2) = a o′′ x3 y−1 z3

(3) = a k′ x3 y3 z−1 on trouve :

R(f1, f2, f3) = (a k
′
o
′′
)
4

(a k
′
o
′′

+mf
′
d
′′
)
12

, de degré 48.

• m = 6 :

α(3, 4, 6) = 18, β(3, 4, 6) = 10, γ(3, 4, 6) = 28, δ(3, 4, 6) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S2C3 ⊗ ∧1C3)⊕ (S3C3)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S6C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

64



0n a bien γ(3, 4, 6)+δ(3, 4, 6) = α(3, 4, 6)+β(3, 4, 6) = 28. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 28. La méthode
de Sylvester s’applique.

�On exprime les 18 formes x2 f1, . . . , z
2 f1, x

2 f2, . . . , z
2 f2, x

2 f3, . . . , z
2 f3

sur la base, à 28 éléments {x6, . . . , z6},

� On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x4, y, z} :
il y a plusieurs façons de faire.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et il
suffit que le déterminant D300 des coefficients de ces 3 formes sur cette base
soit nul. Ce déterminant s’exprime sur la base, à 28 éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D030 puis
D003 sur cette base à 28 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x3, y2, z} :
il y a plusieurs façons de faire.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et il
suffit que le déterminant D210 des coefficients de ces 3 formes sur cette base
soit nul. Ce déterminant s’exprime sur la base, à 28 éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D021 puis
D102 sur cette base à 28 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x3, y, z2} :
il y a plusieurs façons de faire.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et il
suffit que le déterminant D201 des coefficients de ces 3 formes sur cette base
soit nul. Ce déterminant s’exprime sur la base, à 28 éléments, précédente.

� Grâce à la symétrie du Cas c3 on obtient les déterminants D120 puis
D012 sur cette base à 24 éléments.

�On décompose les 3 formes f1, f2, f3 sur la base à 3 éléments {x2, y2, z2} :
il y a plusieurs façons de faire.

Pour que ces 3 formes aient un zéro commun sur cette base il faut et il
suffit que le déterminant D111 des coefficients de ces 3 formes sur cette base
soit nul. Ce déterminant s’exprime sur la base, à 28 éléments, précédente.

On obtient donc 28 formes
x2 f1, . . . , z

2 f1, x
2 f2, . . . , z

2 f2, x
2 f3, . . . , z

2 f3, D300, . . . , D003 qui doivent
avoir un zéro commun sur la base, à 28 éléments {x6, . . . , z6}.
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Le résultant R(f1, f2, f3) est le déterminant des coefficients de ces 28 formes
sur cette base à 28 éléments.

Pour l’exemple précédent on trouve évidemment le même résultant.

• m = 7 :

α(3, 4, 7) = 30, β(3, 4, 7) = 6, γ(3, 4, 7) = 36, δ(3, 4, 7) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S3C3 ⊗ ∧1C3) ⊕ (S2C3)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 =
S7C3 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(3, 4, 7)+δ(3, 4, 7) = α(3, 4, 7)+β(3, 4, 7) = 36. Le résultant
R(f1, f2, f3) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 36. La méthode
de Sylvester s’applique. Mais ce cas n’a aucun intérêt par rapport au cas
m = 6.

• etc.

4.6.4 Cas d* : Cas des formes quaternaires non linéaires :
k = 4 ; d > 2 ; 2 d− 3 6 m 6 2 d− 1 (il y a 3 valeurs)

Alors le résultant est de degré 4 d3.

On a :

C−1 = A−1 ⊕B−1 ; A−1 = Sm−dC4 ⊗ ∧1C4 et B−1 = (S4 (d−1)−mC4)
∗
,

C0 = A0 ⊕B0 ; A0 = SmC4 et B0 = (S3 (d−1)−(m+1)C4)
∗ ⊗ ∧3C4 et :

α(4, d, m) = max(0, 2 (m−d+3) (m−d+2) (m−d+1)
3

),

β(4, d, m) = max(0, (4 d−m−1) (4 d−m−2) (4 d−m−3)
6

),

γ(4, d, m) = max(0, (m+3) (m+2) (m+1)
6

),

δ(4, d, m) = max(0, 2 (3 d−m−1) (3 d−m−2) (3 d−m−3)
3

). On constate que γ est indépendant
de d.

La matrice [δ−1] est carrée :
γ(4, d, m) + δ(4, d, m) = α(4, d, m) + β(4, d, m).

Le complexe associé est toujours celui de Weyman.

• m = 2 d− 3

Alors :

α(4, d, 2 d− 3) = 2 d (d−1) (d−2)
3

,

β(4, d, 2 d− 3) = (2 d+2) (2 d+1) d
3

,
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γ(4, d, 2 d− 3) = (2 d−1) (2 d−2) d
3

,

δ(4, d, 2 d− 3) = 2 (d+2) (d+1) d
3

.
La matrice [δ−1

12 ] n’est pas carrée mais la matrice [δ−1] l’est d’ordre :
γ(4, d, 2 d− 3) + δ(4, d, 2 d− 3) = α(4, d, 2 d− 3) + β(4, d, 2 d− 3)
= 2 (d2 + 1) d. Ce cas est le dual du cas m = 2 d − 1. Mais il est préférable
d’utiser le cas m = 2 d− 1 car δ(4, d, 2 d− 1) (cf. ci-après) est plus petit que
δ(4, d, 2 d− 3).

• m = 2 (d− 1)

Alors :

α(4, d, 2 (d− 1)) = δ(4, d, 2 (d− 1)) = 2 (d+1) d (d−1)
3

et

β(4, d, 2 (d− 1)) = γ(4, d, 2 (d− 1)) = (2 d+1) (2 d−1) d
3

.
On constate que la matrice [δ−1

12 ] est carrée d’ordre :

γ(4, d, 2 (d − 1)) = β(4, d, 2 (d − 1)) = (2 d+1) (2 d−1) d
3

alors que la matrice
[δ−1] est carrée d’ordre :
γ(4, d, 2 (d− 1)) + δ(4, d, 2 (d− 1)) = α(4, d, 2 (d− 1)) + β(4, d, 2 (d− 1))
= (2 d2 − 1) d. Il s’agit de la matrice [δ−1] d’ordre minimal.

Pour calculer la matrice [δ−1] :

� on multiplie les 4 formes f1, f2, f3, f4 par les (d+1) d (d−1)
6

monômes

xd−2, . . . , td−2 pour obtenir α(4, d, 2 (d−1)) = 2 (d+1) d (d−1)
3

formes, de degrés

2 (d−1), sur la base des γ(4, d, 2 (d−1)) = (2 d+1) (2 d−1) d
3

monômes x2 (d−1), . . . , t2 (d−1),

� et on calcule les β(4, d, 2 (d−1)) = (2 d+1) (2 d−1) d
3

formes D2 (d−1),000, . . . ,
D000,2 (d−1), sur la base, à (2 d2 − 1) d éléments, x2 (d−1), . . . , t2 (d−1), (1), . . . ,

(δ(4, d, 2 (d− 1)) = 2 (d+1) d (d−1)
3

).

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (2 (d+1) d (d−1)
3

).

d 2 (d− 1) α(4, d, 2 (d− 1)) β(4, d, 2 (d− 1)) γ(4, d, 2 (d− 1)) + δ(4, d, 2 (d− 1))
= δ(4, d, 2 (d− 1)) = γ(4, d, 2 (d− 1)) = α(4, d, 2 (d− 1)) + β(4, d, 2 (d− 1))

2 2 4 10 14
3 4 16 35 51
4 6 40 84 124
5 8 80 165 245
6 10 140 286 426
7 12 224 455 679
8 14 336 680 1016
9 16 480 969 1449
10 18 660 1330 1990
... ... ... ... ...

.
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• m = 2 d− 1

Alors :

α(4, d, 2 d− 1) = 2 (d+2) (d+1) d
3

,

β(4, d, 2 d− 1) = (2 d−1) (2 d−2) d
3

,

γ(4, d, 2 d− 1) = (2 d+2) (2 d+1) d
3

,

δ(4, d, 2 d− 1) = 2 d (d−1) (d−2)
3

.
La matrice [δ−1

12 ] n’est pas carrée mais la matrice [δ−1] l’est d’ordre :
γ(4, d, 2 d− 1) + δ(4, d, 2 d− 1) = α(4, d, 2 d− 1) + β(4, d, 2 d− 1)
= 2 (d2 + 1) d. Ce cas est le dual du cas m = 2 d− 3.

Pour calculer la matrice [δ−1] :

� on multiplie les 4 formes f1, f2, f3, f4 par les (d+2) (d+1) d
6

monômes

xd−1, . . . , td−1 pour obtenir α(4, d, 2 d− 1) = 2 (d+2) (d+1) d
3

formes, de degrés

2 d−1, sur la base des γ(4, d, 2 d−1) = (2 d+2) (2 d+1) d
3

monômes x2 d−1, . . . , t2 d−1,

� et on calcule les β(4, d, 2 d− 1) = (2 d−1) (2 d−2) d
3

formes D2 d−3,000, . . . ,
D000,2 d−3, sur la base, à 2 (d2 + 1) d éléments, x2 d−1, . . . , t2 d−1, (1), . . . ,

(δ(4, d, 2 d− 1) = 2 d (d−1) (d−2)
3

).

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (2 d (d−1) (d−2)
3

),

mais dans ce cas δ(4, d, 2 d − 1) = 2 d (d−1) (d−2)
3

est moins élevé que dans le
cas m = 2 (d− 1) et donc ce cas m = 2 d− 1 peut être plus intéressant que le
cas m = 2 (d − 1), bien que l’ordre de la matrice [δ−1] soit plus élevé. C’est
exactement ce qui se passe lorsque d = 2 (cf. ci-après) ; il vaut mieux utiliser
m = 2 d− 1 = 3 que m = 2 (d− 2) = 2 ; ce qui évite le très difficile calcul de
la matrice [δ−1

12 ], étant donné que la méthode de Sylvester s’applique.

∗ Cas d2* : 1 6 m 6 3

A−1 = Sm−2C4 ⊗ ∧1C4 et et B−1 = (S4−mC4)
∗
,

A0 = SmC4 et B0 = (S2−mC4)
∗ ⊗ ∧3C4 et :

α(4, 2, m) = max(0, 2 (m+1)m (m−1)
3

), β(4, 2, m) = max(0, (7−m) (6−m) (5−m)
6

),

γ(4, 2, m) = max(0, (m+3) (m+2) (m+1)
6

), δ(4, 2, m) = max(0, 2 (5−m) (4−m) (3−m)
3

).

• m = 1 :

α(4, 2, 1) = 0, β(4, 2, 1) = 20, γ(4, 2, 1) = 4, δ(4, 2, 1) = 16.

0 −→ C−1 = B−1 = (S3C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S1C4 ⊕ [(S1C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

12 ]
[δ−1

22 ]

]
.
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0n a bien γ(4, 2, 1)+δ(4, 2, 1) = α(4, 2, 1)+β(4, 2, 1) = 20. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 20. Ce
cas est le dual du cas m = 3 qu’il est préférable d’utiliser car alors la méthode
de Sylvester s’applique.

• m = 2 :

α(4, 2, 2) = 4, β(4, 2, 2) = 10, γ(4, 2, 2) = 10, δ(4, 2, 2) = 4.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C4 ⊕ (S2C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S2C4 ⊕ ∧3C4 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 2, 2)+δ(4, 2, 2) = α(4, 2, 2)+β(4, 2, 2) = 14. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 14. Ce
cas est celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal, mais il
est difficile de calculer la matrice [δ−1

12 ].

�On exprime les 4 formes f1, f2, f3, f4 sur la base, à 10 éléments {x2, . . . , t2}.

� Comme précédemment on calcule les 10 formes :
D2000, D1100, D1010, D1001, D0200, D01100, D0101, D0020, D0011, D0002 sur la ba-
se, à 14 éléments, {x2, . . . , t2, (1), (2), (3), (4)}, mais toute la difficulté consiste
à trouver les éléments (1), (2), (3), (4).

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 14 dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4) (à un facteur multiplicatif près).

Cependant vu la difficulté de son calcul ce cas m = 2 n’a aucun intérêt par
rapport au cas m = 3 (cf. ci-après) qui, bien que conduisant à un résultant
sous la forme d’un déterminant d’ordre 20 plus élevén n’offre pas de difficulté
de calcul (car, on le verra, la méthode de Sylvester s’applique alors).

Exemple

f1 = a x2 + i z t
f2 = d

′
x t+ e

′
y2

f3 = b
′′
x y + h

′′
z2

f4 = f
′′′
y z + j

′′′
t2.

Avec :

(1) = a h
′′
x−1 y z t,

(2) = e
′
j
′′′
x y−1 z t,

(3) = a h
′′
x y z−1 t et

(4) = e
′
j
′′′
x y z t−1. On trouve :
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R(f1, f2, f3, f4) = (a e
′
h
′′
j
′′′

)
3

(a e
′
h
′′
j
′′′ − i d′ b′′ f ′′′)5

, de degré 32.

• m = 3 :

α(4, 2, 3) = 16, β(4, 2, 3) = 4, γ(4, 2, 3) = 20, δ(4, 2, 3) = 0.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C4 ⊗ ∧1C4)⊕ (S1C4)
∗ δ−1

−→
C0 = A0 = S3C4 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

]
.

0n a bien γ(4, 2, 3)+δ(4, 2, 3) = α(4, 2, 3)+β(4, 2, 3) = 20. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 20. La
méthode de Sylvester s’applique. C’est le dernier cas pour lequel elle
s’applique.

� On exprime les 16 formes x f1, y f1, z f1, t f1 ; x f2, y f2, z f2, t f2 ;
x f3, y f3, z f3, t f3 ; x f4, y f4, z f4, t f4, sur la base, à 20 éléments,
{x3, . . . , t3}.

� On calcule les 4 formes D1000, D0100, D0010, D0001, sur cette base.

∗ Pour calculer D1000 on décompose f1, f2, f3, f4 sur la base {x2, y, z, t} ;
il y a plusieurs façons de faire. L’une des plus économiques est :

f1 = [a]x2 + [b x+ e y + f z + g t] y + [c x+ h z + i t] z + [d x+ j t] t
f2 = [a′]x2 + [b′ x+ e′ y + f ′ z + g′ t] y + [c′ x+ h′ z + i′ t] z + [d′ x+ j′ t] t
f3 = [a′′]x2 +[b′′ x+e′′ y+f ′′ z+g′′ t] y+[c′′ x+h′′ z+ i′′ t] z+[d′′ x+j′′ t] t
f4 = [a′′′]x2+[b′′′ x+e′′′ y+f ′′′ z+g t] y+[c′′′ x+h′′′ z+i′′′ t] z+[d′′′ x+j′′′ t] t.

Pour que f1, f2, f3, f4 aient un zéro commun non nul sur cette base il
faut et il suffit que :

D1000 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b x+ e y + f z + g t c x+ h z + i t d x+ j t
a′ b′ x+ e′ y + f ′ z + g′ t c′ x+ h′ z + i′ t d′ x+ j′ t
a′′ b′′ x+ e′′ y + f ′′ z + g′′ t c′′ x+ h′′ z + i′′ t d′′ x+ j′′ t
a′′′ b′′′ x+ e′′′ y + f ′′′ z + g′′′ t c′′′ x+ h′′′ z + i′′′ t d′′′ x+ j′′′ t

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Soit :

D1000 = m11 x
3 +m21 x

2 y +m31 x
2 z +m41 x

2 t+m61 x y z +m71 x y t
+m81 x z

2 +m91 x z t+m10,1 x t
2 +m15,1 y z t+m16,1 y t

2 +m18,1 z
2 t

+m19,1 z t
2 +m20,1 t

3 (il y a 14 termes), avec :

m11 = ABCD, m21 = ACDE, m31 = ACDF − ABDH,
m41 = ACDG− ABDI + ABCJ , m61 = ADEH, m71 = ADEI − ACEJ ,
m81 = ADFH, m91 = ADGH + ADFI − ACFJ + ABHJ ,
m10,1 = ABIJ + ADGI − ACGJ , m15,1 = AEHJ , m16,1 = AEIJ ,
m18,1 = AFHJ , m19,1 = AGHJ + AFIJ , m20,1 = AGIJ .
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∗ Pour calculer D0100 on décompose f1, f2, f3, f4 sur la base {x, y2, z, t}.
En utilisant la symétrie du cas d2 on obtient directement :

D0100 = m12 x
3 +m22 x

2 y +m32 x
2 z +m42 x

2 t+m52 x y
2 +m62 x y z

+m72 x y t+m92 x z t+m10,2 x t
2 +m11,2 y

3 +m12,2 y
2 z +m13,2 y

2 t
+m15,2 y z t+m16,2 y t

2 (il y a 14 termes), avec :

m12 = −ACDE, m22 = ADEF −BCDE + ACEG, m32 = −ADEH,
m42 = ACEJ − ADEI, m52 = BCEG−BDEF − AEFG,
m62 = −BDEH + AEGH, m72 = BCEJ −BDEI + AEGI − AEFJ ,
m92 = −AEHJ , m10,2 = −AEIJ , m11,2 = −BEFG, m12,2 = BEGH,
m13,2 = BEGI −BEFJ , m15,2 = −BEHJ , m16,2 = −BEIJ .

∗ Pour calculer D0010 on décompose f1, f2, f3, f4 sur la base {x, y, z2, t}.
En utilisant la symétrie du cas d2 on obtient directement :

D0010 = m23 x
2 y +m33 x

2 z +m53 x y
2 +m63 x y z +m73 x y t

+m83 x z
2 +m93 x z t+m11,3 y

3 +m12,3 y
2 z +m13,3 y

2 t+m14,3 y z
2

+m15,3 y z t+m17,3 z
3 +m18,3 z

2 t (il y a 14 termes), avec :

m23 = ADEH, m33 = ADFH, m53 = −AEGH +BDEH,
m63 = −AFGH −BDFH + CDEH − AEHI, m73 = AEHJ ,
m83 = CDFH − AFIJ , m93 = AFHJ , m11,3 = −BEGH,
m12,3 = BEHI −BFGH − CEGH, m13,3 = BEHJ ,
m14,3 = −CFGH +BFHI + CEHI, m15,3 = BFHJ + CEHJ ,
m17,3 = CFHI, m18,3 = CFHJ .

∗ Pour calculer D0001 on décompose f1, f2, f3, f4 sur la base {x, y, z, t2}.
En utilisant la symétrie du cas d2 on obtient directement :

D0001 = m64 x y z +m74 x y t+m84 x z
2 +m94 x z t+m10,4 x t

2

+m12,4 y
2 z +m13,4 y

2 t+m14,4 y z
2 +m15,4 y z t+m16,4 y t

2 +m17,4 z
3

+m18,4 z
2 t+m19,4 z t

2 +m20,4 t
3 (il y a 14 termes), avec :

m64 = −AEHJ , m74 = −AEIJ , m84 = −AFHJ ,
m94 = −AFIJ − AGHJ , m10,4 = −AGIJ , m12,4 = −BEHJ ,
m13,4 = −BEIJ , m14,4 = −CEHJ −BFHJ ,
m15,4 = −CEIJ −BFIJ −BGHJ −DEHJ , m16,4 = −BGIJ −DEIJ ,
m17,4 = −CFHJ , m18,4 = −DFHJ − CFIJ − CGHJ ,
m19,4 = −CGIJ −DFIJ −DGHJ , m20,4 = −DGIJ .
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Par conséquent :
R(f1, f2, f3, f4) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 0 a′ 0 0 0 a′′ 0 0 0 a′′′ 0 0 0 m11 m12 0 0
b a 0 0 b′ a′ 0 0 b′′ a′′ 0 0 b′′′ a′′′ 0 0 m21 m22 m23 0
c 0 a 0 c′ 0 a′ 0 c′′ 0 a′′ 0 c′′′ 0 a′′′ 0 m31 m32 m33 0
d 0 0 a d′ 0 0 a′ d′′ 0 0 a′′ d′′′ 0 0 a′′′ m41 m42 0 0
e b 0 0 e′ b′ 0 0 e′′ b′′ 0 0 e′′′ b′′′ 0 0 0 m52 m53 0
f c b 0 f ′ c′ b′ 0 f ′′ c′′ b′′ 0 f ′′′ c′′′ b′′′ 0 m61 m62 m63 m64

g d 0 b g′ d′ 0 b′ g′′ d′′ 0 b′′ g′′′ d′′′ 0 b′′′ m71 m72 m73 m74

h 0 c 0 h′ 0 c′ 0 h′′ 0 c′′ 0 h′′′ 0 c′′′ 0 m81 0 m83 m84

i 0 d c i′ 0 d′ c′ i′′ 0 d′′ c′′ i′′′ 0 d′′′ c′′′ m91 m92 m93 m94

j 0 0 d j′ 0 0 d′ j′′ 0 0 d′′ j′′′ 0 0 d′′′ m10,1 m10,2 0 m10,4

0 e 0 0 0 e′ 0 0 0 e′′ 0 0 0 e′′′ 0 0 0 m11,2 m11,3 0
0 f e 0 0 f ′ e′ 0 0 f ′′ e′′ 0 0 f ′′′ e′′′ 0 0 m12,2 m12,3 m12,4

0 g 0 e 0 g′ 0 e′ 0 g′′ 0 e′′ 0 g′′′ 0 e′′′ 0 m13,2 m13,3 m13,4

0 h f 0 0 h′ f ′ 0 0 h′′ f ′′ 0 0 h′′′ f ′′′ 0 0 0 m14,3 m14,4

0 i g f 0 i′ g′ f ′ 0 i′′ g′′ f ′′ 0 i′′′ g′′′ f ′′′ m15,1 m15,2 m15,3 m15,4

0 j 0 g 0 j′ 0 g′ 0 j′′ 0 g′′ 0 j′′′ 0 g′′′ m16,1 m16,2 0 m16,4

0 0 h 0 0 0 h′ 0 0 0 h′′ 0 0 O h′′′ 0 0 0 m17,3 m17,4

0 0 i h 0 0 i′ h′ 0 0 i′′ h′′ 0 O i′′′ h′′′ m18,1 0 m18,3 m18,4

0 0 j i 0 0 j′ i′ 0 0 j′′ i′′ 0 O j′′′ i′′′ m19,1 0 0 m19,4

0 0 0 j 0 0 0 j′ 0 0 0 j′′ 0 O 0 j′′′ m20,1 0 0 m20,4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Exemple précédent :

f1 = a x2 + i z t
f2 = d

′
x t+ e

′
y2

f3 = b
′′
x y + h

′′
z2

f4 = f
′′′
y z + j

′′′
t2.

On trouve m81 = m33 = −a d′ h′′ f ′′′,
m15,1 = −m92 = m73 = −m64 = a e′ h′′ j′′′ m16,2 = m13,4 = i e′ b′′ j′′′ et tous
les autres mij nuls. Et alors, tous calculs faits, on retrouve :

R(f1, f2, f3, f4) = (a e
′
h
′′
j
′′′

)
3

(a e
′
h
′′
j
′′′ − i d′ b′′ f ′′′)5

, de degré 32.

∗ Cas d3* : 3 6 m 6 5

A−1 = Sm−3C4 ⊗ ∧1C4 et et B−1 = (S8−mC4)
∗
,

A0 = SmC4 et B0 = (S5−mC4)
∗ ⊗ ∧3C4 et :

α(4, 3, m) = max(0, 2m (m−1) (m−2)
3

),

β(4, 3, m) = max(0, (11−m) (10−m) (9−m)
6

),

γ(4, 3, m) = max(0, (m+3) (m+2) (m+1)
6

),

δ(4, 3, m) = max(0, 2 (8−m) (7−m) (6−m)
3

).
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• m = 3 :

α(4, 3, 3) = 4, β(4, 3, 3) = 56, γ(4, 3, 3) = 20, δ(4, 3, 3) = 40.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C4 ⊕ (S5C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S3C4 ⊕ [(S2C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 3, 3)+δ(4, 3, 3) = α(4, 3, 3)+β(4, 3, 3) = 60. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 60. Ce
cas est le dual du cas m = 5 qu’il est préférable d’utiliser.

• m = 4 :

α(4, 3, 4) = 16, β(4, 3, 4) = 35, γ(4, 3, 4) = 35, δ(4, 3, 4) = 16.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C4⊗∧1C4)⊕ (S4C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S4C4 ⊕ [(S1C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 3, 4)+δ(4, 3, 4) = α(4, 3, 4)+β(4, 3, 4) = 51. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 51. Ce
cas est celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal, mais il
est difficile de calculer la matrice [δ−1

12 ].

� On exprime les 16 formes x f1, y f1, z f1, t f1, x f2, y f2, z f2, t f2,
x f3, y f3, z f3, t f3, x f4, y f4, z f4, t f4, sur la base, à 35 éléments,
{x4, . . . , t4}.

� On calcule les 35 formes D4000, . . . , D0004, sur la base, à 51 éléments,
{x4, . . . , t4, (1), . . . , (16)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (16). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 51, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4) (à un facteur multiplicatif près).

• m = 5 :

α(4, 3, 5) = 40, β(4, 3, 5) = 20, γ(4, 3, 5) = 56, δ(4, 3, 5) = 4.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕B−1 = (S2C4⊗∧1C4)⊕(S3C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕B0 =

S5C4 ⊕ ∧3C4 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 3, 5) + δ(4, 3, 5) = α(4, 3, 5) + β(4, 3, 5) = 60.
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Le résultant R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant
d’ordre 60.

� On exprime les 40 formes x2 f1, . . . , t
2 f1 ; x2 f2, . . . , t

2 f2 ;
x2 f3, . . . , t

2 f3 ; x2 f4, . . . , t
2 f4, sur la base, à 56 éléments, {x5, . . . , t5}.

� On calcule les 20 formes D3000, . . . , D0003, sur la base, à 60 éléments,
{x5, . . . , t5, (1), (2), (3), (4)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), (2), (3), (4). De
plus ce calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas
général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 60, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4) (à un facteur multiplicatif près).

En fait bien que ce cas (m = 5) conduit a une matrice [δ−1] d’ordre 60 plus
elevé que le cas m = 4 (qui conduit a une matrice [δ−1] d’ordre 51) il est plus
intéressant car il ne nécessite que le calcul des 4 éléments {(1), (2), (3), (4)}.

Exemple

f1 = a1 x
3 + a18 z

2 t
f2 = a

′
10 x t

2 + a
′
11 y

3

f3 = a
′′
2 x

2 y + a
′′
17 z

3

f4 = a
′′′
12 y

2 z + a
′′′
20 t

3. On peut choisir :

(1) = a
′
11 a

′′
17 a

′′′
20 x

−1 y2 z2 t2

(2) = a1 a
′′
17 a

′′′
20 x

2 y−1 z2 t2

(3) = a1 a
′
11 a

′′′
20 x

2 y2 z−1 t2

(4) = a1 a
′
11 a

′′
17 x

2 y2 z2 t−1 et alors on trouve :

R(f1, f2, f3, f4) = (a1 a
′
11 a

′′
17 a

′′′
20)

15
(a1 a

′
11 a

′′
17 a

′′′
20 − a

′′
2 a
′
10 a

′′′
12 a18)

9

(a1 a
′
11 a

′′
17 − a

′′
2 a
′
10 a12)

′′
(a
′
11 a

′′
17 a

′′′
20 − a

′′
2 a
′′′
12 a18) (a1 a

′′
17 a

′′′
20 − a

′
10 a

′′′
12 a18)

(a1 a
′
11 a

′′′
20 − a

′′
2 a
′
10 a18), qui est bien de degré 108.

∗ Cas d4* : 5 6 m 6 7

A−1 = Sm−4C4 ⊗ ∧1C4 et et B−1 = (S12−mC4)
∗
,

A0 = SmC4 et B0 = (S8−mC4)
∗ ⊗ ∧3C4 et :

α(4, 4, m) = max(0, 2 (m−1) (m−2) (m−3)
3

),

β(4, 4, m) = max(0, (15−m) (14−m) (13−m)
6

),

γ(4, 4, m) = max(0, (m+3) (m+2) (m+1)
6

),

δ(4, 4, m) = max(0, 2 (11−m) (10−m) (9−m)
3

).
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• m = 5 :

α(4, 4, 5) = 16, β(4, 4, 5) = 120, γ(4, 4, 5) = 56, δ(4, 4, 5) = 80.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C4⊗∧1C4)⊕ (S7C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S5C4 ⊕ [(S3C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 4, 5) + δ(4, 4, 5) = α(4, 4, 5) + β(4, 4, 5) = 136.
Le résultant R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant
d’ordre 136. Ce cas est le dual du cas m = 7 qu’il est préférable d’utiliser.

• m = 6 :

α(4, 4, 6) = 40, β(4, 4, 6) = 84, γ(4, 4, 6) = 84, δ(4, 4, 6) = 40.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S2C4⊗∧1C4)⊕ (S6C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S6C4 ⊕ [(S2C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et

[δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 4, 6) + δ(4, 4, 6) = α(4, 4, 6) + β(4, 4, 6) = 124. Le
résultant R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre
124. Ce cas est celui qui conduit au déterminant d’ordre minimal,
mais il est difficile de calculer la matrice [δ−1

12 ].

� On exprime les 40 formes x2 f1, . . . , t
2 f1 ; x2 f2, . . . , t

2 f2 ;
x2 f3, . . . , t

2 f3 ; x2 f4, . . . , t
2 f4, sur la base, à 84 éléments, {x6, . . . , t6}.

� On calcule les 84 formes D6000, . . . , D0006, sur la base, à 124 éléments,
{x6, . . . , t6, (1), . . . , (40)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (40). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 124, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4) (à un facteur multiplicatif près).

• m = 7 :

α(4, 4, 7) = 80, β(4, 4, 7) = 56, γ(4, 4, 7) = 120, δ(4, 4, 7) = 16.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S3C4⊗∧1C4)⊕ (S5C4)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S7C4 ⊕ [(S1C4)
∗ ⊗ ∧3C4] −→ 0 (W) et

[δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

0n a bien γ(4, 4, 7) + δ(4, 4, 7) = α(4, 4, 7) + β(4, 4, 7) = 136.
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Le résultant R(f1, f2, f3, f4) est obtenu sous la forme d’un déterminant
d’ordre 136.

� On exprime les 80 formes x3 f1, . . . , t
3 f1 ; x3 f2, . . . , t

3 f2 ;
x3 f3, . . . , t

3 f3 ; x3 f4, . . . , t
3 f4, sur la base, à 120 éléments, {x7, . . . , t7}.

� On calcule les 56 formes D5000, . . . , D0005, sur la base, à 136 éléments,
{x7, . . . ,7 , (1), . . . , (16)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (16). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 136, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4) (à un facteur multiplicatif près).

∗ etc.

4.6.5 Cas e* : m = 2, 3

On a :

C−1 = A−1 ⊕B−1 ; A−1 = Sm−2C5 ⊗ ∧1C5 et B−1 = (S5−mC5)
∗
,

C0 = A0 ⊕B0 ; A0 = SmC5 et B0 = (S3−mC5)
∗ ⊗ ∧4C5 et :

α(5, 2, m) = max(0, 5 (m+2) (m+1)m (m−1)
24

),

β(5, 2, m) = max(0, (9−m) (8−m) (7−m) (6−m)
24

),

γ(5, 2, m) = max(0, (m+4) (m+3) (m+2) (m+1)
24

),

δ(5, 2, m) = max(0, 5 (7−m) (6−m) (5−m) (4−m)
24

).

Le complexe associé est, dans les 2 cas (m = 2 et m = 3), celui de
Weyman.

• m = 2 :

α(5, 2, 2) = 5, β(5, 2, 2) = 35, γ(5, 2, 2) = 15, δ(5, 2, 2) = 25.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = ∧1C5 ⊕ (S3C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S2C5 ⊕ [(S1C5)
∗ ⊗ ∧4C5] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

On a bien γ(5, 2, 2)+δ(5, 2, 2) = α(5, 2, 2)+β(5, 2, 2) = 40. Le résultant
R(f1, f2, f3, f4, f5) est obtenu sous la forme d’un déterminant d’ordre 40.
Ce cas est le dual du cas m = 3 qu’il est préférable d’utiliser car (cf. ci-après)
δ(5, 2, 3) = 5 < δ(5, 2, 2) = 25.
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• m = 3 :

α(5, 2, 3) = 25, β(5, 2, 3) = 15, γ(5, 2, 3) = 35, δ(5, 2, 3) = 5.

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C5⊗∧1C5)⊕ (S2C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S3C5 ⊕ ∧4C5 −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

On a bien γ(5, 2, 3) + δ(5, 2, 3) = α(5, 2, 3) + β(5, 2, 3) = 40.

� On exprime les 25 formes :
x f1, y f1, z f1, t f1, u f1, x f2, y f2, z f2, t f2, u f2, x f3, y f3, z f3, t f3, u f3,
x f4, y f4, z f4, t f4, u f4, x f5, y f5, z f5, t f5, u f5, sur la base, à 35 éléments,
{x3, . . . , u3}.

� On calcule les 15 formes D20000, . . . , D00002, sur la base, à 40 éléments,
{x3, . . . , u3, (1), . . . , (5)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (5). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 40, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4, f5) (à un facteur multiplicatif près).

Exemple :

f1 = a x2 + g y z
f2 = f

′
y2 + k

′
z t

f3 = j
′′
z2 + n

′′
t u

f4 = e
′′′
xu+m

′′′
t2

f5 = b
′′′′
x y + o

′′′′
u2.

Avec :

(1) = f ′ j′′m′′′ o′′′′ x−1 y z t u
(2) = a j′′m′′′ o′′′′ x y−1 z t u
(3) = a f ′m′′′ o′′′′ x y z−1 t u
(4) = a f ′ j′′ o′′′′ x y z t−1 u
(5) = a f ′ j′′m′′′ x y z t u−1 on trouve :

R(f1, f2, f3, f4, f5) = (a f
′
j
′′
m
′′′
o
′′′′

)
5

(a f
′
j
′′
m
′′′
o
′′′′

+ g k
′
n
′′
e
′′′
b
′′′′

)
11

,
de degré 80.

4.6.6 Cas f* : m = 5

Le complexe associé est celui de Weyman :
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0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S2C5⊗∧1C5)⊕ (S5C5)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S5C5 ⊕ [(S2C5)
∗ ⊗ ∧4C5] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

α(5, 3, 5) = 75, β(5, 3, 5) = 126, γ(5, 3, 5) = 126, δ(5, 3, 5) = 75.

On a bien γ(5, 3, 5) + δ(5, 3, 5) = α(5, 3, 5) + β(5, 3, 5) = 201.

� On exprime les 75 formes :
x2 f1, . . . , u

2 f1, x
2 f2, . . . , u

2 f2, x
2 f3, . . . , u

2 f3,
x2 f4, . . . , u

2 f4, x
2 f5, . . . , u

2 f5, sur la base, à 126 éléments, {x5, . . . , u5}.

� On calcule les 126 formes D50000, . . . , D00005, sur la base, à 201 éléments,
{x5, . . . , u5, (1), . . . , (75)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (75). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 201, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4, f5) (à un facteur multiplicatif près).

4.6.7 Cas g* : m = 3

Le complexe associé est celui de Weyman :

0 −→ C−1 = A−1 ⊕ B−1 = (S1C6⊗∧1C6)⊕ (S3C6)
∗ δ−1

−→ C0 = A0 ⊕ B0

= S3C6 ⊕ [(S1C6)
∗ ⊗ ∧5C6] −→ 0 (W) et [δ−1] =

[
[δ−1

11 ] [δ−1
12 ]

0 [δ−1
22 ]

]
.

α(6, 2, 3) = 36, β(6, 2, 3) = 56, γ(6, 2, 3) = 56, δ(6, 2, 3) = 36.

On a bien γ(6, 2, 3) + δ(6, 2, 3) = α(6, 2, 3) + β(6, 2, 3) = 92.

� On exprime les 36 formes :
x f1, . . . , v f1, x f2, . . . , v f2, x f3, . . . , v f3,
x f4, . . . , v f4, x f5, . . . , v f5, x f6, . . . , v f6, sur la base, à 56 éléments,
{x3, . . . , v3}.

�On calcule les 56 quationsD300000, . . . , D000003, sur la base, à 92 éléments,
{x3, . . . , v3, (1), . . . , (36)}.

Toute la difficulté consiste à trouver les éléments (1), . . . , (36). De plus ce
calcul parâıt hors de portée d’un point de vue pratique, dans le cas général.

En cas de succès on obtient une matrice [δ−1], d’ordre 92, dont le déterminant
donne le résultant R(f1, f2, f3, f4, f5, f6) (à un facteur multiplicatif près).
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5 Formule déterminentale de Cayley : résultant

du complexe

On pourra consulter [9] 17 [24] 18.

Pour chaquem > k (d−1) le résultantR(f1, . . . , fk) est égal au déterminant
du complexe C•(m ; f1, . . . , fk) [24] 19. Le cas le plus “économique” est donc
m = k (d− 1) + 1.

Dans le cas général le déterminant d’un complexe est un produit de
rapports de déterminants. Nous allons expliquer cette notion sur quelques
exemples ; elle n’a d’intérêt que lorsque le complexe comporte au moins 3
termes.

5.1 Cas b

Pour ce cas tel que k = 2 le cas le plus “économique” est donc m = 2 d−1.
Alors le complexe n’a que 2 termes et la notion de déterminant du complexe
n’a aucun intérêt. Cependant cette notion a un intéret avec une valeur de m
plus grande (cf. ci-après).

5.1.1 Cas b3

Alors d = 3 et le cas le plus “économique” m = 5 n’ayant aucun intérêt
examinons le casm = 6. Le complexe correspondant à été exposé précedemment ;
il comporte 3 termes et est (K) (cf. Cas b3 m = 6). Les matrices [δ−1

11 ] et
[δ−2

11 ], de dimensions respectives 7 × 8 et 8 × 1 sont telles que [δ−1
11 ] [δ−2

11 ] = [0],
de dimensions 7 × 1.

La matrice [δ−1
11 ] est celle des coefficients des 8 formes

x3 f1, x
2 y f1, x y

2 f1, y
3 f1, x

3 f2, x
2 y f2, x y

2 f2, y
3 f2 sur la base,

à 7 éléments, {x6, x5 y, x4 y2, x3 y3, x2 y4, x y5, y6}. On trouve :

[δ−1
11 ] =



a 0 0 0 a′ 0 0 0
b a 0 0 b′ a′ 0 0
c b a 0 c′ b′ a′ 0
d c b a d′ c′ b′ a′

0 d c b 0 d′ c′ b′

0 0 d c 0 0 d′ c′

0 0 0 d 0 0 0 d′


17. article reproduit dans [24] pp. 498-502 Appendix B
18. pp. 428-430 § B : The Cayley determinantal formula
19. p. 428 Théorème 1.4
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La matrice [δ−2
11 ] est telle que :

[δ−2
11 ]

T
=
[
a′ b′ c′ d′ −a −b −c −d

]
.

Soit [δ−2
11 ] la sous-matrice, de dimensions 1× 1, de la matrice [δ−2

11 ] obtenue

en choisissant la ligne non nulle i (il y en a toujours une) et [δ−1
11 ] la sous-

matrice, de dimensions 7 × 7, de la matrice [δ−1
11 ] obtenue en éliminant la

colonne i ; alors

R(f1, f2) = ± det [δ−1
11 ]

det [δ−2
11 ]

.

5.2 Cas c

Pour ce cas tel que k = 3 le cas le plus “économique” est donc m = 3 d−2.

5.2.1 Cas c2

Alors d = 2 et le cas le plus “économique” m = 4. Le complexe corres-
pondant à été exposé précedemment ; il comporte 3 termes et est (K) (cf. Cas
c2 m = 4). Les matrices [δ−1

11 ] et [δ−2
11 ], de dimensions respectives 15 × 18 et

18 × 3 sont telles que [δ−1
11 ] [δ−2

11 ] = [0], de dimensions 15 × 3. C’est exacte-
ment le cas traité par [9] et qui est reproduit dans [24] 20, toutefois avec des
notations plus anciennes.

La matrice [δ−1
11 ] est celle des coefficients des 18 formes

x2 f1, x y f1, x z f1, y
2 f1, y z f1, z

2 f1, x
2 f2, x y f2, x z f2, y

2 f2, y z f2, z
2 f2,

x2 f3, x y f3, x z f3, y
2 f3, y z f3, z

2 f3 sur la base, à 15 éléments,
{x4, x3 y, x3 z, x2 y2, x2 y, x2 z2, x y3, x y2 z, x y z2, x z3, y4, y3 z, y2 z2, y z3, z4}.
On trouve :

20. pp. 498-502 Appendix B
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[δ−1
11 ] =



a 0 0 0 0 0 a′ 0 0 0 0 0 a′′ 0 0 0 0 0
b a 0 0 0 0 b′ a′ 0 0 0 0 b′′ a′′ 0 0 0 0
c 0 a 0 0 0 c′ 0 a′ 0 0 0 c′′ 0 a′′ 0 0 0
d b 0 a 0 0 d′ b′ 0 a′ 0 0 d′′ b′′ 0 a′′ 0 0
e c b 0 a 0 e′ c′ b′ 0 a′ 0 e′′ c′′ b′′ 0 a′′ 0
f 0 c 0 0 a f ′ 0 c′ 0 0 a′ f ′′ 0 c′′ 0 0 a′′

0 d 0 b 0 0 0 d′ 0 b′ 0 0 0 d′′ 0 b′′ 0 0
0 e d c b 0 0 e′ d′ c′ b′ 0 0 e′′ d′′ c′′ b′′ 0
0 f e 0 c b 0 f ′ e′ 0 c′ b′ 0 f ′′ e′′ 0 c′′ b′′

0 0 f 0 0 c 0 0 f ′ 0 0 c′ 0 0 f ′′ 0 0 c′′

0 0 0 d 0 0 0 0 0 d′ 0 0 0 0 0 d′′ 0 0
0 0 0 e d 0 0 0 0 e′ d′ 0 0 0 0 e′′ d′′ 0
0 0 0 f e d 0 0 0 f ′ e′ d′ 0 0 0 f ′′ e′′ d′′

0 0 0 0 f e 0 0 0 0 f ′ e′ 0 0 0 0 f ′′ e′′

0 0 0 0 0 f 0 0 0 0 0 f ′ 0 0 0 0 0 f ′′



.

La matrice [δ−2
11 ] est telle que :

[δ−211 ]
T

=

 0 0 0 0 0 0 a′′ b′′ c′′ d′′ e′′ f ′′ −a′ −b′ −c′ −d′ −e′ −f ′
−a′′ −b′′ −c′′ −d′′ −e′′ −f ′′ 0 0 0 0 0 0 a b c d e f
a′ b′ c′ d′ e′ f ′ −a −b −c −d −e −f 0 0 0 0 0 0

.

Soit [δ−2
11 ] la sous-matrice, de dimensions 3× 3, de la matrice [δ−2

11 ] obtenue

en choisissant les lignes i, j, k et [δ−1
11 ] la sous-matrice, de dimensions 15× 15,

de la matrice [δ−1
11 ] obtenue en éliminant les colonnes i, j, k ; alors

R(f1, f2, f3) = ± det [δ−1
11 ]

det [δ−2
11 ]

.

5.3 Cas d

Pour ce cas tel que k = 4 le cas le plus “économique” est donc m = 4 d−3.

5.3.1 Cas d2

Alors d = 2 et le cas le plus “économique” m = 5. Le complexe corres-
pondant à été exposé précedemment ; il comporte 3 termes et est (K) (cf. Cas
d2 m = 5). Les matrices [δ−1

11 ] et [δ−2
11 ], de dimensions respectives 56 × 80 et

80 × 24 sont telles que [δ−1
11 ] [δ−2

11 ] = [0], de dimensions 56 × 24.

La matrice [δ−1
11 ] est celle des coefficients des 80 formes {x3 f1, . . . , t

3 f4}
sur la base, à 56 éléments, {x5, . . . , t5}.

La matrice [δ−2
11 ] est difficile à obtenir.
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Soit [δ−2
11 ] la sous-matrice, de dimensions 24 × 24, de la matrice [δ−2

11 ]
obtenue en choisissant les lignes et les colonnes convenables ; alors

R(f1, f2, f3, f4) = ± det [δ−1
11 ]

det [δ−2
11 ]

.

Attention : avec m = 4 il y a 3 termes dans le complexe (W) mais
le résultant n’est pas le déterminant de ce complexe (même à un facteur
multiplicatif près).
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6 Cas où les degrés des formes ne sont pas

tous égaux

Rappel : R(f1, . . . , fk) est une forme, donc un polynôme homogène, en
les coefficients de chaque forme fi, de degré d1 . . . di−1 di+1 . . . dk.

R(f1, . . . , fk) est une forme de degré totalD =
∑k

i=1 d1 . . . di−1 di+1 . . . dk.

tk ,
∑k

i=1(di − 1) est le degré critique.

Fonction de Hilbert [14] 21

La fonction de Hilbert H(d1, ... ,dk) est définie par :∏k
i=1

(1−Xdi )

(1−X)k
=
∑∞

m=0 H(d1, ... ,dk)(m)Xm.

Elle vérifie la propriété H(d1, ... ,dk)(m) = H(d1, ... ,dk)(tk −m) [14] 22.

Fonction i [14] 23

La fonction i est telle que i(m) est la dimension de l’espace vectoriel des
éléments de degrés m dans l’idéal engendré par une suite régulière de k formes
de degrés d1, . . . , dk [14] 24. Elle est telle que :

i(tk −m) = Ck−1
tk−m+k−1 −H(d1, ... ,dk)(tk −m).

Fonction ρ [14] 25

La fonction ρ est définie par :

ρ(m) = Ck−1
m+k−1 + i(tk −m).

Elle vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m) [14] 26.

Méthode utilisant les bezoutiens

Un résultat général [14] 27

Pour k > 3 et avec d1 6 d2 6 ... 6 dk (ce qui est le cas général) le résultant
R(f1, . . . , fk) peut s’exprimer sous forme d’un déterminant utilisant la notion
de bezoutien (définie ci-après) ssi l’inegalité suivante est vérifiée :

21. p. 7 éq. (12)
22. p. 7 éq. (11)
23. p. 2
24. p. 2
25. p. 2 éq. (1)
26. p. 14
27. p. 21 Lemme 5.3
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d3 + . . . + dk − k < d1 + d2 − 1 [14] 28.

De plus ssi c’est le cas le résultant s’exprime sous forme d’un déterminant
d’ordre ρ(m), ∀ m tel que :

d3 + . . . + dk − k < m < d1 + d2.

Si d3 + . . . +dk−k > d1 +d2− 1 le résultant ne peut pas s’exprimer sous
la forme d’un déterminant utilisant la notion de bezoutien mais peut l’être
parfois sous la forme d’un rapport de déterminants [14]. Nous en donnons
plusieurs exemples ci-après.

Remarque 1 : lorsque les degrés des formes sont tous égaux on peut
vérifier que l’on retrouve exactement les cas précédents ou m est le paramètre
de torsion.

Remarque 2 : lorsque d1 = . . . = dk−1 = 1 6 dk le résultant peut
s’exprimer sous la forme d’un déterminant utilisant la notion de bezoutien
ssi l’inégalité suivante est vérifiée :

dk − 1 < 1 i.e. dk < 4.

Ce n’est donc pas le cas lorsque dk > 4. Cependant nous allons voir
ci-après la méthode de Lang qui permet de calculer le résultant ∀ dk.

Notion de bezoutien (ou de forme de Morley) [1] [14] [28] [29] [34] [38]
[51]

On va utiliser cette notion pour k > 3.

Soient les k-uples de nombres entiers positifs ou nuls γ = (γ1 . . . γk) et
λ = (λ1 . . . λk). On pose |γ| = γ1 + . . . + γk et |λ| = λ1 + . . . + λk.

Soient X , (x1, . . . , xk) et X ′ , (x′1, . . . , x
′
k). Pour i, j = 1, . . . , k

soient :

∆ij(X, X
′) ,

fi(x
′
1, ... ,x

′
j−1, xj , ... ,xk)−fi(x′1, ... ,x′j , xj+1, ... ,xk)

xj−x′j
.

Alors fi(X)− fi(X ′) =
∑k

j=1 ∆ij(X, X
′) (xj − x′j).

Soit ∆(X, X ′) , det (∆ij(X, X
′))16i, j6k =

∑
|γ|6tk ∆γ(X)X

′γ

=
∑
|λ|6tk ∆λ(X

′)Xλ.

On a pour m = 0, . . . , tk :
∑
|γ|=tk−m ∆γ(X)X

′γ =
∑
|λ|=m ∆λ(X

′)Xλ

[14] 29.

28. p. 21 éq. (27)
29. p. 6
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En particulier si m = r , E( tk
2

) :

• si tk = 2 r (i.e. si tk est pair) :∑
|γ|=r ∆γ(X)X

′γ =
∑
|λ|=r ∆λ(X

′)Xλ et

• si tk = 2 r + 1 (i.e. si tk est impair) :∑
|γ|=r+1 ∆γ(X)X

′γ =
∑
|λ|=r ∆λ(X

′)Xλ.

Définition des applications linéaires ψ1,m(X) et ψ1, tk−m(X ′)

Soient, pour m = 0, . . . , tk :

• (Stk−mCk)
∗

Tγ

ψ1,m(X)−→
7−→

SmCk

∆γ(X)
et soit ∆m(X) la matrice de ψ1,m(X) ; elle

est de dimensions (m+k−1)!
m! (k−1)!

× (tk−m+k−1)!
(tk−m)! (k−1)!

et :

• (SmCk)
∗

Tλ

ψ1, tk−m(X′)
−→
7−→

Stk−mCk

∆λ(X′)
et soit ∆tk−m(X ′) la matrice de ψ1, tk−m(X ′) ;

elle est de dimensions (tk−m+k−1)!
(tk−m)! (k−1)!

× (m+k−1)!
m! (k−1)!

.

En particulier si m = r = E( tk
2

) :

• si tk = 2 r (i.e. si tk est pair) :

� (Sr Ck)
∗

Tγ

ψ1, r(X)−→
7−→

Sr Ck

∆γ(X)
et ∆r(X) la matrice de ψ1, r(X) est carrée d’ordre

(r+k−1)!
r! (k−1)!

et :

� (Sr Ck)
∗

Tλ

ψ1, r(X′)−→
7−→

Sr Ck

∆λ(X)
et ∆r(X

′) la matrice de ψ1, r(X
′) est carrée

d’ordre (r+k−1)!
r! (k−1)!

. Et on a ∆r(X
′) = ∆T

r (X).

• si tk = 2 r + 1 (i.e. si tk est impair) :

� (Sr+1 Ck)
∗

Tγ

ψ1, r(X)−→
7−→

Sr Ck

∆γ(X)
et ∆r(X) la matrice de ψ1, r(X) est de dimen-

sions (r+k−1)!
r! (k−1)!

× (r+1+k−1)!
(r+1)! (k−1)!

et :

� (Sr Ck)
∗

Tλ

ψ1, r+1(X′)−→
7−→

Sr+1 Ck

∆λ(X′)
et ∆r+1(X ′) la matrice de ψ1, r+1(X ′) est de

dimensions (r+1+k−1)!
(r+1)! (k−1)!

× (r+k−1)!
r! (k−1)!

. Et on a ∆r+1(X ′) = ∆T
r (X).

Définition de Sm, j et de l’application linéaire de Sylvester ψ2,m [14] 30

30. pp. 6-8 § 2
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Soient pour m = 0, . . . , tk et j = 1, . . . , k :
Sm, j , {Xγ, |γ| = m− dj, γ1 < d1, . . . , γj−1 < dj−1} ⊆ Sm−dj Ck. On a

Sm, 1 = Sm−dj Ck [14] 31.

Soit Sm, 1
g1
⊕ . . .

...
⊕ Sm, k

gk

ψ2,m−→
7−→

SmCk∑k
i=1 gi fi

et soit Dm la matrice de ψ2,m.

Définition de Em sous-matrice carrée de Dm

Soient pour m = 0, . . . , tk et j = 1, . . . , k :
Em, j , {Xγ ∈ Sm, j, il existe i 6= j : γi > di} ⊆ Sm, j. On a Em, k = ∅

[14] 32.

Soit Em la sous-matrice carrée de Dm dont les colonnes sont indexées par
les monômes de Em, 1 ∪ Em, 2 . . . ∪ Em, k−1 et les lignes par les monômes Xγ

de SmCk pour lesquels il existe 2 indices différents i et j tels que γi > di et
γj > dj. Plusieurs exemples sont indiqués ci-après.

• Si tk = 2 r soit Dr la matrice de ψ2, r et Er la sous-matrice carrée de Dr

ainsi définie,

• si tk = 2 r + 1 soient Dr la matrice de ψ2, r et Er la sous-matrice carrée
de Dr ainsi définie et Dr+1 la matrice de ψ2, r+1 et Er+1 la sous-matrice carrée
de Dr+1 ainsi définie.

Définition des matrices Mr(X) et Mr(X
′) si tk = 2 r et Mr(X) et Mr+1(X ′)

si tk = 2 r + 1

• Si tk = 2 r soient :

Mr(X) =

[
∆r(X) Dr

DT
r 0

]
et Mr(X

′) =

[
∆r(X

′) Dr

DT
r 0

]
, d’ordres ρ(r).

Étant donné que ∆r(X
′) = ∆T

r (X) on a Mr(X
′) = MT

r (X).

• Si tk = 2 r + 1 soient :

Mr(X) =

[
∆r(X) Dr

DT
r+1 0

]
et Mr+1(X ′) =

[
∆r+1(X ′) Dr+1

DT
r 0

]
, d’ordres

ρ(r) = ρ(r + 1).

Étant donné que ∆r+1(X ′) = ∆T
r (X) on a Mr+1(X ′) = MT

r (X).

31. p. 6
32. p. 6
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6.1 Cas de k formes à k variables telles que :
d1 = . . . = dk−1 = 1 et dk quelconque

On a tk = dk − 1, D = (k − 1) dk + 1.

6.1.1 Méthode de Lang

Cette méthode est proposée à titre d’exercice dans [48] et elle est exposée
dans [37] 33.

On note :

f1 = a1, 1 x1 + a1, 2 x2 + a1, 3 x3 + . . . + a1, k−1 xk−1 + a1, k xk,
f2 = a2, 1 x1 + a2, 2 x2 + a2, 3 x3 + . . . + a2, k−1 xk−1 + a2, k xk,
...
fk−1 = ak−1, 1 x1 + ak−1, 2 x2 + ak−1, 3 x3 + . . . + ak−1, k−1 xk−1 + ak−1, k xk,
fk(x1, . . . , xk) de degré dk.

Soient les mineurs :

∆1 = (−1)k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1, 2 a1, 3 . . . a1, k

a2, 2 a2, 3 . . . a2, k
...

...
. . .

...
ak−1, 2 ak−1, 3 . . . ak−1, k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,

∆2 = (−1)k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1, 1 a1, 3 . . . a1, k

a2, 1 a2, 3 . . . a2, k
...

...
. . .

...
ak−1, 1 ak−1, 3 . . . ak−1, k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
...

∆k = (−1)k−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1, 1 a1, 2 . . . a1, k−1

a2, 1 a2, 2 . . . a2, k−1
...

...
. . .

...
ak−1, 1 ak−1, 2 . . . ak−1, k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Alors R(f1 , . . . , fk) = fk(∆1, ∆2, . . . ,∆k)

Nous traitons en détails ci-après plusieurs cas selon le nombre k de va-
riables et le degré dk .

33. pp. 401-402 théorème 3.17
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6.2 Cas de 2 formes

6.2.1 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 2

On a t2 = 1, D = d2 + d1 = 3.

On note :

f1 = a x+ b y,
f2 = a′ x2 + b′ x y + c′ y2.

R(f1, f2) est de degré d2 = 2 en les coefficients de f1 et de degré d1 = 1
en les coefficients de f2.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −b, ∆2 = a et R(f1, f2) = f2(−b, a) = a2 c′−a b b′+b2 a′

[14] 34 [37] 35.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutuations a↔ b,
a′ ↔ c′, b′ ↔ b′.

Autre méthode

Pour calculer le résultant R(f1, f2), sans utiliser la méthode de Lang,
il suffit d’exprimer les 3 formes x f1, y f1, f2, de degrés 2, sur la base, à 3
éléments, {x2, x y, y2}. R(f1, f2) est le déterminant des coefficients de ces
formes sur cette base :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣
a 0 a′

b a b′

0 b c′

∣∣∣∣∣∣.
Pour information : fonction de Hilbert

(1−X) (1−X2)

(1−X)2
= 1 + X. Donc H(1, 2)(0) = 1, H(1, 2)(1) = 1 et H(1, 2)(m) = 0

ssi m > 2.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Pour information : fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(1) = 1, i(0) = 0 et ρ(0) = 2, ρ(1) = 2.
On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

34. p. 26
35. pp. 401-402 théorème 3.17
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6.2.2 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 3

On a t2 = 2, D = d2 + d1 = 4.

On note :

f1 = a x+ b y,
f2 = a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3.

R(f1, f2) est de degré d2 = 3 en les coefficients de f1 et de degré d1 = 1
en les coefficients de f2.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −b, ∆2 = a et
R(f1, f2) = f2(−b, a) = a3 d′ − a2 b c′ + a b2 b′ − b3 a′ [14] 36 [37] 37.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ b,
a′ ↔ d′, b′ ↔ c′.

Autre méthode

Pour calculer le résultant R(f1, f2), sans utiliser la méthode de Lang, il
suffit d’exprimer les 4 formes x2 f1, x y f1, y

2 f1, f2, de degrés 3, sur la base,
à 4 éléments, {x3, x2 y, x y2, y3}. R(f1, f2) est le déterminant des coefficients
de ces formes sur cette base :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 a′

b a 0 b′

0 b a c′

0 0 b d′

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Pour information : fonction de Hilbert

(1−X) (1−X3)

(1−X)2
= 1+X+X2. Donc H(1, 3)(0) = 1, H(1, 3)(1) = 1, H(1, 3)(2) = 1

et H(1, 2)(m) = 0 ssi m > 3.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Pour information : fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(2) = 2, i(1) = 1, i(0) = 0 et ρ(0) = 3,
ρ(1) = 3, ρ(2) = 3. On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

36. p. 26
37. pp. 401-402 théorème 3.17
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6.2.3 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 4

On a t2 = 3, D = d2 + d1 = 5.

On note :

f1 = a x+ b y,
f2 = a′ x4 + b′ x3 y + c′ x2 y2 + d′ x y3 + e′ y4.

R(f1, f2) est de degré d2 = 4 en les coefficients de f1 et de degré d1 = 1
en les coefficients de f2.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −b, ∆2 = a et
R(f1, f2) = f2(−b, a) = a4 e′ − a3 b d′ + a2 b2 c′ − a b3 b′ + b4 a′ [14] 38 [37] 39.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ b,
a′ ↔ e′, b′ ↔ d′, c′ ↔ c′.

Autre méthode

Pour calculer le résultant R(f1, f2), sans utiliser la méthode de Lang, il
suffit d’exprimer les 5 formes x3 f1, x

2 y f1, x y
2 f1, y

3 f1, f2, de degrés 4, sur
la base, à 5 éléments, {x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}. R(f1, f2) est le déterminant
des coefficients de ces formes sur cette base :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 0 a′

b a 0 0 b′

0 b a 0 c′

0 0 b a d′

0 0 0 b e′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Pour information : fonction de Hilbert

(1−X) (1−X4)

(1−X)2
= 1 + X + X2 + X3. Donc H(1, 4)(0) = 1, H(1, 4)(1) = 1,

H(1, 4)(2) = 1, H(1, 4)(3) = 1 et H(1, 2)(m) = 0 ssi m > 4.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Pour information : fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(3) = 3, i(2) = 2, i(1) = 1, i(0) = 0
et ρ(0) = 4, ρ(1) = 4, ρ(2) = 4, ρ(3) = 4. On vérifie la propriété
ρ(m) = ρ(tk −m).

38. p. 26
39. pp. 401-402 théorème 3.17
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6.2.4 Cas pour lequel d1 = 2, d2 = 3

On a t2 = 3, D = d2 + d1 = 5.

On note :

f1 = a x2 + b x y + c y2,
f2 = a′ x3 + b′ x2 y + c′ x y2 + d′ y3.

R(f1, f2) est de degré d2 = 3 en les coefficients de f1 et de degré d1 = 2
en les coefficients de f2.

Méthode de calcul du résultant

Pour calculer le résultant R(f1, f2) il suffit d’exprimer les 5 formes
x2 f1, x y f1, y

2 f1, x f2, y f2, de degrés 4, sur la base, à 5 éléments,
{x4, x3 y, x2 y2, x y3, y4}. R(f1, f2) est le déterminant des coefficients de ces
formes sur cette base :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 a′ 0
b a 0 b′ a′

c b a c′ b′

0 c b d′ c′

0 0 c 0 d′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3 d

′2 − a2 b c′ d′ + a2 c (c
′2 − 2 b′ d′) + a b2 b′ d′

+ a c (3 a′ d′ − b′ c′) + a c2 (b
′2 − 2 a′ c′)− b3 a′ d′ − b2 c a′ c′ − b c2 a′ b′ + c3 a

′2.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ c,
b↔ b, a′ ↔ d′, b′ ↔ c′.

Pour information : fonction de Hilbert

(1−X2) (1−X3)

(1−X)2
= 1 + 2X + 2X2 + X3. Donc H(2, 3)(0) = 1, H(2, 3)(1) = 2,

H(2, 3)(2) = 2, H(2, 3)(3) = 1, et H(2, 3)(m) = 0 ssi m > 4.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Pour information : fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(3) = 3, i(2) = 1, i(1) = 0, i(0) = 0
et ρ(0) = 4, ρ(1) = 3, ρ(2) = 3, ρ(3) = 4. On vérifie la propriété
ρ(m) = ρ(tk −m).

6.2.5 Cas pour lequel d1 = 2, d2 = 4

On a t2 = 4, D = d2 + d1 = 6.

On note :
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f1 = a x2 + b x y + c y2,
f2 = a′ x4 + b′ x3 y + c′ x2 y2 + d′ x y3 + e′ y4.

R(f1, f2) est de degré d2 = 4 en les coefficients de f1 et de degré d1 = 2
en les coefficients de f2.

Méthode de calcul du résultant

Pour calculer le résultant R(f1, f2) il suffit d’exprimer les 6 formes
x3 f1, x

2 y f1, x y
2 f1, y

3 f1, x f2, y f2, de degrés 5, sur la base, à 6 éléments,
{x5, x4 y, x3 y2, x2 y3, x y4, y5}. R(f1, f2) est le déterminant des coefficients
de ces formes sur cette base :

R(f1, f2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 0 a′ 0
b a 0 0 b′ a′

c b a 0 c′ b′

0 c b a d′ c′

0 0 c b e′ d′

0 0 0 c 0 e′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a4 e

′2 − a3 b d′ e′ + a3 c (d
′2 − 2 c′ e′) + a2 b2 c′ e′ + a2 b c (3 b′e′ − c′d′)

+ a2 c2 (c
′2 − 2 b′ d′ + 2 a′ e′)− a b3 b′ e′

+ a b2 c (b′ d′ − 4 a′ e′) + a b c2 (3 a′ d′ − b′ c′)
+ a c3 (b

′2 − 2 a′ c′) + b4 a′ e′ − b3 c a′ d′ + b2 c2 a′ c′ − b c3 a′ b′ + c4 a
′2.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ c,
b↔ b, a′ ↔ e′ b′ ↔ d′, c′ ↔ c′.

Pour information : fonction de Hilbert
(1−X2) (1−X4)

(1−X)2
= 1 + 2X + 2X2 + 2X3 +X4. Donc H(2, 4)(0) = 1,

H(2, 4)(1) = 2, H(2, 4)(2) = 2, H(2, 4)(3) = 2, H(2, 4)(4) = 1 et H(2, 4)(m) = 0 ssi
m > 5.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Pour information : fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(4) = 4, i(3) = 2, i(2) = 1, i(1) = 0,
i(0) = 0 et ρ(0) = 5, ρ(1) = 4, ρ(2) = 4, ρ(3) = 4, ρ(4) = 5. On vérifie la
propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

6.2.6 etc.
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6.3 Cas de 3 formes

Donc k = 3. Ssi d1 = d2 = 1 et d3 quelconque on peut utiliser la méthode
de Lang [37]. Sinon on va utiliser soit la méthode de Macaulay [39] [45]
(cf. ci-après) qui exprime le résultant comme un rapport de 2 déterminants
soit la méthode utilisant les bezoutiens [34] [14] (cf. ci-devant), plus simple,
qui exprime le résultant sous forme d’un déterminant ou d’un rapport de
déterminants.

Méthode de Macaulay [39] [45]

On associe une variable à une forme ; par exemple (le plus simple et ce
que nous allons faire) : x à f1, y à f2 et z à f3.

On définit les puissances des variables grandes ou petites : xi est grande
(G) ssi i > d1 ; sinon elle est petite (P), yj est grande (G) ssi j > d2 ; sinon
elle est petite (P), zk est grande (G) ssi k > d3 ; sinon elle est petite (P).

Pour chaque monôme, en x, y, z, d’une base la variable marquée est la
première qui apparâıt avec (G).

À chaque monôme on associe une forme égale au produit de ce monôme
par la forme associée a la variable marquée et divisé par cette variable
marquée élevée au degré de la forme associée.

Un monôme est dit réduit ssi une seule de ses variables est (G).

Une premiere matrice carréeA, d’ordre (t3+3) (t2+2)
2

, exprime les coefficients
des formes obtenues sur la base considérée.

Une seconde matrice carrée B, sous-matrice de la matrice A, d’ordre
(t3+3) (t2+2)

2
− D, exprime les formes qui correspondent à un monôme non

réduit sur le sous-ensemble constitué des monômes non réduits.

Alors R(f1, f2, f3) = ± det A
det B

.

Divers exemples sont donnés qui correspondent aux cas traités ci-après.

6.3.1 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 1, d3 = 2

On a t3 = 1, D = d2 d3 + d1 d3 + d1 d2 = 5. r = E( t3
2

) = 0.

On note :

f1 = a x+ b y + c z,
f2 = a

′
x+ b

′
y + c

′
z,

f3 = a
′′
x2 + b

′′
x y + c

′′
x z + d

′′
y2 + e

′′
y z + f

′′
z2.
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R(f1, f2, f3) est de degré d2 d3 = 2 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 = 2 en les coefficients de f2 et de degré d1 d2 = 1 en les coefficients
de f3.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = b c′ − c b′, ∆2 = c a′ − a c′, ∆3 = a b′ − b a′ et
R(f1, f2, f3) = f3(b c′ − c b′, c a′ − a c′, a b′ − b a′)
= (b c′ − c b′)2 a′′ + (b c′ − c b′) (c a′ − a c′) b′′ + (a b′ − b a′) (b c′ − c b′) c′′
+ (c a′ − a c′)2 d′′ + (c a′ − a c′) (a b′ − b a′) e′′ + (a b′ − b a′)2 f ′′ [37] 40.

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations
a→ b→ c→ a, a′ → b′ → c′ → a′, a′′ → d′′ → f ′′ → a′′, b′′ → e′′ → c′′ → b′′.

Méthode de Macaulay

ligne monôme x y z réduit ? var. marquée forme associée

1 x2 G P P oui x x2 f1
x

= x f1

2 x y G G P non x x y f1
x

= y f1

3 x z G P P oui x x z f1
x

= z f1

4 y2 P G P oui y y2 f2
y

= y f2

5 y z P G P oui y y z f2
y

= z f2

6 y2 P P G oui z z2 f3
z2

= f3

La matriceA est celle des coefficients des 6 formes x f1, y f1, z f1, y f2, z f2, f3

sur la base, à 6 éléments, {x2, x y, x z, y2, y z, z2} :

A =



a 0 0 0 0 a
′′

b a 0 a
′

0 b
′′

c 0 a 0 a
′
c
′′

0 b 0 b
′

0 d
′′

0 c b c
′
b
′
e
′′

0 0 c 0 c
′
f
′′

.

La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 1, de la matrice A constituée
de la ligne x y et de la colonne y f1 :

B = (a). Soit det B = a.

En développant det A selon la dernière colonne on trouve, bien évidemment
le même résultant qu’avec la méthode proposée par [37] en utilisant
R(f1, f2, f3) = − det A

det B
.

40. pp. 401-402 théorème 3.17
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Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 − 3 = −1 < d1 + d2 − 1 = 1 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 − 3 = −1 < m < d1 + d2 = 2 i.e. pour
m = 0, 1.

Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X) (1−X2)

(1−X)3
= 1 + X. Donc H(1, 1, 2)(0) = 1, H(1, 1, 2)(1) = 1 et

H(1, 1, 2)(m) = 0 ssi m > 2.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(1) = 2, i(0) = 0 et ρ(0) = 3, ρ(1) = 3.
On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a, ∆12(X, X ′) = b, ∆13(X, X ′) = c,

∆21(X, X ′) = a′, ∆22(X, X ′) = b′, ∆23(X, X ′) = c′,

∆31(X, X ′) = a′′ (x+ x′) + b′′ y + c′′ z,
∆32(X, X ′) = b′′ x′ + d′′ (y + y′) + e′′ z,
∆33(X, X ′) = c′′ x′ + e′′ y′ + f ′′ (z + z′).

∆(X, X ′)

=

∣∣∣∣∣∣
a b c
a′ b′ c′

a′′ (x+ x′) + b′′ y + c′′ z b′′ x′ + d′′ (y + y′) + e′′ z c′′ x′ + e′′ y′ + f ′′ (z + z′)

∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆000(X) + [∆000

100(X)x′ + ∆000
010(X) y′ + ∆000

001(X) z′], avec :

∆000(X) de degré 1, ∆000
100(X), ∆000

010(X), ∆000
001(X) de degrés 0 (donc constants).

On a :

∆000
100(X) = (b c′ − c b′) a′′ − (a c′ − c a′) b′′ + (a b′ − b a′) c′′,

∆000
010(X) = −(a c′ − c a′) d′′ + (a b′ − b a′) e′′,

∆000
001(X) = (a b′ − b a′) f ′′.

Soit ∆0(X) la matrice, de dimensions 1 × 3 :

∆0(X) =
[

∆000
100(X) ∆000

010(X) ∆000
001(X)

]
.
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•∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆000(X ′)+[∆000
100(X ′)x+∆000

010(X ′) y+∆000
001(X ′) z],

avec :

∆000(X ′) de degré 1, ∆000
100(X ′), ∆000

010(X ′), ∆000
001(X ′) de degrés 0 (donc

constants).

On pose :

∆000(X ′) = ∆100
000(X ′)x′ + ∆010

000(X ′) y′ + ∆001
000(X ′) z′. On a :

∆100
000(X ′) = (b c′ − c b′) a′′ − (a c′ − c a′) b′′ + (a b′ − b a′) c′′ = ∆000

100(X),
∆010

000(X ′) = −(a c′ − c a′) d′′ + (a b′ − b a′) e′′ = ∆000
010(X),

∆001
000(X ′) = (a b′ − b a′) f ′′ = ∆000

001(X).

Soit ∆1(X ′) la matrice, de dimensions 3 × 1 : ∆1(X ′) =

 ∆100
000(X ′)

∆010
000(X ′)

∆001
000(X ′)

.

Elle est telle que ∆1(X ′) = ∆T
0 (X).

On a S0, 1 = ∅ et dim S0, 1 = 0, S0, 2 = ∅ et dim S0, 2 = 0, S0, 3 = ∅ et
dim S0, 3 = 0. Par conséquent D0, la matrice de ψ2, 0, n’existe pas.

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = {1} et dim S1, 2 = 1, S1, 3 = ∅
et dim S1, 3 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 3 × 2, des coef-
ficients des 2 formes f1, f2, de degrés 1, sur la base, à 3 éléments, {x, y, z} :

D1 =

 a a′

b b′

c c′

.

La matrice M0(X), d’ordre 3, est telle que :

M0(X) =

[
∆0(X)
DT

1

]
.

La matrice M1(X ′), d’ordre 3, est telle que :

M1(X ′) =
[

∆1(X ′) D1

]
. Elle est telle que M1(X ′) = MT

0 (X).

Alors R(f1, f2, f3) = ± det M0(X) = ± det M1(X ′).

6.3.2 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 2, d3 = 2

On a t3 = 2, D = d2 d3 + d1 d3 + d1 d2 = 8. r = E( t3
2

) = 1.

On note :
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f1 = a x+ b y + c z,
f2 = a

′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
y2 + e

′
y z + f

′
z2,

f3 = a
′′
x2 + b

′′
x y + c

′′
x z + d

′′
y2 + e

′′
y z + f

′′
z2.

R(f1, f2, f3) est de degré d2 d3 = 4 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 = 2 en les coefficients de f2 et de degré d1 d2 = 2 en les coefficients
de f3.

Méthode de Macaulay

ligne monôme x y z réduit ? var. marquée forme

1 x3 G P P oui x x3 f1
x

= x2 f1

2 x2 y G P P oui x x2 y f1
x

= x y f1

3 x2 z G P P oui x x2 z f1
x

= x z f1

4 x y2 G G P non x x y2 f1
x

= y2 f1

5 x y z G P P oui x x y z f1
x

= y z f1

6 x z2 G P G non x x z2 f1
x

= z2 f1

7 y3 P G P oui y y3 f3
y2

= y f2

8 y2 z P G P oui y y2 z f2
y2

= z f2

9 y z2 P P G oui z y z2 f3
z2

= y f3

10 z3 P P G oui z z3 f3
z2

= z f3

La matrice A est celle des coefficients des 10 formes
x2 f1, x y f1, x z f1, y

2 f1, y z f1, z
2 f1, y f2, z f2, y f3, z f3 sur la base,

à 10 éléments, {x3, x2 y, x2 z, x y2, x y z, x z2, y3, y2 z, y z2, z3} :

A =



a 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b a 0 0 0 0 a

′
0 a

′′
0

c 0 a 0 0 0 0 a
′

0 a
′′

0 b 0 a 0 0 b
′

0 b
′′

0
0 c b 0 a 0 c

′
b
′
c
′′

b
′′

0 0 c 0 0 a 0 c
′

0 c
′′

0 0 0 b 0 0 d
′

0 d
′′

0
0 0 0 c b 0 e

′
d
′
e
′′

d
′′

0 0 0 0 c b f
′
e
′
f
′′

e
′′

0 0 0 0 0 c 0 f
′

0 f
′′


.

Soit det A = a6 d
′2 f

′′2 + . . ..

La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 2, de la matrice A constituée
des lignes x y2, x z2 et des colonnes y2 f1, z

2 f1 :
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B =

[
a 0
0 a

]
. Soit det B = a2. Alors :

R(f1, f2, f3) = det A
det B

= 1
a2

det A = 1
a2

(a6 d
′2 f

′′2 + . . .) = a4 d
′2 f

′′2 + . . .,
de degré 8. R(f1, f2, f3) possède, dans le cas général, 234 monômes.

Autre méthode proposée

� On élimine une variable (ou plutôt un multiple de cette variable) grâce
à l’équation f1 = 0 ; par exemple c z = −(a x+ b y).

� On reporte ce multiple d’une variable dans les 2 autres équations (ou
plutôt dans des multiples de ces équations) ; par exemple dans les 2 équations
c2 f2 = 0 et c2 f3 = 0. On obtient :

c2 f2 = Ax2 +B xy + C y2 et
c2 f3 = A

′
x2 +B

′
x y + C

′
y2 ; avec :

A = c2 a
′ − a c c′ + a2 f

′
et A

′
= c2 a

′′ − a c c′′ + a2 f
′′
,

B = c2 b
′ − b c c′ − a c e′ + 2 a b f

′
et B

′
= c2 b

′′ − b c c′′ − a c e′′ + 2 a b f
′′
,

C = c2 d
′ − b c e′ + b2 f

′
et C

′
= c2 d

′′ − b c e′′ + b2 f
′′

On est alors ramené au cas b2, mais il faut diviser le résultant fourni par
c4, du fait de l’utilisation des multiples précédents. Finalement on obtient :

R(f1, f2, f3) = − 1
c4

[(AC
′ − C A′)2 − (AB

′ −BA
′
) (B C

′ − C B′)].
Le calcul peut s’effectuer grâce à un logiciel de calcul formel (par exemple

Maple). Il confirme l’intervention de 234 monômes.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 − 3 = −1 < d1 + d2 − 1 = 2 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 − 3 = −1 < m < d1 + d2 = 3 i.e. pour
m = 0, 1, 2. m = 1 sera la valeur la plus intéressante.

Fonction de Hilbert
(1−X) (1−X2) (1−X2)

(1−X)3
= 1 + 2X + X2. Donc H(1, 2, 2)(0) = 1, H(1, 2, 2)(1) = 2,

H(1, 2, 2)(2) = 1 et H(1, 2, 2)(m) = 0 ssi m > 3.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(2) = 5, i(1) = 1, i(0) = 0 et ρ(0) = 6,
ρ(1) = 4, ρ(2) = 6. On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :
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∆11(X, X ′) = a, ∆12(X, X ′) = b, ∆13(X, X ′) = c,

∆21(X, X ′) = a′ (x+ x′) + b′ y + c′ z,
∆22(X, X ′) = b′ x′ + d′ (y + y′) + e′ z,
∆23(X, X ′) = c′ x′ + e′ y′ + f ′ (z + z′).

∆31(X, X ′) = a′′ (x+ x′) + b′′ y + c′′ z,
∆32(X, X ′) = b′′ x′ + d′′ (y + y′) + e′′ z,
∆33(X, X ′) = c′′ x′ + e′′ y′ + f ′′ (z + z′).

∆(X, X ′)

=

∣∣∣∣∣∣
a b c

a′ (x+ x′) + b′ y + c′ z b′ x′ + d′ (y + y′) + e′ z c′ x′ + e′ y′ + f ′ (z + z′)
a′′ (x+ x′) + b′′ y + c′′ z b′′ x′ + d′′ (y + y′) + e′′ z c′′ x′ + e′′ y′ + f ′′ (z + z′)

∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆000(X) + [∆100(X)x′ + ∆010(X) y′ + ∆001(X) z′]

+ [∆000
200(X)x

′2 + ∆000
110(X)x′ y′ + ∆000

101(X)x′ z′ + ∆000
020(X) y

′2 + ∆000
011(X) y′ z′

+ ∆000
002(X) z

′2].

∆000(X) de degré 2, ∆100(X),∆010(X),∆001(X) de degrés 1,
∆000

200(X), . . . ,∆000
002(X) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆100(X) = ∆100
100(X)x+ ∆010

100(X) y + ∆001
100(X) z

∆010(X) = ∆100
010(X)x+ ∆010

010(X) y + ∆001
010(X) z

∆001(X) = ∆100
001(X)x+ ∆010

001(X) y + ∆001
001(X) z

On a alors :

∆100
100(X) = (b c′ − c b′) a′′ + c a′ b′′ − b a′ c′′

∆010
100(X) = −c d′ a′′ + b c′ b′′ + (a d′ − b b′) c′′ − (a c′ − c a′) d′′

∆001
100(X) = (b f ′ − c e′) a′′ − (a f ′ − c c′) b′′ + (a e′ − c b′) c′′ − (a c′ − c a′) e′′

+ (a b′ − b a′) f ′′

∆100
010(X) = (b e′ − c d′) a′′ + c a′ d′′ − b a′ e′′

∆010
010(X) = (b e′ − c d′) b′′ + (c b′ − a e′) d′′ + (a d′ − b b′) e′′

∆001
010(X) = (b e′ − c d′) c′′ − (a f ′ − c c′) d′′ − b c′ e′′ + a d′ f ′′

∆100
001(X) = b f ′ a′′ − b a′ f ′′

∆010
001(X) = b f ′ b′′ − a f ′ d′′ + (a d′ − b b′) f ′′

∆001
001(X) = b f ′ c′′ − a f ′ e′′ + (a e′ − b c′) f ′′

Soit ∆1(X) la matrice d’ordre 3 :

∆1(X) =

 ∆100
100(X) ∆100

010(X) ∆100
001(X)

∆010
100(X) ∆010

010(X) ∆010
001(X)

∆001
100(X) ∆001

010(X) ∆001
001(X)

.
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•∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆000(X ′)+[∆100(X ′)x+∆010(X ′) y+∆001(X ′) z]
+ [∆000

200(X ′)x2 + ∆000
110(X ′)x y + ∆000

101(X ′)x z + ∆000
020(X ′) y2 + ∆000

011(X ′) y z
+ ∆000

002(X ′) z2].

∆000(X ′) de degré 2, ∆100(X ′),∆010(X ′),∆001(X ′) de degrés 1,
∆000

200(X ′), . . . ,∆000
002(X ′) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆100(X ′) = ∆100
100(X ′)x′ + ∆010

100(X ′) y′ + ∆001
100(X ′) z′

∆010(X ′) = ∆100
010(X ′)x′ + ∆010

010(X ′) y′ + ∆001
010(X ′) z′

∆001(X ′) = ∆100
001(X ′)x′ + ∆010

001(X ′) y′ + ∆001
001(X ′) z′

On a alors :

∆100
100(X ′) = (b c′ − c b′) a′′ + c a′ b′′ − b a′ c′′ = ∆100

100(X)
∆100

010(X ′) = −c d′ a′′ + b c′ b′′ + (a d′ − b b′) c′′ − (a c′ − c a′) d′′ = ∆010
100(X)

∆100
001(X ′) = (b f ′− c e′) a′′− (a f ′− c c′) b′′+ (a e′− c b′) c′′− (a c′− c a′) e′′

+ (a b′ − b a′) f ′′ = ∆001
100(X)

∆010
100(X ′) = (b e′ − c d′) a′′ + c a′ d′′ − b a′ e′′ = ∆100

010(X)
∆010

010(X ′) = (b e′ − c d′) b′′ + (c b′ − a e′) d′′ + (a d′ − b b′) e′′ = ∆010
010(X)

∆010
001(X ′) = (b e′ − c d′) c′′ − (a f ′ − c c′) d′′ − b c′ e′′ + a d′ f ′′ = ∆001

010(X)

∆001
100(X ′) = b f ′ a′′ − b a′ f ′′ = ∆100

001(X)
∆001

010(X ′) = b f ′ b′′ − a f ′ d′′ + (a d′ − b b′) f ′′ = ∆010
001(X)

∆001
001(X ′) = b f ′ c′′ − a f ′ e′′ + (a e′ − b c′) f ′′ = ∆001

001(X)

Soit ∆1(X ′) la matrice d’ordre 3 :

∆1(X ′) =

 ∆100
100(X ′) ∆100

010(X ′) ∆100
001(X ′)

∆010
100(X ′) ∆010

010(X ′) ∆010
001(X ′)

∆001
100(X ′) ∆001

010(X ′) ∆001
001(X ′)

. Et on a ∆1(X ′) = ∆T
1 (X).

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = ∅ et dim S1, 2 = 0, S1, 3 = ∅ et
dim S1, 3 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 3 × 1, des
coefficients de la forme f1, de degré 1, sur la base, à 3 éléments, {x, y, z} :

D1 =

 a
b
c

.

La matrice M1(X), d’ordre 4, est telle que :

M1(X) =

[
∆1(X) D1

DT
1 0

]
.
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La matrice M1(X ′), d’ordre 4, est telle que :

M1(X ′) =

[
∆1(X ′) D1

DT
1 0

]
. Elle est telle que M1(X ′) = MT

1 (X).

Alors R(f1, f2, f3) = ± det M1(X) = ± det M1(X ′).

Exemple 1 :

f1 = a x+ b y + c z,
f2 = a

′
x2 + f

′
z2,

f3 = d
′′
y2 + f

′′
z2. On obtient :

R(f1, f2, f3) = ± [c4 a
′2 d

′′2+2 c2 a
′
d
′′

(a2 f
′
d
′′
+b2 a

′
f
′′
)+(a2 f

′
d
′′ − b2 a

′
f
′′
)
2
].

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ b,
a′ ↔ d′′, f ′ ↔ f ′′.

Exemple 2 :

f1 = a x+ b y + c z,
f2 = a

′
x2 + e

′
y z,

f3 = c
′′
x z + d

′′
y2. On obtient :

R(f1, f2, f3) = ± c [c3 a
′2 d

′′2 − 3 a b c a
′
e
′
c
′′
d
′′ − (a3 e

′
d
′′

+ b3 a
′
c
′′
) e
′
c
′′
].

On remarque que ce résultant est invariant par les permutations a ↔ b,
a′ ↔ d′′, e′ ↔ c′′.

6.3.3 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 2, d3 = 3

On a t3 = 3, D = d2 d3 + d1 d3 + d1 d2 = 11. r = E( t3
2

) = 1.

On note :

f1 = a x+ b y + c z,
f2 = a

′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
y2 + e

′
y z + f

′
z2,

f3 = a
′′
x3 + b

′′
x2 y + c

′′
x2 z + d

′′
x y2 + e

′′
x y z + f

′′
x z2 + g

′′
y3 + h

′′
y2 z

+ i
′′
y z2 + j

′′
z3.

R(f1, f2, f3) est de degré d2 d3 = 6 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 = 3 en les coefficients de f2 et de degré d1 d2 = 2 en les coefficients
de f3.
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Méthode de Macaulay

ligne monôme x y z réduit ? var. marquée forme

1 x4 G P P oui x x4 f1
x

= x3 f1

2 x3 y G P P oui x x3 y f1
x

= x2 y f1

3 x3 z G P P oui x x3 z f1
x

= x2 z f1

4 x2 y2 G G P non x x2 y2 f1
x

= x y2 f1

5 x2 y z G P P oui x x2 y z f1
x

= x y z f1

6 x2 z2 G P P oui x x2 z2 f1
x

= x z2 f1

7 x y3 G G P non x x y3 f1
x

= y3 f1

8 x y2 z G G P non x x y2 z f1
x

= y2 z f1

9 x y z2 G P P oui x x y z2 f1
x

= y z2 f1

10 x z3 G P G non x x z3 f1
x

= z3 f1

11 y4 P G P oui y y4 f2
y2

= y2 f2

12 y3 z P G P oui y y3 z f2
y2

= y z f2

13 y2 z2 P G P oui y y2 z2 f2
y2

= z2 f2

14 y z3 P P G oui z y z3 f3
z3

= y f3

15 z4 P P G oui z z4 f3
z3

= z f3

La matrice A est celle des coefficients des 15 formes
x3 f1, x

2 y f1, x
2 z f1, x y

2 f1, x y z f1, x z
2 f1, y

3 f1, y
2 z f1, y z

2 f1, z
3 f1,

y2 f2, y z f2, z
2 f2, y f3, z f3 sur la base, à 15 éléments,

{x4, x3 y, x3 z, x2 y2, x2 y z, x2 z2, x y3, x y2 z, x y z2, x z3, y4, y3 z, y2 z2,
y z3, z4} :

A =



a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′′ 0
c 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′′

0 b 0 a 0 0 0 0 0 0 a′ 0 0 b′′ 0
0 c b 0 a 0 0 0 0 0 0 a′ 0 c′′ b′′

0 0 c 0 0 a 0 0 0 0 0 0 a′ 0 c′′

0 0 0 b 0 0 a 0 0 0 b′ 0 0 d′′ 0
0 0 0 c b 0 0 a 0 0 c′ b′ 0 e′′ d′′

0 0 0 0 c b 0 0 a 0 0 c′ b′ f ′′ e′′

0 0 0 0 0 c 0 0 0 a 0 0 c′ 0 f ′′

0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 d′ 0 0 g′′ 0
0 0 0 0 0 0 c b 0 0 e′ d′ 0 h′′ g′′

0 0 0 0 0 0 0 c b 0 f ′ e′ d′ i′′ h′′

0 0 0 0 0 0 0 0 c b 0 f ′ e′ j′′ i′′

0 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 f ′ 0 j′′



.
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La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 4, de la matrice A constituée
des lignes x2 y2, x y3, x y2 z, x z3 et des colonnes x y2 f1, y

3 f1, y
2 z f1, z

3 f1 :

B =


a 0 0 0
b a 0 0
c 0 a 0
0 0 0 a

. Soit det B = a4. Alors :

R(f1, f2, f3) = 1
a4

det A = 1
a2

(a10 d
′3 j

′′2 + . . .) = a6 d
′3 j

′′2 + . . ., de
degré 11.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 − 3 = 0 < d1 + d2 − 1 = 2 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 − 3 = 0 < m < d1 + d2 = 3 i.e. pour
m = 1, 2.

Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X2) (1−X3)

(1−X)3
= 1 + 2X + 2X2 +X3. Donc H(1, 2, 3)(0) = 1,

H(1, 2, 3)(1) = 2, H(1, 2, 3)(2) = 2, H(1, 2, 3)(3) = 1 et H(1, 2, 3)(m) = 0 ssi m > 4.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(3) = 9, i(2) = 4, i(1) = 1, i(0) = 0
et ρ(0) = 10, ρ(1) = 7, ρ(2) = 7, ρ(3) = 10. On vérifie la propriété
ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a, ∆12(X, X ′) = b, ∆13(X, X ′) = c,

∆21(X, X ′) = a′ (x+ x′) + b′ y + c′ z,
∆22(X, X ′) = b′ x′ + d′ (y + y′) + e′ z,
∆23(X, X ′) = c′ x′ + e′ y′ + f ′ (z + z′).

∆31(X, X ′) = a′′ (x2 + x x′ + x
′2) + b′′ (x+ x′) y + c′′ (x+ x′) z + d′′ y2

+ e′′ y z + f ′′ z2,
∆32(X, X ′) = b′′ x

′2 + d′′ x′ (y + y′) + e′′ x′ z + g′′ (y2 + y y′ + y
′2)

+ h′′ (y + y′) z + i′′ z2,
∆33(X, X ′) = c′′ x

′2 + e′′ x′ y′ + f ′′ x′ (z + z′) + h′′ y
′2 + i′′ y′ (z + z′)

+ j′′ (z2 + z z′ + z
′2).
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∆(X, X ′)

=

∣∣∣∣∣∣
a b c

a′ (x+ x′) + b′ y + c′ z b′ x′ + d′ (y + y′) + e′ z c′ x′ + e′ y′ + f ′ (z + z′)
∆31(X, X ′) ∆32(X, X ′) ∆33(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆000(X) + [∆100(X)x′ + ∆010(X) y′ + ∆001(X) z′]

+ [∆200(X)x
′2 + ∆110(X)x′ y′ + . . . + ∆002(X) z

′2]
+ [∆000

300(X)x
′3 + ∆000

210(X)x
′2 y′ + . . .+ ∆000

003(X) z
′3].

∆000(X) de degré 3, ∆100(X),∆010(X),∆001(X) de degrés 2,
∆200(X), . . . ,∆002(X) de degrés 1, ∆000

300(X), . . . ,∆000
003(X) de degrés 0

(donc constants).

On pose :

∆200(X) = ∆100
200(X)x+ ∆010

200(X) y + . . .+ ∆001
200(X) z

∆110(X) = ∆100
110(X)x+ ∆010

110(X) y + . . .+ ∆001
110(X) z

...
∆002(X) = ∆100

002(X)x+ ∆010
002(X) y + . . .+ ∆001

002(X) z

Soit ∆1(X) la matrice, de dimensions 3 × 6 :

∆1(X) =

 ∆100
200(X) ∆100

110(X) . . . ∆100
002(X)

∆010
200(X) ∆010

110(X) . . . ∆010
002(X)

∆001
200(X) ∆001

110(X) . . . ∆001
002(X)

.

•∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆000(X ′)+[∆100(X ′)x+∆010(X ′) y+∆001(X ′) z]
+ [∆200(X ′)x2 + ∆110(X ′)x y + . . . + ∆002(X ′) z2]
+ [∆000

300(X ′)x3 + ∆000
210(X ′)x2 y + . . .+ ∆000

003(X ′) z3].

∆000(X ′) de degré 3, ∆100(X ′),∆010(X ′),∆001(X ′) de degrés 2,
∆200(X ′), . . . ,∆002(X ′) de degrés 1, ∆000

300(X ′), . . . ,∆000
003(X ′) de degrés 0

(donc constants).

On pose :

∆100(X ′) = ∆200
100(X ′)x

′2 + ∆110
100(X ′)x′ y′ + . . . + ∆002

100(X ′) z
′2

∆010(X ′) = ∆200
010(X ′)x

′2 + ∆110
010(X ′)x′ y′ + . . . + ∆002

010(X ′) z
′2

...
∆001(X ′) = ∆200

001(X ′)x
′2 + ∆110

001(X ′)x′ y′ + . . . + ∆002
001(X ′) z

′2

Soit ∆2(X ′) la matrice, de dimensions 6 × 3 :
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∆2(X ′) =


∆200

100(X ′) ∆200
010(X ′) ∆200

001(X ′)
∆110

100(X ′) ∆110
010(X ′) ∆110

001(X ′)
...

...
...

∆002
100(X ′) ∆002

010(X ′) ∆002
001(X ′)

 = ∆T
1 (X).

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = ∅ et dim S1, 2 = 0, S1, 3 = ∅ et
dim S1, 3 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 3 × 1, des
coefficients de la forme f1, de degré 1, sur la base, à 3 éléments, {x, y, z} :

D1 =

 a
b
c

.

On a S2, 1 = {x, y, z} et dim S2, 1 = 3, S2, 2 = {1} et dim S2, 2 = 1,
S2, 3 = ∅ et dim S2, 3 = 0.

D2, la matrice de ψ2, 2, est alors la matrice, de dimensions 6 × 4, des coef-
ficients des 4 formes x f1, y f1, z f1, f2, de degrés 2, sur la base, à 6 éléments,
{x2, x y, x z, y2, y z, z2} :

D2 =


a 0 0 a′

b a 0 b′

c 0 a c′

0 b 0 d′

0 c b e′

0 0 c f ′

.

La matrice M1(X), d’ordre 7, est telle que :

M1(X) =

[
∆1(X) D1

DT
2 0

]
.

La matrice M2(X ′), d’ordre 7, est telle que :

M2(X ′) =

[
∆2(X ′) D2

DT
1 0

]
. Elle est telle que M2(X ′) = MT

1 (X).

Alors R(f1, f2, f3) = ± det M2(X) = ± det M1(X ′).

Exemple

f1 = a x+ b y
f2 = b′ x y + f ′ z2

f3 = e′′ x y z + g′′ y3.
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Méthode de Macaulay

On a A =



a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 b 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 b 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b 0 0 a 0 0 0 b′ 0 0 0 0
0 0 0 0 b 0 0 a 0 0 0 b′ 0 e′′ 0
0 0 0 0 0 b 0 0 a 0 0 0 b′ 0 e′′

0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 g′′ 0
0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 g′′

0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 f ′ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 f ′ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f ′ 0 0



. Et :

B =


a 0 0 0
b a 0 0
0 0 a 0
0 0 0 a

. Soit det B = a4. Alors :

R(f1, f2, f3) = 1
a4

det A = a3 f
′2 (a3 f ′ g

′′2 − b3 b′ e
′′2), de degré 11.

Méthode utilisant les bezoutiens

On obtient M2(X) =



0 0 0 a 0 0 0
0 0 0 b a 0 b′

0 0 0 0 0 a 0
0 0 −a f ′ g′′ 0 b 0 0
0 −a f ′ g′′ b f ′ e′′ 0 0 b 0

−a f ′ e′′ 0 0 0 0 0 f ′

a b 0 0 0 0 0


. Et

on vérifie que M1(X ′) = MT
2 (X). Alors :

R(f1, f2, f3) = ± a3 f
′2 (a3 f ′ g

′′2 − b3 b′ e
′′2).

6.3.4 Cas pour lequel d1 = 2, d2 = 2, d3 = 3

On a t3 = 4, D = d2 d3 + d1 d3 + d1 d2 = 16. r = E( t3
2

) = 2.

On note :
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f1 = a x2 + b x y + c x z + d y2 + e y z + f z2,
f2 = a

′
x2 + b

′
x y + c

′
x z + d

′
y2 + e

′
y z + f

′
z2,

f3 = a
′′
x3 + b

′′
x2 y + c

′′
x2 z + d

′′
x y2 + e

′′
x y z + f

′′
x z2 + g

′′
y3 + h

′′
y2 z

+ i
′′
y z2 + j

′′
z3.

R(f1, f2, f3) est de degré d2 d3 = 6 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 = 6 en les coefficients de f2 et de degré d1 d2 = 4 en les coefficients
de f3.

Méthode de Macaulay

ligne monôme x y z réduit ? var. marquée forme

1 x5 G P P oui x x5 f1
x2

= x3 f1

2 x4 y G P P oui x x4 y f1
x2

= x2 y f1

3 x4 z G P P oui x x4 z f1
x2

= x2 z f1

4 x3 y2 G G P non x x3 y2 f1
x2

= x y2 f1

5 x3 y z G P P oui x x3 y z f1
x2

= x y z f1

6 x3 z2 G P P oui x x3 z2 f1
x2

= x z2 f1

7 x2 y3 G G P non x x2 y3 f1
x2

= y3 f1

8 x2 y2 z G G P non x x2 y2 z f1
x2

= y2 z f1

9 x2 y z2 G P P oui x x2 y z2 f1
x2

= y z2 f1

10 x2 z3 G P G non x x2 z3 f1
x2

= z3 f1

11 x y4 P G P oui y x y4 f2
y2

= x y2 f2

12 x y3 z P G P oui y x y3 z f2
y2

= x y z f2

13 x y2 z2 P G P oui y x y2 z2 f2
y2

= x z2 f2

14 x y z3 P P G oui z x y z3 f3
z3

= x y f3

15 x z4 P P G oui z x z4 f3
z3

= x z f3

16 y5 P G P oui y y5 f2
y2

= y3 f2

17 y4 z P G P oui y y4 z f2
y2

= y2 z f2

18 y3 z2 P G P oui y y3 z2 f2
y2

= y z2 f2

19 y2 z3 P G G non y y2 z3 f2
y2

= z3 f2

20 y z4 P P G oui z y z4 f3
z3

= y z f3

21 z5 P P G oui z z5 f3
z3

= z2 f3

La matrice A est celle des coefficients des 21 formes
x3 f1, x

2 y f1, x
2 z f1, x y

2 f1, x y z f1, x z
2 f1, y

3 f1, y
2 z f1, y z

2 f1, z
3 f1,

x y2 f2, x y z f2, x z
2 f2, x y f3, x z f3, y

3 f2, y
2 z f2, y z

2 f2, z
3 f2, y z f3,

z2 f3 sur la base, à 21 éléments,
{x5, x4 y, x4 z, x3 y2, x3 y z, x3 z2, x2 y3, x2 y2 z, x2 y z2, x2 z3,
x y4, x y3 z, x y2 z2, x y z3, x z4, y5, y4 z, y3 z2, y2 z3, y z4, z5} :
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La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 5, de la matrice A constituée des
lignes x3 y2, x2 y3, x2 y2 z, x2 z3, y2 z3 et des colonnes x y2 f1, y

3 f1, y
2 z f1,

z3 f1, z
3 f2.

R(f1, f2, f3) = ± det A
det B

, de degré 16.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 − 3 = 0 < d1 + d2 − 1 = 3 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 − 3 = 0 < m < d1 + d2 = 4 i.e. pour
m = 1, 2, 3. m = 2 sera la valeur la plus intéressante.

Fonction de Hilbert

(1−X2) (1−X2) (1−X3)

(1−X)3
= 1 + 3X + 4X2 + 3X3 + X4. Donc H(2, 2, 3)(0) = 1,

H(2, 2, 3)(1) = 3, H(2, 2, 3)(2) = 3, H(2, 2, 3)(3) = 3, H(2, 2, 3)(4) = 1 et
H(2, 2, 3)(m) = 0 ssi m > 5.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(4) = 14, i(3) = 7, i(2) = 2, i(1) = 0,
i(0) = 0 et ρ(0) = 15, ρ(1) = 10, ρ(2) = 8, ρ(3) = 10, ρ(4) = 15. On vérifie
la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a (x+ x′) + b y + c z,
∆12(X, X ′) = b x′ + d (y + y′) + e z,
∆13(X, X ′) = c x′ + e y′ + f (z + z′),

∆21(X, X ′) = a′ (x+ x′) + b′ y + c′ z,
∆22(X, X ′) = b′ x′ + d′ (y + y′) + e′ z,
∆23(X, X ′) = c′ x′ + e′ y′ + f ′ (z + z′).

∆31(X, X ′) = a′′ (x2 + x x′ + x
′2) + b′′ (x+ x′) y + c′′ (x+ x′) z + d′′ y2

+ e′′ y z + f ′′ z2,
∆32(X, X ′) = b′′ x

′2 + d′′ x′ (y + y′) + e′′ x′ z + g′′ (y2 + y y′ + y
′2)

+ h′′ (y + y′) z + i′′ z2,
∆33(X, X ′) = c′′ x

′2 + e′′ x′ y′ + f ′′ x′ (z + z′) + h′′ y
′2 + i′′ y′ (z + z′)

+ j′′ (z2 + z z′ + z
′2).
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∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣
∆11(X, X ′) ∆12(X, X ′) ∆13(X, X ′)
∆21(X, X ′) ∆(X, X ′) ∆23(X, X ′)
∆31(X, X ′) ∆32(X, X ′) ∆33(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆000(X) + [∆100(X)x′ + ∆010(X) y′ + ∆001(X) z′]

+ [∆200(X)x
′2 + ∆110(X)x′ y′ + . . . + ∆002(X) z

′2]
+ [∆300(X)x

′3 + ∆210(X)x
′2 y′ + . . .+ ∆003(X) z

′3]
+ [∆000

400(X)x
′4 + ∆000

310(X)x
′3 y′ + . . .+ ∆000

004(X) z
′4].

∆000(X) de degré 4, ∆100(X),∆010(X),∆001(X) de degrés 3,
∆200(X), . . . ,∆002(X) de degrés 2, ∆300(X), . . . ,∆003(X) de degrés 1,
∆000

400(X), . . . ,∆000
004(X) de degrés 1 (donc constants).

On pose :

∆200(X) = ∆200
200(X)x2 + ∆110

200(X)x y + . . . + ∆002
200(X) z2

∆110(X) = ∆200
110(X)x2 + ∆110

110(X)x y + . . . + ∆002
110(X) z2

...
∆002(X) = ∆200

002(X)x2 + ∆110
002(X)x y + . . . + ∆002

002(X) z2

Soit ∆2(X) la matrice, d’ordre 6 :

∆2(X) =


∆200

200(X) ∆200
110(X) . . . ∆200

002(X)
∆110

200(X) ∆110
110(X) . . . ∆110

002(X)
...

...
. . .

...
∆002

200(X) ∆002
110(X) . . . ∆002

002(X)

.

•∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆000(X ′)+[∆100(X ′)x+∆010(X ′) y+∆001(X ′) z]
+ [∆200(X ′)x2 + ∆110(X ′)x y + . . . + ∆002(X ′) z2]
+ [∆300(X ′)x3 + ∆210(X ′)x2 y + . . .+ ∆003(X ′) z3]
+ [∆000

400(X ′)x4 + ∆000
310(X ′)x3 y + . . .+ ∆000

004(X ′) z4].

∆000(X ′) de degré 4, ∆100(X ′),∆010(X ′),∆001(X ′) de degrés 3,
∆200(X ′), . . . ,∆002(X ′) de degrés 2, ∆300(X ′), . . . ,∆003(X ′) de degrés 1,
∆000

400(X ′), . . . ,∆000
004(X ′) de degrés 1 (donc constants).

On pose :

∆200(X ′) = ∆200
200(X ′)x

′2 + ∆110
200(X ′)x′ y′ + . . .+ ∆002

200(X ′) z
′2

∆110(X ′) = ∆200
110(X ′)x

′2 + ∆110
110(X ′)x′ y′ + . . .+ ∆002

110(X ′) z
′2

...
∆002(X ′) = ∆200

002(X ′)x
′2 + ∆110

002(X ′)x′ y′ + . . .+ ∆002
002(X ′) z

′2
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Soit ∆2(X ′) la matrice, d’ordre 6 :

∆2(X ′) =


∆200

200(X ′) ∆200
110(X ′) . . . ∆200

002(X ′)
∆110

200(X ′) ∆110
110(X ′) . . . ∆110

002(X ′)
...

...
. . .

...
∆002

200(X ′) ∆002
110(X ′) . . . ∆002

002(X ′)

 = ∆T
2 (X).

On a S2, 1 = {1} et dim S2, 1 = 1, S2, 2 = {1} et dim S2, 2 = 1, S2, 3 = ∅
et dim S2, 3 = 0.

D2, la matrice de ψ2, 2, est alors la matrice, de dimensions 6 × 2, des
coefficients des 2 formes f1, f2, de degrés 2, sur la base, à 6 éléments,
{x2, x y, x z, y2, y z, z2} :

D2 =


a a′

b b′

c c′

d d′

e e′

f f ′

.

La matrice M2(X), d’ordre 8, est telle que :

M2(X) =

[
∆2(X) D2

DT
2 0

]
.

La matrice M2(X ′), d’ordre 8, est telle que :

M2(X ′) =

[
∆2(X ′) D2

DT
2 0

]
. Elle est telle que M2(X ′) = MT

2 (X).

Alors R(f1, f2, f3) = ± det M2(X) = ± det M2(X ′).

Exemple

f1 = a x2 + e y z
f2 = c′ x z + d′ y2

f3 = e′′ x y z + j′′z3.

Méthode de Macaulay

On trouve det A = a7 d
′4 j

′′
(a d′ j′′ + e c′ e′′)3 et det B = a4 d′ ; par conséquent :

R(f1, f2, f3) = a3 d
′3 j

′′
(a d′ j′′ + e c′ e′′)3.
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Méthode utilisant les bezoutiens

On obtient :

M2(X) =



0 0 0 0 0 0 a 0
0 a d′ e′′ 0 0 0 a d′ j′′ 0 0

−a c′ e′′ 0 0 0 a d′ j′′ 0 0 c′

0 0 0 0 0 0 0 d′

0 0 a d′ j′′ −e d′ e′′ 0 0 e 0
0 a d′ j′′ 0 0 0 −e c′ j′′ 0 0
a 0 0 0 e 0 0 0
0 0 c′ d′ 0 0 0 0


.

Et on vérifie que M2(X ′) = MT
2 (X). Alors :

R(f1, f2, f3) = det M2(X) = a3 d
′3 j

′′
(a d′ j′′ + e c′ e′′)3.

6.3.5 Cas pour lequel d1 = 3, d2 = 3, d3 = 3

Il s’agit du cas c3 précédemment traité, mais bien évidemment les résultats
de cette section s’appliquent.

On a t3 = 6, D = d2 d3 + d1 d3 + d1 d2 = 27. r = E( t3
2

) = 3.

Les fonctions f1, f2, f3 ont été notées précédemment.

R(f1, f2, f3) est de degré d2 d3 = 9 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 = 9 en les coefficients de f2 et de degré d1 d2 = 9 en les coefficients
de f3.

Méthode de Macaulay
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ligne monôme x y z réduit ? var. marquée forme

1 x7 G P P oui x x7 f1
x3 = x4 f1

2 x6 y G P P oui x x6 y f1
x3 = x3 y f1

3 x6 z G P P oui x x6 z f1
x3 = x3 z f1

4 x5 y2 G P P oui x x5 y2 f1
x3 = x2 y2 f1

5 x5 y z G P P oui x x5 y z f1
x3 = x2 y z f1

6 x5 z2 G P P oui x x5 z2 f1
x3 = x2 z2 f1

7 x4 y3 G G P non x x4 y3 f1
x3 = x y3 f1

8 x4 y2 z G P P oui x x4 y2 z f1
x3 = x y2 z f1

9 x4 y z2 G P P oui x x4 y z2 f1
x3 = x y z2 f1

10 x4 z3 G P G non x x4 z3 f1
x3 = x z3 f1

11 x3 y4 G G P non x x3 y4 f1
x3 = y4 f1

12 x3 y3 z G G P non x x3 y3 z f1
x3 = y3 z f1

13 x3 y2 z2 G P P oui x x3 y2 z2 f1
x3 = y2 z2 f1

14 x3 y z3 G P G non x x3 y z3 f1
x3 = y z3 f1

15 x3 z4 G P G non x x3 z4 f1
x3 = z4 f1

16 x2 y5 P G P oui y x2 y5 f2
y3 = x2 y2 f2

17 x2 y4 z P G P oui y x2 y4 z f2
y3 = x2 y z f2

18 x2 y3 z2 P G P oui y x2 y3 z2 f2
y3 = x2 z2 f2

19 x2 y2 z3 P P G oui z x2 y2 z3 f3
z3 = x2 y2 f3

20 x2 y z4 P P G oui z x2 y z4 f3
z3 = x2 y z f3

21 x2 z5 P P G oui z x2 z5 f3
z3 = x2 z2 f3

22 x y6 P G P oui y x y6 f2
y3 = x y3 f2

23 x y5 z P G P oui y x y5 z f2
y3 = x y2 z f2

24 x y4 z2 P G P oui y x y4 z2 f2
y3 = x y z2 f2

25 x y3 z3 P G G non y x y3 z3 f2
y3 = x z3 f2

26 x y2 z4 P P G oui z x y2 z4 f3
z3 = x y2 z f3

27 x y z5 P P G oui z x y z5 f3
z3 = x y z2 f3

28 x z6 P P G oui z x z6 f3
z3 = x z3 f3

29 y7 P G P oui y y7 f2
y3 = y4 f2

30 y6 z P G P oui y y6 z f2
y3 = y3 z f2

31 y5 z2 P G P oui y y5 z2 f2
y3 = y2 z2 f2

32 y4 z3 P G G non y y4 z3 f2
y3 = y z3 f2

33 y3 z4 P G G non y y3 z4 f2
y3 = z4 f2

34 y2 z5 P P G oui z y2 z5 f3
z3 = y2 z2 f3

35 y z6 P P G oui z y z6 f3
z3 = y z3 f3

36 z7 P P G oui z z7 f3
z3 = z4 f3
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La matrice A est celle des coefficients des 36 formes
x4 f1, x

3 y f1, x
3 z f1, x

2 y2 f1, x
2 y z f1, x

2 z2 f1, x y
3 f1, x y

2 z f1, x y z
2 f1,

x z3 f1, y
4 f1, y

3 z f1, y
2 z2 f1, y z

3 f1, z
4 f1, x

2 y2 f2, x
2 y z f2, x

2 z2 f2,
x2 y2 f3, x

2 y z f3, x
2 z2 f3, x y

3 f2, x y
2 z f2, x y z

2 f2, x z
3 f2, x y

2 z f3, x y z
2 f3,

x z3 f3, y
4 f2, y

3 z f2, y
2 z2 f2, y z

3 f2, z
4 f2, y

2 z2 f3, y z
3 f3, z

4 f3

sur la base, à 36 éléments, {x7, . . . , z7}.

La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 9, de la matrice A constituée des
lignes {x4 y3, x4 z3, x3 y4, x3 y3 z, x3 y z3, x3 z4, x y3 z3, y4 z3, y3 z4, } et des
colonnes {x y3 f1, x z

3 f1, y
4 f1, y

3 z f1, y z
3 f1, z

4 f1, x z
3 f2, y z

3 f2, z
4 f2}.

R(f1, f2, f3) = ± det A
det B

, de degré 27.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 − 3 = 0 < d1 + d2 − 1 = 5 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 − 3 = 0 < m < d1 + d2 = 6 i.e. pour
m = 1, 2, 3, 4, 5 ; c’est bien ce que nous avons vu précédemment. m = 3 sera
la valeur la plus intéressante.

Fonction de Hilbert

(1−X3) (1−X3) (1−X3)

(1−X)3
= 1 + 3X + 6X2 + 7X3 + 6X4 + 3X5 + X6. Donc

H(3, 3, 3)(0) = 1, H(3, 3, 3)(1) = 3, H(3, 3, 3)(2) = 6, H(3, 3, 3)(3) = 7,
H(3, 3, 3)(4) = 6, H(3, 3, 3)(5) = 3, H(3, 3, 3)(6) = 1 et H(3, 3, 3)(m) = 0 ssi m > 7.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(6) = 27, i(5) = 18, i(4) = 9, i(3) = 3,
i(2) = 0, i(1) = 0, i(0) = 0 et ρ(0) = 28, ρ(1) = 21, ρ(2) = 15, ρ(3) = 13,
ρ(4) = 15, ρ(5) = 21, ρ(6) = 28. On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a (x2 + x x′ + x
′2) + b (x+ x′) y + c (x+ x′) z + d y2

+ e y z + f z2,
∆12(X, X ′) = b x

′2 + d x′ (y + y′) + e x′ z + g (y2 + y y′ + y
′2)

+ h (y + y′) z + i z2,
∆13(X, X ′) = c x

′2 + e x′ y′ + f x′ (z + z′) + h y
′2 + i y′ (z + z′)

+ j (z2 + z z′ + z
′2).
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∆21(X, X ′) = a′ (x2 + x x′ + x
′2) + b′ (x+ x′) y + c′ (x+ x′) z + d′ y2

+ e′ y z + f ′ z2,
∆22(X, X ′) = b′ x

′2 + d′ x′ (y + y′) + e′ x′ z + g′ (y2 + y y′ + y
′2)

+ h′ (y + y′) z + i′ z2,
∆23(X, X ′) = c′ x

′2 + e′ x′ y′ + f ′ x′ (z + z′) + h′ y
′2 + i′ y′ (z + z′)

+ j′ (z2 + z z′ + z
′2).

∆31(X, X ′) = a′′ (x2 + x x′ + x
′2) + b′′ (x+ x′) y + c′′ (x+ x′) z + d′′ y2

+ e′′ y z + f ′′ z2,
∆32(X, X ′) = b′′ x

′2 + d′′ x′ (y + y′) + e′′ x′ z + g′′ (y2 + y y′ + y
′2)

+ h′′ (y + y′) z + i′′ z2,
∆33(X, X ′) = c′′ x

′2 + e′′ x′ y′ + f ′′ x′ (z + z′) + h′′ y
′2 + i′′ y′ (z + z′)

+ j′′ (z2 + z z′ + z
′2).

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣
∆11(X, X ′) ∆12(X, X ′) ∆13(X, X ′)
∆21(X, X ′) ∆(X, X ′) ∆23(X, X ′)
∆31(X, X ′) ∆32(X, X ′) ∆33(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆000(X) + [∆100(X)x′ + ∆010(X) y′ + ∆001(X) z′]

+ [∆200(X)x
′2 + ∆110(X)x′ y′ + . . . + ∆002(X) z

′2]
+ [∆300(X)x

′3 + ∆210(X)x
′2 y′ + . . .+ ∆003(X) z

′3]
+ [∆400(X)x

′4 + ∆310(X)x
′3 y′ + . . .+ ∆004(X) z

′4]
+ [∆500(X)x

′5 + ∆410(X)x
′4 y′ + . . .+ ∆005(X) z

′5]
+ [∆000

600(X)x
′6 + ∆000

510(X)x
′5 y′ + . . .+ ∆000

006(X) z
′6].

∆000(X) de degré 6, ∆100(X),∆010(X),∆001(X) de degrés 5,
∆200(X), . . . ,∆002(X) de degrés 4, ∆300(X), . . . ,∆003(X) de degrés 3,
∆400(X), . . . ,∆004(X) de degrés 2, ∆500(X), . . . ,∆005(X) de degrés 1,
∆000

600(X), . . . ,∆000
006(X) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆300(X) = ∆300
300(X)x3 + ∆210

300(X)x2 y + . . . + ∆003
300(X) z3

∆210(X) = ∆300
210(X)x3 + ∆210

210(X)x2 y + . . . + ∆003
210(X) z3

...
∆003(X) = ∆300

003(X)x3 + ∆210
003(X)x2 y + . . . + ∆003

003(X) z3

Soit ∆3(X) la matrice, d’ordre 10 :

∆3(X) =


∆300

300(X) ∆300
210(X) . . . ∆300

003(X)
∆210

300(X) ∆210
210(X) . . . ∆210

003(X)
...

...
. . .

...
∆003

300(X) ∆003
210(X) . . . ∆003

003(X)

.
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•∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆000(X ′)+[∆100(X ′)x+∆010(X ′) y+∆001(X ′) z]
+ [∆200(X ′)x2 + ∆110(X ′)x y + . . . + ∆002(X ′) z2]
+ [∆300(X ′)x3 + ∆210(X ′)x2 y + . . .+ ∆003(X ′) z3]
+ [∆400(X ′)x4 + ∆310(X ′)x3 y + . . .+ ∆004(X ′) z4]
+ [∆500(X ′)x5 + ∆410(X ′)x4 y + . . .+ ∆005(X ′) z5]
+ [∆000

600(X ′)x6 + ∆000
510(X ′)x5 y + . . .+ ∆000

006(X ′) z6].

∆000(X ′) de degré 6, ∆100(X ′),∆010(X ′),∆001(X ′) de degrés 5,
∆200(X ′), . . . ,∆002(X ′) de degrés 4, ∆300(X ′), . . . ,∆003(X ′) de degrés 3,
∆400(X ′), . . . ,∆004(X ′) de degrés 2, ∆500(X ′), . . . ,∆005(X ′) de degrés 1,
∆000

600(X ′), . . . ,∆000
006(X ′) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆300(X ′) = ∆300
300(X ′)x

′3 + ∆210
300(X ′)x

′2 y′ + . . . + ∆003
300(X ′) z

′3

∆210(X ′) = ∆300
210(X ′)x

′3 + ∆210
210(X ′)x

′2 y′ + . . . + ∆003
210(X ′) z

′3

...
∆003(X ′) = ∆300

003(X ′)x
′3 + ∆210

003(X ′)x
′2 y′ + . . . + ∆003

003(X ′) z
′3

Soit ∆3(X ′) la matrice, d’ordre 10 :

∆3(X ′) =


∆300

300(X ′) ∆300
210(X ′) . . . ∆300

003(X ′)
∆210

300(X ′) ∆210
210(X ′) . . . ∆210

003(X ′)
...

...
. . .

...
∆003

300(X ′) ∆003
210(X ′) . . . ∆003

003(X ′)

 = ∆T
3 (X).

On a S3, 1 = {1} et dim S3, 1 = 1, S3, 2 = {1} et dim S3, 2 = 1, S3, 3 = {1}
et dim S3, 3 = 1.

D3, la matrice de ψ2, 3, est alors la matrice, de dimensions 10 × 3, des
coefficients des 3 formes f1, f2, f3, de degrés 3, sur la base, à 10 éléments,
{x3, x2 y, x2 z, x y2, x y z, x z2, y3, y2 z, y z2, z3} :

D3 =



a a′ a′′

b b′ b′′

c c′ c′′

d d′ d′′

e e′ e′′

f f ′ f ′′

g g′ g′′

h h′ h′′

i i′ i′′

j j′ j′′


.
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La matrice M3(X), d’ordre 13, est telle que :

M3(X) =

[
∆3(X) D3

DT
3 0

]
.

La matrice M3(X ′), d’ordre 13, est telle que :

M3(X ′) =

[
∆3(X ′) D3

DT
3 0

]
. Elle est telle que M3(X ′) = MT

3 (X).

Alors R(f1, f2, f3) = ± det M3(X) = ± det M3(X ′).

Exemple

f = Ax+E xy z+Gy3+J z3, avec A =

 a
0
0

, E =

 e
e′

e′′

, G =

 0
g′

0

,

J =

 0
0
j
′′

. On retrouve R(f1, f2, f3) = a6 g
′6 j

′′6 (a g′ j′′ + e e′ e′′)3.

Méthode utilisant les bezoutiens

On obtient :

M3(X)

=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0
0 0 0 a g′ e′′ 0 0 0 0 a g′ j′′ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a e′ j′′ 0 a g′ j′′ 0 0 0 0 0
0 a g′ e′′ 0 0 0 a g′ j′′ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a g′ j′′ 0 0 0 0 0 e e′ e′′

0 0 a e′ j′′ a g′ j′′ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g′ 0
0 0 a g′ j′′ 0 0 0 0 0 e g′ j′′ 0 0 0 0
0 a g′ j′′ 0 0 0 0 0 e g′ j′′ 0 0 0 0 0

a e′ j′′ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 j′′

a 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 e′ 0 g′ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 e′′ 0 0 0 0 j′′ 0 0 0



.

Et on vérifie que M3(X ′) = MT
3 (X). Alors :

R(f1, f2, f3) = a6 g
′6 j

′′6 (a g′ j′′ + e e′ e′′)3.
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6.4 Cas de 4 formes

Donc k = 4. Ssi d1 = d2 = d3 = 1 et d4 quelconque on peut utiliser
la méthode de Lang [37]. Sinon on va utiliser soit la méthode de Macau-
lay [39] [45] (cf. ci-après) qui exprime le résultant comme un rapport de 2
déterminants soit la méthode utilisant les bezoutiens [34] [14] (cf. ci-devant),
plus simple, qui exprime le résultant sous forme d’un déterminant ou d’un
rapport de déterminants.

Méthode de Macaulay [39] [45]

On adapte la méthode de Macaulay présentée pour 3 formes (k = 3) au

cas de 4 formes (k = 4). La matrice A est maintenant d’ordre (t4+4) (t4+3) (t4+2)
6

et la matrice B d’ordre (t4+4) (t4+3) (t4+2)
6

−D.

6.4.1 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 1, d3 = 1, d4 = 2

On a t4 = 1, D = d2 d3 d4 +d1 d3 d4 +d1 d2 d4 +d1 d2 d3 = 7. r = E( t4
2

) = 0.

On note :

f1 = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 t
f2 = a′1 x+ a′2 y + a′3 z + a′4 t
f3 = a′′1 x+ a′′2 y + a′′3 z + a′′4 t
f4 = a′′′1 x

2 + a′′′2 x y + a′′′3 x z + a′′′4 x t+ a′′′5 y
2 + a′′′6 y z + a′′′7 y t+ a′′′8 z

2

+ a′′′9 z t+ a′′′10 t
2

R(f1, f2, f3, f4) est de degré d2 d3 d4 = 2 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 d4 = 2 en les coefficients de f2, de degré d1 d2 d4 = 2 en les coefficients
de f3 et de degré d1 d2 d3 = 1 en les coefficients de f4.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4

a′2 a′3 a′4
a′′2 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4

a′1 a′3 a′4
a′′1 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣,
∆3 = −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4

a′1 a′2 a′4
a′′1 a′′2 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a′1 a′2 a′3
a′′1 a′′2 a′′3

∣∣∣∣∣∣ et

R(f1, f2, f3, f4) = f4(∆1, ∆2, ∆3, ∆4) [37] 41.

41. pp. 401-402 théorème 3.17
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Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3+d4−4 = −1 < d1+d2−1 = 1 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3, f4) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 + d4 − 4 = −1 < m < d1 + d2 = 2 i.e.
pour m = 0, 1.

Fonction de Hilbert
(1−X) (1−X) (1−X) (1−X2)

(1−X)4
= 1 + X. Donc H(1, 1, 1, 2)(0) = 1, H(1, 1, 1, 2)(1) = 1

et H(1, 1, 1, 2)(m) = 0 ssi m > 2.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(1) = 3, i(0) = 0 et ρ(0) = 4, ρ(1) = 4.
On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a1, ∆12(X, X ′) = a2, ∆13(X, X ′) = a3, ∆14(X, X ′) = a4

∆21(X, X ′) = a′1, ∆22(X, X ′) = a′2, ∆23(X, X ′) = a′3, ∆24(X, X ′) = a′4

∆31(X, X ′) = a′′1, ∆32(X, X ′) = a′′2, ∆33(X, X ′) = a′′3, ∆34(X, X ′) = a′′4

∆41(X, X ′) = a′′′1 (x+ x′) + a′′′2 y + a′′′3 z + a′′′4 t,
∆42(X, X ′) = a′′′2 x

′ + a′′′5 (y + y′) + a′′′6 z + a′′′7 t,
∆43(X, X ′) = a′′′3 x

′ + a′′′6 y
′ + a′′′8 (z + z′) + a′′′9 t.

∆44(X, X ′) = a′′′4 x
′ + a′′′7 y

′ + a′′′9 z
′ + a′′′10 (t+ t′)

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4
a′1 a′2 a′3 a′4
a′′1 a′′2 a′′3 a′′4

∆41(X, X ′) ∆42(X, X ′) ∆43(X, X ′) ∆44(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆0000(X)

+ [∆0000
1000(X)x′ + ∆0000

0100(X) y′ + ∆0000
0010(X) z′ + ∆0000

0001(X) t′], avec :

∆0000(X) de degré 1, ∆0000
1000(X), ∆0000

0100(X), ∆0000
0010(X), ∆0000

0001(X) de degrés
0 (donc constants).

Soit ∆0(X) la matrice, de dimensions 1 × 4 :

∆0(X) =
[

∆0000
1000(X) ∆0000

0100(X) ∆0000
0010(X) ∆0000

0001(X)
]
.

• ∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆0000(X ′)
+ [∆0000

1000(X ′)x+ ∆0000
0100(X ′) y + ∆0000

0010(X ′) z + ∆0000
0001(X ′) t], avec :
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∆0000(X ′) de degré 1, ∆0000
1000(X ′), ∆0000

0100(X ′), ∆0000
0010(X ′), ∆0000

0001(X ′) de degrés
0 (donc constants).

Soit ∆1(X ′) la matrice, de dimensions 4 × 1 : ∆1(X ′) =


∆1000

0000(X ′)
∆0100

0000(X ′)
∆0010

0000(X ′)
∆0001

0000(X ′)

.

Elle est telle que ∆1(X ′) = ∆T
0 (X).

On a S0, 1 = ∅ et dim S0, 1 = 0, S0, 2 = ∅ et dim S0, 2 = 0, S0, 3 = ∅ et
dim S0, 3 = 0, S0, 4 = ∅ et dim S0, 4 = 0. Par conséquent D0, la matrice de
ψ2, 0, n’existe pas.

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = {1} et dim S1, 2 = 1, S1, 3 = {1}
et dim S1, 3 = 1, S1, 4 = ∅ et dim S1, 4 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 4 × 3, des
coefficients des 3 formes f1, f2, f3, de degrés 1, sur la base, à 3 éléments,
{x, y, z, t} :

D1 =


a1 a′1 a′′1
a2 a′2 a′′2
a3 a′3 a′′3
a4 a′4 a′′4

.

La matrice M0(X), d’ordre 4, est telle que :

M0(X) =

[
∆0(X)
DT

1

]
.

La matrice M1(X ′), d’ordre 4, est telle que :

M1(X ′) =
[

∆1(X ′) D1

]
. Elle est telle que M1(X ′) = MT

0 (X).

Alors R(f1, f2, f3, f4) = ± det M0(X) = ± det M1(X ′).

Exemple (très simple)

f1 = a1 x
f2 = a′2 y
f3 = a′′3 z
f4 = a′′′10 t

2. Posons λ , a1 a
′
2 a
′′
3 a
′′′
10.

Méthode de Lang

On trouve ∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = 0, ∆4 = a1 a
′
2 a
′′
3 et

R(f1, f2, f3, f4) = a2
1 a
′2
2 a

′′2
3 a′′′10.
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Méthode utilisant les bezoutiens

On trouve M0(X) =


0 0 0 λ
a1 0 0 0
0 a′2 0 0
0 0 a′′3 0

 et

R(f1, f2, f3, f4) = − det M0(X) = λ a1 a
′
2 a
′′
3 = a2

1 a
′2
2 a

′′2
3 a′′′10.

6.4.2 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 1, d3 = 1, d4 = 3

On a t4 = 2,D = d2 d3 d4+d1 d3 d4+d1 d2 d4+d1 d2 d3 = 10. r = E( t4
2

) = 1.

On note :

f1 = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 t
f2 = a′1 x+ a′2 y + a′3 z + a′4 t
f3 = a′′1 x+ a′′2 y + a′′3 z + a′′4 t
f4 = a′′′1 x

3 + a′′′2 x
2 y + a′′′3 x

2 z + a′′′4 x
2 t+ a′′′5 x y

2 + a′′′6 x y z + a′′′7 x y t
+ a′′′8 x z

2 + a′′′9 x z t+ a′′′10 x t
2 + a′′′11 y

3 + a′′′12 y
2 z + a′′′13 y

2 t+ a′′′14 y z
2 + a′′′15 y z t

+ a′′′16 y t
2 + a′′′17 z

3 + a′′′18 z
2 t+ a′′′19 z t

2 + a′′′20 t
3

R(f1, f2, f3, f4) est de degré d2 d3 d4 = 3 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 d4 = 3 en les coefficients de f2, de degré d1 d2 d4 = 3 en les coefficients
de f3 et de degré d1 d2 d3 = 1 en les coefficients de f4.

Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4

a′2 a′3 a′4
a′′2 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4

a′1 a′3 a′4
a′′1 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣,
∆3 = −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4

a′1 a′2 a′4
a′′1 a′′2 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a′1 a′2 a′3
a′′1 a′′2 a′′3

∣∣∣∣∣∣ et

R(f1, f2, f3, f4) = f4(∆1, ∆2, ∆3, ∆4) [37] 42.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 +d4−4 = 0 < d1 +d2−1 = 1 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3, f4) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 + d4 − 4 = 0 < m < d1 + d2 = 2 i.e.
pour m = 1.

42. pp. 401-402 théorème 3.17
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Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X) (1−X) (1−X3)

(1−X)4
= 1 +X +X2. Donc H(1, 1, 1, 3)(0) = 1,

H(1, 1, 1, 3)(1) = 1 ,H(1, 1, 1, 3)(2) = 1 et H(1, 1, 1, 3)(m) = 0 ssi m > 3.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(2) = 9, i(1) = 3, i(0) = 0 et ρ(0) = 10,
ρ(1) = 7, ρ(2) = 10. On vérifie la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a1, ∆12(X, X ′) = a2, ∆13(X, X ′) = a3, ∆14(X, X ′) = a4

∆21(X, X ′) = a′1, ∆22(X, X ′) = a′2, ∆23(X, X ′) = a′3, ∆24(X, X ′) = a′4

∆31(X, X ′) = a′′1, ∆32(X, X ′) = a′′2, ∆33(X, X ′) = a′′3, ∆34(X, X ′) = a′′4

∆41(X, X ′) = a′′′1 (x2+x x′+x
′2)+a′′′2 (x+x′) y+a′′′3 (x+x′) z+a′′′4 (x+x′) t

+ a′′′5 y
2 + a′′′6 y z + a′′′7 y t+ a′′′8 z

2 + a′′′9 z t+ a′′′10 t
2

∆42(X, X ′) = a′′′2 x
′2 +a′′′5 x

′ (y+y′)+a′′′6 x
′ z+a′′′7 x

′ t+a′′′11 (y2 +y y′+y
′2)

+ a′′′12 (y + y′) z + a′′′13 (y + y′) t+ a′′′14 z
2 + a′′′15 z t+ a′′′16 t

2

∆43(X, X ′) = a′′′3 x
′2 + a′′′6 x

′ y′ + a′′′8 x
′ (z + z′) + a′′′9 x

′ t+ a′′′12 y
′2

+ a′′′14 y
′ (z + z′) + a′′′15 y

′ t+ a′′′17 (z2 + z z′ + z
′2) + a′′′18 (z + z′) t+ a′′′19 t

2

∆44(X, X ′) = a′′′4 x
′2 + a′′′7 x

′ y′ + a′′′9 x
′ z′ + a′′′10 x

′ (t+ t′) + a′′′13 y
′2

+ a′′′15 y
′ z′ + a′′′16 y

′ (t+ t′) + a′′′18 z
′2 + a′′′19 z

′ (t+ t′) + a′′′20 (t2 + t t′ + t
′2).

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4
a′1 a′2 a′3 a′4
a′′1 a′′2 a′′3 a′′4

∆41(X, X ′) ∆42(X, X ′) ∆43(X, X ′) ∆44(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆0000(X)

+ [∆1000(X)x′ + ∆0100(X) y′ + ∆0010(X) z′ + ∆0001(X) t′]
+ [∆0000

2000(X)x
′2 + ∆0000

1100(X)x′ y′ + . . . + ∆0000
0002(X) t

′2], avec :

∆0000(X) de degré 2, ∆1000(X), ∆0100(X), ∆0010(X), ∆0001(X) de degrés 1,
∆0000

2000(X), ∆0000
1100(X), . . . ,∆0000

0002(X) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆1000(X) = ∆1000
1000(X)x+ ∆0100

1000(X) y + ∆0010
1000(X) z + ∆0001

1000(X) t
∆0100(X) = ∆1000

0100(X)x+ ∆0100
0100(X) y + ∆0010

0100(X) z + ∆0001
0100(X) t

∆0010(X) = ∆1000
0010(X)x+ ∆0100

0010(X) y + ∆0010
0010(X) z + ∆0001

0010(X) t
∆0001(X) = ∆1000

0001(X)x+ ∆0100
0001(X) y + ∆0010

0001(X) z + ∆0001
0001(X) t

121



Soit ∆1(X) la matrice, d’ ordre 4 :

∆1(X) =


∆1000

1000(X) ∆1000
0100(X) ∆1000

0010(X) ∆1000
0001(X)

∆0100
1000(X) ∆0100

0100(X) ∆0100
0010(X) ∆0100

0001(X)
∆0010

1000(X) ∆0010
0100(X) ∆0010

0010(X) ∆0010
0001(X)

∆0001
1000(X) ∆0001

0100(X) ∆0001
0010(X) ∆0001

0001(X)

.

• ∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆0000(X ′)
+ [∆1000(X ′)x+ ∆0100(X ′) y + ∆0010(X ′) z + ∆0001(X ′) t]
+ [∆0000

2000(X ′)x2 + ∆0000
1100(X ′)x y + . . . + ∆0000

0002(X ′) t2], avec :

∆0000(X ′) de degré 2, ∆1000(X ′), ∆0100(X ′), ∆0010(X ′), ∆0001(X ′) de degrés 1,
∆0000

2000(X ′), ∆0000
1100(X ′), . . . ,∆0000

0002(X ′) de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆1000(X ′) = ∆1000
1000(X ′)x′ + ∆0100

1000(X ′) y′ + ∆0010
1000(X ′) z′ + ∆0001

1000(X ′) t′

∆0100(X ′) = ∆1000
0100(X ′)x′ + ∆0100

0100(X ′) y′ + ∆0010
0100(X ′) z′ + ∆0001

0100(X ′) t′

∆0010(X ′) = ∆1000
0010(X ′)x′ + ∆0100

0010(X ′) y′ + ∆0010
0010(X ′) z′ + ∆0001

0010(X ′) t′

∆0001(X ′) = ∆1000
0001(X ′)x′ + ∆0100

0001(X ′) y′ + ∆0010
0001(X ′) z′ + ∆0001

0001(X ′) t′

Soit ∆1(X ′) la matrice, d’ordre 4 :

∆1(X ′) =


∆1000

1000(X ′) ∆1000
0100(X ′) ∆1000

0010(X ′) ∆1000
0001(X ′)

∆0100
1000(X ′) ∆0100

0100(X ′) ∆0100
0010(X ′) ∆0100

0001(X ′)
∆0010

1000(X ′) ∆0010
0100(X ′) ∆0010

0010(X ′) ∆0010
0001(X ′)

∆0001
1000(X ′) ∆0001

0100(X ′) ∆0001
0010(X ′) ∆0001

0001(X ′)

. Elle est telle

que ∆1(X ′) = ∆T
1 (X).

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = {1} et dim S1, 2 = 1, S1, 3 = {1}
et dim S1, 3 = 1, S1, 4 = ∅ et dim S1, 4 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 4 × 3, des
coefficients des 3 formes f1, f2, f3, de degrés 1, sur la base, à 3 éléments,
{x, y, z, t} :

D1 =


a1 a′1 a′′1
a2 a′2 a′′2
a3 a′3 a′′3
a4 a′4 a′′4

.

La matrice M1(X), d’ordre 7, est telle que :

M1(X) =

[
∆1(X) D1

DT
1 0

]
.

La matrice M1(X ′), d’ordre 7, est telle que :
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M1(X ′) =

[
∆1(X ′) D1

DT
1 0

]
. Elle est telle que M1(X ′) = MT

1 (X).

R(f1, f2, f3, f4) = ± det M1(X) = ± det M1(X ′).

Exemple (très simple)

f1 = a1 x
f2 = a′2 y
f3 = a′′3 z
f4 = a′′′20 t

3. Posons λ , a1 a
′
2 a
′′
3 a
′′′
20.

Méthode de Lang

On trouve ∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = 0, ∆4 = a1 a
′
2 a
′′
3 et

R(f1, f2, f3, f4) = a3
1 a
′3
2 a

′′3
3 a′′′20.

Méthode utilisant les bezoutiens

On trouve M1(X) =



0 0 0 0 a1 0 0
0 0 0 0 0 a′2 0
0 0 0 0 0 0 a′′3
0 0 0 λ 0 0 0
a1 0 0 0 0 0 0
0 a′2 0 0 0 0 0
0 0 a′′3 0 0 0 0


et

R(f1, f2, f3, f4) = − det M0(X) = λ a2
1 a
′2
2 a

′′2
3 = a3

1 a
′3
2 a

′′3
3 a′′′20.

6.4.3 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 1, d3 = 1, d4 = 4

On a t4 = 3,D = d2 d3 d4+d1 d3 d4+d1 d2 d4+d1 d2 d3 = 13. r = E( t4
2

) = 1.

On note :

f1 = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 t
f2 = a′1 x+ a′2 y + a′3 z + a′4 t
f3 = a′′1 x+ a′′2 y + a′′3 z + a′′4 t
f4 = a′′′1 x

4 + a′′′2 x
3 y + a′′′3 x

3 z + a′′′4 x
3 t+ a′′′5 x

2 y2 + a′′′6 x
2 y z + a′′′7 x

2 y t
+ a′′′8 x

2 z2 + a′′′9 x
2 z t+ a′′′10 x

2 t2 + a′′′11 x y
3 + a′′′12 x y

2 z + a′′′13 x y
2 t+ a′′′14 x y z

2

+ a′′′15 x y z t+ a′′′16 x y t
2 + a′′′17 x z

3 + a′′′18 x z
2 t+ a′′′19 x z t

2 + a′′′20 x t
3 + a′′′21 y

4

+ a′′′22 y
3 z + a′′′23 y

3 t+ a′′′24 y
2 z2 + a′′′25 y

2 z t+ a′′′26 y
2 t2 + a′′′27 y z

3 + a′′′28 y z
2 t

+ a′′′29 y z t
2 + a′′′30 y t

3 + a′′′31 z
4 + a′′′32 z

3 t+ a′′′33 z
2 t2 + a′′′34 z t

3 + a′′′35 t
4

R(f1, f2, f3, f4) est de degré d2 d3 d4 = 4 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 d4 = 4 en les coefficients de f2, de degré d1 d2 d4 = 4 en les coefficients
de f3 et de degré d1 d2 d3 = 1 en les coefficients de f4.
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Méthode de Lang

On trouve : ∆1 = −

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 a4

a′2 a′3 a′4
a′′2 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a4

a′1 a′3 a′4
a′′1 a′′3 a′′4

∣∣∣∣∣∣,
∆3 = −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a4

a′1 a′2 a′4
a′′1 a′′2 a′′4

∣∣∣∣∣∣, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a′1 a′2 a′3
a′′1 a′′2 a′′3

∣∣∣∣∣∣ et

R(f1, f2, f3, f4) = f4(∆1, ∆2, ∆3, ∆4) [37] 43.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 +d4−4 = 1 = d1 +d2−1 = 1 ; donc le résultat général précédent
ne s’applique pas et on ne peut pas exprimer le résultant R(f1, f2, f3, f4)
sous forme d’un déterminant. Mais on peut le faire sous forme d’un rapport
de 2 déterminants.

Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X) (1−X) (1−X4)

(1−X)4
= 1 + X + X2 + X3. Donc H(1, 1, 1, 4)(0) = 1,

H(1, 1, 1, 4)(1) = 1, H(1, 1, 1, 4)(2) = 1, H(1, 1, 1, 4)(3) = 1 et
H(1, 1, 1, 4)(m) = 0 ssi m > 4.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(3) = 19, i(2) = 9, i(1) = 3, i(0) = 0
et ρ(0) = 20, ρ(1) = 13, ρ(2) = 13, ρ(3) = 20. On vérifie la propriété
ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a1, ∆12(X, X ′) = a2, ∆13(X, X ′) = a3, ∆14(X, X ′) = a4

∆21(X, X ′) = a′1, ∆22(X, X ′) = a′2, ∆23(X, X ′) = a′3, ∆24(X, X ′) = a′4

∆31(X, X ′) = a′′1, ∆32(X, X ′) = a′′2, ∆33(X, X ′) = a′′3, ∆34(X, X ′) = a′′4

∆41(X, X ′) = a′′′1 (x3 + x2 x′ + x x
′2 + x

′3) + a′′′2 (x2 + x x′ + x
′2) y

+ a′′′3 (x2 +x x′+x
′2) z+ a′′′4 (x2 +x x′+x

′2) t+ a′′′5 (x+x′) y2 + a′′′6 (x+x′) y z
+a′′′7 (x+x′) y t+a′′′8 (x+x′) z2+a′′′9 (x+x′) z t+a′′′10 (x+x′) t2+a′′′11 y

3+a′′′12 y
2 z

+ a′′′13 y
2 t+ a′′′14 y z

2 + a′′′15 y z t+ a′′′16 y t
2 + a′′′17 z

3 + a′′′18 z
2 t+ a′′′19 z t

2 + a′′′20 t
3

43. pp. 401-402 théorème 3.17
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∆42(X, X ′) = a′′′2 x
′3 + a′′′5 x

′2 (y + y′) + a′′′6 x
′2 z + a′′′7 x

′2 t
+a′′′11 x

′ (y2 +y y′+y
′2) +a′′′12 x

′ (y+y′) z+a′′′13 x
′ (y+y′) t+a′′′14 x

′ z2 +a′′′15 x
′ z t

+a′′′16 x
′ t2+a′′′21 (y3+y2 y′+y y

′2+y
′3)+a′′′22 (y2+y y′+y

′2) z+a′′′23 (y2+y y′+y
′2) t

+a′′′24 (y+y′) z2+a′′′25 (y+y′) z t+a′′′26 (y+y′) t2+a′′′27 z
3+a′′′28 z

2 t+a′′′29 z t
2+a′′′30 t

3

∆43(X, X ′) = a′′′3 x
′3 + a′′′6 x

′2 y′ + a′′′8 x
′2 (z + z′) + a′′′9 x

′2 t+ a′′′12 x
′ y
′2

+a′′′14 x
′ y′ (z+z′)+a′′′15 x

′ y′ t+a′′′17 x
′ (z2 +z z′+z

′2)+a′′′18 x
′ (z+z′) t+a′′′19 x

′ t2

+ a′′′22 y
′3 + a′′′24 y

′2 (z + z′) + a′′′25 y
′2 t+ a′′′27 y

′ (z2 + z z′ + z
′2) + a′′′28 y

′ (z + z′) t
+a′′′29 y

′ t2+a′′′31 (z3+z2 z′+z z
′2+z

′3)+a′′′32 (z2+z z′+z
′2) t+a′′′33 (z+z′) t2+a′′′34 t

3

∆44(X, X ′) = a′′′4 x
′3 + a′′′7 x

′2 y′ + a′′′9 x
′2 z′ + a′′′10 x

′2 (t+ t′) + a′′′13 x
′ y
′2

+a′′′15 x
′ y′ z′+a′′′16 x

′ y′ (t+ t′)+a′′′18 x
′ z
′2 +a′′′19 x

′ z′ (t+ t′)+a′′′20 x
′ (t2 + t t′+ t

′2)
+ a′′′23 y

′3 + a′′′25 y
′2 z′ + a′′′26 y

′2 (t+ t′) + a′′′28 y
′ z
′2 + a′′′29 y

′ z′ (t+ t′)
+ a′′′30 y

′ (t2 + t t′ + t
′2) + a′′′32 z

′3 + a′′′33 z
′2 (t+ t′) + a′′′34 z

′ (t2 + t t′ + t
′2)

+ a′′′35 (t3 + t2 t′ + t t
′2 + t

′3)

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4
a′1 a′2 a′3 a′4
a′′1 a′′2 a′′3 a′′4

∆41(X, X ′) ∆42(X, X ′) ∆43(X, X ′) ∆44(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆0000(X)

+ [∆1000(X)x′ + ∆0100(X) y′ + ∆0010(X) z′ + ∆0001(X) t′]
+ [∆2000(X)x

′2 + ∆1100(X)x′ y′ + . . . + ∆0002(X) t
′2]

+ [∆0000
3000(X)x

′3 + ∆0000
2100(X)x

′2 y′ + . . . + ∆0000
0003(X) z

′3]

∆0000(X) de degré 3, ∆1000(X), ∆0100(X), ∆0010(X), ∆0001(X) de degrés 2,
∆2000(X), . . . ,∆0002(X) de degrés 1, ∆0000

3000(X), . . . ,∆0000
0003(X) de degrés 0

(donc constants). On pose :

∆2000(X) = ∆1000
2000(X)x+ ∆0100

2000(X) y + ∆0010
2000(X) z + ∆0001

2000(X) t
∆1100(X) = ∆1000

1100(X)x+ ∆0100
1100(X) y + ∆0010

1100(X) z + ∆0001
1100(X) t

...
∆0002(X) = ∆1000

0002(X)x+ ∆0100
0002(X) y + ∆0010

0002(X) z + ∆0001
0002(X) t

Soit ∆1(X) la matrice, de dimensions 4 × 10 :

∆1(X) =


∆1000

2000(X) ∆1000
1100(X) . . . ∆1000

0002(X)
∆0100

2000(X) ∆0100
1100(X) . . . ∆0100

0002(X)
∆0010

2000(X) ∆0010
1100(X) . . . ∆0010

0002(X)
∆0001

2000(X) ∆0001
1100(X) . . . ∆0001

0002(X)

.
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• ∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆0000(X ′)
+ [∆1000(X ′)x+ ∆0100(X ′) y + ∆0010(X ′) z + ∆0001(X ′) t]
+ [∆2000(X ′)x2 + ∆1100(X ′)x y + . . . + ∆0002(X ′) t2]
+ [∆0000

3000(X ′)x3 + ∆0000
2100(X ′)x2 y + . . . + ∆0000

0003(X ′) z3]

∆0000(X ′) de degré 3, ∆1000(X ′), ∆0100(X ′), ∆0010(X ′), ∆0001(X ′) de degrés 2,
∆2000(X ′), . . . ,∆0002(X ′) de degrés 1, ∆0000

3000(X ′), . . . ,∆0000
0003(X ′) de degrés 0

(donc constants). On pose :

∆1000(X ′) = ∆2000
1000(X ′)x

′2 + ∆1100
1000(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

1000(X ′) t
′2

∆0100(X ′) = ∆2000
0100(X ′)x

′2 + ∆1100
0100(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0100(X ′) t
′2

∆0010(X ′) = ∆2000
0010(X ′)x

′2 + ∆1100
0010(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0010(X ′) t
′2

∆0001(X ′) = ∆2000
0001(X ′)x

′2 + ∆1100
0001(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0001(X ′) t
′2

Soit ∆2(X ′) la matrice, de dimensions 10 × 4 :

∆2(X ′) =


∆2000

1000(X ′) ∆2000
0100(X ′) ∆2000

0010(X ′) ∆2000
0001(X ′)

∆1100
1000(X ′) ∆1100

0100(X ′) ∆1100
0010(X ′) ∆1100

0001(X ′)
...

...
...

...
∆0002

1000(X ′) ∆0002
0100(X ′) ∆0002

0010(X ′) ∆0002
0001(X ′)

 = ∆T
1 (X).

On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = {1} et dim S1, 2 = 1, S1, 3 = {1}
et dim S1, 3 = 1, S1, 4 = ∅ et dim S1, 4 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 4 × 3, des
coefficients des 3 formes f1, f2, f3, de degrés 1, sur la base, à 4 éléments,
{x, y, z, t} :

D1 =


a1 a′1 a′′1
a2 a′2 a′′2
a3 a′3 a′′3
a4 a′4 a′′4

.

On a E1, 1 = ∅ et dim E1, 1 = 0, E1, 2 = ∅ et dim E1, 2 = 0, E1, 3 = ∅ et
dim E1, 3 = 0, E1, 4 = ∅ 44 et dim E1, 4 = 0.

E1, 1 ∪ E1, 2 ∪ E1, 3 = ∅ et il n’y a pas de monômes
Xγ ∈ S1 C4 = {x, y, z, t} avec 2 indices i et j différents tels que γi > di et
γj > dj. Par conséquent il n’y a ni colonne ni ligne à extraire de la matrice
D1 et la sous-matrice E1, de la matrice D1 n’existe pas.

On a S2, 1 = {x, y, z, t} et dim S2, 1 = 4, S2, 2 = {y, z, t} et dim S2, 2 = 3,
S2, 3 = {z, t} et dim S2, 3 = 2, S2, 4 = ∅ et dim S2, 4 = 0.

44. on a toujours E1, k = ∅ comme l’indique [14] p. 6
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D2, la matrice de ψ2, 2, est alors la matrice, de dimensions 10 × 9, des co-
efficients des 9 formes x f1, y f1, z f1, t f1, y f2, z f2, t f2, z f3, t f3, de degrés
2, sur la base, à 10 éléments, {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2} :

D2 =



a1 0 0 0 0 0 0 0 0
a2 a1 0 0 a′1 0 0 0 0
a3 0 a1 0 0 a′1 0 a′′1 0
a4 0 0 a1 0 0 a′1 0 a′′1
0 a2 0 0 a′2 0 0 0 0
0 a3 a2 0 a′3 a′2 0 a′′2 0
0 a4 0 a2 a′4 0 a′2 0 a′′2
0 0 a3 0 0 a′3 0 a′′3 0
0 0 a4 a3 0 a′4 a′3 a′′4 a′′3
0 0 0 a4 0 0 a′4 0 a′′4


.

On a E2, 1 = {y, z} et dim E2, 1 = 2, E2, 2 = {z} et dim E2, 2 = 1,
E2, 3 = ∅ et dim E2, 3 = 0, E2, 4 = ∅ 45 et dim E2, 4 = 0.

E2, 1 ∪ E2, 2 ∪ E2, 3 = {y, z} et il y a 3 monômes
Xγ ∈ S2 C4 = {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2} avec 2 indices i et j
différents tels que γi > di et γj > dj : il s’agit de x y, x z, yz. Par conséquent il
faut extraire les colonnes y f1, z f1, z f2 et la lignex x y, x z, y z de la matrice
D2 pour constituer la sous-matrice E2 : soit

E2 =

 a1 0 0
0 a1 a′1
a3 a2 a′2

 et det E2 = a2
1 a
′
2.

La matrice M1(X), d’ordre 13, est telle que : M1(X) =

[
∆1(X) D1

DT
2 0

]
.

La matrice M2(X ′), d’ordre 13, est telle que : M2(X ′) =

[
∆2(X ′) D2

DT
1 0

]
.

Elle est telle que M2(X ′) = MT
1 (X).

Alors R(f1, f2, f3, f4) = ± det M1(X)
det E2

= ± 1
a21 a
′
2

det M1(X) ou

R(f1, f2, f3, f4) = ± det M2(X′)
det E2

= ± 1
a21 a
′
2

det M2(X ′).

Exemple (très simple)

f1 = a1 x
f2 = a′2 y
f3 = a′′3 z
f4 = a′′′35 t

4. Posons λ , a1 a
′
2 a
′′
3 a
′′′
35.

45. on a toujours E2, k = ∅ comme l’indique [14] p. 6
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Méthode de Lang

On trouve ∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = 0, ∆4 = a1 a
′
2 a
′′
3 et

R(f1, f2, f3, f4) = a4
1 a
′4
2 a

′′4
3 a′′′35.

Méthode utilisant les bezoutiens

On trouveM1(X) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′′3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0
a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a′′3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a′′3 0 0 0 0


Et det M1(X) = −λ a5

1 a
′4
2 a

′′3
3 = −a6

1 a
′5
2 a

′′4
3 a′′′35 et on a toujours

det E2 = a2
1 a
′
2. Par conséquent :R(f1, f2, f3, f4) = −det M1(X)

det E2
= a4

1 a
′4
2 a

′′4
3 a′′′35.

6.4.4 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 1, d3 = 2, d4 = 3

On pourra consulter [14].

On a t4 = 3,D = d2 d3 d4+d1 d3 d4+d1 d2 d4+d1 d2 d3 = 17. r = E( t4
2

) = 1.

On note :

f1 = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 t
f2 = a′1 x+ a′2 y + a′3 z + a′4 t
f3 = a′′1 x

2+a′′2 x y+a′′3 x z+a′′4 x t+a
′′
5 y

2+a′′6 y z+a′′7 y t+a
′′
8 z

2+a′′9 z t+a
′′
10 t

2

f4 = a′′′1 x
3 + a′′′2 x

2 y + a′′′3 x
2 z + a′′′4 x

2 t+ a′′′5 x y
2 + a′′′6 x y z + a′′′7 x y t

+ a′′′8 x z
2 + a′′′9 x z t+ a′′′10 x t

2 + a′′′11 y
3 + a′′′12 y

2 z + a′′′13 y
2 t+ a′′′14 y z

2 + a′′′15 y z t
+ a′′′16 y t

2 + a′′′17 z
3 + a′′′18 z

2 t+ a′′′19 z t
2 + a′′′20 t

3

R(f1, f2, f3, f4) est de degré d2 d3 d4 = 6 en les coefficients de f1, de degré
d1 d3 d4 = 6 en les coefficients de f2, de degré d1 d2 d4 = 3 en les coefficients
de f3 et de degré d1 d2 d3 = 2 en les coefficients de f4.

Méthode de Macaulay
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ligne monôme x y z t réduit ? var. marquée forme

1 x4 G P P P oui x x4 f1
x

= x3 f1

2 x3 y G G P P non x x3 y f1
x

= x2 y f1

3 x3 z G P P P oui x x3 z f1
x

= x2 z f1

4 x3 t G P P P oui x x3 t f1
x

= x2 t f1

5 x2 y2 G G P P non x x2 y2 f1
x

= x y2 f1

6 x2 y z G G P P non x x2 y z f1
x

= x y z f1

7 x2 y t G G P P non x x2 y t f1
x

= x y t f1

8 x2 z2 G P G P non x x2 z2 f1
x

= x z2 f1

9 x2 z t G P P P oui x x2 z t f1
x

= x z t f1

10 x2 t2 G P P P oui x x2 t2 f1
x

= x t2 f1

11 x y3 G G P P non x x y3 f1
x

= y3 f1

12 x y2 z G G P P non x x y2 z f1
x

= y2 z f1

13 x y2 t G G P P non x x y2 t f1
x

= y2 t f1

14 x y z2 G G G P non x x y z2 f1
x

= y z2 f1

15 x y z t G G P P non x x y z t f1
x

= y z t f1

16 x y t2 G G P P non x x y t2 f1
x

= y t2 f1

17 x z3 G P G P non x x z3 f1
x

= z3 f1

18 x z2 t G P G P non x x z2 t f1
x

= z2 t f1

19 x z t2 G P P P oui x x z t2 f1
x

= z t2 f1

20 x t3 G P P G non x x t3 f1
x

= t3 f1

21 y4 P G P P oui y y4 f2
y

= y3 f2

22 y3 z P G P P oui y y3 z f2
y

= y2 z f2

23 y3 t P G P P oui y y3 t f2
y

= y2 t f2

24 y2 z2 P G G P non y y2 z2 f2
y

= y z2 f2

25 y2 z t P G P P oui y y2 z t f2
y

= y z t f2

26 y2 t2 P G P P oui y y2 t2 f2
y

= y t2 f2

27 y z3 P G G P non y y z3 f2
y

= z3 f2

28 y z2 t P G G P non y y z2 t f2
y

= z2 t f2

29 y z t2 P G P P oui y y z t2 f2
y

= z t2 f2

30 y t3 P G P G non y y t3 f2
y

= t3 f2

31 z4 P P G P oui z z4 f3
z2

= z2 f3

32 z3 t P P G P oui z z3 t f3
z2

= z t f3

33 z2 t2 P P G P oui z z2 t2 f3
z2

= t2 f3

34 z t3 P P P G oui t z t3 f4
t3

= z f4

35 t4 P P P G oui t t4 f4
t3

= t f4
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La matrice A est celle des coefficients des 35 formes
x3 f1, x

2 y f1, . . . , t f4, qui figurent dans la colonne de droite du tableau
précédent, sur la base, à 35 éléments, {x4, x3 y, . . . , t4} :

La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 18, de la matrice A constituée
des 18 lignes et colonnes 2, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 15 , 16, 17, 18, 20, 24, 27
28, 30, qui correspondent aux monômes non réduits du tableau précédent.

R(f1, f2, f3) = ± det A
det B

, de degré 17.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 +d4−4 = 1 = d1 +d2−1 = 1 ; donc le résultat général précédent
ne s’applique pas et on ne peut pas exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous
forme d’un déterminant. Mais on peut le faire sous la forme d’un rapport de
2 déterminants.

Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X) (1−X2) (1−X3)

(1−X)4
= 1 + 2X + 2X2 +X3. Donc H(1, 1, 2, 3)(0) = 1,

H(1, 1, 2, 3)(1) = 2, H(1, 1, 2, 3)(2) = 2, H(1, 1, 2, 3)(3) = 1 et H(1, 1, 2, 3)(m) = 0 ssi
m > 4.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(3) = 19, i(2) = 8, i(1) = 2, i(0) = 0
et ρ(0) = 20, ρ(1) = 12, ρ(2) = 12, ρ(3) = 20. On vérifie la propriété
ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a1, ∆12(X, X ′) = a2, ∆13(X, X ′) = a3, ∆14(X, X ′) = a4,

∆21(X, X ′) = a′1, ∆22(X, X ′) = a′2, ∆23(X, X ′) = a′3, ∆24(X, X ′) = a′4,

∆31(X, X ′) = a′′1 (x+ x′) + a′′2 y + a′′3 z + a′′4 t,
∆32(X, X ′) = a′′2 x

′ + a′′5 (y + y′) + a′′6 z + a′′7 t,
∆33(X, X ′) = a′′3 x

′ + a′′6 y
′ + a′′8 (z + z′) + a′′9 t,

∆34(X, X ′) = a′′4 x
′ + a′′7 y

′ + a′′9 z
′ + a′′10 (t+ t′),

∆41(X, X ′) = a′′′1 (x2+x x′+x
′2)+a′′′2 (x+x′) y+a′′′3 (x+x′) z+a′′′4 (x+x′) t

+ a′′′5 y
2 + a′′′6 y z + a′′′7 y t+ a′′′8 z

2 + a′′′9 z t+ a′′′10 t
2

∆42(X, X ′) = a′′′2 x
′2 +a′′′5 x

′ (y+y′)+a′′′6 x
′ z+a′′′7 x

′ t+a′′′11 (y2 +y y′+y
′2)

+ a′′′12 (y + y′) z + a′′′13 (y + y′) t+ a′′′14 z
2 + a′′′15 z t+ a′′′16 t

2
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∆43(X, X ′) = a′′′3 x
′2 + a′′′6 x

′ y′ + a′′′8 x
′ (z + z′) + a′′′9 x

′ t+ a′′′12 y
′2

+ a′′′14 y
′ (z + z′) + a′′′15 y

′ t+ a′′′17 (z2 + z z′ + z
′2) + a′′′18 (z + z′) t+ a′′′19 t

2

∆44(X, X ′) = a′′′4 x
′2 + a′′′7 x

′ y′ + a′′′9 x
′ z′ + a′′′10 x

′ (t+ t′) + a′′′13 y
′2

+ a′′′15 y
′ z′ + a′′′16 y

′ (t+ t′) + a′′′18 z
′2 + a′′′19 z

′ (t+ t′) + a′′′20 (t2 + t t′ + t
′2).

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆11(X, X ′) ∆12(X, X ′) ∆13(X, X ′) ∆14(X, X ′)
∆21(X, X ′) ∆22(X, X ′) ∆23(X, X ′) ∆24(X, X ′)
∆31(X, X ′) ∆32(X, X ′) ∆33(X, X ′) ∆34(X, X ′)
∆41(X, X ′) ∆42(X, X ′) ∆43(X, X ′) ∆44(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
• ∆(X, X ′) = ∆0000(X)

+ [∆1000(X)x′ + ∆0100(X) y′ + ∆0010(X) z′ + ∆0001(X) t′]
+ [∆2000(X)x

′2 + ∆1100(X)x′ y′ + . . . + ∆0002(X) t
′2]

+ [∆0000
3000(X)x

′3 + ∆0000
2100(X)x

′2 y′ + . . .+ ∆0000
0003(X) t

′3], avec :

∆0000(X) de degré 3, ∆1000(X), ∆0100(X), . . . de degrés 2,
∆2000(X), ∆1100(X), . . . de degrés 1, ∆0000

3000(X), ∆0000
2100(X), . . . de degrés 0

(donc constants).

On pose :

∆2000(X) = ∆1000
2000(X)x+ ∆0100

2000(X) y + ∆0010
2000(X) z + ∆0001

2000(X) t,
∆1100(X) = ∆1000

1100(X)x+ ∆0100
1100(X) y + ∆0010

1100(X) z + ∆0001
1100(X) t,

...
∆0002(X) = ∆1000

0002(X)x+ ∆0100
0002(X) y + ∆0010

0002(X) z + ∆0001
0002(X) t.

∆1
2000(X), . . . ,∆4

0002(X) de degrés 0 (donc constants).

Soit ∆1(X) la matrice, de dimensions 4 × 10 :

∆1(X) =


∆1000

2000(X) ∆1000
1100(X) . . . ∆1000

0002(X)
∆0100

2000(X) ∆0100
1100(X) . . . ∆0100

0002(X)
∆0010

2000(X) ∆0010
1100(X) . . . ∆0010

0002(X)
∆0001

2000(X) ∆0001
1100(X) . . . ∆0001

0002(X)

.

• ∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆0000(X ′)
+ [∆1000(X ′)x+ ∆0100(X ′) y + ∆0010(X ′) z + ∆0001(X ′) t]
+ [∆2000(X ′)x2 + ∆1100(X ′)x y + . . . + ∆0002(X ′) t2]
+ [∆0000

3000(X ′)x3 + ∆0000
2100(X ′)x2 y + . . .+ ∆0000

0003(X ′) t3], avec :

∆0000(X ′) de degré 3, ∆1000(X ′), ∆0100(X ′), . . . de degrés 2,
∆2000(X ′), ∆1100(X ′), . . . de degrés 1, ∆0000

3000(X ′), ∆0000
2100(X ′), . . . de degrés 0

(donc constants).
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On pose :

∆1000(X ′) = ∆2000
1000(X ′)x

′2 + ∆1100
1000(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

1000(X ′) t
′2

∆0100(X ′) = ∆2000
0100(X ′)x

′2 + ∆1100
0100(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0100(X ′) t
′2

∆0010(X ′) = ∆2000
0010(X ′)x

′2 + ∆1100
0010(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0010(X ′) t
′2

∆0001(X ′) = ∆2000
0001(X ′)x

′2 + ∆1100
0001(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

0001(X ′) t
′2

Soit ∆2(X ′) la matrice de dimensions 10 × 4 :

∆2(X ′) =


∆2000

1000(X ′) ∆2000
0100(X ′) ∆2000

0010(X ′) ∆2000
0001(X ′)

∆1100
1000(X ′) ∆1100

0100(X ′) ∆1100
0010(X ′) ∆1100

0001(X ′)
...

. . .
...

∆0002
1000(X ′) ∆0002

0100(X ′) ∆0002
0010(X ′) ∆0002

0001(X ′)

 = ∆T
1 (X).

• On a S1, 1 = {1} et dim S1, 1 = 1, S1, 2 = {1} et dim S1, 2 = 1, S1, 3 = ∅
et dim S1, 3 = 0, S1, 4 = ∅ et dim S1, 4 = 0.

D1, la matrice de ψ2, 1, est alors la matrice, de dimensions 4 × 2, des coef-
ficients des 2 formes f1, f2, de degrés 1, sur la base, à 4 éléments, {x, y, z, t} :

D1 =


a1 a′1
a2 a′2
a3 a′3
a4 a′4

.

On a E1, 1 = ∅ et dim E1, 1 = 0, E1, 2 = ∅ et dim E1, 2 = 0, E1, 3 = ∅ et
dim E1, 3 = 0, E1, 4 = ∅ 46 et dim E1, 4 = 0.

E1, 1 ∪ E1, 2 ∪ E1, 3 = ∅ et il n’y a pas de monômes
Xγ ∈ S1 C4 = {x, y, z, t} avec 2 indices i et j différents tels que γi > di et
γj > dj. Par conséquent il n’y a ni colonne ni ligne à extraire de la matrice
D1 et la sous-matrice E1, de la matrice D1 n’existe pas.

• On a S2, 1 = {x, y, z, t} et dim S2, 1 = 4, S2, 2 = {y, z, t} et
dim S2, 2 = 3, S2, 3 = {1} et dim S2, 3 = 1, S2, 4 = ∅ et dim S2, 4 = 0.

D2, la matrice de ψ2, 2, est alors la matrice, de dimensions 10 × 8, des
coefficients des 8 formes x f1, y f1, z f1, t f1, y f2, z f2, t f2, f3, de degrés 2,
sur la base, à 10 éléments, {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2} :

46. on a toujours E1, k = ∅ comme l’indique [14] p. 6
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D2 =



a1 0 0 0 0 0 0 a′′1
a2 a1 0 0 a′1 0 0 a′′2
a3 0 a1 0 0 a′1 0 a′′3
a4 0 0 a1 0 0 a′1 a′′4
0 a2 0 0 a′2 0 0 a′′5
0 a3 a2 0 a′3 a′2 0 a′′6
0 a4 0 a2 a′4 0 a′2 a′′7
0 0 a3 0 0 a′3 0 a′′8
0 0 a4 a3 0 a′4 a′3 a′′9
0 0 0 a4 0 0 a′4 a′′10


.

On a E2, 1 = {y} et dim E2, 1 = 1, E2, 2 = ∅ et dim E2, 2 = 0, E2, 3 = ∅ et
dim E2, 3 = 0, E2, 4 = ∅ 47 et dim E2, 4 = 0.

E2, 1 ∪ E2, 2 ∪ E2, 3 = {y} et il y a 1 monôme
Xγ ∈ S2 C4 = {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2} avec 2 indices i et j
différents tels que γi > di et γj > dj : il s’agit de x y. Par conséquent il faut
extraire la colonne y f1 et la ligne x y de la matrice D2 pour constituer la
sous-matrice E2 : soit E2 = [a1].

La matrice M1(X), d’ordre 12, est telle que :

M1(X) =

[
∆1(X) D1

DT
2 0

]
.

La matrice M2(X ′), d’ordre 12, est telle que :

M2(X ′) =

[
∆2(X ′) D2

DT
1 0

]
. Elle est telle que M2(X ′) = MT

1 (X).

Alors R(f1, f2, f3, f4) = ± det M1(X)
det E2

= ± 1
a1

det M1(X) ou :

R(f1, f2, f3, f4) = ± det M2(X′)
det E2

= ± 1
a1

det M2(X ′).

Exemple (très simple) :

f1 = a1 x
f2 = a′2 y
f3 = a′′8 z

2

f4 = a′′′20 t
3. Posons λ , a1 a

′
2 a
′′
8 a
′′′
20.

Méthode utilisant les bezoutiens

On trouve :

47. on a toujours E2, k = ∅ comme l’indique [14] p. 6
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M1(X) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 a′3
0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0
a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a′2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a′′8 0 0 0 0



.

det M1(X) = −a7
1 a
′6
2 a

′′3
8 a

′′′2
20 et R(f1, f2, f3, f4) = − 1

a1
det M1(X)

= a6
1 a
′6
2 a

′′3
8 a

′′′2
20 .

6.4.5 Cas pour lequel d1 = 1, d2 = 2, d3 = 2, d4 = 3

On a t4 = 4,D = d2 d3 d4+d1 d3 d4+d1 d2 d4+d1 d2 d3 = 28. r = E( t4
2

) = 2.

On note :

f1 = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 t
f2 = a′1 x

2+a′2 x y+a′3 x z+a′4 x t+a
′
5 y

2+a′6 y z+a′7 y t+a
′
8 z

2+a′9 z t+a
′
10 t

2

f3 = a′′1 x
2+a′′2 x y+a′′3 x z+a′′4 x t+a

′′
5 y

2+a′′6 y z+a′′7 y t+a
′′
8 z

2+a′′9 z t+a
′′
10 t

2

f4 = a′′′1 x
3 + a′′′2 x

2 y + a′′′3 x
2 z + a′′′4 x

2 t+ a′′′5 x y
2 + a′′′6 x y z + a′′′7 x y t

+ a′′′8 x z
2 + a′′′9 x z t+ a′′′10 x t

2 + a′′′11 y
3 + a′′′12 y

2 z + a′′′13 y
2 t+ a′′′14 y z

2 + a′′′15 y z t
+ a′′′16 y t

2 + a′′′17 z
3 + a′′′18 z

2 t+ a′′′19 z t
2 + a′′′20 t

3

R(f1, f2, f3, f4) est de degré d2 d3 d4 = 12 en les coefficients de f1, de
degré d1 d3 d4 = 6 en les coefficients de f2, de degré d1 d2 d4 = 6 en les
coefficients de f3 et de degré d1 d2 d3 = 4 en les coefficients de f4.

Méthode de Macaulay
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ligne monôme x y z t réduit ? var. marquée forme

1 x5 G P P P oui x x5 f1
x

= x4 f1

2 x4 y G P P P oui x x4 y f1
x

= x3 y f1

3 x4 z G P P P oui x x4 z f1
x

= x3 z f1

4 x4 t G P P P oui x x4 t f1
x

= x3 t f1

5 x3 y2 G G P P non x x3 y2 f1
x

= x2 y2 f1

6 x3 y z G P P P oui x x3 y z f1
x

= x2 y z f1

7 x3 y t G P P P oui x x3 y t f1
x

= x2 y t f1

8 x3 z2 G P G P non x x3 z2 f1
x

= x2 z2 f1

9 x3 z t G P P P oui x x3 z t f1
x

= x2 z t f1

10 x3 t2 G P P P oui x x3 t2 f1
x

= x2 t2 f1

11 x2 y3 G G P P non x x2 y3 f1
x

= x y3 f1

12 x2 y2 z G G P P non x x2 y2 z f1
x

= x y2 z f1

13 x2 y2 t G G P P non x x2 y2 t f1
x

= x y2 t f1

14 x2 y z2 G P G P non x x2 y z2 f1
x

= x y z2 f1

15 x2 y z t G P P P oui x x2 y z t f1
x

= x y z t f1

16 x2 y t2 G P P P oui x x2 y t2 f1
x

= x y t2 f1

17 x2 z3 G P G P non x x2 z3 f1
x

= x z3 f1

18 x2 z2 t G P G P non x x2 z2 t f1
x

= x z2 t f1

19 x2 z t2 G P P P oui x x2 z t2 f1
x

= x z t2 f1

20 x2 t3 G P P G non x x2 t3 f1
x

= x t3 f1

21 x y4 G G P P non x x y4 f1
x

= y4 f1

22 x y3 z G G P P non x x y3 z f1
x

= y3 z f1

23 x y3 t G G P P non x x y3 t f1
x

= y3 t f1

24 x y2 z2 G G G P non x x y2 z2 f1
x

= y2 z2 f1

25 x y2 z t G G P P non x x y2 z t f1
x

= y2 z t f1

26 x y2 t2 G G P P non x x y2 t2 f1
x

= y2 t2 f1

27 x y z3 G P G P non x x y z3 f1
x

= y z3 f1

28 x y z2 t G P G P non x x y z2 t f1
x

= y z2 t f1

29 x y z t2 G P P P oui x x y z t2 f1
x

= y z t2 f1

30 x y t3 G P P G non x x y t3 f1
x

= y t3 f1

31 x z4 G P G P non x x z4 f1
x

= z4 f1

32 x z3 t G P G P non x x z3 t f1
x

= z3 t f1

33 x z2 t2 G P G P non x x z2 t2 f1
x

= z2 t2 f1

34 x z t3 G P P G non x x z t3 f1
x

= z t3 f1

35 x t4 G P P G non x x t4 f1
x

= t4 f1
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ligne monôme x y z t réduit ? var. marquée forme

36 y5 P G P P oui y y5 f2
y2

= y3 f2

37 y4 z P G P P oui y y4 z f2
y2

= y2 z f2

38 y4 t P G P P oui y y4 t f2
y2

= y2 t f2

39 y3 z2 P G G P non y y3 z2 f2
y2

= y z2 f2

40 y3 z t P G P P oui y y3 z t f2
y2

= y z t f2

41 y3 t2 P G P P oui y y3 t2 f2
y2

= y t2 f2

42 y2 z3 P G G P non y y2 z3 f2
y2

= z3 f2

43 y2 z2 t P G G P non y y2 z2 t f2
y2

= z2 t f2

44 y2 z t2 P G P P oui y y2 z t2 f2
y2

= z t2 f2

45 y2 t3 P G P G non y y2 t3 f2
y2

= t3 f2

46 y z4 P P G P oui z y z4 f3
z2

= y z2 f3

47 y z3 t P P G P oui z y z3 t f3
z2

= y z t f3

48 y z2 t2 P P G P oui z y z2 t2 f3
z2

= y t2 f3

49 y z t3 P P P G oui t y z t3 f4
t3

= y z f4

50 y t4 P P P G oui t y t4 f4
t3

= y t f4

51 z5 P P G P oui z z5 f3
z2

= z3 f3

52 z4 t P P G P oui z z4 t f3
z2

= z2 t f3

53 z3 t2 P P G P oui z z3 t2 f3
z2

= z t2 f3

54 z2 t3 P P G G non z z2 t3 f3
z2

= t3 f3

55 z t4 P P P G oui t z t4 f4
t3

= z t f4

56 t5 P P P G oui t t5 f4
t3

= t2 f4

La matrice A est celle des coefficients des 56 formes
x4 f1, x

3 y f1, . . . , t
2 f4, qui figurent dans la colonne de droite du tableau des

2 pages précédentes, sur la base, à 56 éléments, {x, x4 y, . . . , t5} :

La matrice B est la sous-matrice, d’ordre 28, de la matrice A constituée
des 28 lignes et colonnes 5, 8, 11, 12, 13, 14, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 54 qui correspondent aux
monômes non réduits du tableau précédent.

R(f1, f2, f3) = ± det A
det B

, de degré 28.

Méthode utilisant les bezoutiens

On a d3 +d4−4 = 1 = d1 +d2−1 = 2 ; donc le résultat général précédent
s’applique et on peut exprimer le résultant R(f1, f2, f3) sous forme d’un
déterminant et ceci pour m tel que d3 + d4 − 4 = 1 < m < d1 + d2 = 3 i.e.
pour m = 2.
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Fonction de Hilbert

(1−X) (1−X2) (1−X2) (1−X3)

(1−X)4
= 1 + 3X + 4X2 + 3X3 +X4.

Donc H(1, 2, 2, 3)(0) = 1, H(1, 2, 2, 3)(1) = 3, H(1, 2, 2, 3)(2) = 4, H(1, 2, 2, 3)(3) = 3,
H(1, 2, 2, 3)(4) = 1 et H(1, 2, 2, 3)(m) = 0 ssi m > 5.

On vérifie donc la propriété annoncée de cette fonction.

Fonctions i et ρ

Seules valeurs a priori non nulles : i(4) = 34, i(3) = 17, i(2) = 6, i(1) = 1,
i(0) = 0 et ρ(0) = 35, ρ(1) = 21, ρ(2) = 16, ρ(3) = 21, ρ(4) = 35. On vérifie
la propriété ρ(m) = ρ(tk −m).

Calcul des bezoutiens

On trouve :

∆11(X, X ′) = a1, ∆12(X, X ′) = a2, ∆13(X, X ′) = a3, ∆14(X, X ′) = a4,

∆21(X, X ′) = a′1 (x+ x′) + a′2 y + a′3 z + a′4 t,
∆22(X, X ′) = a′2 x

′ + a′5 (y + y′) + a′6 z + a′7 t,
∆23(X, X ′) = a′3 x

′ + a′6 y
′ + a′8 (z + z′) + a′9 t,

∆24(X, X ′) = a′4 x
′ + a′7 y

′ + a′9 z
′ + a′10 (t+ t′),

∆31(X, X ′) = a′′1 (x+ x′) + a′′2 y + a′′3 z + a′′4 t,
∆32(X, X ′) = a′′2 x

′ + a′′5 (y + y′) + a′′6 z + a′′7 t,
∆33(X, X ′) = a′′3 x

′ + a′′6 y
′ + a′′8 (z + z′) + a′′9 t,

∆34(X, X ′) = a′′4 x
′ + a′′7 y

′ + a′′9 z
′ + a′′10 (t+ t′),

∆41(X, X ′) = a′′′1 (x2+x x′+x
′2)+a′′′2 (x+x′) y+a′′′3 (x+x′) z+a′′′4 (x+x′) t

+ a′′′5 y
2 + a′′′6 y z + a′′′7 y t+ a′′′8 z

2 + a′′′9 z t+ a′′′10 t
2

∆42(X, X ′) = a′′′2 x
′2 +a′′′5 x

′ (y+y′)+a′′′6 x
′ z+a′′′7 x

′ t+a′′′11 (y2 +y y′+y
′2)

+ a′′′12 (y + y′) z + a′′′13 (y + y′) t+ a′′′14 z
2 + a′′′15 z t+ a′′′16 t

2

∆43(X, X ′) = a′′′3 x
′2 + a′′′6 x

′ y′ + a′′′8 x
′ (z + z′) + a′′′9 x

′ t+ a′′′12 y
′2

+ a′′′14 y
′ (z + z′) + a′′′15 y

′ t+ a′′′17 (z2 + z z′ + z
′2) + a′′′18 (z + z′) t+ a′′′19 t

2

∆44(X, X ′) = a′′′4 x
′2 + a′′′7 x

′ y′ + a′′′9 x
′ z′ + a′′′10 x

′ (t+ t′) + a′′′13 y
′2

+ a′′′15 y
′ z′ + a′′′16 y

′ (t+ t′) + a′′′18 z
′2 + a′′′19 z

′ (t+ t′) + a′′′20 (t2 + t t′ + t
′2).

∆(X, X ′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆11(X, X ′) ∆12(X, X ′) ∆13(X, X ′) ∆14(X, X ′)
∆21(X, X ′) ∆22(X, X ′) ∆23(X, X ′) ∆24(X, X ′)
∆31(X, X ′) ∆32(X, X ′) ∆33(X, X ′) ∆34(X, X ′)
∆41(X, X ′) ∆42(X, X ′) ∆43(X, X ′) ∆44(X, X ′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
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• ∆(X, X ′) = ∆0000(X)
+ [∆1000(X)x′ + ∆0100(X) y′ + ∆0010(X) z′ + ∆0001(X) t′]
+ [∆2000(X)x

′2 + ∆1100(X)x′ y′ + . . . + ∆0002(X) t
′2]

+ [∆3000(X)x
′3 + ∆2100(X)x

′2 y′ + . . .+ ∆0003(X) t
′3]

+ [∆0000
4000(X)x

′4 + ∆0000
3100(X)x

′3 y′ + . . .+ ∆0000
0004(X) t

′4], avec :

∆0000(X) de degré 4, ∆1000(X), ∆0100(X), . . . de degrés 3,
∆2000(X), ∆1100(X), . . . de degrés 2, ∆3000(X), ∆2100(X), . . . de degrés 1,
∆0000

4000(X), ∆0000
3100(X), . . . de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆2000(X) = ∆2000
2000(X)x2 + ∆1100

2000(X)x y + . . . + ∆0002
2000(X) t2,

∆1100(X) = ∆2000
1100(X)x2 + ∆1100

1100(X)x y + . . . + ∆0002
1100(X) t2,

...
∆0002(X) = ∆2000

0002(X)x2 + ∆1100
0002(X)x y + . . . + ∆0002

0002(X) t2,

Soit ∆2(X) la matrice, d’ordre 10 :

∆2(X) =


∆2000

2000(X) ∆2000
1100(X) . . . ∆2000

0002(X)
∆1100

2000(X) ∆1100
1100(X) . . . ∆1100

0002(X)
...

...
. . .

...
∆0002

2000(X) ∆0002
1100(X) . . . ∆0002

0002(X)

.

• ∆(X ′, X) = ∆(X, X ′) = ∆0000(X ′)
+ [∆1000(X ′)x+ ∆0100(X ′) y + ∆0010(X ′) z + ∆0001(X ′) t]
+ [∆2000(X ′)x2 + ∆1100(X ′)x y + . . . + ∆0002(X ′) t2]
+ [∆3000(X ′)x3 + ∆2100(X ′)x2 y + . . .+ ∆0003(X ′) t3]
+ [∆0000

4000(X ′)x4 + ∆0000
3100(X ′)x3 y + . . .+ ∆0000

0004(X ′) t4], avec :

∆0000(X ′) de degré 4, ∆1000(X ′), ∆0100(X ′), . . . de degrés 3,
∆2000(X ′), ∆1100(X ′), . . . de degrés 2, ∆3000(X ′), ∆2100(X ′), . . . de degrés 1,
∆0000

4000(X ′), ∆0000
3100(X ′), . . . de degrés 0 (donc constants).

On pose :

∆2000(X ′) = ∆2000
2000(X ′)x

′2 + ∆1100
2000(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

2000(X ′) t
′2

∆1100(X ′) = ∆2000
1100(X ′)x

′2 + ∆1100
1100(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002

1100(X ′) t
′2

...
∆0002(X ′) = ∆2000

0002(X ′)x
′2 + ∆1100

0002(X ′)x′ y′ + . . . + ∆0002
0002(X ′) t

′2

Soit ∆2(X ′) la matrice d’ordre 10 :
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∆2(X ′) =


∆2000

2000(X ′) ∆2000
1100(X ′) . . . ∆2000

0002(X ′)
∆1100

2000(X ′) ∆1100
1100(X ′) . . . ∆1100

0002(X ′)
...

...
. . .

...
∆0002

2000(X ′) ∆0002
1100(X ′) . . . ∆0002

0002(X ′)

 = ∆T
2 (X).

• On a S2, 1 = {x, y, z, t} et dim S2, 1 = 4, S2, 2 = {1} et
dim S2, 2 = 1, S2, 3 = {1} et dim S2, 3 = 1, S2, 4 = ∅ et dim S2, 4 = 0.

D2, la matrice de ψ2, 2, est alors la matrice, de dimensions 10 × 6, des
coefficients des 6 formes x f1, y f1, z f1, t f1, f2, f3, de degrés 2, sur la base,
à 10 éléments, {x2, x y, x z, x t, y2, y z, y t, z2, z t, t2} :

D2 =



a1 0 0 0 a′1 a′′1
a2 a1 0 0 a′2 a′′2
a3 0 a1 0 a′3 a′′3
a4 0 0 a1 a′4 a′′4
0 a2 0 0 a′5 a′′5
0 a3 a2 0 a′6 a′′6
0 a4 0 a2 a′7 a′′7
0 0 a3 0 a′8 a′′8
0 0 a4 a3 a′9 a′′9
0 0 0 a4 a′10 a′′10


.

La matrice M2(X), d’ordre 16, est telle que :

M2(X) =

[
∆2(X) D2

DT
2 0

]
.

La matrice M2(X ′), d’ordre 16, est telle que :

M2(X ′) =

[
∆2(X ′) D2

DT
2 0

]
. Elle est telle que M2(X ′) = MT

2 (X).

Alors R(f1, f2, f3, f4) = ± det M2(X) = ± det M2(X ′).

Exemple (très simple) :

f1 = a1 x
f2 = a′5 y

2

f3 = a′′8 z
2

f4 = a′′′20 t
3. Posons λ , a1 a

′
5 a
′′
8 a
′′′
20.

Méthode utilisant les bezoutiens

On trouve :
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M2(X) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a′′8
0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a′5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a′′8 0 0 0 0 0 0 0 0


Et R(f1, f2, f3, f4) = − det M2(X) = a12

1 a
′6
5 a

′′6
8 a

′′′4
20 .
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des sciences. Laboratoire J. A. Dieudonné. UMR du CNRS No 6621. 19
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Verlag. New York Inc. 1991.

[49] J. Weyman. Calculating discriminants by higher direct images. Transac-
tions of the american mathematical society. Vol. 43. No. 1. Mai 1994.

[50] J. Weyman et A. Zelevinsky. Determinantal formulas for multigraded
resultants. J. algebraic geometry 3. pp. 569-597. 1994.

143



[51] Wikipedia. Bezout matrix. 3 p..

Remarque : Les deux premières éditions “d’Algebra” de van der Waer-
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XI.
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