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RESUME : Dans le contexte de la vente en ligne, étant donné une commande constituée d’un ensemble de
produits et un ensemble de magasins, le probléme que nous présentons dans ce papier consiste & répartir la
commande sur un ensemble de magasins de sorte a minimiser le coit de la commande. Ce probléme se retrouve
dans plusieurs contextes et comporte beaucoup de similitudes avec le probléme de localisation d’entrepéts. Nous
traitons dans ce papier deuzr cas particuliers et pour chacun d’eur un algorithme de résolution est proposé.
Dans le premier cas, nous considérons que les produits sont disponibles dans les magasins en quantité illimitée.
Dans le deuxiéeme cas, les quantités sont considérées limitées. Le probléme étant une généralisation du
probléme couverture par ensembles, il est par conséquent NP-difficile. Ainsi, une heuristique avec garantie de

performance basée sur ’approche d’arrondi en programmation linéaire est proposée pour chacun des cas traités.

MOTS-CLES : Approximation, Probléme de localisation, Arrondi en programmation linéaire.

1 INTRODUCTION

Dans le contexte de la vente en ligne, une commande
d’un client peut étre constituée de plusieurs produits
en quantités différentes. De plus, les produits com-
mandés sont vendus par différents magasins et chacun
d’eux dispose d’une certaine quantité pour chaque
produit. L’objectif pour le client est d’acheter tous
les produits de la commande en minimisant le prix
global. Ce prix dépend du cotit des produits ainsi
que du cotit d’acheminement depuis les magasins. En
effet, les colits des produits peuvent étre différents
selon les magasins sélectionnés et les cotits de trans-
ports dépendent également des magasins.

Le probleme considéré dans ce papier consiste alors
a sélectionner un ensemble de magasins de sorte a
satisfaire la commande du client au meilleur cott.
Ce probleme comporte beaucoup de similitudes avec
le probleme de localisation d’entrepots (Facility Lo-
cation) et peut étre considéré comme une exten-
sion de celui-ci. En effet, le probleme de locali-
sation d’entrepots consiste a déterminer un ensem-
ble d’emplacements afin d’implanter des installations
(voir (Melo, Nickel & da Gama 2009) et (Daskin, Sny-
der & Berger 2005) pour plus de détails). Le probleme
général de localisation d’entrepéts standard ne prend
pas en compte les capacités ainsi que les caractéris-

tiques des installations potentielles (capacités, types
de produits, etc). Ce probleme a été étendu et des
capacité sont prises en compte dans le choix des im-
plantations ainsi que des caractéristiques spécifiques a
chaque emplacement. Ainsi, dans le probleme étudié
dans ce papier, les commandes du client et les mag-
asins correspondent respectivement aux installations
et aux magasins. Cependant, ce probleme differe du
probleme de localisation d’entrepots car les magasins
ainsi que les produits disponibles dans chacun d’eux
sont connus.

Le probleme que nous traitons étant NP-difficile,
nous nous intéressons dans ces travaux aux algo-
rithmes d’approximations, i.e., des heuristiques avec
une garantie sur la qualité de la solution et le temps
d’exécution. Une attention particuliere est portée au
probleme de localisation d’entrepots dans la littéra-
ture sur les algorithmes d’approximation. Shmoys et
al dans (Shmoys, Tardos & Aardal 1997) proposent le
premier algorithme pour ce probléme avec un facteur
d’approximation constant. Ces travaux sont éten-
dus au cas multiproduit par (Ravi & Sinha 2010).
Ainsi, ces auteurs étudient le probleme de localisation
d’entrepots multiproduits et o le colit d’ouverture
d’un entrep6t comprend un cott fixe et un colt vari-
able qui dépend des produits disponibles dans cet en-
trepot. Nos travaux s’inspirent de ces deux papiers
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et nous utilisons ’approche d’arrondi en program-
mation linéaire (LP-rounding) introduite par (Lin &
Vitter 1992) afin d’approcher la solution. Néanmoins,
nous invitons les lecteurs a se référer au livre de
Williamson et Shmoys (Williamson & Shmoys 2011)
ainsi qu’aux travaux suivants (Chudak 1998), (Guha
& Khuller 1999) et (An, Singh & Svensson 2017) pour
plus de détails sur les techniques d’approximation
pour le probleme de localisation d’entrepots.

2 DESCRIPTION DU PROBLEME

Afin de poser la formulation du probléme, nous intro-
duisons les notations suivantes. Soit D = {1,...,n}
I’ensemble des produits demandés et pour chaque pro-
duit j € D, on note par d; la quantité demandée.
L’ensemble de magasins est noté M = {1,...,t} et
pour chaque magasin ¢ € M, on note par P; C D
I’ensemble des produits disponibles dans le magasin
i. Les stocks des magasins étant connus, on note par
u;; la quantité de produits j disponible dans le mag-
asin 7. Nous supposons sans perte de généralité que
la quantité demandée par le client est disponible dans
les magasins (i.e., D,y ui; > dj,Vj € D). En effet,
si un produit j € D n’est pas disponible en quantité
suffisante, on pose d; = ), ui;. L'objectif consid-
éré consiste a satisfaire la demande du client a cott
minimum. Les cotits pris en compte dans notre mod-
ele représentent les cotlits des produits ainsi que les
couts de transport. Le cott d’'un produit j dans le
magasin ¢ est noté ¢;; et le colit de transport a par-
tir d’'un magasin ¢ est noté f;. Notez que ce coiit ne
dépend pas de la quantité transportée.

3 FORMULATION DU PROBLEME

Nous introduisons un modele de programmation
linéaire en nombres entiers pour le probleme. On
commence par présenter les variables utilisées.

e gi; € {0,...,d;}: indique la proportion de la
demande d; satisfaite par le magasin ¢,

e z; € {0,1}: indique si le magasin ¢ est sélec-
tionné.

min Z fizi + Z Z Cij9ij (1)

ieM ieM jeP;
> gy =d;, VvieD (2)

iEM:jEP;

Gij < WijZi, Vi e M,Vj € P, (3)

gij €1{0,...,d;}, Vie M\YjeP  (4)

z €{0,1}, VieM (5

Les contraintes (2) font en sorte que chaque com-
mande soit satisfaite. Les contraintes (3) garantis-

sent la faisabilité de la solution en tenant compte
des quantités disponibles dans chaque magasin. Cette
contrainte nous assure également que lorsque un pro-
duit 7 € D est transféré du magasin ¢ € M alors le
magasin i doit étre sélectionné. La fonction objectif
(1) minimise le cotit total composé de couts fixes qui
correspondent aux magasins sélectionnés et des couts
de transport.

4 CAS DE LA CAPACITE ILLIMITEE

Dans des applications réelles, un magasin peut étre
spécialisé dans une catégorie de produits et ainsi dis-
poser d’une grande quantité de produits de cette caté-
gorie. Nous présentons dans cette section une heuris-
tique avec garantie de performance pour le probleme
dans lequel les produits sont supposés disponibles en
quantité illimitée dans les magasins. Ainsi la quantité
u;; de produits j € D disponibles dans le magasin P;
vérifie u;; = 400 si j € P;, 0 sinon. Dans ce cas par-
ticulier et afin de formuler le probléme, nous utilisons
les variables suivantes:

e z;; € {0,1}: indique si commande j est satisfaite
par le magasin 1,

e y; € {0,1}: indique si le magasin i est sélec-
tionné.

Il faut noter que la quantité transportée pour chaque
produit n’es pas prise en compte. En effet, lorsqu’un
produit est disponible dans un magasin, celui-ci est
disponible en quantité illimitée. Par conséquent, dans
une solution optimale, une commande j € D est sat-
isfaite par un seul magasin i € M tel que j € P;.

min Z fiys + Z Z djci;zij (6)

€M €M jED
> ay=1, Vje D (7)
ieM:jeP;
Zij < Yis Vie M,VjeD (8)
z;; € {0,1}, Vie M,Vj e D (9)
yi € {0,1}, vie M (10

4.1 Méthode de résolution

La résolution du probleme étant NP-difficile, nous
utilisons la programmation linéaire afin d’approcher
la solution optimale du probleme a variables entieres
présenté ci-dessus. L’algorithme suivant retourne une
solution réalisable au probléeme et garantit un ratio de
performance.

1. Résoudre la relaxation linéaire de la formulation
présentée ci-dessus (contraintes (6) - (10)) . Soit
(2’,y") la solution (fractionnaire) obtenue.
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2. En utilisant les techniques de filtrage (“filter-
ing”), trouver une nouvelle solution fraction-
naire. Soit (z”, ") la solution obtenue (voir sec-
tion 4.1.1).

3. Arrondir la solution fractionnaire (z”,y”) afin
d’obtenir une solution entiere notée z’,y"". A
cet effet, nous avons utilisé le probleme de mul-
ticouverture par multiensembles (Multiset Multi-
cover) (voir section 4.1.2).

A noter que dans (Ravi & Sinha 2010), les auteurs
étudient une extension du probleme de localisation
d’entrepots et utilisent le probleme de couverture par
ensembles (Set Cover) dans le méme but. Enfin, nous
obtenons un ratio d’approximation égal a logk + 2.
ol k est le nombre maximum de produit dans tout les
magasins.

4.1.1 Filtrage

Etant donné la solution optimale de la relaxation
du probleme noté (z’,y’'), cette étape consiste a
maintenir un sous ensemble de variables non nulles
2’ dans une valeur positive et de mettre les autres
variables a zero. Nous reprenons dans cette partie le
raisonnement utilisé par (Ravi & Sinha 2010, Shmoys
et al. 1997, Lin & Vitter 1992). En effet, le probleme
que nous traitons constitue un cas particulier du
probleme traité dans (Ravi & Sinha 2010). Ainsi, la
solution (z”,y"”) est atteinte en suivant les étapes
suivantes.

- Soit X; l'ensemble des magasins i € M tels que
xj; > 0 soient triés par ordre croissant des cotits c;;.
-Soit 0 << 1

- Etant donné «, trouver pour tout j € D le plus petit
cotit ¢j(a) tel que Y ey 0 <o (o) Ty =

- Soit pour tout j € D, aj =3 icx. e, <e;(a) Tij

- Créér une nouvelle solution fractionnaire (z”,y") ou
2" et y” prennent les valeurs suivantes :

"no_ c gl Cos . i
o i =ux};/a; sicy <cj(a), 0 sinon.

e y/ =min{l,y;/a}

Lemme 1. La solution (z”,y") est réalisable pour la
relaxation du probléme défini par les contraintes (6 -
10) et pour tout j € D,cj(a) < 7= CijTy;-
Preuve. Pour tout j € D, on a.

’ /
E :Cijxij = E CijTij
i€M i€M:cij>cj(o)

>l Y w1

1€M:c;j>c; (o)

D’apres la définition de ¢;(a),
>, =
;< a
1€M:cij<cj(a)
Alors,

Yoay=1=

1EM i€M:cij>c (o)

xngI—a

En remplacant dans (11), nous obtenons c¢;j(a) <
1

T 2icM CijTij-
Noter qu’un résultat similaire au Lemme exposé est
proposé dans (Shmoys et al. 1997).

4.1.2  Arrondi

Afin d’obtenir une solution entiere réalisable au prob-
leme défini par les contrainte 6-10, Nous arrondissons
dans cette section la solution (z”;y”). De maniere
similaire & (Ravi & Sinha 2010), nous utilisons le
probléme de couverture par ensembles qui consiste a
trouver le sous-ensemble de magasins permettant de
couvrir la demande et dont le coiit total d’ouverture
est minimal. Ainsi, la solution entieére obtenue notée
(2", y"") est obtenue en suivant les étapes suivantes.

Nous commencgons par construire une instance du
probleme de couverture de ’ensemble des demandes
D =1,...,n par les ensembles {s; | 1 < i < t} de
produits que peuvent fournir chaque magasin i.

On utilise les notations suivantes :

e Un ensemble de magasins S = {i € M : y/ > 0}

e L’ensemble des produits disponibles dans chaque
magasin : s; = {j € P; : 3;‘;'] > 0}

e Un cout f; pour chaque magasin i € S

e Soit k une borne supérieure du nombre de pro-
duits disponibles dans chaque magasin, i.e., k =
max;es{|s;|}. Clairement, k est borné par n.

L’instance étant construite, soit h; une variable telle
que h; = 1 si le magasin ¢ € S est selectionné, égale
a 0 sinon. La formulation du probleme de couverture
par ensembles est ainsi définie comme suit.

i€S
> hi>1, VieD  (13)
1€S:j€Es;
h; € {O, 1}, Vie S,Vjes; (14)

Les contraintes (13) garantissent que chaque com-
mande j € D est affectée a au moins un magasin
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et l'objectif est de minimiser colt total des maga-
sins sélectionnés. Ainsi ce probleme de couverture
par ensembles peut étre résolu avec un ratio d’au plus
log(k + 1) (voir (Vazirani 2001)). A noter que cette
valeur représente le ratio entre la solution optimale et
la solution relaxée du probleme de couverture par en-
sembles. Etant donné une couverture par ensembles
(solution des contraintes (12-14)), nous construisons
la solution (z'”,y"") de la fagon suivante :

e La commande j € D est affectée au magasin i’ €
S tel que i’ = argmin;es{cij 1 zi =1,j € s;}.

° x”’—lslz—z et 0 sinon.

o y/"=1siz =1 et sinon.

Lemme 2. La solution entiere (z'”,y"") est réalisable
pour le probleme défini par les contraintes (6 - 10).

Preuve. Nous pouvons voir que pour chaque produit
j € D, il existe un magasin ¢ 6 M pour lequel la vari-
able a?”J > 0 car Y cariep, = 1. Ainsi, chaque
produit est disponible dans au momb un magasin s;.
Par conséquent, la solution (2", y"") est réalisable car
chaque commande est affectée a exactement un mag-
asin. ]

4.1.83 Facteur d’approxrimation

Dans cette section, un facteur d’approximation est
calculé.  Celui-ci représente le quotient entre les
valeurs de l'objectif correspondant aux solutions
(",y") et (2',y'). Afin de calculer ce facteur
d’approximation, nous calculons séparément le fac-
teur d’approximation sur la partie de 'objectif qui
correspond aux cotits de transport et celui correspon-
dant ou colits des produits. Ainsi nous obtenons.

- Facteur d’approximation sur la partie de l'objectif
qui correspond aux couts de transport dans la
fonction objectif :

Zfl _1ng+1zfl 1

ieM €M

Preuve. Etant donnée linstance utilisée pour le
probleme de couverture par ensembles et le fait
que le facteur d’approximation pour le probléme
de couverture par ensembles est au plus égal a
log(k+ 1), on a.

D fyl" <(logk+1) Y fuy!

€M €M

Du fait que y/ = min{1, y;/a}, on a.

Z flyl S - Z flyz

€M zEM

Alors.

Z fiy!" < long—&—l Z fiyi

ieM i€EM
]

- Facteur d’approximation sur la partie de l'objectif
qui correspond aux colts des produits dans la
fonction objectif :

szc” HJ/—l

€M jeD

ZchU Lij

1€M]€D

Preuve.  FEtant donné que pour tout 7 € D,
ZzeM Clszj < CJ( ) on a.

DD dicaly <Y dic(a)

i€M jED jeD

- Alors pour la fonction objectif compléte nous
obtenons le facteur d’approximation suivant.

Zfl /H+sz02] 1

ieM €M jeD
logk: +1
S it Y del
ieM i€M jeD
logk+1 1
< -
< max{ g a}
(Z fiyi + Z Z djcijai;)
ieM ieM jeD
log k+1

Ainsi, en posant @ = Tog kf2 1OUs obtenons un facteur
d’approximation égal a log k + 2.

On peut noter que ce facteur d’approximation est in-
férieur & celui présenté dans (Ravi & Sinha 2010) (égal
alogk+4). Clest di au fait que le probleme que nous
avons traité peut étre considéré comme étant un cas
particulier du probléme étudié par ces auteurs.

5 CAS DE LA CAPACITE LIMITEE

Nous proposons dans cette section une heuristique
avec garantie de performance pour le cas ou les pro-
duits sont disponibles dans les magasins en quan-
tités limités. La programmation linéaire est égale-
ment utilisée afin d’approcher la solution optimale du
probléme & variables entiéres. Notons que du fait des
capacités sur les magasins, il est impossible de trou-
ver un ratio de performance basé sur la relaxation
linéaire du probleme (voir (Shmoys et al. 1997) pour
plus de détails). Par conséquent, nous proposons une
(p, p')-approximation qui trouve en temps polynomial
une solution avec un facteur p du cout de 'optimum
mais ol les capacités sont étendues d’un facteur p'.
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Un apergu de l'algorithme utilisé est présenté dans ce
qui suit.

5.1 Méthode de résolution

L’algorithme suivant est utilisé afin de résoudre le
probléme pour le cas ou les quantités disponibles dans
chaque magasin dont limitées. Cet algorithme est
similaire a celui utilisé pour le cas ou les capacité
sont considérées illimitées.

1. Résoudre la relaxation linéaire du probleme
défini par les contrainte (1) - (5)) . Soit (¢/,2’)
la solution (fractionnaire) obtenue (voir section
5.1.1)..

2. Trouver une nouvelle solution fractionnaire. Soit
(¢”,2") la solution obtenue (voir section 5.1.2).

3. Trouver une solution réalisable (entiere). Soit
(¢9”,2") la solution obtenue (voir section 5.1.3).

Finalement, nous obtenons un facteur
. . , N 12 log k/+2 N
d’approximation égal a (logk’ + 2, 225=7) o

k' est le nombre maximum de produits dans tout les
magasins.

5.1.1 Formulation du probléme relaxé

Nous présentons un modele de programmation
linéaire pour le probleme a variables relaxées. Les
variables suivantes utilisées.

e g;; €[0,1]: indique la proportion de la demande
d; satisfaite par le magasin ¢,

e 2/ €[0,1]: indique si le magasin ¢ est sélectionné.

min Z fizi+ Z Z djcijgi; (15)

ieM ieM jeD

Zg;] = 1;

i€M

VvieD  (16)

Vie M,VjeD (17)
Vie M,VjeD (18)
Vie M (19)

digi; < uijz,
0<gj; <1,
0<z <1,

Cette formulation représente une relaxation du la for-
mulation définie par les contraintes (1)—(5)). En effet,
un remplacement de g;; par djggj,Vi € M,Vj € D
rend les deux formulations identiques.

On peut remarquer qu’en se basant sur la program-
mation linéaire, il est impossible de trouver un algo-
rithme d’approximation pour le probleme considéré a
capacité limitée. nous invitons les lecteurs a se référer
au papier de (Shmoys et al. 1997) pour plus de détails.

5.1.2 Filtrage

Cette étape est semblable a celle présentée en section
4.1.1 pour le cas ou les quantités dans les magasins
sont considérés limitées. Ainsi, les différentes étapes
utilisées afin d’obtenir la nouvelle solution fraction-
naire (g”,2") ne sont pas exposées. Nous rappelons
cependant certaines valeurs.

e g/i = gi;/a; if ¢;j < cj(a) et 0 sinon.
e z!' =min{l,y}/a}

o Vj € D,cj(a) < 25 Yicn il

La solution ainsi obtenue notée (¢”,z") n’est pas
forcement réalisable pour les contraintes (1-4). En
effet, soit une solution dans laquelle il existe i €
M et j € D tel que djggj = wu;;. Dans ce cas,
zl = 1. En remplacant (¢',z’") par (¢”,z"), cette
contrainte n’est pas respectée (cette contrainte cor-
respond & la contrainte (17) dans la formulation re-
laxée). Nous étendons par conséquent la quantité de
produits disponibles dans chaque magasin afin d’avoir
une solution (g”,2") réalisable. Soit u}; la nouvelle
quantité de produit j disponible dans le magasin 4

ro— L.
telle que uj; = Suij.

5.1.3 Arrondi

Dans cette section, nous arrondissons la solution
(¢”,2") afin d’obtenir une solution entieére notée
(g",2"") qui soit réalisable sur les contraintes (1) -
(5)). A cet effet, nous utilisons le probléme de multi-
couverture par multiensembles (Multiset Multicover)
comme sous probléeme du cas que nous traitons.

Probléme de multicouverture par multiensem-
bles : Ce probleme est une généralisation du prob-
leme de couverture par ensembles dans lequel chaque
élément e est associé & un nombre de couvertures r,
indiquant le nombre de fois ou celui-ci doit étre cou-
vert par toute couverture réalisable. En plus du nom-
bre de couvertures, chaque élément apparait dans un
ensemble S avec une multiplicité de m(S,e).

La solution entiere " 2" est alors obtenue par les
)
étapes suivantes.

Nous commencgons par construire une instance du
probleme de multicouverture par multiensembles de
la maniere suivante :

e Un ensemble de n membres D = 1,...,n
représentant les demandes

e Une demande de couverture r; = d; pour chaque
produit j € D
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e Un ensemble de magasins S = {i : i € M,z >
0}

e [’ensemble des produits disponibles dans chaque
magasin : s; = {j € P;: z}; > 0}

e La multiplicité m(s;,j) = wuj; pour chaque

produit j € s; qui correspond au quantités
disponibles

e Un cout f; pour chaque magasin i € .S

e Soit k' une borne supérieure du nombre de pro-
duits disponibles dans chaque magasin, i.e., k' =

maXiGS{Z]’ESi u;j .

Etant donné l'instance, on note par h; une variable
qui vaut 1 si le magasin i € S est sélectionné et 0
sinon. Le probleme de multicouverture par multi-
ensembles peut étre formulé comme suit.

min Z fihl;

€S
> misi )b >y, VieD (20)
i€S:j€s;
h; € {0,1}, Vie S,\Vj€s;

Les contraintes (20) garantissent la satisfaction des
demandes et l’objectif est de minimiser le coit to-
tal induit par les magasins sélectionnés. Ce probleme
peut étre résolu en temps polynomial avec un ratio
d’au plus log(k + 1) par rapport & la solution relaxée
(voir (Rajagopalan & Vazirani 1998) pour plus de dé-
tails). A noter que ce ratio d’approximation est loga-
rithmique sur la taille su plus grand ensemble et non
sur n. Dans notre cas, la taille du plus grand en-
semble correspond au nombre maximum de produits
disponibles dans un magasin.

Etant donné une solution au probleme de multi-
couverture par multiensembles présenté ci-dessus, la
solution entiere (g, 2"") est construite & l'aide de
l’algorithme suivant.

e 2!/ =1sih} =1 et 0 sinon.
e Pour chaque commande j € D,

— Soit Rj = {l : h; = 1,] S 51}

— Soit d; = dj7
— Pour I =1 & |R,|, faire
* Si d;- <0,

mo_ - ro )

- @y = min{d}, uj; }/d;,
A B

. dj =d; (r

* Sinon xf’]/ =0

Il faut noter qu’un autre algorithme que -celui
présenté ci-dessus ne peut améliorer le facteur

d’approximation théorique. Enfin, la solution
(¢"", 2" est réalisable pour le probléme défini par les
contraintes (15-19). Soit Vi € M,Vj € D, gi; = djg;;
et Vi € M,z; = z!”. La solution (g, z) est réalisable

pour le probléme défini par les contraintes (1-5).

5.1.4 Facteur d’approximation

Le facteur d’approximation est obtenu de maniére
similaire & celle utilisée pour le cas ou les quantités de
produits disponibles dans les magasins sont illimitées.

Ainsi, pour o = {gg Zi;, nous obtenons un facteur
s . . , N log k+2
d’approximation égal & (log k + 2, Tos ki1 ).

6 Conclusion

Nous avons proposé des algorithmes d’approximation
avec garantie de performance pour deux cas partic-
uliers d’un probleme d’affectation d’'une commande
multiproduit multifournisseur dans le cadre vente en
ligne. Par la suite nous proposerons une méthode
exacte et des heuristiques basées sur la programma-
tion linéaire en nombres entiers pour la résolution pra-
tique du cas général. Ces travaux sont réalisés dans le
cadre du projet "One Stock Performance”, financé par
le programme "Easynov” (FEDER, / REGION Midi-
Pyrénées Languedoc Roussillon) en partenariat avec
la société DEVATICS.
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