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Introduction

L'automatisation du diagnostic de panne dans les systèmes industriels tels que les
lignes d'assemblage souvent modélisés par des systèmes à événements discrets est un enjeu
majeur. L'objectif est de déterminer rapidement les problèmes sur les équipements a�n de
les réparer au plus tôt et ainsi de maximiser le temps opérationnel et productif du système.
Parmi ces défaillances, les pertes de performances temporelles, c'est-à-dire moins de pièces
produites par minute, sont régulièrement rencontrées, et il nécessaire d'en expliquer la
cause en identi�ant la source de ces problèmes sur la ligne de production.

Ce type de phénomène n'est pas facilement modélisable avec les méthodes de diagnostic
à base de modèles à événements discrets connues à ce jour si bien que les outils classiques
de diagnostic de panne ne sont a priori pas bien adaptés pour déterminer la cause de ces
pertes de performances temporelles.

L'objectif de ce stage est de proposer une méthode de diagnostic d'une classe de sys-
tèmes à événements discrets appelés systèmes (max,+)-linéaires. Ce type de système, qui
met en jeu des phénomènes de synchronisation, de parallélisme et de délai, est particuliè-
rement bien adapté à la problématique de l'analyse des performances temporelles.

Beaucoup de travaux sur ce modèle font l'analogie entre cette théorie et la théorie
conventionnelle de l'automatique continue. Grâce à la théorie des dioïdes sur laquelle repose
cette classe de systèmes à la dynamique parfois complexe, il est facile de les décrire par
des équations mathématiques bien adaptées à leur analyse et à leur commande.

Ce rapport est construit de la façon suivante :
� Le premier chapitre présente le contexte général et la problématique de ce stage ;
� Le deuxième chapitre présente le modèle formel complet des systèmes (max,+)-

linéaires dont les éléments utiles au développement de la méthode de diagnostic ;
� Le troisième chapitre présente une méthode de détection pour cette classe de sys-

tèmes (max,+)-linéaires ;
� Le quatrième chapitre présente une méthode de localisation suite à la détection

réalisée ;
� En�n, ce rapport se termine par une conclusion des travaux e�ectués et les pers-

pectives envisagées.



Chapitre 1

Problématique et contexte du stage

Les contraintes de compétitivité accentuées par la mondialisation et traduites en termes
de coût de production, de sécurité des systèmes technologiques et de qualité de l'objet pro-
duit représentent une préoccupation majeure du monde industriel. Dans ce cadre, le diag-
nostic occupe une place essentielle puisqu'il permet, à partir de l'observation du système,
de prendre une décision permettant d'améliorer la conduite du procédé ou d'empêcher une
dérive pouvant mener à des échecs de fabrication.

Suivant les connaissances mises en jeu, di�érentes méthodes de diagnostic se distinguent
a�n de remplir cet objectif : l'approche à base de connaissance, à base de modèles et à base
de données. Ce stage s'intéresse ici au diagnostic à base de modèles et plus particulièrement
au diagnostic des systèmes à événements discrets.

1.1 Diagnostic des systèmes à événements discrets

Le problème du diagnostic des systèmes à événements discrets reste encore ouvert en
raison de la grande diversité des modèles. Néanmoins, certaines sous-classes de systèmes
à événements discrets sont particulièrement bien adaptées au problème d'évaluation de
performances temporelles.

1.1.1 Position du problème de diagnostic

Exemple 1.1. Soit un système de production constitué de 3 machines M1, M2 et M3. La
machine M1 produit des objets de type O1 et la machine M2 produit des objets de type
O2. En�n, la machine M3 assemble un objet de type O1 avec un objet de type O2 pour
obtenir au �nal un objet de type O3. La construction d'un objet Oi par la machine Mi

nécessite un temps ti.
Sur ce système sont disposés trois capteurs, le capteur C1 observe la date de début de

la production d'un objet O1, le capteur C2 observe la date de début de la production d'un
objet O2, en�n, le capteur C3 observe la date de �n de production de l'objet O3.

En cours de fonctionnement, l'ensemble des capteurs va fournir une séquence d'événe-
ments datés

σ = [t1.C1], [t2.C2], [t3.C1], [t4.C3], [t5.C2], [t6.C3], . . . .

À la date t1, une production de O1 démarre, à la date t2 une production de O2 démarre,
à la date t3 une production de O1 démarre. . .

La problématique qui se dégage de cet exemple est :

1. Cette séquence d'événements datés est-elle cohérente par rapport au modèle connu ?

2. Si non, quelles sont les conclusions qui peuvent en être tirées ?
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L'approche par diagnostiqueur proposée par [SSL95] tente de répondre à cette problé-
matique. En e�et, après chaque événement observé, le diagnostiqueur prend une décision
sur le diagnostic, c'est-à-dire si le système est sain, en défaillance ou si une ambiguïté ne
permet pas de répondre de manière certaine. Avant de construire le diagnostiqueur, un
modèle de faute, qui permet d'anticiper les e�ets d'une faute sur le système, doit être
élaboré. Malheureusement, cette solution ne prend pas en compte l'aspect temporel de la
problématique et ne répond donc pas à l'objectif d'évaluation des performances liées au
temps.

1.1.2 Formalisme temporisé

Ainsi, pour répondre à cette problématique, il semble nécessaire d'exploiter un forma-
lisme pouvant répondre aux contraintes d'évaluation des performances temporelles. Plu-
sieurs approches proposent des solutions à cette problématique.

L'approche du diagnostiqueur repris dans [Tri02] introduit le temps à travers des au-
tomates à temps continu. Cette méthode consiste à déterminer dans quel état se trouve le
système, c'est-à-dire en fonctionnement nominal ou en fonctionnement en faute, à partir
de la séquence d'événements datés observée. Son travail s'intéresse plus particulièrement
au problème de diagnosticabilité et en dé�nit les conditions nécessaires et su�santes.

Dans la méthode proposée dans [GTY09], une première estimation de l'état du système,
représenté par un réseau de Petri temporisé, est donné par les événements observés, puis les
contraintes temporelles de ce réseau sont exploitées a�n d'améliorer l'estimation de l'état
du système. Cette méthode repose sur la construction d'un estimateur à partir de l'analyse
d'un réseau de Petri temporisé, puis cet estimateur est utilisé pour superviser le système
et déceler un défaillance.

Une autre approche se base sur la reconnaissance de chroniques pertinentes pour le
diagnostic. Une chronique est un ensemble d'événements liés entre eux par des relations
ou des contraintes temporelles et dont l'occurrence est soumise à un certain contexte. La
reconnaissance de chronique est introduite dans [Dou96] puis amélioré dans [DM07], elle
permet d'e�ectuer une action, telle qu'une opération de maintenance, suite à l'identi�cation
d'une chronique.

1.1.3 Solution proposée

Les systèmes (max,+)-linéaires sont une classe de modèles parfaitement adaptés à
l'évaluation des performances temporelles. En e�et, la modélisation graphique et mathé-
matique de ces systèmes permet de fournir le �ux de sortie attendues en fonction du �ux
d'entrée grâce à la connaissance du fonctionnement du système contenant les informations
temporelles.

En reprenant l'Exemple 1.1, les capteurs C1 et C2 observent le �ux d'entrée du système,
appelé commande, et le capteur C3 observe le �ux de sortie du système. Le diagnostic se
fait sur l'observation du �ux de sortie.

En cours de fonctionnement, deux séquences d'événements datés apparaissent, la sé-
quence d'événements datés observée :

σ = [t1.C3], [t2.C3], . . . ,

et la séquence d'événements datés attendue obtenue à partir de l'observation du �ux d'en-
trée :

σ̃ = [t̃1.C3], [t̃2.C3], . . . .

Une nouvelle problématique se dégage alors de cette hypothèse :
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1. La séquence d'événements datés observée σ est-elle cohérente par rapport à la séquence

d'événements datés attendue σ̃ ?

2. Si non, quelles sont les conclusions qui peuvent en être tirées ?

Les systèmes (max,+)-linéaires étant un modèle déterministe, le �ux de sortie attendu
en fonction du �ux d'entrée peut être calculé. La comparaison entre le �ux attendu et le
�ux observé peut aider quant à l'estimation du bon fonctionnement du système.

1.2 Modèle utilisé : les systèmes (max,+)-linéaires

Les systèmes (max,+)-linéaires sont des systèmes qui peuvent être décrit avec l'algèbre
(max,+) par la représentation d'état linéaire suivante{

x = Ax⊕Bu,
y = Cx,

où x représente l'état du système, u l'entrée et y la sortie. Ce modèle décrit la dyna-
mique des systèmes avec des synchronisations et des délais et possède de nombreuses ana-
logies avec les systèmes continus linéaires. La théorie complète développée dans [BCOQ92]
propose qu'une sous-classe de réseau de Petri, appelé Graphes d'Événements Temporisés
(GET), peuvent être exprimée par cette représentation linéaire.

1.2.1 Graphe d'Événements Temporisés

Les GET sont des réseaux de Petri temporisés sur les places pour laquelle toute place
possède une et une seule transition en amont et une et une seule transition en aval. Ce
modèle permet de modéliser les phénomènes de synchronisation, de parallélisme et de
délai. Seuls des rappels sont proposés ici et le lecteur intéressé par de plus amples déve-
loppements peut trouver un présentation générale des réseaux de Petri et des références
bibliographiques dans [Mur89].

Soit (P,Q, E ,M0) le graphe bipartite orienté associé à un GET, où :
� P est l'ensemble des places,
� Q est l'ensemble des transitions,
� E ⊂ P ×Q ∪Q× P est l'ensemble des arcs orientés,
� M0 : P → N est le marquage initial.
SoitM : P → N le marquage d'un GET. Cette application associe à toute place pi ∈ P

le nombre de jetons qu'elle contient. Ce marquage évolue en fonction des occurrences des
événements associés aux transitions du GET.

L'ensemble des transitions peut être partitionné de la façon suivante, Q = I ∪ S ∪ O,
où :

� I est l'ensemble des transitions sources,
� O est l'ensemble des transitions puits,
� S est l'ensemble des transitions internes (S = Q\{I ∪ O}).

Les transitions de I, O et de S sont couramment appelées, respectivement, transitions
d'entrées, transitions de sorties et transitions d'états et sont notés,

� ui pour désigner une transition de I,
� xi pour désigner une transition de S,
� yi pour désigner une transition de O.
Les GET peuvent modéliser, par des structures élémentaires, des phénomènes fréquem-

ment rencontrés dans les systèmes à événements discrets. Notamment,
� les phénomènes de parallélisme, naturellement introduis par la présence de plusieurs

jetons dans les di�érentes places (cf. Figure 1.1a) ;
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(a) Parallélisme (b) Synchronisation

t

(c) Délai

Figure 1.1 � Structures élémentaires d'un GET

� les phénomènes de synchronisation, dé�nis lorsque plusieurs places participent à la
consommation de jetons (cf. Figure 1.1b) ;

� les phénomènes de délai, c'est-à-dire que la consommation d'un jeton ne peut avoir
lieu qu'un temps donné après la fourniture de ce jeton (cf. Figure 1.1c).

Dé�nition 1.1 (Fonctionnement au plus tôt). Un GET a un fonctionnement dit au plus
tôt lorsque :

� les transitions de S ∪ O sont franchies dès qu'elles sont franchissables,
� les transitions de I sont en permanence franchissables, mais ne sont franchies que

sur l'occurrence d'événements associées à ces transitions.

Remarque. En fonctionnement au plus tôt, seules les transitions d'entrées sont franchies
sur des séquences d'événements externes.

Exemple 1.2. Le GET de la Figure 1.2 représente un modèle simpli�é du système d'as-
semblage manufacturier présenté dans l'Exemple 1.1 constitué de trois machinesM1,M2 et
M3, représentées par les transitions x1, x2 et x3. Les pièces arrivent par des �ux d'entrées
u1 pour la machineM1 et u2 pour la machine M2 observées par les capteurs C1 et C2. Une
fois usinées, les pièces issues des machines M1 et M2 sont assemblées sur une machine M3.
Les pièces sortent du système par le �ux de sortie y observé par le capteur C3.

u1

x1

3

2

x2

y

u2
x38

2

3

Figure 1.2 � Un Graphe d'Événements Temporisés

Les places temporisées imposent un temps de séjour aux jetons avant qu'ils contribuent
au franchissement des transitions situées en aval. Elles ont pour rôle de traduire une tâche
qui possède une durée. La transition x3 exprime la synchronisation des événements x1 et
x2 retardés respectivement de 3 et 8 unités de temps. Les jetons initialement présents dans
le système signi�ent que les ressources sont disponibles. Ils provoquent un décalage dans
les événements, le tir numéro k de la transition x3 sera engendré par le tir numéro k − 1
de la transition x1 et l'activation numéro k de x2.
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1.2.2 Utilisation des systèmes (max,+)-linéaires

Les systèmes (max,+)-linéaires est particulièrement e�cace pour la commande des
systèmes de production, où le contrôle des �ux d'entrée et de sortie est primordial. Un
asservissement en boucle fermé est proposé dans [CHBF01] a�n d'optimiser le �ux d'entrée
de ces systèmes. Cette méthode est reprise dans [SMCH05] dans l'objectif de fournir une
commande juste-à-temps.

[HMCSM10] propose un observateur, inspiré de l'automatique continue, permettant
d'estimer des perturbations agissant sur le système. Cette estimation agit sur une simu-
lation représentant le fonctionnement au plus tôt du système, la variation entre l'état du
système et l'état estimée peut alors être calculée. Cette approche reste limitée car elle ne
peut traiter que des défaillances qui retardent le fonctionnement du système.

Les systèmes (max,+)-linéaires sont également utilisés pour l'étude de performances
des systèmes de transport qui reste un problème complexe, [Hou06] et [NSM03].

La théorie des systèmes (max,+)-linéaires a été reprise sous le nom de Network Calculus
[BT01] pour la gestion de �ux et d'analyse de performance des réseaux informatiques.

1.3 Conclusion

L'objectif de ce stage est de proposer une méthode de diagnostic des systèmes (max,+)-
linéaires qui répond à la problématique posée par le diagnostic, à savoir :

1. Le problème de la détection. Comment déterminer que le système est défaillant ?

2. Le problème de la localisation. Comment déterminer le composant du système qui est
la cause de la défaillance ?

3. Le problème de l'identi�cation. Comment déterminer la nature de la faute dans le
composant incriminé ?

4. Le problème de la propagation. Comment déterminer la chaîne causale complète de
défaillance ?

La méthode de diagnostic proposée dans ce rapport ne s'intéressera qu'à la problématique
de détection et de localisation.

Le problème du diagnostic des systèmes continus linéaires étant bien traité depuis de
nombreuses années [PFC00], une approche est de s'inspirer de ces travaux pour les systèmes
(max,+)-linéaires. Elle consiste, à partir d'un commande connue, à comparer la réponse
donnée par le système de la réponse attendue. Étant un modèle déterministe, il est aisé
de calculer la réponse attendue à une commande grâce aux opérations mathématiques
propres aux systèmes (max,+)-linéaires. Si la réponse donnée est jugée di�érente de la
réponse attendue, le système est alors considéré comme défaillant.



Chapitre 2

Systèmes (max,+)-linéaires dans le
dioïdeMax

in Jγ, δK

Les systèmes (max,+)-linéaires, qui peuvent être représentés par un modèle de descrip-
tion de systèmes à événements discrets appelé GET, sont munis d'une représentation d'état
linéaire sur une structure algébrique de dioïde. Les dioïdes peuvent être munis d'un ordre
naturel dé�ni à partir de la loi additive notée ⊕. Ce chapitre présente le dioïde privilégié
pour la représentation entrée-sortie des GET qui est le dioïdeMax

in Jγ, δK.
Les éléments du dioïde Max

in Jγ, δK peuvent adopter di�érentes représentations gra-
phiques car seules des classes d'équivalences sont manipulées avec ce dioïde. Notamment le
représentant compteur-dateur décrit dans la Section 2.4 est mis à pro�t dans la méthode
de diagnostic proposée dans le Chapitre 3 et le Chapitre 4.

La description des GET, présentés dans le chapitre précédent, par des équations ma-
thématiques dans le dioïdeMax

in Jγ, δK est introduite dans la Section 2.5.

2.1 Dé�nitions

Cette section présente la théorie des dioïdes sur laquelle se repose le dioïdeMax
in Jγ, δK.

La présentation de cette structure algébrique repose sur [Cot99] et [BCOQ92], le lecteur
intéressé y trouvera une présentation plus approfondie.

2.1.1 Ensembles Ordonnées et Dioïdes

Dé�nition 2.1 (Ensemble ordonné). Un ensemble ordonné est un ensemble S muni d'une
relation d'ordre notée �.

Dé�nition 2.2 (Application isotone). Soit S et T des ensembles ordonnés, l'application
f : S 7→ T est appelée isotone lorsqu'elle conserve l'ordre

∀a, b ∈ S, a � b⇒ f(a) � f(b).

Dé�nition 2.3 (Dioïde). Un dioïde est un ensemble D muni de deux lois notées ⊕ et ⊗,
appelées "addition" et "multiplication", telles que ∀a, b, c ∈ D :

� l'addition est associative : (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) = a⊕ b⊕ c,
� l'addition est commutative : a⊕ b = b⊕ a,
� l'addition est idempotente : a⊕ a = a,
� l'addition est d'élément neutre ε : a⊕ ε = a,
� la multiplication est associative : (a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c) = a⊗ b⊗ c,
� la multiplication est distributive par rapport à l'addition : a⊗(b⊕c) = (a⊗b)⊕(a⊗c)

et (b⊕ c)⊗ a = (b⊗ a)⊕ (c⊗ a),
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� la multiplication est d'élément neutre e : a⊗ e = e⊗ a = a,
� la multiplication est d'élément absorbant ε : a⊗ ε = ε⊗ a = ε.

Remarque. La multiplication admet

ak = a⊗ a⊗ . . .⊗ a︸ ︷︷ ︸
k fois

avec a0 = e.

Remarque. Lorsque aucune ambiguïté n'est présente, le signe multiplicatif est omis.

Dé�nition 2.4 (Dioïde commutatif). Un dioïde D est dit commutatif si ∀a, b ∈ D

a⊗ b = b⊗ a.

2.1.2 Structure ordonnée d'un dioïde

Dé�nition 2.5 (Relation d'ordre). Dans un dioïde (D,⊕,⊗), la relation d'ordre � est
dé�nie par

a � b⇔ a⊕ b = b.

Remarque. L'addition et la multiplication sont isotones sur cette relation d'ordre,

a � b ⇒ ∀c ∈ D, a⊕ c � b⊕ c,
a � b ⇒ ∀c ∈ D, a⊗ c � b⊗ c, c⊗ a � c⊗ b.

Dé�nition 2.6 (Dioïde complet). Un dioïde est complet s'il est fermé pour les sommes
in�nies et si la loi ⊗ se distribue sur les sommes in�nies. La borne supérieure d'un dioïde
complet D existe et sera notée >. Il correspond à la somme des éléments du dioïde

> ,
⊕
x∈D

x.

Remarque. L'élément > est absorbant pour l'addition, >⊕ a = >.

Exemple 2.1 (Algèbre (max,+)). L'ensemble (R ∪ {−∞,∞}) muni de l'opération max
notée ⊕ et de l'addition usuelle notée ⊗, correspond au dioïde complet Rmax pour lequel
ε = −∞ et e = 0. Ce dioïde est communément appelé algèbre (max,+) dans la littérature.

Exemple 2.2 (Algèbre (min,+)). L'ensemble (R ∪ {−∞,∞}) muni de l'opération min
notée ⊕ et de l'addition usuelle notée ⊗, correspond au dioïde complet Rmin pour lequel
ε = +∞ et e = 0. Ce dioïde est communément appelé algèbre (min,+) dans la littérature.

Exemple 2.3 (B). L'ensemble (−∞, 0) muni de l'opération max notée ⊕ et de l'addition
usuelle notée ⊗, correspond au dioïde complet B pour lequel ε = −∞ et e = 0

Dé�nition 2.7 (Borne inférieure). Un dioïde complet (D,⊕,⊗) admet une borne inférieure
sur toute paire d'éléments a et b, notée ∧. Elle est dé�nie telle que

a ∧ b ,
⊕

{x|x�a,x�b}

x.

La borne inférieure existe pour tout sous ensemble d'un dioïde complet.

a � b⇔

{
b = a⊕ b
a = a ∧ b

.
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Dé�nition 2.8 (Dioïde distributif). Un dioïde complet (D,⊕,⊗) est dit distributif si
∀a ∈ D et pour tout sous-ensemble C ⊂ D

(
⊕
x∈C

x) ∧ a =
⊕
x∈C

(a ∧ x),

(
∧
x∈C

x)⊕ a =
∧
x∈C

(a⊕ x).

Dé�nition 2.9 (Dioïde matriciel). Soit le dioïde (D,⊕,⊗), l'ensemble des matrices carrées
de dimension n à coe�cients dans D est noté Dn×n. La somme et le produit de matrice
sont dé�nies par

A⊕B : (A⊕B)ij , Aij ⊕Bij ,

A⊗B : (A⊗B)ij ,
n⊕
k=1

Aik ⊗Bkj .

L'ensemble Dn×n muni de ces deux opérations est un dioïde.

Remarque. Un dioïde matriciel respecte les propriétés suivantes :
� l'élément nul d'un dioïde matriciel est la matrice composée de ε et est notée ε,
� l'élément unité d'un dioïde matriciel est la matrice composée de e sur la diagonale

et ε ailleurs et est notée E.

2.1.3 Dioïde quotient

Dé�nition 2.10 (Homomorphisme). Soit deux dioïdes complet C et D, l'application f :
D → C est un homomorphisme si ∀a, b ∈ D

f(a⊕ b) = f(a)⊕ f(b) et f(ε) = ε, (2.1)

f(a⊗ b) = f(a)⊗ f(b) et f(e) = e. (2.2)

Une application véri�ant (2.1) et (2.2) est appelé isomorphisme.

Dé�nition 2.11 (Congruence). Une congruence sur un dioïde D est une relation d'équi-
valence compatible avec les lois du dioïde, c'est-à-dire ∀a, b, c ∈ D,

a ≡ b⇒

{
a⊕ c ≡ b⊕ c,
a⊗ c ≡ b⊗ c.

Dé�nition 2.12 (Classe d'équivalence). Soit un dioïde D muni d'une congruence. La
classe d'équivalence d'un élément a ∈ D est notée [a]≡ et correspond à l'ensemble des
éléments équivalents à a selon ≡

[a]≡ = {x ∈ D|x ≡ a}.

Théorème 2.1 (Dioïde quotient [BCOQ92, Lemme 4.24]). Soit un dioïde D et ≡ une

congruence sur D. Le dioïde quotient de D par cette congruence est un dioïde noté D/≡
pour lequel les lois ⊕ et ⊗ sont dé�nies par

[a]≡ ⊕ [b]≡ , [a⊕ b]≡,
[a]≡ ⊗ [b]≡ , [a⊗ b]≡.
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2.2 Résolution d'équations dans un dioïde

2.2.1 Théorie de la résiduation

La résolution de l'équation ax = b pose problème, car il n'y a pas d'application inverse
à la multiplication. La théorie de la résiduation permet de dé�nir des "pseudo-inverses"
sous certaines conditions. Plus particulièrement, la théorie de la résiduation permet de
dé�nir la plus grande solution de l'inéquation f(x) � b, ce qui dans ce cas permettrait de
résoudre l'inéquation ax � b.

Dé�nition 2.13 (Applications résiduables). Soit C et D deux dioïdes complets, une appli-
cation f : C → D isotone est dite résiduable si l'équation f(x) � b admet une plus grande
solution dans C pour tout b ∈ D.

Dé�nition 2.14 (Applications résiduée). L'application qui associe à b la plus grande
solution de f(x) � b est notée f ] et est appelé application résiduée de f . Ainsi,

f ](b) =
⊕
{x ∈ D|f(x) � b}.

Théorème 2.2 ([Cot99, Théorème 1.91]). Soit f : D → C où D et C sont des dioïdes

complets. Alors, f est résiduable si, et seulement si, pour tout X ⊂ D,

f(
⊕
x∈X

x) =
⊕
x∈X

f(x), f(ε) = ε.

Exemple 2.4 (Applications La et Ra). Soient les applications suivantes dé�nies sur le
dioïde complet (D,⊕,⊗) :

La : x 7→ a⊗ x, Ra : x 7→ x⊗ a.

Lemme 2.3. Les applications La et Ra sont résiduables.

Exemple 2.5 (Applications résiduées L]a et R]a). Les applications résiduées de La et Ra
sont notées L]a et R

]
a,

L]a(x) = a ◦\x =
x

a
, R]a(x) = x◦/a =

x

a
.

Ainsi L]a(b) et R]a(b) sont les plus grandes solutions des inégalités ax � b et xa � b,
donc

a ◦\b =
⊕
{x|ax � b}, b ◦\a =

⊕
{x|xa � b}.

Ce qui donne alors les équivalences

ax � b⇔ x � a ◦\b, xa � b⇔ x � b◦/a.

Remarque. Si D est commutatif, alors La = Ra, cela implique que L]a = R]a.

Théorème 2.4 ([Cot99, Théorème 1.95]). Les applications L]a et R
]
a véri�ent les propriétés
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suivantes :

a(a ◦\x) � x (x◦/a)a � x (2.3)

a ◦\(ax) � x (ax)◦/a � x (2.4)

a(a ◦\(ax)) = ax ((xa)◦/a)a = xa (2.5)

a ◦\(a(a ◦\x)) = a ◦\x ((x◦/a)a)◦/a)) = x◦/a (2.6)

a ◦\(x ∧ y) = a ◦\x ∧ a ◦\y (x ∧ y)◦/a = x◦/a ∧ y◦/a (2.7)

(a⊕ b) ◦\x = a ◦\x ∧ b ◦\x x◦/(a⊕ b) = x◦/a ∧ x◦/b (2.8)

a ◦\(x⊕ y) � (a ◦\x)⊕ (a ◦\y) (x⊕ y)◦/a � (x◦/a)⊕ (y◦/a) (2.9)

(a ∧ b) ◦\x � (a ◦\x)⊕ (b ◦\x) x◦/(a ∧ b) � (x◦/a)⊕ (x◦/b) (2.10)

(ab) ◦\x = b ◦\(a ◦\x) x◦/(ab) = (x◦/a)◦/b (2.11)

(a ◦\x)b � a ◦\(xb) b(x◦/a) � (bx) ◦\a (2.12)

b(a ◦\x) � (a◦/b) ◦\x (x◦/a)b � x◦/(b ◦\a) (2.13)

Si il existe b−1 ∈ D tel que bb−1 = b−1b = e alors

b ◦\a = b−1a a◦/b = b−1a (2.14)

Soit les applications La et Ra dé�nies sur les ensembles de matrices à coe�cients dans
le dioïde complet (D,⊕,⊗) telles que,

La : Dp×q → Dn×q, Ra : Dq×p → Dq×n,
X 7→ AX (A ∈ Dn×p), X 7→ XA (A ∈ Dp×n).

Les équations AX = B (où B ∈ Dn×q) et XA = B (où B ∈ Dq×n) admettent comme
plus grandes solutions

L]A(B) = A ◦\B, R]A(B) = B◦/A.

Les valeurs de ces matrices s'obtiennent par les relations suivantes

A ◦\B : (A ◦\B)ij ,
n∧
l=1

Ali ◦\Blj (avec A ∈ Dn×p et B ∈ Dq×n),

B◦/A : (B◦/A)ij ,
n∧
l=1

Bil◦/Ajl (avec A ∈ Dp×n et B ∈ Dn×q).

2.2.2 Étoile de Kleene

La résolution de l'équation linéaire x = ax⊕ b se fait à l'aide de l'étoile de Kleene.

Dé�nition 2.15 (Étoile de Kleene). Soit D un dioïde complet. L'application étoile de
Kleene, dé�nie sur D, sera notée K,

K : D → D
a 7→ a∗ =

⊕
k≥0

ak.

Remarque. L'application étoile de Kleene est également dé�nie sur le dioïde complet ma-
triciel Dn×n,

K : Dn×n → Dn×n
A 7→ A∗ =

⊕
k≥0

Ak.
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Théorème 2.5 (Théorème de l'étoile [Cot99, Théorème 1.86]). Soit D un dioïde complet,

l'équation x = ax⊕ b admet pour plus petite solution

x = a∗b.

Théorème 2.6 ([Cot99, Théorème 1.90]). Soit A ∈ Dn×n partitionnée en quatre blocs,

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

La matrice A∗ s'écrit alors

A∗ ,

(
a∗11 ⊕ a∗11a12(a21a∗11a12 ⊕ a22)∗a21a∗11 a∗11a12(a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

(a21a
∗
11a12 ⊕ a22)∗a21a∗11 (a21a

∗
11a12 ⊕ a22)∗

)
.

Lemme 2.7. Soit K : Dn×n → Dn×n, X 7→ X∗. Soit A ∈ Dp×n et B ∈ Dn×q. Il existe
X,X ′ ∈ Dn×n tels que

A ◦\A = X∗, B◦/B = (X ′)∗.

Ainsi, ce résultat peut être lut comme "A ◦\A est une étoile" et "B◦/B est une étoile".

Théorème 2.8 ([Max91, Proposition 3.4]). Soit B,X ∈ Dn×n, sont équivalents,
� X = B∗,
� X = B◦/B.

2.3 Dioïde Max
in Jγ, δK

Le dioïde Max
in Jγ, δK présenté dans cette section est le dioïde privilégié pour la repré-

sentation entrée-sortie des GET.

2.3.1 Dioïde de séries formelles

Dé�nition 2.16 (Série formelle). Soit (D,⊕,⊗) un dioïde. Une série formelle à p indéter-
minées commutative, notées z1 à zp, et à coe�cients dans D, est l'application s dé�nie de
Zp dans D et pour laquelle ∀k ∈ Zp, s(k) est le coe�cient de zk11 , . . . , z

kp
p . La série s peut

également être représentée par l'expression

s =
⊕
k∈Zp

s(k1, . . . , kp)z
k1
1 . . . z

kp
p .

Le support d'une série formelle s est dé�nie par

supp(s) = {k1, . . . , kp ∈ Zp|s(k1, . . . , kp) 6= ε}.

Dé�nition 2.17 (Monôme et polynôme). Une série formelle à support �ni est appelée
polynôme, alors qu'une série formelle dont le support est un singleton est appelé monôme.

Dé�nition 2.18 (Dioïde de séries formelles). L'ensemble des séries formelles à p indé-
terminées commutatives, notées z1 à zp, à coe�cients dans D et munies des opérations
suivantes

sa ⊕ sb : (sa ⊕ sb)(k) = sa(k)⊕ sb(k),
sa ⊗ sb : (sa ⊗ sb)(k) =

⊕
i+j=k

sa(i)⊕ sb(j),

est un dioïde noté DJz1, . . . , zpK.
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Exemple 2.6 (Dioïde BJγ, δK). Soit BJγ, δK le dioïde des séries formelles en deux variables
commutatives, γ et δ, à exposants dans Z et à coe�cients dans le dioïde complet B. La
série s ∈ BJγ, δK s'écrit de manière unique

s =
⊕
n,t∈Z

s(n, t)γnδt,

où s(n, t) représente la présence ou l'absence du monôme γnδt (ε ou e). Le dioïde BJγ, δK
est un dioïde complet, commutatif et distributif. Il est muni des lois usuelles sur les séries
formelles ainsi que des éléments neutres suivants

� pour la loi ⊕ : ε(γ, δ) =
⊕

k,t∈Z εγ
kδt (série nulle),

� pour la loi ⊗ : e(γ, δ) = γ0δ0.

Une série s de BJγ, δK peut être représentée graphiquement dans le plan Z2, avec pour
axe horizontal l'indéterminée γ et pour axe vertical l'indéterminée δ, par la collection des
points (n, t) appartenant à son support supp(s).

Exemple 2.7. Soit le polynôme de BJγ, δK suivant s = γ1δ3⊕γ3δ2⊕γ5δ7⊕γ6δ4, cette série
peut être représentée graphiquement avec les points de coordonnées (1, 3), (3, 2), (5, 7) et
(6, 4) de Z2 (cf. Figure 2.1).

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

γ

δ

Figure 2.1 � Représentation graphique de la série s

2.3.2 Dé�nition du dioïde Max
in Jγ, δK

Dé�nition 2.19 (DioïdeMax
in Jγ, δK). Le dioïde BJγ, δK quotienté par la congruence dé�nie

comme suit ∀a, b ∈ BJγ, δK

a ≡ b⇔ γ∗(δ−1)∗a = γ∗(δ−1)∗b

est le dioïde notéMax
in Jγ, δK = BJγ, δK/γ∗(δ−1)∗ .

Remarque. Max
in Jγ, δK est un dioïde complet, commutatif et distributif. Il est muni des lois

usuelles sur les séries formelles,
� l'élément neutre pour la loi ⊕ : ε = ε(γ, δ) (élément neutre de BJγ, δK),
� l'élément neutre pour la loi ⊗ : e = γ∗(δ−1)∗ = γ∗ = (δ−1)∗ = γ0 = δ0 = γ0δ0,
� l'élément maximum : > = (γ−1)∗δ∗.

Remarque. Les abus d'écriture suivants sont fait quant aux plus petit et plus grand éléments
deMax

in Jγ, δK,

ε = γ+∞δ−∞,

> = γ−∞δ+∞.
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Puisque le dioïde BJγ, δK est isomorphe à Max
in Jγ, δK/γ∗(δ−1)∗ , des séries de BJγ, δK ou

des classes deMax
in Jγ, δK/γ∗(δ−1)∗ sont manipulées indi�éremment.

Les lois ⊕ et ⊗ sur les classes de Max
in Jγ, δK/γ∗(δ−1)∗ ne dépendant pas des séries de

Max
in Jγ, δK pour représenter ces classes, les opérations surMax

in Jγ, δK/γ∗(δ−1)∗ peuvent être
alors ramenées à des opérations surMax

in Jγ, δK pour des représentants quelconques.
Par la suite, la simpli�cation d'écriture consistant à omettre les crochets [.]/γ∗(δ−1)∗

pour désigner un élément deMax
in Jγ, δK/γ∗(δ−1)∗ est adoptée. Les éléments manipulés seront

donc bien des classes, malgré le fait que les écritures employées ne fassent �gurer que des
représentants particuliers de ces classes.

La manipulation des éléments deMax
in Jγ, δK se fait avec les lois ⊕ et ⊗ auxquelles les

règles de simpli�cations suivantes sont ajoutées,

γnδt ⊕ γn′δt = γmin(n,n′)δt, (2.15)

γnδt ⊕ γnδt′ = γnδmax(t,t′). (2.16)

Remarque (Monotonie des éléments de Max
in Jγ, δK). L'applications des règles de simpli�-

cations (2.15) et (2.16) introduisent naturellement une monotonie dans les éléments de
Max

in Jγ, δK. C'est-à-dire, soit s ∈Max
in Jγ, δK et s =

⊕
i≥0 γ

niδti , alors

γniδti ≤ γni+1δti+1 .

Puisque Max
in Jγ, δK est complet, tout couple a, b ∈ Max

in Jγ, δK admet un plus grand
minorant noté a ∧ b. Dans le cas où a et b sont des monômes, la relation

γnδt ∧ γn′δt′ = γmax(n,n′)δmin(t,t′), (2.17)

permet, puisque le dioïde est distributif, d'établir la borne inférieure de deux éléments
quelconques deMax

in Jγ, δK.

2.3.3 Représentation graphique des éléments de Max
in Jγ, δK

Il est possible de représenter graphiquement les éléments deMax
in Jγ, δK. Comme seul des

classes d'équivalence sont manipulées, les éléments du dioïde Max
in Jγ, δK peuvent adopter

di�érentes représentations graphiques.

Dé�nition 2.20 (Représentant maximal). Tout élément a ∈ Max
in Jγ, δK véri�e l'égalité

a = γ∗(δ−1)∗a. En particulier, γ∗(δ−1)∗a est le représentant maximal de a. Graphiquement,
le représentant maximal correspond à tous les points de Z2 situés dans le cône sud-est
engendrés par les monômes de a.

Exemple 2.8. Soit le polynôme de Max
in Jγ, δK suivant s = γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4. Il

admet comme représentant maximal smax = (γ∗(δ−1)∗)(γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4). La
série s peut être représentée par les points de coordonnées (1, 3), (3, 2), (5, 7) et (6, 4) de
Z2 (représenté par les points rouges dans la Figure 2.2a), alors que le représentant maximal
smax peut être représenté par tous les points dans le cône sud-est des points de coordonnées
(1, 3), (3, 2), (5, 7) et (6, 4) de Z2 (représenté par les cercles bleus dans la Figure 2.2a).

Ici, le monôme γ3δ2 est déjà représenté par le représentant maximal engendré par le
monôme γ1δ3, celui-ci est donc "absorbé" par γ1δ3. Il en va de même pour le monôme γ6δ4

"absorbé" par γ5δ7. Ainsi, l'écriture du représentant maximal peut se simpli�er devenant
smax = (γ∗(δ−1)∗)(γ1δ3 ⊕ γ5δ7).

Dé�nition 2.21 (Représentant minimal). Le représentant minimal d'un élément a ∈
Max

in Jγ, δK est obtenu en appliquant les règles de simpli�cations (2.15) et (2.16) sur le
représentant maximal. Graphiquement, le représentant minimal est obtenu en ne codant
que les sommets du représentant maximal deMax

in Jγ, δK.
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Exemple 2.9. Soit le polynôme de Max
in Jγ, δK suivant s = γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4.

Après simpli�cation, le représentant minimal devient smin = γ1δ3⊕ γ5δ7. Graphiquement,
la série smin peut être représentée par les points de coordonnées (1, 3) et (5, 7) de Z2 (cf.
Figure 2.2b).

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

γ

δ

(a) Représentant maximal smax
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(b) Représentant minimal smin

Figure 2.2 � Représentation graphique de la série s

Remarque. Il existe les correspondances suivantes entre les opérations surMax
in Jγ, δK et sur

la représentation graphique de Z2 :
� la somme de deux monômes γnδt et γn

′
δt
′
est représentée graphiquement par l'union

des cônes sud-est de sommet (n, t) et (n′, t′) (cf. Figure 2.3a) ;
� le produit de deux monômes γnδt et γn

′
δt
′
est représenté par le cône de sommet

(n+ n′, t+ t′) (cf. Figure 2.3b) ;
� la borne inférieure de deux monômes γnδt et γn

′
δt
′
est représentée par l'intersection

des cônes sud-est de sommet (n, t) et (n′, t′) (cf. Figure 2.3c).
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(n, t)

(n′, t′)

γ

δ

(a) γnδt ⊕ γn′
δt

′

n n' n+n'

t

t'

t+t'

(n, t)

(n′, t′)

(n+ n′, t+ t′)

γ

δ

(b) γnδt ⊗ γn′
δt

′

n n'

t

t'

(n, t)

(n′, t′)

(max(n, n′),min(t, t′))

γ

δ

(c) γnδt ∧ γn′
δt

′

Figure 2.3 � Représentation graphique des opérations surMax
in Jγ, δK

2.4 Mesures de distances entre éléments de Max
in Jγ, δK

La mesure de distances entre éléments deMax
in Jγ, δK peut être obtenue rapidement avec

une méthode qui repose sur la théorie de la résiduation. En e�et, les travaux e�ectués sur
cette théorie, en particulier [Max91], ont permis de montrer qu'il est possible de calculer
les distances maximales, tant sur le plan vertical que sur le plan horizontal, entre deux
éléments a et b grâce à l'application R]a. Ce calcul, e�ectué dans le dioïde (min,+) dans
[Max91], est présenté dans le dioïdeMax

in Jγ, δK dans cette section.
A�n de faciliter ce calcul, une représentation graphique des éléments de Max

in Jγ, δK,
appelé représentant compteur-dateur, est proposée dans cette section.
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2.4.1 Sur le plan vertical

Dé�nition 2.22 (Représentant dateur). Tout élément a de Max
in Jγ, δK admet un repré-

sentant dateur. Ce représentant s'obtient en e�ectuant la règle de simpli�cation (2.16) sur
le représentant maximal. Graphiquement, le représentant dateur est obtenu en ne codant
que les points sur la borne nord du cône sud-est engendré par les monômes de a.

Exemple 2.10. Soit le polynôme deMax
in Jγ, δK suivant s = γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4. Il

admet comme représentant maximal smax = (γ∗(δ−1)∗)(γ1δ3⊕ γ3δ2⊕ γ5δ7⊕ γ6δ4). Après
simpli�cation, le représentant dateur devient

sd = (e⊕ γ1 ⊕ γ2 ⊕ γ3)(γ1δ3)⊕ (γ∗)(γ5δ7).

Sur la Figure 2.4, le représentant dateur est représenté par la courbe rouge, les monômes
qui composent le représentant dateur sont représentés par des cercles bleus, alors que les
monômes du représentant minimal sont représentés par des points rouges.
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Figure 2.4 � Représentation graphique du représentant dateur sd de la série s

Le représentant dateur possède au moins un monôme qui contient en exposant de γ
chaque valeur de Z, il s'écrit alors

a =
⊕
j∈Z

γjδtaj . (2.18)

Par exemple, le polynôme a représenté sur le Figure 2.5a s'écrit

a = γ1δ1 ⊕ γ2δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ3 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ7δ5 ⊕ γ8δ8 ⊕ γ9δ8 ⊕ . . . .

Il est possible de mesurer les distances entre deux éléments a et b de Max
in Jγ, δK sur

le plan vertical lorsqu'ils sont sous la forme représentant dateur. En e�et, pour chaque
exposant j de γ, il existe un exposant de δ, noté taj pour a et noté tbj pour b. Une simple
soustraction de ces deux exposants permet de donner la distance entre ces deux éléments
pour l'exposant j de γ. En calculant cette distance pour tous les γj , il est possible d'obtenir
la distance maximale sur le plan vertical.

Dé�nition 2.23 (Distance maximale sur le plan vertical). Soient deux polynômes a, b ∈
Max

in Jγ, δK donnés sous la forme représentant dateur, la distance maximale de a par rapport
à b sur le plan vertical, notée στ , est telle que

στ = |min
j∈Z

(taj − tbj)|.
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Exemple 2.11. Soient deux polynômes a, b ∈ Max
in Jγ, δK sous forme représentant dateur

tels que

a = γ1δ1 ⊕ γ2δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ4δ3 ⊕ γ5δ3 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ7δ5 ⊕ γ8δ8 ⊕ . . . ,
b = γ1δ1 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ3δ4 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ5δ6 ⊕ γ6δ6 ⊕ γ7δ8 ⊕ γ8δ8 ⊕ . . . .

Pour chaque γj , le calcul taj − tbj donne l'ensemble suivant :

T = {0,−3,−1,−3,−3,−1,−3, 0, . . .}.

La distance maximale entre les deux éléments a et b deMax
in Jγ, δK sur le plan vertical

est la valeur absolue du minimum de T , c'est-à-dire :

στ = |min(T )| = 3.

Cette distance est représentée graphiquement sur la Figure 2.5a.
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(a) Entre a et b
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(b) Avec la résidué a◦/b

Figure 2.5 � Représentation graphique de la distance maximale sur le plan vertical

Ce résultat peut être obtenu plus rapidement grâce au calcul de la résiduation a◦/b.

Proposition 2.9. Soient a et b deux éléments de Max
in Jγ, δK écrits sous la forme repré-

sentant dateur, la distance maximale de a par rapport à b, notée τ , est contenue dans

l'exposant du δ du monôme dont l'exposant du γ est nul.

Démonstration. Soient a et b deux éléments deMax
in Jγ, δK écrits sous la forme représentant

dateur. La résiduation de a par b peut s'écrire :

a◦/b = (
⊕
i∈Z

γiδtai)◦/(
⊕
j∈Z

γjδtbj ),

a◦/b =
∧
j∈Z

((
⊕
i∈Z

γiδtai)◦/(γjδtbj )), avec (2.8),

a◦/b =
∧
j∈Z

(γ−jδ−tbj ⊗ (
⊕
i∈Z

γiδtai)), avec (2.14),

a◦/b =
∧
j∈Z

⊕
i∈Z

(γ−jδ−tbj ⊗ γiδtai), avec la Dé�nition 2.8,

a◦/b =
∧
j∈Z

⊕
i∈Z

(γi−jδtai−tbj ), avec (2.17).

Or, grâce aux règles de calcul sur le dioïdeMax
in Jγ, δK :
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� l'opérateur ∧ distribue sur ⊕ (cf. Dé�nition 2.8), soit ∀a, b, c, d ∈Max
in Jγ, δK,

(a⊕ b) ∧ (c⊕ d) = (a ∧ c)⊕ (a ∧ d)⊕ (b ∧ c)⊕ (b ∧ d);

� pour a = γnδt et c = γn
′
δt
′
, a ∧ c = γnδt ∧ γn′δt′ = γmax(n,n′)δmin(t,t′) (cf. (2.17)).

Donc le développement du calcul de a◦/b va faire apparaître un élément de Max
in Jγ, δK

sous la forme représentant dateur contenant notamment pour γ0 l'information sur la dis-
tance maximale sur le plan vertical dans l'exposant du δ associé.

Le signe de cet exposant de δ informe quel élément, de a ou de b, est situé graphiquement
au-dessus de l'autre. Si le signe est négatif pour le calcul de a◦/b, alors b est graphiquement
situé en-dessous de b.

Exemple 2.12. Soit a et b deux éléments deMax
in Jγ, δK données sous forme représentant

minimal, telles que a = γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ8δ8 et b = γ1δ1 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ7δ8. La
représentation dateur de l'application de a résidué par b est

a◦/b = γ0δ−3 ⊕ γ1δ−3 ⊕ γ2δ−1 ⊕ γ3δ−1 ⊕ γ4δ0 ⊕ . . . .

Ainsi, le point d'intersection de a◦/b avec le plan vertical correspond au monôme γ0δ−3, ce
qui donne la distance maximale entre les deux éléments a et b sur le plan vertical,

τ = −3.

Graphiquement, la distance maximale peut être retrouvée sur la Figure 2.5b.

2.4.2 Sur le plan horizontal

Dé�nition 2.24 (Représentant compteur). Tout élément a deMax
in Jγ, δK admet un repré-

sentant compteur. Ce représentant s'obtient en e�ectuant la règle de simpli�cation (2.15)
sur le représentant maximal. Graphiquement, le représentant compteur est obtenu en ne
codant que les points sur la borne ouest du cône sud-est engendré par les monômes de a.

Exemple 2.13. Soit le polynôme deMax
in Jγ, δK suivant s = γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4. Il

admet comme représentant maximal smax = (γ∗(δ−1)∗)(γ1δ3⊕ γ3δ2⊕ γ5δ7⊕ γ6δ4). Après
simpli�cation, le représentant compteur devient

sc = ((δ−1)∗)(γ1δ3)⊕ (e⊕ δ−1 ⊕ δ−2 ⊕ δ−3)(γ5δ7).

Sur la Figure 2.6, le représentant compteur est représenté par la courbe rouge, les
monômes qui composent le représentant compteur sont représentés par des cercles bleus,
alors que les monômes du représentant minimal sont représentés par des points rouges.

Le représentant compteur possède au moins un monôme qui contient en exposant de δ
chaque valeur de Z, il s'écrit alors

a =
⊕
i∈Z

γnaiδi. (2.19)

Par exemple, le polynôme a représenté sur la Figure 2.9a s'écrit

a = . . .⊕ γ1δ−1 ⊕ γ1δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ6δ4 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ8δ6 ⊕ γ8δ7 ⊕ γ8δ8.

Il est possible, de manière similaire au plan vertical, de mesurer les distances entre deux
éléments a et b deMax

in Jγ, δK sur le plan horizontal lorsqu'ils sont sous la forme représentant
compteur.
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Figure 2.6 � Représentation graphique du représentant compteur sc de la série s

Dé�nition 2.25 (Distance maximale sur le plan horizontal). Soient deux polynômes a, b ∈
Max

in Jγ, δK donnés sous la forme représentant compteur, la distance maximale de a par
rapport à b sur le plan vertical, notée σν , est telle que

σν = |max
i∈Z

(nai − nbi)|.

Exemple 2.14. Soient deux polynômes a, b ∈Max
in Jγ, δK sous forme représentant compteur

tels que

a = . . .⊕ γ1δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ6δ4 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ8δ6 ⊕ γ8δ7 ⊕ γ8δ8,
b = . . .⊕ γ1δ0 ⊕ γ1δ1 ⊕ γ2δ2 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ4δ5 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ7δ7 ⊕ γ7δ8.

Pour chaque δi, le calcul nai − nbi donne l'ensemble suivant :

N = {. . . , 0, 0, 1, 1, 4, 2, 4, 1, 1}.

La distance maximale entre les deux éléments a et b deMax
in Jγ, δK sur le plan horizontal

est la valeur absolue du maximum de N , c'est-à-dire :

σν = |max(N )| = 4.

Cette distance est représentée graphiquement sur la Figure 2.7a.
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(b) Avec la résidué a◦/b

Figure 2.7 � Représentation graphique de la distance maximale sur le plan horizontal

Ce résultat peut être obtenu plus rapidement grâce au calcul de la résiduation a◦/b.
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Proposition 2.10. Soient a et b deux éléments de Max
in Jγ, δK écrits sous la forme repré-

sentant compteur, la distance maximale de a par rapport à b, notée ν, est contenue dans

l'exposant du γ lorsque l'exposant du δ est nul.

Démonstration. Soient a et b deux éléments deMax
in Jγ, δK écrits sous la forme représentant

dateur. La résiduation de a par b peut s'écrire :

a◦/b = (
⊕
i∈Z

γnaiδi)◦/(
⊕
j∈Z

γnajδj).

Puis, par un raisonnement similaire à la Proposition 2.9, la même conclusion est obtenue.

Exemple 2.15. Soient a et b deux éléments deMax
in Jγ, δK donnés sous forme représentant

minimal, telles que a = γ1δ1 ⊕ γ3δ3 ⊕ γ6δ5 ⊕ γ8δ8 et b = γ1δ1 ⊕ γ2δ4 ⊕ γ4δ6 ⊕ γ7δ8. La
représentation compteur de l'application de a résidué par b est

a◦/b = . . .⊕ γ0δ−3 ⊕ γ2δ−2 ⊕ γ2δ−1 ⊕ γ4δ0.

Ainsi, le point d'intersection de a◦/b avec le plan horizontal correspond au monôme γ4δ0,
ce qui donne la distance maximale entre les deux éléments a et b sur le plan horizontal,

ν = 4.

Graphiquement, la distance maximale peut être retrouvée sur la Figure 2.7b.

2.4.3 Mesure de distance bi-dimensionelle

Les informations données par les représentants compteur et dateur sont complémen-
taires, le représentant compteur permet de connaître la distance maximale sur le plan
horizontal, alors que le représentant dateur permet de connaître la distance maximale sur
le plan vertical. Il est intéressant d'avoir ces deux informations sur une même représenta-
tion. Un nouveau représentant, appelé représentant compteur-dateur, est dé�ni ci-dessous.

Dé�nition 2.26 (Représentant compteur-dateur). Tout élément deMax
in Jγ, δK admet une

représentation particulière notée représentant compteur-dateur. Ce représentant est obtenu
en réalisant l'union des représentants compteur et dateur.

Exemple 2.16. Soit le polynôme de Max
in Jγ, δK suivant s = γ1δ3 ⊕ γ3δ2 ⊕ γ5δ7 ⊕ γ6δ4.

L'union du représentant compteur et du représentant dateur, obtenue en calculant st =
sc ⊕ sd sans les règles de simpli�cations (2.15) et (2.16), donne le représentant compteur-
dateur suivant

st = (γ1 ⊕ γ2 ⊕ γ3 ⊕ (δ−1)∗)(γ1δ3)⊕ (γ∗ ⊕ δ−1 ⊕ δ−2 ⊕ δ−3)(γ5δ7).

Graphiquement, le représentant compteur-dateur est représenté par la courbe rouge
sur la Figure 2.8, les monômes du représentant compteur-dateur sont représentés par des
cercles bleus, alors que les monômes du représentant minimal sont représentés par des
points rouges.

Proposition 2.11. Soient a et b deux éléments de Max
in Jγ, δK écrits sous la forme re-

présentant compteur-dateur, les distances maximales de a par rapport à b, notée τ et ν,
sont contenues dans, respectivement, l'exposant du γ lorsque l'exposant du δ est nul, et

l'exposant du δ lorsque l'exposant du γ est nul.
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Figure 2.8 � Représentation graphique du représentant compteur-dateur st de la série s

Démonstration. Soient a et b deux éléments deMax
in Jγ, δK écrits sous la forme représentant

compteur-dateur. La résiduation de a par b peut s'écrire :

a◦/b = (
⊕
i∈Z

γiδtai)◦/(
⊕
j∈Z

γjδtbj )⊕ (
⊕
i∈Z

γnaiδi)◦/(
⊕
j∈Z

γnajδj)

D'après les Proposition 2.9 et 2.10, les distances maximales apparaissent alors sur les points
d'intersections de a◦/b avec les axes de Z2.

Exemple 2.17. En reprenant les Exemples 2.12 et 2.15, les distances maximales entre les
deux éléments a et b deMax

in Jγ, δK sur le plan vertical et horizontal sont obtenues :

τ = −3, ν = 4.

Ces distances sont représentées graphiquement sur la Figure 2.9b.
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Figure 2.9 � Distances maximales sur le plan vertical et horizontal

2.5 Représentation d'état et GET

Comme vu dans la Section 1.2.1, les GET peuvent être utilisés comme outil de mo-
délisation des systèmes (max,+)-linéaires. Pour cette modélisation, une mise en équation
du modèle graphique dans l'algèbre des dioïdes est possible. Cette représentation d'état
linéaire est un modèle mathématique couramment utilisé par l'automaticien. Ainsi, des
ressemblances entre la représentation algébrique dans le dioïdeMax

in Jγ, δK et l'automatique
continue apparaissent.
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2.5.1 Trajectoire des tirs d'une transition d'un GET

Le dioïdeMax
in Jγ, δK est particulièrement adapté à la modélisation des GET. En e�et, il

permet de manipuler uniquement des séries croissantes et ce sont ces séries qui permettent
de coder l'historique des tirs des transitions d'un GET. De plus, ce dioïde permet de
représenter le domaine événementiel autant que le domaine temporel, il est alors appelé
représentation bi-dimensionnelle. La variable γ représente le domaine événementiel, alors
que la variable δ représente le domaine temporel.

Un élément deMax
in Jγ, δK associé à une transition x donne l'histoire connue des tirs de

cette transition. Autrement dit, connaissant l'élément deMax
in Jγ, δK codant l'historique des

tirs d'une transition, les dates auxquelles ont eu lieu e�ectivement les tirs sont connus. La
transition x associée au monôme γniδti contient alors l'information suivante,

� le tir numéro ni de la transition x a lieu au plus tôt à la date ti.

Exemple 2.18. Le monôme x = γ2δ3 contient l'information suivante
� la tir numéro 2 de la transition x a lieu au plus tôt à la date 3.

Remarque. Par convention, le premier tir d'une transition sera numéroté 0.

A présent, la transition x n'est plus associée à un monôme mais à une série, on parle
alors de trajectoire. Une trajectoire contient alors tout l'historique des tirs d'une transition,
autrement dit, tous les numéros de tir de 0 à +∞ et toutes les dates de 0 à +∞.

Exemple 2.19. La trajectoire x = γ1δ1 ⊕ γ2δ3 ⊕ γ4δ∞, représentée Figure 2.10, contient
les informations suivantes,

� le tir numéro 0 a lieu à la date −∞, c'est-à-dire à l'origine des temps,
� le tir numéro 1 a lieu à la date 1,
� les tirs numéro 2 et 3 ont tous les deux lieu à la date 3,
� les tirs numéro 4 et plus ont tous lieu à la date +∞, c'est-à-dire qu'ils n'ont jamais

lieu.
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Figure 2.10 � Représentation graphique d'une trajectoire x

2.5.2 Mise en équations de GET dans le dioïde Max
in Jγ, δK

Les jetons initialement présents et les temporisations jouent le rôle, respectivement,
d'opérateur de décalage événementiel et d'opérateur de décalage temporel sur les tra-
jectoires de tir, et donc sur les éléments de Max

in Jγ, δK représentant ces trajectoires. Par
conséquent, la représentation dans le dioïdeMax

in Jγ, δK des structures élémentaires des GET
peut être résumée pour les di�érents phénomènes suivants :
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� le délai, la Figure 2.11a représente l'équation x2 = γnδtx1, c'est-à-dire que le tir de
la transition x2 aura lieu au plus tôt à t unités de temps, appelé décalage temporel,
et n événements, appelé décalage événementiel, après le tir de la transition x1,

� le parallélisme, la Figure 2.11b représente les deux équations x2 = x1 et x3 = x1,
c'est-à-dire que le tir de la transition x2 et le tir de la transition x3 auront lieu au
même moment que le tir de la transition x1,

� la synchronisation, la Figure 2.11c représente l'équation x3 = x1 ⊕ x2, c'est-à-dire
que le tir de la transition x3 ne peut avoir lieu que si les transitions x1 et x2 ont
également été tirées, ainsi le ke tir de x3 dépend du ke tir de x1 et de x2.

x1
t

n

x2

(a) Délai

x1

x2

x3

(b) Parallélisme

x1

x2

x3

(c) Synchronisation

Figure 2.11 � Structures élémentaires d'un GET

Comme toutes les structures élémentaires des GET peuvent être représentées par des
équations dansMax

in Jγ, δK, il est possible de représenter un GET beaucoup plus complexe
en associant une équation à chaque transition. Les équations peuvent être regroupées sous
forme matricielle appelée alors représentation d'état.

Soit U ∈ Max
in Jγ, δKq l'ensemble des transitions d'entrée, Y ∈ Max

in Jγ, δKp l'ensemble
des transitions de sortie et X ∈ Max

in Jγ, δKn l'ensemble des transitions d'état. Alors la
représentation d'état d'un GET est{

X = AX ⊕BU,
Y = CX,

où A ∈Max
in Jγ, δKn×n, B ∈Max

in Jγ, δKn×q et C ∈Max
in Jγ, δKp×n.

u1

p1

1
x1

p3

2

p8

3

p4

1

x2 y1

u2

p2

3
x3

p7

1

p9

1
p5

2

p6

1

x4 y2

Figure 2.12 � Un exemple de GET

Exemple 2.20. Les trajectoires des transitions du GET représenté sur la Figure 3.6 sont
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reliées par les égalités suivantes, données sous forme matricielle,

X =


ε ε ε ε

γ0δ2 ε ε γ0δ1

γ0δ2 ε γ1δ1 ε

ε ε γ0δ1 ε

X ⊕


γ0δ1 ε

ε ε

ε γ0δ3

ε ε

U,

Y =

(
ε γ0δ3 ε ε

ε ε ε γ0δ1

)
X.

Remarque. Cette représentation ne permet pas de prendre en compte les conditions initiales
du GET, c'est-à-dire les jetons déjà présents dans le système. Les jetons présents dans le
GET sont considérés présents depuis "l'origine des temps", c'est-à-dire depuis la date −∞.

2.5.3 Relation entrée-sortie

Ainsi, un GET possède une relation entre ses entrées et ses sorties. Étant un modèle
déterministe, il est possible de quanti�er cette relation entrée-sortie alors appelée matrice
de transfert. Elle représente l'in�uence des entrées sur les sorties du système.

B
U

C
X

A

Y

Figure 2.13 � Représentation d'état sous forme de schéma bloc

Dé�nition 2.27 (Matrice de transfert). Soit un GET muni d'une représentation d'état
dans le dioïdeMax

in Jγ, δK de la forme{
X = AX ⊕BU,
Y = CX.

En supprimant la partie implicite de l'équation d'état X = AX ⊕ BU en accord avec le
Théorème 2.5, l'état (au plus tôt) est donné par X = A∗BU , et donc �nalement

Y = CA∗BU.

La matrice H = CA∗B est appelée matrice de transfert entrée-sortie du GET.

Ainsi, un GET peut être représenté par sa représentation d'état d'un GET (cf. Fi-
gure 2.13) ou par sa matrice de transfert H (cf. Figure 2.14).

H
U Y

Figure 2.14 � Matrice de transfert sous forme de schéma bloc
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Exemple 2.21. À partir de la représentation d'état de la Figure 3.6,

X =


ε ε ε ε

γ0δ2 ε ε γ0δ1

γ0δ2 ε γ1δ1 ε

ε ε γ0δ1 ε

X ⊕


γ0δ1 ε

ε ε

ε γ0δ3

ε ε

U,

Y =

(
ε γ0δ3 ε ε

ε ε ε γ0δ1

)
X,

l'état en fonction de l'entrée peut être écrite explicitement,

X =


γ0δ1 ε

γ0δ5(γ1δ1)∗ γ0δ5(γ1δ1)∗

γ0δ3(γ1δ1)∗ γ0δ3(γ1δ1)∗

γ0δ4(γ1δ1)∗ γ0δ4(γ1δ1)∗

U.

Et donc la relation entrée-sortie de ce GET est

Y =

(
γ0δ8(γ1δ1)∗ γ0δ8(γ1δ1)∗

γ0δ5(γ1δ1)∗ γ0δ5(γ1δ1)∗

)
U.

Sous forme d'équation, cette matrice de transfert donne l'in�uence du GET sur les sorties
par rapport aux entrées,

y1 = γ0δ8(γ1δ1)∗u1 ⊕ γ0δ8(γ1δ1)∗u2,
y2 = γ0δ5(γ1δ1)∗u1 ⊕ γ0δ5(γ1δ1)∗u2.

Dé�nition 2.28 (Périodicité). Une série s est dite périodique s'il existe deux polynômes
p et q deMax

in Jγ, δK

p =
α⊕
i=0

γniδti et q =

β⊕
j=0

γNjδTj ,

et un monôme causal r = γνδτ tels que

s = p⊕ qr∗.

Les di�érentes représentations d'un GET, que ce soit la représentation graphique, la
représentation d'état ou la matrice de transfert, représente le même système à événement
discret.

2.6 Conclusion

Ce chapitre permet de présenter la théorie des dioïdes, cette structure algébrique est
au c÷ur de la modélisation des systèmes (max,+)-linéaires. Une part importante de ces
rappels est sur la présentation du dioïdeMax

in Jγ, δK qui peut adopter di�érents représentants
suivant l'application. Le représentant compteur-dateur proposé dans ce chapitre est bien
adapté à la comparaison entre deux éléments deMax

in Jγ, δK et est exploité dans la méthode
de détection vue dans le Chapitre 3.

En considérant cette structure algébrique di�érente, la représentation d'état d'un GET
est, dans la forme, très proche de la représentation d'état d'un système linéaire continu.
En outre, la relation entrée-sortie d'un GET peut être quanti�ée par H = CA∗B.

Ce chapitre met en avant les di�érents outils algébriques nécessaire au développement
d'un méthode de diagnostic.



Chapitre 3

Détection de faute dans les systèmes

(max,+)-linéaires

Dans ce chapitre, une méthode de détection de faute d'un système à événements discrets
dans le dioïde Max

in Jγ, δK est explorée, celle-ci repose sur la comparaison entre la sortie
du système, notée y, et la sortie simulée du système, notée ỹ. Dans l'algèbre usuelle, la
comparaison se fait très simplement avec la soustraction qui permet de faire la di�érence
entre deux nombres. Cette méthode de détection est déjà largement utilisée en automatique
continue. Par exemple, sur le schéma de fonctionnement représenté Figure 3.1, lorsque la
variable de sortie ε dépasse un certain seuil, une alarme se déclenche.

Système

Simulation

u

+
−

y

ỹ

ε

Figure 3.1 � Schéma d'un comparateur en automatique continue

Malheureusement, l'opérateur soustraction n'existe pas dans le dioïdeMax
in Jγ, δK. Ainsi,

il n'est pas possible de véri�er directement y = ỹ, car cela reviendrait à calculer la di�érence
entre ces deux sorties avec y − ỹ = 0. Il existe une solution proche qui est une application
directe de la théorie de la résiduation.

3.1 Mesure de di�érence entre deux trajectoires

Comme vu dans la Section 2.4, il est possible de mesurer la distance maximale entre
deux courbes avec l'application R]a. Les écarts entre les deux sorties y et ỹ peuvent être
mesurés, autant dans le domaine événementiel γ que temporel δ. Cet écart peut varier sur
la trajectoire, c'est pourquoi il est nécessaire de rechercher la borne inférieure et la borne
supérieure avec les deux calculs complémentaires y◦/ỹ et ỹ◦/y.

3.1.1 Écart temporel

À l'aide de l'application R]a, il est possible de borner la distance dans le domaine
temporel δ entre les sorties y et ỹ données dans le dioïde Max

in Jγ, δK. A�n d'obtenir la
borne supérieure et la borne inférieure, les deux calculs y◦/ỹ et ỹ◦/y, sous forme représentant
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compteur-dateur, sont appliqués. Le calcul y◦/ỹ permet de dé�nir la borne supérieure alors
que ỹ◦/y permet de dé�nir la borne inférieure.

Dé�nition 3.1 (Borne inférieure de l'écart temporel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈
Max

in Jγ, δK, la borne inférieure de l'écart temporel entre y et ỹ, notée στ , est dé�nie par
le point d'intersection de ỹ◦/y avec l'axe du domaine temporel δ. Ce point d'intersection
correspond alors au monôme

mτ = γ0δστ .

Dé�nition 3.2 (Borne supérieure de l'écart temporel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈
Max

in Jγ, δK, la borne supérieure de l'écart temporel entre y et ỹ, notée στ , est dé�nie par
le point d'intersection de y◦/ỹ avec l'axe du domaine temporel δ. Ce point d'intersection
correspond alors au monôme

mτ = γ0δστ .

Dé�nition 3.3 (Écart temporel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈ Max
in Jγ, δK, l'écart tem-

porel entre y et ỹ est dé�ni par l'intervalle

Στ (y, ỹ) = [στ ;−στ ].

Exemple 3.1. Soient deux trajectoires y = γ0δ3 ⊕ γ1δ4 ⊕ γ2δ∞ et ỹ = γ0δ3 ⊕ γ2δ∞ dans
Max

in Jγ, δK. Les résultats des deux calculs y◦/ỹ et ỹ◦/y, sous forme représentant compteur-
dateur, sont

y◦/ỹ = ((δ−1)∗)(γ0δ0)⊕ γ1δ1 ⊕ (γ∗ ⊕ (δ−1)∗)(γ2δ∞),

ỹ◦/y = ((δ−1)∗)(γ0δ−1)⊕ γ1δ0 ⊕ (γ∗ ⊕ (δ−1)∗)(γ2δ∞).

À partir de ces résultats, les points d'intersection mτ et mτ peuvent être obtenus,

mτ = γ0δ−1, mτ = γ0δ0.

De ces monômes sont extraites les deux bornes,

στ = −1, στ = 0.

Ces résultats peuvent également être obtenus graphiquement (cf. Figure 3.2). Ainsi, l'écart
temporel entre les trajectoires y et ỹ est

Στ (y, ỹ) = [−1; 0].

Cet intervalle contient les informations suivantes,
� la trajectoire y est au pire 1 unité de temps en retard par rapport à la trajectoire

ỹ,
� la trajectoire y est au mieux en phase par rapport à la trajectoire ỹ.

3.1.2 Écart événementiel

De manière équivalente au calcul de l'écart temporel, il est possible de borner la distance
dans le domaine événementiel γ entre les sorties y et ỹ données dans le dioïdeMax

in Jγ, δK.
Les deux calculs y◦/ỹ et ỹ◦/y sous forme représentant compteur-dateur permettent d'obtenir
la borne supérieure et la borne inférieure. Contrairement au calcul de l'écart temporel, la
borne supérieure est dé�nie par ỹ◦/y alors que la borne inférieure est dé�nie par y◦/ỹ.
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1 2 3

−2

−1

1

2
ỹ◦/y

mτ

στ

γ

δ

(a) Distance minimale

1 2 3

−2

−1

1

2
y◦/ỹ

mτ

γ

δ

(b) Distance maximale

Figure 3.2 � Représentation graphique de l'écart temporel entre y et ỹ

Dé�nition 3.4 (Borne inférieure de l'écart événementiel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈
Max

in Jγ, δK, la borne inférieure de l'écart événementiel entre y et ỹ, notée σν , est dé�nie par
le point d'intersection de y◦/ỹ avec l'axe du domaine événementiel γ. Ce point d'intersection
correspond alors au monôme

mν = γσνδ0.

Dé�nition 3.5 (Borne supérieure de l'écart événementiel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈
Max

in Jγ, δK, la borne supérieure de l'écart événementiel entre y et ỹ, notée σν , est dé�nie par
le point d'intersection de ỹ◦/y avec l'axe du domaine événementiel γ. Ce point d'intersection
correspond alors au monôme

mν = γσνδ0.

Dé�nition 3.6 (Écart événementiel). Soient deux trajectoires y, ỹ ∈ Max
in Jγ, δK, l'écart

événementiel entre y et ỹ est dé�ni par l'intervalle

Σν(y, ỹ) = [−σν ;σν ].

Exemple 3.2. Soient deux trajectoires y = γ0δ3 ⊕ γ1δ4 ⊕ γ2δ∞ et ỹ = γ0δ3 ⊕ γ2δ∞ dans
Max

in Jγ, δK. Les résultats des deux calculs y◦/ỹ et ỹ◦/y, sous forme représentant compteur-
dateur, sont

y◦/ỹ = ((δ−1)∗)(γ0δ0)⊕ γ1δ1 ⊕ (γ∗ ⊕ (δ−1)∗)(γ2δ∞),

ỹ◦/y = ((δ−1)∗)(γ0δ−1)⊕ γ1δ0 ⊕ (γ∗ ⊕ (δ−1)∗)(γ2δ∞).

À partir de ces résultats, les points d'intersection mν et mν peuvent être obtenus,

mν = γ0δ0, mν = γ1δ0.

De ces monômes sont extraites les deux bornes,

σν = 0, σν = 1.

Ces résultats peuvent également être obtenus graphiquement (cf. Figure 3.3). Ainsi, l'écart
événementiel entre les trajectoires y et ỹ est

Στ (y, ỹ) = [0; 1].

Cet intervalle contient les informations suivantes,
� la trajectoire y est au pire 1 événement en avance par rapport à la trajectoire ỹ,
� la trajectoire y est au mieux en phase par rapport à la trajectoire ỹ.
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(b) Distance maximale

Figure 3.3 � Représentation graphique de l'écart événementiel entre y et ỹ

3.2 Dé�nition de l'indicateur

Dé�nition 3.7 (Défaillance). Une défaillance est lorsqu'une sortie observée ne correspond
pas à la sortie attendue.

Remarque. Une défaillance est causée par une faute. Une faute qui se produit dans le
système sans in�uencer de sortie ne déclenchera pas de défaillance (cf. Chapitre 4).

Dé�nition 3.8 (Indicateur). Un indicateur est une fonction qui, à l'aide des observations
du système, détecte la présence ou non d'une défaillance dans le système. Ainsi, si l'indica-
teur renvoie "vrai", alors il y a présence d'une défaillance dans le système. Si l'indicateur
renvoie "faux", alors il y a absence de défaillance dans le système.

La qualité d'un indicateur est quanti�able à l'aide des taux de détection et de fausse
alarme.

Dé�nition 3.9 (Taux de détection). Le taux de détection est le pourcentage de réussite
de la méthode de détection. Par exemple, un taux de détection de 90% veut dire que sur
100 tests sur un système avec une défaillance, 90 détecteront correctement la défaillance.

Dé�nition 3.10 (Taux de fausse alarme). Le taux de fausse alarme est le pourcentage de
fausses alarmes de la méthode de détection. Par exemple, un taux de fausse alarme de 5%
veut dire que sur 100 tests sur un système sain (sans défaillance), 5 détecteront à tort une
défaillance.

Un indicateur qui possède un taux de détection faible détecte peu de défaillances. Pa-
reillement, un indicateur qui possède un taux de fausse alarme important détecte beaucoup
de défaillances à tort, ce qui peut entraîner des arrêts de fonctionnement intempestifs et
inutiles. Pour une méthode de détection e�cace, l'indicateur doit maximiser le taux de
détection tout en minimisant le taux de fausse alarme.

Dé�nition 3.11 (Indicateur correct). Un indicateur correct est un indicateur qui possède
un taux de fausse alarme de 0%. Cela signi�e qu'il n'y aura pas d'alarme s'il n'y a pas de
défaillance.

Dé�nition 3.12 (Indicateur complet). Un indicateur complet est un indicateur qui pos-
sède un taux de détection de 100%. Cela signi�e que toutes les défaillances seront correc-
tement détectées.

Dé�nition 3.13 (Indicateur parfait). Un indicateur parfait est un indicateur qui est à la
fois correct et complet.
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3.2.1 Dans le cas d'un système SISO

Les di�érences entre deux trajectoires, autant dans le domaine temporel que dans le
domaine événementiel, peuvent être déterminées avec la mesure des écarts. Si les deux
trajectoires sont équivalentes, autrement dit y = ỹ, alors les écarts seront nuls. À partir de
cette propriété, la construction d'un indicateur autour des deux calculs complémentaires
y◦/ỹ et ỹ◦/y peut être faite. La bibliothèque de calcul "minmaxgd" écrite en C++ présentée
dans [CLHB00] est utilisée pour calculer la résiduée.

La détection ne peut se faire qu'à partir des observations du système réel, c'est-à-dire
l'entrée u et la sortie y. Due à la très bonne connaissance du modèle, en particulier de la
fonction de transfert H, la réponse nominale, notée ỹ, de l'entrée u peut être simulée.

Par la suite, les calculs de résiduation seront utilisés a�n d'extraire les écarts entre les
trajectoires du système réel et de la simulation. C'est avec l'étude de ces écarts qu'une
décision sera prise quant à la présence d'une défaillance ou non. Ce fonctionnement est
regroupé dans un bloc de détection représenté sur la Figure 3.4.

Calcul

des résiduées

Calcul

des écarts

Analyse

des écarts

y

ỹ

y◦/ỹ

ỹ◦/y

Σν

Στ

résultat

Figure 3.4 � Fonctionnement du bloc de détection

Dé�nition 3.14 (Indicateur). Soient un système (max,+)-linéaire et H ∈ Max
in Jγ, δK sa

fonction de transfert, u et y les trajectoires d'entrées et de sorties observées de ce système
dans le dioïdeMax

in Jγ, δK, il existe un indicateur noté IH(u, y). Cet indicateur est dé�ni tel
que

IH(u, y) =

{
faux si pour ỹ = Hu, Σν(y, ỹ) = [0; 0], Στ (y, ỹ) = [0; 0],

vrai sinon.
(3.1)

Proposition 3.1. L'indicateur IH(u, y) est correct.

Démonstration. Prouver que IH(u, y) est correct revient à dire que pour toutes trajectoires
y et ỹ dansMax

in Jγ, δK, telles que y et ỹ sont identiques, alors Σν(y, ỹ) = [0; 0] et Στ (y, ỹ) =
[0; 0].

Si y et ỹ sont identiques, alors y◦/ỹ = ỹ◦/y = y◦/y. En posant x = y◦/y, d'après le
Théorème 2.8, x est une étoile, soit x = e⊕ . . . (cf. la Dé�nition 2.15).

Ici, il existe donc dans y◦/ỹ et dans ỹ◦/y un monôme e = γ0δ0. Cela signi�e que l'exposant
de la variable γ et de la variable δ sont nuls sur le même monôme, ainsi mν = mν = γ0δ0 et
mτ = mτ = γ0δ0. Les bornes des écarts événementiel σν = σν = 0 et temporel στ = στ = 0,
ce qui donne

Σν(y, ỹ) = [0; 0], Στ (y, ỹ) = [0; 0].

L'indicateur IH(u, y) est correct.

Proposition 3.2. L'indicateur IH(u, y) est complet.

Démonstration. Prouver que IH(u, y) est complet revient à dire que dans tous les cas où
l'indicateur renvoie faux, alors y et ỹ sont identiques. Ainsi si l'indicateur renvoie faux,
alors Σν(y, ỹ) = [0; 0] et Στ (y, ỹ) = [0; 0].

Pour obtenir Σν(y, ỹ) = [0; 0], il faut

σν = min
i≥0

(nyi − nỹi) = 0, σν = min
i≥0

(nỹi − nyi) = 0.
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σν = 0 implique que ∀i ≥ 0, nyi ≥ nỹi, alors que σν = 0 implique que ∀i ≥ 0, nỹi ≥ nyi,
nécessairement ∀i ≥ 0, nyi = nỹi.

Il en va de même pour obtenir Στ (y, ỹ) = [0; 0], il faut

στ = max
i≥0

(tỹi − tyi) = 0, στ = max
i≥0

(tyi − tỹi) = 0.

στ = 0 implique que ∀i ≥ 0, tyi ≥ tỹi, alors que στ = 0 implique que ∀i ≥ 0, tỹi ≥ tyi,
nécessairement ∀i ≥ 0, tyi = tỹi.

Donc, si ∀i ≥ 0, nyi = nỹi et tyi = tỹi, alors y = ỹ. La seule solution pour que
l'indicateur renvoie faux est lorsque y = ỹ.

L'indicateur IH(u, y) est complet.

Proposition 3.3. L'indicateur IH(u, y) est parfait.

Démonstration. D'après la Proposition 3.1, l'indicateur est correct, alors que d'après la
Proposition 3.2, l'indicateur est complet. L'indicateur IH(u, y) est parfait.

3.2.2 Extension au cas MIMO

L'indicateur IH(u, y) permet de comparer la sortie du système réel et la sortie du
simulateur, celui-ci ne fonctionne que sur des système SISO, il est donc très limité. En e�et,
il ne peut fonctionner tel quel sur des systèmes MIMO. Il est donc nécessaire d'étendre cet
indicateur pour des systèmes multi-sorties. En posant une contrainte supplémentaire, qui
est que le nombre de sorties entre le système réel et le simulateur doit être identique, il est
possible d'étendre cet indicateur au systèmes MIMO. Ainsi, Ỹ , Y ∈Max

in Jγ, δKp où p est le
nombre de sortie du système.

L'extension de l'indicateur se fait naturellement en appliquant l'indicateur sur chaque
sortie. Puis, le calcul de la résiduation est appliquée sur chaque sortie pour en extraire
les écarts. Après analyse de ces écarts, l'indicateur annonce si il y a une défaillance sur
cette sortie. Si au moins une des sorties est défaillante, alors le système est défaillant. Ce
fonctionnement est représenté sur le Figure 3.5.

Y

Ỹ

Bloc de détection 1

Bloc de détection p

y1

yp

ỹ1

ỹp

Analyse des résultats

Résultat 1

Résultat p

Résultat

Figure 3.5 � Fonctionnement du bloc de détection multi-sorties

Dé�nition 3.15 (Indicateur). Soient un système (max,+)-linéaire et H ∈ Max
in Jγ, δKp×q

sa fonction de transfert, U ∈ Max
in Jγ, δKq et Y ∈ Max

in Jγ, δKp les trajectoires des entrées et
des sorties observées de ce système, il existe un indicateur noté IH(U, Y ). Cet indicateur
est dé�ni tel que

IH(U, Y ) =

p∨
i=1

IH(U, yi), (3.2)
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où IH(U, yi) est noté

IH(U, yi) =

{
faux si pour Ỹ = HU, Σν(yi, ỹi) = [0; 0], Στ (yi, ỹi) = [0; 0],

vrai sinon.
(3.3)

Le système est ainsi considéré défaillant lorsqu'au moins une de ses sorties est dé-
faillante.

Proposition 3.4. L'indicateur IH(U, Y ) est correct.

Démonstration. S'il n'y a pas de défaillance dans le système, cela signi�e qu'aucune sortie
du système n'a de défaillance, alors tous les indicateurs IH(U, yi) renvoient faux, car,
d'après la Proposition 3.1, c'est un indicateur correct. Or, si tous les indicateurs IH(U, yi)
renvoient faux, alors l'indicateur IH(U, Y ) renvoie également faux. L'indicateur IH(U, Y )
est correct.

Proposition 3.5. L'indicateur IH(U, Y ) est complet.

Démonstration. Si le système est défaillant, cela signi�e qu'au moins une des sorties du
système est défaillante, alors l'indicateur associé renvoie vrai car, d'après la Proposition 3.2,
c'est un indicateur complet. Or, si au moins un des indicateur IH(U, yi) renvoie vrai, alors
l'indicateur IH(U, Y ) renvoie également vrai. L'indicateur IH(U, Y ) est complet.

Proposition 3.6. L'indicateur IH(U, Y ) est parfait.

Démonstration. D'après la Proposition 3.4, l'indicateur est correct, alors que d'après la
Proposition 3.5, l'indicateur est complet. L'indicateur IH(U, Y ) est parfait.

Remarque. Une autre méthode pour parvenir à ce résultat est d'e�ectuer le calcul de la
résiduation, non plus terme à terme mais sous forme matriciel. Dans ce cas, les éléments
intéressants, c'est-à-dire les résiduations de chaque sortie au même indice, se situent sur la
diagonale de la matrice résultante. Les deux calculs complémentaires y◦/ỹ et ỹ◦/y deviennent
Y ◦/Ỹ et Ỹ ◦/Y avec

Y ◦/Ỹ =

y1◦/ỹ1 · · · y1◦/ỹp
...

. . .
...

yp◦/ỹ1 · · · yp◦/ỹp

 , Ỹ ◦/Y =

ỹ1◦/y1 · · · ỹ1◦/yp
...

. . .
...

ỹp◦/y1 · · · ỹp◦/yp

 .

Ainsi, il est possible d'extraire les écarts de chaque sortie et en tirer un résultat sur chaque
sortie.

Exemple 3.3. Soit le système (max,+)-linéaire représenté par la Figure 3.6, il respecte
la représentation d'état suivante :

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.

Ce système est soumis aux entrées suivantes :

u1 = γ0δ2 ⊕ γ1δ4 ⊕ γ3δ∞,
u2 = γ0δ3 ⊕ γ1δ5 ⊕ γ3δ∞.
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Figure 3.6 � Un GET modélisant un système (max,+)-linéaire MIMO

La réponse attendue est :

ỹ1 = γ0δ11 ⊕ γ1δ13 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ∞,
ỹ2 = γ0δ8 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ∞.

Une faute se produit, la réponse observée ne correspond pas à la réponse attendue et
est égale à :

y1 = γ0δ12 ⊕ γ1δ14 ⊕ γ2δ14 ⊕ γ3δ∞,
y2 = γ0δ8 ⊕ γ1δ10 ⊕ γ2δ11 ⊕ γ3δ∞.

Le calcul des résiduées permet d'obtenir les écarts suivants :

Σν(y1, ỹ1) = [0; 1], Στ (y1, ỹ1) = [−1; 0],

Σν(y2, ỹ2) = [0; 0], Στ (y2, ỹ2) = [0; 0].

L'analyse de ces écarts permet de conclure qu'une déviation est présente sur y1. L'analyse
de ces résultats donne :

IH(U, Y ) = IH(U, y1) ∨ IH(U, y2) = vrai ∨ faux = vrai.

Le système est alors défaillant.

3.3 Conclusion

La méthode de diagnostic proposée dans ce chapitre répond bien à la première problé-
matique posée par le diagnostic, à savoir :

1. Le problème de la détection. Comment déterminer que le système est défaillant ?

La solution proposée utilise la comparaison entre deux trajectoires pour répondre à cette
problématique. Les systèmes (max,+)-linéaires étant un modèle déterministe, la réponse
attendue Ỹ aux entrées U peut être calculée. L'analyse du résultat de la comparaison
entre la réponse attendue et la réponse observée Y permet de conclure quant au bon
fonctionnement du système. La comparaison de ces deux trajectoires est possible grâce à
une application directe de la théorie de la résiduation.

Dans le cadre des sytèmes de production, l'indicateur proposé est de bonne qualité.
L'absence de fausses alarmes réduit au maximum les arrêts de fonctionnement intempestifs,
alors que la détection de la moindre variation observable permet une réaction rapide, que
ce soit par une opération de maintenance ou par un changement de la commande.



Chapitre 4

Localisation de faute dans les

systèmes (max,+)-linéaires

Les di�érentes fautes qui peuvent se produire dans un système (max,+)-linéaire ont
une in�uence distincte sur les observations suivant l'architecture du système. Cela signi�e
que l'ensemble des indicateurs qui seront levés, appelés signature de défaut, sera di�érente
suivant l'emplacement de la faute. Une méthode de localisation en automatique classique
dé�ni dans [BDL+01, Chapitre 2, p. 43-68] repose sur des résidus structurés, c'est-à-dire
un signal qui re�ète la cohérence des données mesurées par rapport au modèle, lorsque ces
résidus dépassent un certain seuil, une faute a été détectée. Dans le dioïde Max

in Jγ, δK, la
moindre variation observable sera détectée grâce à l'indicateur proposé dans le Chapitre 3.
L'idée est donc d'utiliser ces indicateurs a�n de construire une signature de défaut et
d'extraire les di�érentes fautes candidate à partir de l'analyse de cette signature.

Avant de pouvoir localiser une faute, il est important d'avoir bien dé�ni leur représen-
tation dans le dioïde Max

in Jγ, δK. En e�et, les fautes peuvent être très di�érentes les une
des autres, par exemple, une machine qui met plus de temps à e�ectuer sa tâche n'aura
pas la même in�uence sur le fonctionnement du système qu'un arrêt du �ux d'entrée d'une
machine. Ces deux fautes ne respectent pas la même représentation. Ainsi, de manière
exhaustive, les fautes qui peuvent se produire dans un système (max,+)-linéaire peuvent
rentrer dans les catégories suivantes :

� décalage temporel,
� décalage événementiel,
� disparition de paramètres,
� court-circuit,
� perturbation extérieure.

4.1 Modèle de faute d'un système (max,+)-linéaire

Les fautes peuvent a�ecter les sorties du système de manière diverse, que ça soit par
un e�et multiplicatif, c'est-à-dire que la faute a�ecte la sortie par l'opération ⊗, ou par
un e�et additif, c'est-à-dire que la faute a�ecte la sortie par l'opération ⊕. Comme illustré
sur la Figure 4.1, une faute n'aura pas les mêmes conséquences suivant si elle a lieu dans
les matrices A, B ou C. Une faute correspond à :

� une faute d'état lorsque la faute se produit dans la matrice A (cf. Exemple 4.3),
� une faute d'entrée lorsque la faute se produit dans la matrice B (cf. Exemple 4.4),
� une faute de sortie lorsque la faute se produit dans la matrice C (cf. Exemple 4.6).

Quelque soit son emplacement ou l'e�et par lequel elle se manifeste sur les observations,
la faute in�ue sur les paramètres, que ce soit en modi�ant les paramètres existant ou en
créant des nouveaux.
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Entrées
U

États Sorties
Y

fB fA fC

Figure 4.1 � Décomposition "entrée-état-sortie"

4.1.1 Dé�nition d'un paramètre d'un système (max,+)-linéaire

En automatique continu, les paramètres sont les propriétés intrinsèques du système,
c'est-à-dire les caractéristiques mathématiques données par les équations du modèle phy-
sique. Dans un système (max,+)-linéaire, un GET permet de décrire un modèle physique,
les paramètres de ce modèle sont représentés par les monômes rattachés aux di�érentes
places.

Le fonctionnement nominal d'une place est représenté par le monôme γniδti où ni est
le nombre de jetons présents initialement dans cette place et ti la temporisation liée à cette
place. Les paramètres ne sont plus décrit par leur fonctionnement nominal, mais par la
variable pi, notée alors :

pi = γniδti (4.1)
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Figure 4.2 � Un GET avec 2 �ux d'entrées et 2 �ux de sorties

Exemple 4.1. Le système (max,+)-linéaire représenté par le GET de la Figure 4.2 res-
pecte la représentation d'état suivante :

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.
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En décrivant les paramètres de ce système par la variable pi, l'ensemble suivant est obtenu :

p1 = γ0δ1, p2 = γ0δ3, p3 = γ0δ2,

p4 = γ0δ1, p5 = γ0δ2, p6 = γ1δ1,

p7 = γ0δ1, p8 = γ0δ3, p9 = γ0δ1.

Ce qui, en remplaçant cet ensemble dans la représentation d'état, donne ces équations :

X =


. . . .

p3 . . p4

p5 . p6 .

. . p7 .

X ⊕


p1 .

. .

. p2

. .

U,

Y =

(
. p8 . .

. . . p9

)
X.

4.1.2 Représentation des fautes de type modi�cation de paramètres

Lorsqu'une faute modi�e directement les paramètres du système, que ce soit une dé-
viation de la variable liée aux événements γ, une déviation de la variable liée au temps δ
ou une suppression de cette variable, elle se fera à l'aide de l'application ⊗. La variable pi
décrit maintenant le fonctionnement nominal et le monôme qui décrit la faute, noté fi, et
est noté alors :

pi = γniδti ⊗ fi. (4.2)

Les fautes qui respectent cette représentation sont appelées modi�cations de paramètres
et regroupent les fautes de type :

� décalage temporel,
� décalage événementiel,
� disparition de paramètres.
Une propriété intéressante de cette représentation est que l'ensemble des fautes peut

être cumulé dans un seul monôme. Le nombre de fautes de type modi�cation de para-
mètres pouvant apparaître dans un système (max,+)-linéaire est limité par le nombre de
paramètres.

Exemple 4.2. La représentation d'état du GET de la Figure 4.2 comporte 9 paramètres,
notés de p1 à p9, ce système (max,+)-linéaire comporte alors un maximum de 9 fautes de
type modi�cation de paramètres, notées de f1 à f9.

Décalage temporel

Un décalage temporel est un changement dans la temporisation liée à une place du GET.
une temporisation augmentée est appelée retard temporel, alors que une temporisation
diminuée est appelée avance temporelle. La présence d'un décalage temporel est représenté
par :

fi = γ0δt
′
i avec t′i ≥ −ti. (4.3)

Une vitesse trop importante d'un tapis roulant ou un temps de travail d'une machine
augmentée sont des exemples de faute de cette catégorie.

Exemple 4.3. Dans le GET de la Figure 4.3, le paramètre p4 contient une faute qui
rajoute une unité de temps dans sa temporisation, il se note alors p4 = γ0δ1⊗ γ0δ1. Grâce
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(b) Fonctionnement en faute

Figure 4.3 � Un GET dans lequel on introduit un décalage temporel

aux règles de simpli�cations de Max
in Jγ, δK, il devient p4 = γ0δ2. La représentation d'état

du système devient :

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ2

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.

Décalage événementiel

Un décalage événementiel est un changement dans le nombre de jetons présent initiale-
ment dans une place du GET. Un nombre de jetons augmenté est appelé avance événemen-
tielle, alors qu'un nombre de jetons diminué est appelé retard événementiel. La présence
d'un décalage événementiel est représenté par :

fi = γn
′
iδ0 avec n′i ≥ −ni. (4.4)

Une ressource manquante ou une pièce déjà présente initialement sur un tapis roulant sont
des exemples de faute de cette catégorie.
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Figure 4.4 � Un GET dans lequel on introduit un décalage événementiel

Exemple 4.4. Dans le GET de la Figure 4.4, le paramètre p2 contient une faute qui rajoute
un jeton initialement, il se note alors p1 = γ0δ1⊗ γ1δ0. Grâce aux règles de simpli�cations
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deMax
in Jγ, δK, il devient p1 = γ1δ1. La représentation d'état du système devient :

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ1δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.

Disparition de paramètre

Une disparition de paramètre est la perte d'une place du GET. Une disparition de
paramètre est représentée par :

fi = ε. (4.5)

Ainsi, l'arrêt d'un tapis roulant ou une machine qui ne fonctionne plus sont des exemples
de faute qui rentrent dans cette catégorie. Autrement dit, ce type de faute permet de
représenter une action du système qui doit être faite mais qui ne l'est pas.
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Figure 4.5 � Un GET dans lequel on introduit une disparition de paramètre

Exemple 4.5. Dans le GET de la Figure 4.5, le paramètre p5 disparaît, il se note alors
p5 = γ0δ2 ⊗ ε. Comme ε est l'élément absorbant de l'application ⊗, le paramètre p5 est
remplacé par ε, qui représente l'absence de place. La représentation d'état du système
devient : 

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

ε . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.

4.1.3 Représentation des autres types de fautes

Lorsqu'une faute créé un nouveau paramètre, il n'est plus possible d'utiliser la repré-
sentation décrite auparavant. Une nouvelle représentation est alors nécessaire. Ces fautes
n'étant pas de la même catégorie, elles utilisent une représentation di�érente.

Un modèle de faute unique doit alors être décrit pour les fautes de type :
� court-circuits,
� perturbations extérieures.
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Court-circuit

Un court-circuit permet de représenter une erreur d'orientation dans le �ot du système,
par exemple, un aiguillage qui est bloqué dans un certaine position ou un capteur sur un
tapis qui ne fonctionne plus. Sur le modèle, cela se représente comme une nouvelle place
entre deux transitions existantes, ainsi, un nouveau paramètre est ajouté, noté pq+1, où q
est le nombre de paramètres déjà présents. Il est décrit par :

pq+1 = ε⊕ fq+1, (4.6)

où ε est la valeur de ce paramètre en fonctionnement nominal, c'est-à-dire une absence de
paramètre, et fq+1 sa valeur en fonctionnement fautif.
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Figure 4.6 � Un GET dans lequel on introduit un court-circuit

Exemple 4.6. Dans le GET de la Figure 4.6, un nouveau paramètre p10, qui contient une
temporisation de 1 unité de temps, apparaît entre les transitions x2 et y2. La représentation
d'état du système devient :

X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. γ0δ1 . γ0δ1

)
X.

Perturbation extérieure

Une perturbation extérieure est une nouvelle entrée qui n'est pas commandable. Ces
entrées, notées ω, agissent sur le système à travers le bloc R qui représente les paramètres
liés à ω. Ainsi, il est possible d'obtenir la nouvelle représentation d'état suivante :{

X = AX ⊕BU ⊕Rω,
Y = CX.

(4.7)

Un fonctionnement saccadé d'un tapis roulant ou une arrivée non contrôlée de pièces à
l'entrée du système sont des exemples de perturbations extérieures.

Exemple 4.7. Dans le GET de la Figure 4.7, une perturbation extérieure ω agit sur
la transition x2 à travers p10, le nouveau bloc R contenant p10 apparaît. La nouvelle
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Figure 4.7 � Un GET dans lequel on introduit une perturbation extérieure

représentation d'état du système devient :



X =


. . . .

γ0δ2 . . γ0δ1

γ0δ2 . γ1δ1 .

. . γ0δ1 .

X ⊕


γ0δ1 .

. .

. γ0δ3

. .

U ⊕


.

γ0δ1

.

.

ω,

Y =

(
. γ0δ3 . .

. . . γ0δ1

)
X.

4.1.4 Bilan de classi�cation de faute

Dans les systèmes (max,+)-linéaires, les di�érentes fautes peuvent adopter une re-
présentation commune, en particulier les fautes de type modi�cation de paramètres qui
regroupent les fautes de type décalage temporel, décalage événementiel et disparition de
paramètres. La méthode de localisation proposée dans ce chapitre repose sur la représen-
tation de ce type de fautes.

D'autres fautes adoptent une représentation di�érente et ne sont pas prise en compte
dans cette méthode. En particulier, les fautes de type court-circuit et perturbation ex-
térieure. Il est intéressant de noter qu'une méthode basée sur les observateurs proposée
dans [HMCSM10] permet d'analyser les pertes de performances temporelles liées à des
perturbations extérieures.

4.2 Dé�nition de la méthode de localisation

Dans le cas des fautes de type modi�cation de paramètre, la formulation unique pi =
γniδti ⊗ fi fait apparaître le modèle de bon fonctionnement, γniδti , et de mauvais fonc-
tionnement, fi, nul en fonctionnement normal, c'est-à-dire fi = e. Les di�érentes causes de
défaillance sont alors représentées par les di�érentes fautes fi. Le problème de localisation
consiste à reconnaître quelle faute fi est non nulle.

Dans cette section, le GET de la Figure 4.8 sera utilisé a�n d'illustrer cette méthode
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Figure 4.8 � Le GET de la Figure 4.2 avec modélisation de l'observation des états

de localisation. Ce GET possède la représentation d'état suivante :

X =


. . . .

p3 . . p4

p5 . p6 .

. . p7 .

X ⊕


p1 .

. .

. p2

. .

U,

Y =



. p8 . .

. . . p9

p10 . . .

. p11 . .

. . p12 .

. . . p13


X.

4.2.1 Génération de la matrice de signature

À partir de la relation entrée-sortie du système donné par :

Y =



p1p3p8 ⊕ p1p5p4p7p8(p6)∗ p2p4p7p8(p6)
∗

p1p5p7p9(p6)
∗ p2p7p9(p6)

∗

p1p10 ε
p1p3p8 ⊕ p1p5p4p7p11(p6)∗ p2p4p7p11(p6)

∗

p1p5p4p12(p6)
∗ p2p12(p6)

∗

p1p5p7p13(p6)
∗ p2p7p13(p6)

∗

U,

il est possible de déterminer de quels paramètres va dépendre chaque sortie. La décompo-
sition de cette relation entrée-sortie donne les équations suivantes :

y1 = (p1p3p8 ⊕ p1p5p4p7p8(p6)∗)u1 ⊕ (p2p4p7p8(p6)
∗)u2,

y2 = (p1p5p7p9(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p7p9(p6)

∗)u2,

y3 = (p1p10)u1,

y4 = (p1p3p11 ⊕ p1p5p4p7p11(p6)∗)u1 ⊕ (p2p4p7p11(p6)
∗)u2,

y5 = (p1p5p4p12(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p12(p6)

∗)u2,

y6 = (p1p5p7p13(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p7p13(p6)

∗)u2.
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L'information "L'indicateur IH(U, yi) peut être levé par la faute fj" est donc contenue
dans ces équations. En e�et, les paramètres pj contiennent les fautes fj et chaque indicateur
IH(U, yi) est associé à une sortie yi. Ainsi, la relation entrée-sortie dé�nie par les équations
précédentes contiennent les informations suivantes :

IH(U, y1) peut être levé par {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8},
IH(U, y2) peut être levé par {f1, f2, f5, f6, f7, f9},
IH(U, y3) peut être levé par {f1, f10},
IH(U, y4) peut être levé par {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f11},
IH(U, y5) peut être levé par {f1, f2, f5, f6, f12},
IH(U, y6) peut être levé par {f1, f2, f5, f6, f7, f13}.

Ces informations peuvent être regroupées dans une matrice de signature notée M . Chaque
colonne attaché à une faute fi correspond à la signature de faute associée.

Dé�nition 4.1 (Signature de faute). La signature de faute associée à une faute fi corres-
pond à l'ensemble, noté Pfi , des indicateurs pouvant être levé par fi.

Exemple 4.8. La faute f7 peut lever les indicateurs IH(U, y1), IH(U, y2), IH(U, y4) et
IH(U, y6), la signature de faute associée est

Pf7 = {IH(U, y1), IH(U, y2), IH(U, y4), IH(U, y6)}.

Dé�nition 4.2 (Matrice de signature). SoitM ∈ Bp×q la matrice qui représente la relation
I × F où :

� I est l'ensemble des indicateurs,
� F est l'ensemble des fautes,
� p est le nombre d'indicateurs,
� q est le nombre de fautes.

Cette matrice est appelée matrice de signature et est dé�nie par

Mij ,

{
1 si IH(U, yi) peut être levé par fj ,

0 sinon.

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13

IH(U, y1) 1 1 1 1 1 1 1 1 - - - - -

IH(U, y2) 1 1 - - 1 1 1 - 1 - - - -

IH(U, y3) 1 - - - - - - - - 1 - - -

IH(U, y4) 1 1 1 1 1 1 1 - - - 1 - -

IH(U, y5) 1 1 - - 1 1 - - - - - 1 -

IH(U, y6) 1 1 - - 1 1 1 - - - - - 1

Table 4.1 � Matrice de signature du GET de la Figure 4.8

La matrice de signature de l'exemple traité ici (cf. Table 4.1) donne 8 fautes possédant
une signature unique (f1, f7, f8, f9, f10, f11, f12 et f13), une paire de faute partageant une
même signature (f3 et f4) et un ensemble de 3 fautes détenant une même signature (f2,
f5 et f6).

En raison de la nature de l'opérateur ⊕, ces fautes n'ont pas forcément une in�uence sur
ces sorties. En e�et, une faute peut agir sur une sortie en aval mais n'est pas su�samment



4.2. Dé�nition de la méthode de localisation 43

importante pour changer la valeur d'une synchronisation et par conséquent ne pas a�ecter
une sortie plus en aval.

Exemple 4.9. Une faute est apparue dans le système, elle a été correctement détectée et
l'ensemble des indicateurs levés, noté S, est

S = {IH(U, y1), IH(U, y2)}.

L'analyse de la matrice de signature permet d'extraire les informations suivantes :
� la présence d'une déviation sur y1 permet d'exclure les fautes f9, f10, f11, f12 et

f13,
� la présence d'une déviation sur y2 permet d'exclure les fautes f3, f4 et f8.

Les fautes candidates restantes sont f1, f2, f5, f6 ou f7.
Une faute de type décalage temporel, décalage événementiel ou disparition de paramètre

a eu lieu sur un des paramètres p1, p2, p5, p6 ou p7.

4.2.2 Génération de la matrice de signature minimale

Dans le dioïdeMax
in Jγ, δK, l'application ⊕ introduit une relation d'ordre. Ce qui signi�e

que certains paramètres n'in�uent pas sur les indicateurs dans tous les cas. Cependant,
grâce à la propriété de distributivité de l'application ⊗, il est possible de déterminer un
plus grand facteur commun entre les di�érents blocs délimités par ⊕.

En reprenant la relation entrée-sortie du GET de la Figure 4.8, le plus grand facteur
commun est visualisé en rouge sur les équations suivantes :

y1 = (p1p3p8 ⊕ p1p5p4p7p8(p6)∗)u1 ⊕ (p2p4p7p8(p6)
∗)u2,

y2 = (p1p5p7p9(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p7p9(p6)

∗)u2,

y3 = (p1p10)u1,

y4 = (p1p3p11 ⊕ p1p5p4p7p11(p6)∗)u1 ⊕ (p2p4p7p11(p6)
∗)u2,

y5 = (p1p5p4p12(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p12(p6)

∗)u2,

y6 = (p1p5p7p13(p6)
∗)u1 ⊕ (p2p7p13(p6)

∗)u2.

L'information donnée par le plus grand facteur commun est que IH(U, yi) est nécessaire-

ment levé par fj . Cela correspond aux informations suivantes :

IH(U, y1) est nécessairement levé par {f8},
IH(U, y2) est nécessairement levé par {f7, f9},
IH(U, y3) est nécessairement levé par {f1, f10},
IH(U, y4) est nécessairement levé par {f11},
IH(U, y5) est nécessairement levé par {f12},
IH(U, y6) est nécessairement levé par {f7, f13}.

Ces informations peuvent être regroupées dans une matrice de signature minimale notée
Mmin. Chaque colonne attaché à une faute fi correspond à la signature de faute minimale
associée.

Dé�nition 4.3 (Signature de faute minimale). La signature de faute minimale associée à
une faute fi correspond à l'ensemble, noté Nfi , des indicateurs nécessairement levés par
fi.

Exemple 4.10. La faute f7 lève nécessairement les indicateurs IH(U, y2) et IH(U, y6), la
signature de défaut minimale associée à cette faute est

Nf7 = {IH(U, y2), IH(U, y6)}.
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Dé�nition 4.4 (Matrice de signature minimale). Soit Mmin ∈ Bp×q la matrice qui repré-
sente la relation I × F où :

� I est l'ensemble des indicateurs,
� F est l'ensemble des fautes,
� p est le nombre d'indicateurs,
� q est le nombre de fautes.

Cette matrice est appelée matrice de signature minimale et est dé�nie par

(Mmin)ij ,

{
1 si IH(U, yi) est nécessairement levé par fj ,

0 sinon.
(4.8)

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13

IH(U, y1) - - - - - - - 1 - - - - -

IH(U, y2) - - - - - - 1 - 1 - - - -

IH(U, y3) 1 - - - - - - - - 1 - - -

IH(U, y4) - - - - - - - - - - 1 - -

IH(U, y5) - - - - - - - - - - - 1 -

IH(U, y6) - - - - - - 1 - - - - - 1

Table 4.2 � Matrice de signature minimale du GET de la Figure 4.8

Exemple 4.11. En reprenant l'Exemple 4.9, l'analyse de la matrice de signature minimale
(cf. Table 4.2) permet d'extraire les informations supplémentaires suivantes :

� l'absence de déviation sur y3 permet d'exclure la faute f1,
� l'absence de déviation sur y6 permet d'exclure la faute f7.

Ce qui permet de restreindre les fautes candidates à f2, f5 ou f6.
Une faute de type décalage temporel, décalage événementiel ou disparition de paramètre

à eu lieu sur un des paramètres p2, p5 ou p6.

4.2.3 Utilisation des matrices pour la localisation de faute

Ainsi, en combinant les informations contenues dans la matrice de signature et dans
la matrice de signature minimale, il est possible de déterminer quelles sorties vont être
in�uencées et peuvent être in�uencées par une faute.

Pour le système (max,+)-linéaire modélisé par le GET de la Figure 4.8, les informations
contenues dans ces matrices sont récapitulées dans la Table 4.3.

Grâce à la matrice de signature et à la matrice de signature minimale, il est possible
de résumer l'in�uence de chaque faute sur les indicateurs. Ainsi, une faute est candidate si
l'ensemble des indicateurs qui compose la signature minimale Nfi sont levés et si l'ensemble
des indicateurs levés font partie de la signature Pfi .

Dé�nition 4.5 (Faute candidate). Soit S l'ensemble des indicateurs levés, Pfi la signature
de faute et Nfi la signature de faute minimale, si Nfi ⊆ S et S ⊆ Pfi , alors fi est une
faute candidate.
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Déviation

sûre possible

f1 {y3} {y1, y2, y3, y4, y5, y6}
f2 ∅ {y1, y2, y4, y5, y6}
f3 ∅ {y1, y4}
f4 ∅ {y1, y4}
f5 ∅ {y1, y2, y4, y5, y6}
f6 ∅ {y1, y2, y4, y5, y6}
f7 {y2, y6} {y1, y2, y4, y6}
f8 {y1} {y1}
f9 {y2} {y2}
f10 {y3} {y3}
f11 {y4} {y4}
f12 {y5} {y5}
f13 {y6} {y6}

Table 4.3 � Informations contenues dans les matrices de signature et de signature minimale

4.3 Conclusion

La méthode de diagnostic proposée dans ce chapitre répond bien à la deuxième problé-
matique posée par le diagnostic, à savoir :

2. Le problème de la localisation. Comment déterminer le composant du système qui est
la cause de la défaillance ?

La solution proposée utilise les di�érents indicateurs associés aux observations du sys-
tème pour répondre à cette problématique. Les indicateurs, présentés dans le Chapitre 3
et utilisés pour répondre à la problématique de la détection, sont levés ou non suivant si
une défaillance est présente sur la sortie associée. L'analyse du comportement entrée-sortie
du système permet d'extraire une signature de faute associé à chaque faute, notée Pfi . De
plus, les propriétés des opérateurs ⊕ et ⊗ dans le dioïdeMax

in Jγ, δK autorisent une signature
de faute minimale associé à chaque faute, notée Nfi .



Conclusion et perspectives

Dans ce rapport de stage de �n d'étude, une méthode de diagnostic pour les systèmes
(max,+)-linéaires est proposée. Celle-ci repose sur la théorie des dioïdes et en particulier
la théorie de la résiduation.

Contribution

La représentation graphique dans le dioïdeMax
in Jγ, δK, appelé représentant compteur-

dateur, est utile au diagnostic. En e�et, cette représentation est bien adaptée à la compa-
raison entre deux éléments deMax

in Jγ, δK avec la mesure de distances entre ces éléments.
La méthode de détection de faute proposée dans le Chapitre 3 repose sur la mesure

des distances entre deux éléments de Max
in Jγ, δK. En e�et, celle-ci permet de comparer la

sortie du système attendue ỹ avec la sortie observée y. Une défaillance est détectée lorsque
la distance entre ces deux sorties est non nulle. L'indicateur proposé dans ce chapitre à été
codé en C++ à l'aide de la bibliothèque de calcul appelé "minmaxgd".

L'indicateur permettant de déceler une défaillance sur une observation est utilisé dans
le but de la localisation (cf. Chapitre 4). Les di�érents indicateurs levés en présence d'une
défaillance forme une signature, celle-ci permet de sélectionner des fautes candidates.

Perspectives

Plusieurs perspectives se dégagent de ce travail. Dans un premier temps, il est envi-
sagé de poursuivre l'exploration de cette méthode de diagnostic avec la problématique de
l'identi�cation. Les distances mesurées entre la réponse attendue et la réponse observée
peuvent donner des indications utiles pour identi�er le type de faute présent.

Dans un second temps, il est nécessaire d'étudier le problème de la robustesse, c'est-à-
dire comment la méthode de diagnostic se comporte sur des systèmes de grandes tailles.

En�n, une autre idée est d'adapter la méthode proposée sur des systèmes (max,+)-
linéaires incertains. Dans ce cas, la temporisation sur les places du GET n'est plus le fonc-
tionnement au plus tôt mais un intervalle. Quelles sont les conséquences de ce changement
d'hypothèse sur la méthode de diagnostic proposée dans ce rapport ?
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