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Chapitre 1

Introduction

Durant mon cursus de Master 2 Ingénierie des Systémes Temps Réels j’ai effectué un stage en
laboratoire de cing mois dans le Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS)
a Toulouse I'un des laboratoires de recherche du Centre National de la Recherche Scientifique
(CNRS). Le LAAS est un laboratoire de recherche composé de 632 enseignants-chercheurs, cher-
cheurs et ITA. Ce stage s’est déroulé dans I’équipe DIagnostic, Supervision et COnduite (DISCO)
avec comme encadrants de stage Euriell Le Corronc et Yannick Pencolé. La thématique de recherche
principale de ’équipe DISCO est le diagnostic de systémes pour identifier ou déterminer la nature
et la cause d’une défaillance a partir d’une sélection d’observations, vérifications ou tests. Les dif-
férents systémes manipulés sont & événements discrets (SED), a temps continu ou encore hybrides.
Au sein de cette équipe, le sujet de mon stage est le Diagnostic de systémes (max,+)-linéaires,
systémes & événements discrets temporisés, & incertitudes temporelles.

1.1 Diagnostic des Systémes & Evénements Discrets

Les systémes industriels comme les chaines de production sont souvent modélisés par des Sys-
témes a Evénements Discrets (SED). Pour pouvoir diagnostiquer les dysfonctionnements des sys-
témes industriels, plusieurs méthodes sont mises au point. L’objectif du diagnostic est de détecter
rapidement les problémes sur ces systémes, pour éviter l'indisponibilité des systémes trop long-
temps. Les différents problémes des systémes peuvent étre des pertes d’informations événemen-
tielles, des pertes d’informations temporelles.

Une des problématiques scientifiques du diagnostic de systéme est le développement d’algo-
rithme pour déterminer le comportement nominal et le comportement en défaillance d’un systéme.
Selon la définition donnée dans [Zwi95] : "Une défaillance est une altération ouw une cessation de
Uaptitude d’un ensemble a accomplir sa ou ses fonctions requises avec les performances définies
dans les spécifications techniques”. Pour mettre en place les algorithmes, de nombreuses méthodes
existent par exemple le diagnostic & base de modéle. Il s’agit de la méthode qui sera utilisée dans
le cadre de ce stage.

Le diagnostic & base de modéle consiste & modéliser un systéme dans son fonctionnement normal
et de comparer les observations du systéme et le fonctionnement normal du systéme. Plusieurs
étapes sont nécessaires pour la mise en place d’un algorithme de diagnostic : la détection, la
localisation puis l'identification. La détection indique si le comportement est en défaillance. La
localisation permet d’identifier quelle partie du systéme est en défaillance. L’identification permet
de comprendre comment cette défaillance a pu avoir lieu.

Pour la mise en place du diagnostic dans les SED plusieurs méthodes existent et sont répertoriées
dans cette état de I’art [ZL13]. L'une des premiéres méthodes de diagnostic est la méthode extraite
de |SSL 95| qui s’applique sur des automates non temporisés, qui aprés une séquence d’observations
peut prendre une décision sur le diagnostic c’est-a-dire savoir si le systéme est en fonctionnement
normal, si le systéme est en défaillance ou si le systéme est ambigu (un systéme ambigu est un
systéme ou la décision n’est pas certaine, le systéme peut étre en fonctionnement normal ou en
deéfaillance). Dans [Tri02] la méthode de diagnostic étend le diagnostic aux automates temporisés
qui affine les décisions sur le diagnostic en prenant en compte les observations datées. Dans [GTYQ9]
la méthode de diagnostic utilise les réseaux de Petri temporels pour faire du diagnostic, cette
méthode utilise le diagnostic avec les réseaux de Petri qui modélise la concurrence ou le parallélisme
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des systémes. Cette méthode repose sur la construction d’un estimateur & partir de l'analyse
d’un réseau de Petri temporel, puis cette estimation est utilisée pour détecter les défaillances.
Dans ’article [SLCP17] la méthode de diagnostic emploie les systémes (max,+)-linéaires pour le
diagnostic, qui représentent les Graphes d’Evénements Temporels (GET) en représentation d’état
linéaire. Cette méthode fait du diagnostic sur des systémes (max,+)-linéaires & temps fixe, que
nous allons étendre sur des systémes (max,+)-linéaires & temps intervalles.

1.2 Les systémes (max,+)-linéaires

Les systémes (max,+)-linéaires permettent de modéliser les informations événementielles et
temporelles des SED temporisés. Grace a la théorie des dioides, ces systémes peuvent étre modélisés
mathématiquement dans I’algébre (max,+) ([BCOQ92|, [Max91] et [CMQV89]). Graphiquement,
ils sont représentés par des GET qui sont une sous-classe des réseaux de Petri temporels.

Un systéme (max,+)-linéaire est un systéme pouvant étre représenté dans l’algébre (max,+)
par les équations d’état linéaire suivantes :

r = Ax & Bu,

y =Cuz,
ol x représente I'état du systéme, u ’entrée, y la sortie, A une matrice de dimension (n X n) ou
n correspond & la taille du vecteur d’état, B une matrice de dimension (n x p) ou p correspond a
la taille du vecteur d’entrée et C une matrice de dimension (g x n) ou ¢ correspond a la taille du
vecteur de sortie.

Tout systéme décrit par cette représentation linéaire peut étre graphiquement repris dans un
GET. Un GET est une sous-classe des réseaux de Petri temporels pour lesquels chaque place n’a
qu’une transition en amont et une transition en aval. Dans un GET, le temps est associé aux places
et la régle de franchissement au plus tot est appliquée (dés qu’une transition est franchissable, elle
est immédiatement tirée). Une opération dans un GET correspond a un jeton dans une place. Ce
modéle permet de représenter les principes propres a de nombreux SED temporels :

— parallélisme dans Péxecution d’opérations (L.1a)),

— synchronisation d’opérations [1.1b}

— délai d’une opération (|1.1c]),
— file d’attente illustrée par une boucle (1.1d).

O HOW
Eo rot PO ey

(a) Parallélisme (b) Synchronisation (c) Délai (d) Boucle

FIGURE 1.1 — Structure élémentaire d’'un GET

Exemple 1.1. Soit le GET illustré par la figure représentant le fonctionnement d’une chaine
d’assemblage composée de trois machines M1, M2 et M3. Les piéces traitées par les machines M1
et M2 le sont indépendamment 1'une de l'autre. Le traitement réalisé par la machine M1 dure 2
unités de temps et correspond & la place p, entre la transition xz; et xo. Le traitement réalisé par
la machine M2 dure 3 unités de temps et correspond & la place pg entre la transition zs et z4.
L’assemblage des piéces traitées par M1 et M2 se fait par la machine M3 qui dure 2 unités de
temps et correspond & la place pyg entre la transition x5 et xg.
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FIGURE 1.2 — GET représentant un ligne d’assemblage

1.3 Contexte du stage

L’article [SLCP17| définit une méthode de diagnostic de fautes temporelles dans des systémes
a temps fixe. Cette méthode compare une sortie observée du systéme avec la sortie prédite du
systéme en fonctionnement normal. C’est assez rare et difficile d’avoir toujours la méme durée
d’opération dans un SED temporel alors qu’il est plus courant de connaitre un intervalle de temps
dans lequel cette opération a toujours lieu. L’objectif de mon stage est d’adapter cette méthode de
diagnostic dans des systémes temporellement bornés c’est-a-dire qu’il y a un intervalle de temps
sur chaque place. Nous allons mettre en place une méthode de comparaison d’une sortie observée
du systéme avec les sorties prédites du systéme en fonctionnement normal.

Pour présenter ce travail, le plan du rapport est le suivant. Dans le chapitre 2 nous allons rappe-
ler les notions mathématiques permettant d’introduire la théorie sur les dioides et la résiduation.
Le chapitre 3 présente la théorie des dioides intervalles et la théorie permettant d’exprimer les
systémes (max,+)-linéaires en GET et inversement. Le chapitre 4 propose la mise en place d’un in-
dicateur de défaillances pour les systémes (max,+)-linéaires & temps intervalle. Par extension nous
présenterons une méthode de détection pour les systémes avec des entrées incertaines (cela corres-
pond & un intervalle d’entrée) ou des sorties incertaines (cela correspond a un intervalle de sortie).
Enfin, dans le chapitre 5 nous ferons une conclusion personnelle du stage puis une conclusion sur
les résultats obtenus durant le stage.



Chapitre 2

Rappel de la théorie des dioides et
de la résiduation

Les systémes (max,+)-linéaires peuvent étre représentés par ’algébre (max,+) qui se base
sur l'algébre des dioides. Pour vous introduire cette représentation nous allons vous présenter les
différentes définitions des dioides et ses opérations puis la théorie de la résiduation.

2.1 Rappels mathématiques

Cette partie contient des rappels mathématiques qui vont étre utilisés pour la compréhension
de la théorie des dioides et la résiduation.

Définition 2.1 (Idempotence). Un ensemble & muni d’une loi interne notée *, cette loi interne
est idempotente si Va € £, a*xa = a.

Définition 2.2 (Relation d’ordre). Une relation R sur ’ensemble D est une relation d’ordre si
elle respecte les trois régles suivantes :

— la relation R doit étre réflexive, zRx ou x € D,

— la relation R doit étre transitive, si xRy et yRz alors zRz ol x,y, 2z € D,

— la relation R doit étre antisymétrique, si xRy et yRx alors y = x ou z,y € D.

Définition 2.3 (Ensemble ordonné). Un ensemble ordonné est un ensemble muni d’une relation
d’ordre <. Cette relation est dite totale si deux éléments de ’ensemble sont comparables sinon la
relation est partielle.
Soit £ un ensemble ordonné par < on peut obtenir les notions suivantes :

— majorant : M, € £ est un majorant de A C & si Va € A,a X M,

— minorant : M; € £ est un minorant de A C £ si Va € A, M; < a,

— borne supérieure : le plus petit majorant de A noté \/ A (=sup A),

— borne inférieure : le plus grand minorant de A noté A A (=inf A),

— élément maximal : T € £ est I’élément maximal de £ siVx € £, x < T.

Définition 2.4 (Isotonie, Antitonie, Monotonie). Soit II : S — T une application définie sur des
ensembles ordonnés. On dira :

I isotone = Vs, s’ € S s = s = II(s) = II(s'),

IT antitone = Vs, s’ € S s < s’ = I(s) = II(s'),

IT monotone = 1I isotone ou II antitone.

Définition 2.5 (Relation d’équivalence). Une relation d’équivalence est une relation = réflexive,
transitive et symétrique. C’est-a-dire si x = y alors y = .

Définition 2.6 (Application surjective). Une application surjective est une application pour la-
quelle tout élément de I’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent, c’est-a-dire que ’application
est image d’au moins un élément de ’ensemble de départ.

Définition 2.7 (Application injective). Une application est injective si tout élément de son en-
semble d’arrivée a au plus un antécédent, c’est a dire que deux éléments distincts de son ensemble
de départ ont deux images distinctes.
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2.2 Théorie des dioides

Cette partie contient les définitions des dioides qui vont permettre de définir le dioide M [, ]
pour représenter les GET a temps fixes (voir [BCOQ92], [Max91], [CMQV89], [Cot99] et [HOMO3]).

2.2.1 Dioide

Définition 2.8 (Monoide). Un ensemble D est monoide s’il est muni d’une loi de composition
interne qui est associative avec un élément neutre. Si la loi est commutative alors le monoide est
commutatif. Si la loi est idempotente alors le monoide est idempotent.

Définition 2.9 (Demi-Anneau). On appelle demi-anneau un ensemble D muni de deux lois internes
telles que :
— (D, ®) est un monoide commutatif dont ’élément neutre est e.
— (D, ®) est un monoide. Son élément neutre est noté e.
— La loi multiplicative ® est distributive & droite et a gauche par rapport a la loi additive .
— L’élément neutre € de la loi & est absorbant pour la loi ®.

Définition 2.10 (Dioide). Un demi-anneau D est un dioide si en outre la loi & est idempotente.

Remarque. Quand il n’y a pas d’ambiguité dans les opérations le signe ® peut étre omis.

Remarque. Par convention un ensemble vide est égal a 1’élément neutre €.

Exemple 2.1. Soit I’ensemble (R U (—o00)) muni de 'opération max pour la loi & et de I’addition
pour la loi ®, cet ensemble correspond au dioide R,,4, pour lequel € = —c0 et e = 0.

Définition 2.11 (Dioide complet). Un dioide est dit complet s’il est fermé pour les sommes infinies
et si la loi ® est distributive sur les sommes infinies, c’est-a-dire si pour tout a € D et pour tout

sous-ensemble C C D,
a® Px Pa®x,

zel z€eC
Prea = Prea.
zeC zeC

Exemple 2.2. En reprenant I’exemple du dioide R, 4z, il n’est pas complet car +oc n’appar-
tient pas a I’ensemble R,,q, donc la somme infinie n’est pas définie sur +oo. En ajoutant +oc au
dioide R,,4., on obtient le dioide complet R, 4.

Définition 2.12 (Dioide matriciel). Soit un dioide D complet. L’ensemble des matrices carrées de
dimension n & coefficients dans D est notée D"*"™. La somme et le produit de matrices sont définis
pour A, Be D" " etV i,j€{0---n}:

A®B: (A®B);; = Ai; @ Byj,
AR B: (A@B)ij = @(Aik@@Bkj)'
k=1

L’élément neutre pour 'opération @ noté € correspond & une matrice composée entiérement de
€. L’élément neutre pour 'opération ® noté e et correspond a une matrice composée de e sur la
diagonale et de € sur le reste.

La somme et le produit de matrices compatibles mais pas nécessairement carrées sont possibles
en définissant les opérations comme suit A, B,C € D"*P et D € DP9 :

], Vi=1[1,p], A@B: (A®B); = Aij @ By,

|, Vi=[g, CeD: (CaD); = @ (Ci®Dy).

k=1

7n’ )
)n’ )

Nous rappelons ici un résultat important de la théorie des dioides sur la résolution d’un systéme
d’équations : le théoréme de 1’étoile.

Définition 2.13 (L’opérateur étoile de Kleene). L’opérateur étoile de Kleene est noté * et est
défini comme suit sur un dioide complet D avec a € D :
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a* = @a’ avec a'tl =a®a’ et a® =e.
i>0

Théoréme 2.1 (Théoréme de I'étoile [BCOQ92]). Soit un dioide complet D, I’équation ax &b = x
a comme plus petite solution x = a*b.

Nous allons définir le calcul de ’opérateur étoile sur une matrice carrée pour pouvoir résoudre
I’équation Az @& B = x ou A et B sont des matrices.

Théoréme 2.2 ([Cot99]). Soit A € D™*™ partitionnée en quatre blocs,

La matrice A* s’écrit alors

* * * * * * * *
AF — (11 @ ajiar2(a21afia12 ® age)*anal; ajjai2(aziaiaiz S as)
- * * * * * *
(a21a7,a12 ® a2)*aziaj; (a21a71a12 D ag2)

Définition 2.14 (Sous-dioide). Soit D un dioide, le sous-ensemble C C D est un sous-dioide si :
— les éléments neutres de D appartiennent 4 C : e € C et e € C,
— C est fermé pour les lois @ et @ Va,beC, adbeleta®beC.

Exemple 2.3. L’ensemble Z,,q,, = (Z U (—00)) avec 'opération max pour @, et ’addition pour
®. Cet ensemble est un sous-dioide de R,,,, car les éléments neutres de R, 4, sont les mémes que
Limaz- Pour a,b € Zipaz, A ®b € Zpar €t a @b € Zype, done @ et ® sont fermées.

Définition 2.15 (Relation dans un dioide). Pour un dioide D on note = la relation :
a=b & apb=0>.

Proposition 2.3. La relation =< est une relation d’ordre.

Démonstration. L’opération @ est idempotente a @ a = a =< a donc la relation < est réflexive.
L’opération @ est commutative sia < bet b <a alors a®b=5b® a = a = b donc la relation est
antisymétrique. Sia < bet b < calors adb = b et b c = c comme P est une opération associative
c=(a®b)Dc=a® (bdc) =a®cdona = cdonc la relation est transitive. La relation < est
une relation d’ordre. O

La relation d’ordre est associable aux opérateurs ® et ® :

adec =X bDgc
Va,beD,a=<b &< a®RQc =X b®ec,
c®a =< c®b.

Définition 2.16 (Dioide distributif). Soit D un dioide complet, il est distributif si ¥V b € D et
tout sous-ensemble C de D (C C D) :

(Br)Ab= D (x D),

zeC zeC

(Az)db= A (z®D).

zeC zeC

Définition 2.17 (Homomorphisme). Une application II : D + C définie sur des dioides est un
homomorphisme si :

Made) = Ha)®I(c),

I(a® c) I(a) ® II(c).

Ya,c GD,{

Remarque. Une application qui respecte II(a @ ¢) = II(a) & II(c) est dite un @-morphisme et une
application qui respecte II(a ® ¢) = II(a) @ II(c) est dite un ®-morphisme
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2.2.2 Dioide de séries formelles

Cette sous-partie présente les définitions les dioides séries formelles qui vont permettre d’intro-
duire le dioide B[y, d] qui permet d’introduire le dioide M& [y, d].

Définition 2.18 (Série formelle). Soit D un dioide. Une série formelle en I'indéterminée notée z
et a coefficients dans D, est 'application s définie de Z dans D et pour laquelle Vk € Z, s(k) est le
coefficient de z*. La série s peut également étre représentée par I’expression suivante :

Szgs(k)ZS(O)@S(l)@...@S(/{i)@...

Le support d’une série formelle s est défini par :

Supp(s) = {k € Z|s(k) # €},

Remarque. Les séries qui ont un support fini sont appelées polynomes. Les séries singletons sont
appelées monomes.

Définition 2.19 (Dioide de séries formelles). L’ensemble des séries formelles & une indéterminée
z, & coeflicients dans D, et munies des opérations suivantes :

Sa®sp 1 (8a D sp)(k) = salk) D sp(k),

Sa®sp 1 (sq®sp)(k) = Sa(ka) ® sp(ks),
k=ko+kp

forme le dioide D[z]. L’ensemble des séries formelles & p variables commutatives, de z1 & z,, &
coefficients dans Z et munies des opérations données par la définition 2.I8] forme le dioide de
séries formelles noté D[z - - - zp].

Exemple 2.4 (Dioide B[y, d]). B[y, d] est le dioide complet des séries formelles & deux variables
commutatives 7 et § & coefficients booléens {e, e} et & exposant dans Z. Chaque élément de B[~, J]
est défini comme suit :

s= @@ s(n,t)y"6t avec s(n,t) = e ou ¢.
n,teZ
— La loi additive @ qui a comme élément neutre ¢ = e(79).
— La loi multiplicative ® qui a comme élément neutre e = v*(6~1)* = 4* = (67 1)* =40 =
50 = 7050'
— L’élément maximum est T = vy~ 16*.
Les régles de calcul de la loi additive et multiplicative sont définies dans la définition [2.19]

La représentation des séries de dioide B[y, §] se fait par une représentation graphique dans le
plan Z? avec pour axe horizontal v et pour axe vertical §. Une série de B[y, ] est décrite par ses
coordonnées (n,t) du monoéme de la série, ou n correspond & ’exposant de v et ¢t correspond a
I’exposant de d.

Exemple 2.5. Soit un polynéme sur B[y, ] p = v°6* @426 @ v46°
est sur la figure

, sa représentation graphique

FIGURE 2.1 — Représentation graphique de p = %8 @ 4263 @ v46° € B[y, d]
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2.2.3 Dioide quotient

Cette sous-partie présente les définitions les dioides quotients qui vont permettre d’introduire
le dioide M&* [, d].

Définition 2.20 (Congruence). Dans un dioide D, une congruence est une relation d’équivalence
notée = compatible avec les opérations ®,® soit a,b,c € D,

a®c = bde,
a=b= a®c = b®ec,
c®a = c®b.

Définition 2.21 (Classe d’équivalence). Soit un dioide D muni d’une congruence =. La classe
d’équivalence d’un élément a € D est notée [a]= et correspond a l’ensemble des éléments équivalents
a aselon =:

[a)z = {z € D]z = a}.

Définition 2.22 (Dioide quotient). Soit D un dioide, et = une congruence. Le quotient de D par
la congruence = est le dioide quotient noté D,= constitué des lois internes @ et © définies par :

[a]= @ [b]= = [a D b=,
la]= ® [b]= = [a ® b]=.

2.2.4 Deéfinition et propriété de M [~, ]

Définition 2.23 (Dioide M&*[v,0]). MZ*[v,d] est le dioide quotient de B[y, ] par la relation
d’équivalence v*(671)*. M%%[v, 4] est un dioide complet, V b,a € M3¥[v,d] :

a=be (6D a=~"("1)%.

Les lois internes sont les mémes que pour B[y, ] :
— loi additive @ qui a comme élément neutre € = e(~0),
— loi multiplicative ® qui a comme élément neutre e = v*(§~1)* = 4* = (71)* =4V =% =
7907,
— 1’¢lément maximum est T =y~ 1%,
La manipulation des éléments de M$*[v,d] se fait avec les régles de calcul sur 'addition et

sur la multiplication des dioides B[y, d]] & partir desquelles nous établissons les régles de calcul
suivantes :

RSB A = () gt
At @Anst = ymgman(tt’) (2.1)
A6t @ ,yn’(;t/ — ,yn'+n6t’+t.

De plus, la relation d’ordre < sur M%*[~, d] conduit & I’équivalence suivante :
At < 7”/6t/ s n>nett<t.

Le dioide étant MZ*[~,d] complet, pour tout couple a,b € M?*[v,d] ce couple admet un plus
grand minorant noté a Ab. Quand a = 4" et b = 4" §* sont des mondmes on obtient la relation :

,yn(st A ,Yn’ét’ — ,}/maat(n,n/)6717,1'n(25,t/)7

qui permet, puisque le dioide est distributif, d’établir la borne inférieure de deux éléments quel-
conques de M%*[~,d]. Pour la représentation graphique de M%*[v,d] nous nous basons sur la

représentation graphique de B[y, d].

ax

Définition 2.24 (Représentant maximal). Tout élément a € ME*[v,d] vérifie l'égalité a =
y*(67Y)*a ot v*(671)*a correspond au représentant maximal de a. Graphiquement +* permet de
multiplier v jusqu’a 4% au monome initial. Graphiquement §~! permet de multiplier & jusqu’a
6~°° au monome initial.
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Exemple 2.6. Soit le polynome sur M2%[v,d] p = 7°6* @ v26% @ v°5* @ 4*85. On a comme
représentant maximal ppae = (Y061 @ 7252 @ 756% @ 440°)(7*(671)*). Le monome 7564 est déja
représenté par le représentant maximal du monoéme *§° donc 42§* est absorbé par le monéme
4265, On peut donc simplifier le représentant maximal par pqa. = (Y001 4263 & y265)(v*(671)*)
représenté par la figure

5 l l | | l l
5~ P - ® -0 0 -
) T U S S SO S
1 S S SR U SO S
o OSSO S SO SO S

S
O—>
1 2 3 4 5 6

FIGURE 2.2 — Représentant maximal py,q, € M% [, d]

La série p est représentée par les points de coordonnées (0,1),(2,3),(4,5) et (5,4) par les points rouges
sur la figure alors que la représentation maximale de p;,q. les points bleus correspondent aux
points du cone sud-est des coordonnées (0,1),(2,3),(4,5) et (5,4).

Définition 2.25 (Représentant minimal). Le représentant minimal d’un élément a € M%*[~, ]
est obtenu en appliquant les simpliﬁcationssuivant Aty §t = ymin(nn) 5t of Angtpyngtt =
Amgmar(tt)  Graphiquement, le représentant minimal correspond au sommet du représentant maxi-
mal.

Exemple 2.7. Soit le polynome sur M%[v,d] p = 728! @ 4263 @ 4°6* @ 4*6°. Le représentant
minimal est i, = Y061 @ y25% & 465,

R A S R

5’ 77777 L T””"”’T””T”

T e SR R SRR

31--- S Rt SUESL SRR SERLEE

EE e e

i S R B
A SN N S BN
1 2 3 4 5 6

FIGURE 2.3 — Représentant minimal p,,;, € M% [, d]

La série p est représentée par les points de coordonnées (0,1),(2,3) et (5,4) par les points rouges.

Représentation graphiquement des opérations suivants @, ® et A sur M% [, d] par la figure
24:
— La somme 7"6* @ 4™ 6 correspond & 'union des sommets (n,t) et (n/,#') voir figure m
— La multiplication y"§* @ 4™ §* correspond & la somme des coordonnées des sommets (n,t)
et (n',t') voir figure

. . / 4 ~ . . 2
— La borne inférieure 78" A 4™ §* correspond a I'intersection des coordonnées des sommets

(n,t) et (n/,t") voir figure
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§ 5 §
' , (7L+7‘L/3,[,+L/) | I
(n'yt") L - | (n'yt')
PR . I ' PR S S
i 1)
L |
(nyt) | (nit) (max(n,n’), min(t,t'))
L e e (n‘ t) L I
P
¥ v v
n n’ n n’ n+n’ n n’
(a) 78" @ "' 8" (b) y"3* @™ 5" (c) "6 Ay 8"

FIGURE 2.4 — Représentation graphique des opérations sur M2*[y, d]

Définition 2.26 (Fonction dateur). Soit s une série de M [v,d], la fonction dateur de s est la
fonction non-décroissante Dy(n) : Z + Z telle que s = @67,
nez
Définition 2.27 (Fonction compteur). Soit s une série de M7y, d], la fonction compteur de s
est la fonction non-décroissante Cy(t) : Z + Z telle que s = @~ (1)st.
tez

Par la suite pour représenter les séries sur M%*[v,d] nous tragons les fonctions dateur et

compteur des monomes de la série.

Exemple 2.8. Soit le polynéme suivant p = 7°5' @ 7253 @ 4*5°. Sa représentation graphique est
la suivante :

o | | |
5””””\’”””7 ”””” [ o
T Rl SERREEE EEREEEE e
e S :
2 SR
1 : SRR SRR

| | | 7
1 2 3 4

FIGURE 2.5 — Représentation du polynéme p € M$ [y, §]

2.3 Théorie de la résiduation appliquée aux dioides

La plupart des applications définies sur les dioides ne sont pas inversibles. Grace a la théorie de
la résiduation d’application nous pouvons résoudre grace a la "pseudo-inverse" I’équation suivante
II(z) = b. La résiduation permet de trouver la plus grande solution de II(z) =< b.

2.3.1 Théorie de la résiduation
Cette partie définit la théorie de la résiduation expliquée dans [BCOQ92] et dans [Cot99).

Définition 2.28 (Continuité). Soit une application IT : D +— C ou D et C sont deux dioides
complets. L’application II est dite semi-continue inférieurement si pour tout sous-ensemble B C D,

1(@Pe) = P(0().

zeB zeB

L’application IT est dite semi-continue supérieurement si pour tout sous-ensemble B C D,
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Définition 2.29 (Application résiduable). Une application isotone II : D +— C définie sur des
dioides complets est dite résiduable pour tout b € C, si ’équation II(z) < b admet la plus grande
solution dans D. La plus grande solution de II(x) =< b et notée II* est appelée la résiduée de
I’application II.
(b)) = Pz €D |(z) < b}
Théoréme 2.4 (|[BCOQ92|). Soit une application isotone Il : D — C définie sur deux dioides
complets. Les équivalences suivantes sont obtenues :
— 1II est résiduable,

— II est semi-continue inférieurement et Il(e) = ¢,
— 11 existe une application isotone et semi-continue supérieurement I1* : C — D telle que :

Mol < Ijc ou Iy correspond a Uapplication identité dans C,
IIf o I1 > Iyp 0w Iyp correspond & Uapplication identité dans D.
On en déduit que TI* est unique.
Théoréme 2.5 ([Cot99]). Soit deux applications II: D+ C et f: C— G résiduables.
— Moll* oIl =11 et IT¥ o T o IT¥ = II¥.
— (foIl)* =TI* o f%.
— 1I est injective < IIf o I1 = Iyp < 11 est surjective.
— TI* est surjective < Mo IIf = I;0 < TI¥ est injective.

Gréace aux définitions précédentes I’application de la résiduation sur les dioides est possible.

2.3.2 Application aux dioides complets
Soit L, le produit a gauche et R, le produit a droite définie sur le dioide complet D :

Ly:z —~a®u,
R,:  —mzr®a.

Comme les applications sont définies sur un dioide complet, le produit est distributif & gauche
comme & droite sur les sommes infinies, donc les applications sont semi-continues inférieurement.
De plus, € est absorbant pour le produit, ainsi L,(¢) = a® e = ¢ et Ry,(e) = e ® a = €. Donc les
applications L, et R, sont résiduables et les applications résiduées sont notées :

L) = ay =
Ri(z) = afa =

i

NEEIE

Lf () est la plus grande solution de ’équation ax < b et Rf(x) est la plus grande solution de

I’équation xa < b :
ayr = @{zlaz < b},
zda = Piz|ra < b}.
Si la résiduation est la plus grande solution de I’équation, on obtient :
ax b & x < ayb,
xaxb & z=Xbda.
Remarque. Si le dioide D complet est commutatif L, = R, ainsi que Lg =R!.
Théoréme 2.6 ([BCOQ92| et [Cot99)]). Les applications LE(z) et RE(z) vérifient les propriétés
suivantes :
ay(z ANy) =aiz Aayy, (x Ay)da = xda A yda, (2.2)
(a®b)yx = ajz Abye, x¢(a @ b) = xda A x¢b, (2.3)
(ab) kz = by(ayz), zf(ab) = (zfa)fb. (2.4)

S’il existe b= € D tel que bb~! = b~1b = e alors

bya =b"la, agb = b~ ta. (2.5)
Théoréme 2.7 ([Max91]). Soit B, X € D"*", les deuz conditions suivantes sont équivalentes :
— X =B,
— X = B¢B.

Ainsi, ce résultat peut étre lu comme "B¢B est une étoile”.
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2.3.3 Application au dioide série

Le calcul pour les dioides séries peuvent se simplifier grace aux différentes propriétés des appli-
cations résiduables définies précédemment.

Remarque. Les séries seront définies par la suite comme suit s = p @ ¢r* ou p et ¢ sont des
polynoémes et r est un monome.

m
Proposition 2.8 (Résiduation sur des polynomes [Hou06|). Soit deuz polynomes p = @~"16" et
i=0

’ ’
p' = @~"i6% leur résiduation nous donne :

§=0
pép’ = /\ @7”"‘"%“‘%.
j=0 i=0
Démonstration.
pip = @Dyidtid @Aish,
i=0 =0
— @D (8l g8t Ay gy AL Ay St gy G )) propriété 2.2
i=0
= ./\0 (G%(’Y"icsti%’w}(;t;)) définition [2.16
j=0 i=
= /\ ’Y_n; 57 ® @@ ~"idti propriété [2.5 et les mondomes sont inversibles (y9%) 7t = 475t
1=0
= /\ @7‘”;5 15 @ ymigti définition [2.11
j= 0 1=
= /\ @7”17"9 ti—t; definition [2.10
7=0 1=

Proposition 2.9 (Résiduation sur des séries [Cot99]). Soit deux séries s = p@qr* et s' = p' &q'r'*

m v
avec p = P64, g = PN 6T et r = Y67 la résiduation des séries nous donne :
i=0 §=0

8?{512(7\,}/—11;6—1& /\,Y—N’(S T,/\'Y ”k5 TkS
=0

k>0

Démonstration.

sps’ = (@ar ) e qr"),
((p@ qr*)¢p’) A (p 69 qr*)%q’r,*) propriété [2.2|,
= (57'(@7 15t A (5?(@’7 NigTir'),
(
(

5%7"05’50 A 57(7"1(% /\ A sgyme 8w ) A (s¢yNo8Tor* A sgyN1STIE = A LA sy N 8T

= (,/\77”;5 $) A ((57{/\7 N §Ti)gr'*) propriété
= (/\77” fis) A (/\7‘ 16T (s¢r'*)) propriété

s¢ /\7 168) A (s¢ /\ v J5TJ{7"/*) propriété
i=0 =0
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On simplifie s¢r *

sgr* = s§@rF* definition [2.13
k>0

s 0% A sdr' VA LA sdr F*propriété
s¢ \ r'** propriété

k>0
= A r ~Fs propriété 2.5
k>0
= /\ '7_’%6_7—195.
k>0

Cela nous donne :

sgs’ = (/\’y_"gé_tgs) A (/\V_Nfé_TJ{ /\7_”’;(5_”23).
=0

i=0 k>0

2.4 Résumé

Dans cette partie nous avons défini les dioides et ses opérations. Nous avons décrit le dioide
M [~, 5], ses opérations et ses représentations graphiques que nous utiliserons dans la section
suivante. Nous avons aussi défini la théorie de la résiduation et comment utiliser cette résiduation
pour le dioide M%*[v, §]. Nous avons aussi défini la résiduation pour des séries et des polynomes
dans le dioide M [y, d]. Les différentes définitions que nous avons vues vont nous permettre de
mettre en place la théorie sur les systémes (max,+)-linéaires & temps intervalle.



Chapitre 3

Modélisation et exploitation des
GET a temps intervalle par dioide
intervalle

Les systémes (max,+)-linéaires a temps intervalle peuvent étre représentés par l’algébre (max,+)
qui se base sur ’algébre des dioides intervalles. Pour vous introduire cette représentation nous allons
vous présenter les différentes définitions de la théorie des dioides sur les intervalles et ses opérations
puis la théorie de la résiduation des intervalles et enfin la représentation d’état des GET, en dioide
intervalle I(M%2]~, d]).

n

3.1 Théorie des dioides intervalles

Grace aux définitions du chapitre [2| nous allons pouvoir mettre en place les différentes défini-
tions pour les dioides intervalles ([Cot99], [HOMO3]|, [LS01] et [BHRM13]). Nous allons présenter
les différents résultats obtenus sur les dioides intervalles. Afin d’offrir une vue synthétique mais ex-
haustive des résultats sur lesquels s’appuient nos travaux, nous les redémontrons intégralement. Ses
définitions seront utilisées pour la représentation des systémes (max,+)-linéaires & temps intervalle
par lalgébre (max,+).

Définition 3.1 (Intervalle). Un intervalle fermé du dioide D s’écrit x = [z, 7] ce qui satisfait
x={x €Dz <z <T}ouz,TeD.

Remarque. L’utilisation des intervalles fermés est utilisée pour garder une analyse traditionnelle
des intervalles.

Remarque. Par la suite nous utiliserons la notation des variables en gras pour désigner un intervalle.
Définition 3.2 (Ensemble des intervalles). I(D) est ’ensemble des intervalles fermés du dioide D.

Définition 3.3 (Définition des opérations). I(D) a comme opérateur interne avec x = {z € D|z <
v2Thy={yeDly=y=y}:

7 X@y - @@%f@m;

— xRy =[z®y,T QY.

Remarque. Soient x,y € I(D), x Cy si et seulement si y <z X7T 7.

Proposition 3.1. L’ensemble des intervalles fermés I(D) muni des opérateurs @ et ® est un
dioide.

Démonstration. z8(xQy) = [2,Z]QzQy,TR7Y] = 2@ (2®Y),Z® (T®7Y)] = (z8x)®y donc & est
associatif, car ® est associatif dans D. (I(D),®) a comme I’élément neutre [e,e] (V x, x®]e,e] =
[z ®e,T®e] =[z,ZT] =x). Donc (I(D),®) est un monoide.

zB(xDy) = [2,Z|P[z @y, T DY = 2D (2D Yy),Z® (T DY) = (20x)Dy donc @ est associatif,
car @ est associatif dans D. xDy = [z Dy, ZD Y] = [y ® 2,7 ® T] = ybx donc & est commutatif.
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(I(D), ®) a comme élément neutre [e,e] (V x, xPle,e] = [z P e, TDe] = [z,T] = x). Donc (I(D), ®)
est un monoide commutatif.

2Q(xBy) = [2,Z0z&y,ToY =[20(23y),Z0 (TSY))
= [(2®2)®(20y),EeT) e (EZeY) =
(x@y)®z = [z@y,ToYRz, }—[( Py Rz (TDY) ©7
= [z02z)0(yesz), Tez) e [o?z) = (x02)0(y2).

Donc la multiplication ® est distributive & droite et & gauche sur 'addition &. L’élément

neutre [g,¢] est bien absorbant de notre multiplication ® (V x, x®[e,e] = [z ® &, TR ¢] = [¢,¢] et
[6,e]®x = [e®xz,e ®T] = [g,¢]). La loi @ est idempotente (Vx, xPx = [2 D2, TDT| = [z, T] = X).
Donc I(D) est un dioide. O

L’opérateur @ engendre une relation d’ordre canonique < dans I(D) :

Xy =y x <y z =y dans D

y=v =Y T <7y dans D
Proposition 3.2. Pour tout x,y € I(D) lintervalle xDy est le plus petit intervalle de I(D)
contenant l’ensemble {x ® ylr € x,y € y}.

Démonstration. Pour z € I(D) tel que {z®@ylr € x,y €y} Cz. Onaz®y c{zQ@ylr € x,y €
y}CzetT®y € {x®ylr € x,y € y} C z. Par définition 2 < z®y et T®F < Z ce qui nous donne
222@yITRY=Zcequidonne 2@y, TRY =xQy Cz.

Donc l'intervalle [z ®y,Z ® 7] est contenu dans tout intervalle contenant ’ensemble {x ® y|z €
X,y €y}

Pourte {z@y|lrex,y€y}tetz €x,y €y tels que t =z ®y. Par définition on a z <z <X T
ety 2y =27y Ona

TRYR Y 2TOY,

Ty t 2TV
Ce qui donne {z ® ylr € x,y € y} C [z ® y,T ® 7). Donc x®y est le plus petit intervalle de
{zr@ylz ex,y €y} O

Corollaire 3.2.1. L’opération ® qui opére sur les bornes des intervalles correspond a l’ensemble
des opérations sur l'intervalle.

xPy = {zdylzrex,yecy}

Proposition 3.3. Pour tout x,y € I(D) lintervalle x®y est le plus petit intervalle de I(D)
contenant l’ensemble {x ® ylz € x,y € y}.

Démonstration. Pour z € I(D) tel que {z®ylr e x,y €y} Cz. Onazdy c{zdylr € x,y €
y}CzetTPY € {a®yl|z € X,y €y} C z. Par définition z < 2@y et TOF =< Z ce qui nous donne
z<m@y<x€9y<zcequ1donne[m@y,x@y]—x@yCz a

Donc l'intervalle [z & y, T @ 7] est contenu dans tout intervalle contenant I’ensemble {x @ y|x €
X,y €y}

Pourt e {z@ylr ex,y€y} etz €x,y €y tels que t = x P y. Par définitionon a x <z <=
et y=y <7.0na

TOy=2 20y 2TDY,
zdy=x t  =2TDY.
Ce qui donne {z ® ylr € x,y € y} C [z @ y,ZT © 7). Donc xBy est le plus petit intervalle de

{z@y|lrex,yey}. O

Corollaire 3.3.1. L’opération ® qui opére sur les bornes des intervalles correspond & l’ensemble
des opérations sur l'intervalle.

xRy = {reylrexycy}

Propriété 3.1. Soit I1 une application isotone définie sur D alors Uapplication 11 s’applique sur
le dioide I(D). II(x) = {II(z)|z € x}. Ce qui fait II(x) = [II(z), II(T)].
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Définition 3.4. Soit D un dioide complet et un sous-ensemble C C I(D). La définition de la somme

infinie est la suivante : L
Dx-1 s Bl

[z, z]eC [z, Z]eC [z,T]EC

Propriété 3.2. Soit D un dioide complet alors I(D) est un dioide complet.

Démonstration. L
D -1 D P
[z, T]eC [z, 7]eC [z,T]eC
Si D est complet on adonc @ z€Det @ 7T <D alors Vintervalle @ x € I(D).
[z,z]eC [z,x]eC [z,x]eC

Si a € I(D) alors :
a®( @ x)= [ealo] @ z, @ 7,

[z,z]€C [z,7]eC  [z,T]eC
= (® @ zax @ 7] définition
[z,z]eC [z,z]eC
= [ P (e®z), @ (a®71)] D est complet,
[z, T]eC [z, T]eC
= [ Db DY olb=a®zetb=a®T,

[z,z]eC  [z,7]EC

@ [bb] définition [3.4
[z,z]eC

= @ [e®z,aT= € (a®x) On reconnait la multiplication ®.

lz,z]eC [z,z]eC
(@ xma= [ @z @ Aoled=[ @ z0e @ 701- @ (xza).
[z,7]eC [z,Z]eC  [z,7]eC [z,7]eC [z,7]€C [z,7]eC
Donc I(D) est complet. O

Comme le dioide intervalle est complet tant que le dioide qui compose les intervalles est com-
plet cela nous permet de définir le dioide intervalle avec le dioide M%*[~, ] qui nous permet de
représenter les systémes (max,+)-linéaires.

Exemple 3.1 (I(M%[~,0])). Soit I(M%[~,d]) Pensemble des intervalles du dioide M%*[~,d].
Par la propriété le dioide M9y, d] étant complet, le dioide I(M%Z[y,§]) est complet.

Soit un intervalle défini sur I(M@*[~, d]) la représentation graphique de cet intervalle correspond
a I’ensemble des séries comprises entre la série de la borne minimale et la série de la borne maximale.
Pour cela la représentation des séries dans M%7 [, §] est utilisée pour le tracé les séries de la borne

inférieure et de la borne supérieure.

Exemple 3.2. Soit le polynome sur I(M%*[v, d]),
p=[p,p] = [V @~ @707, 48! & ~426° @ +*6°] la représentation graphique figure

d | | | P |
51----- Fe-ee- SRR o ————
41----- R R R Rt bt
31----- P 1 R R

| | )
294~ [ R o _____I——
1 — o -

R | il

1 2 3 4 5

FIGURE 3.1 — Représentant de I'intervalle p € I(M%*[~,d])

Comme le dioide intervalle I(M%Z[v, §]) est complet nous pouvons définir la résiduation sur ce
dioide.
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3.2 Application de la résiduation aux dioides intervalles

Toute application n’est pas résiduable pour pouvoir résiduer cette application nous utilisons la
restriction au domaine ou au codomaine. Pour cela nous allons définir la restriction d’application
extraites de [Bly], [HOMO03]| et [Cot99].

3.2.1 Théorie de la restriction

Définition 3.5 (Injection canonique). Soit C un sous-ensemble de D. L’injonction canonique de
C dans D est l'application I¢ : C — D définie par I¢(a) = a avec a € C.

Définition 3.6 (Image d’application). Soit une application II : C — D, 'injection canonique de
II sur D se note I, 7.

Définition 3.7 (Restriction d’une application & un domaine). Soit une application II : C +— D
et A C C. On note Il 4 : A+~ D une application qui respecte I1| 4 = Ilo I4 ot I4 : A+ C est
I'injection canonique de A dans C et P'application II| 4 sera appelée restriction II au domaine A.

FIGURE 3.2 — Représentation restriction au domaine

Définition 3.8 (Restriction d’une application & un codomaine). Soit une application II : C — D
et II(C) € A C D. Notée 4II:C +— A une application qui respecte II = I4 o4 Il ot I4: A+ D
est I'injection canonique de A dans D et I'application 411 sera appelée restriction II au codomaine

A.

c -1l .p

My
A

FIGURE 3.3 — Représentation restriction au codomaine

Définition 3.9 (Restriction double d’une application). Soit I1: C+— D, A C C et II(A) C B C D.
Nous noterons g1} 4 'application définie de A dans B par I’égalité :

H‘AZIBOB| H\A~

Définition 3.10 (Projection). Une projection est notée Pr¢ et vérifiée les propriétés suivantes :
— Pre o Pre = Pre,
— Pr¢ X Lip,
— a€C& Pre(a) =a.

Proposition 3.4 (Lemme de Projection [Gau92]). Soit C un sous-dioide de D qui est un dioide
complet. L’injonction canonique Ic : C — D est résiduable. Sa résiduée Ig est notée Pre.

Propriété 3.3 ([Cot99]). Soit II une application isotone : C — D ot C et D sont des dioides
complets. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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c U .p
I I

B A

Bl

FIGURE 3.4 — Représentation restriction double

— Si Il est résiduable alors, pour tout sous-dioide B C D tel que Im(I1) C B C D l’application
Bl est résiduable et

sl =1 o Iy = (H)fB.

— Si Il est résiduable alors, pour tout sous-dioide A C C tel que 'application I1| 4 est résiduable
et

4= (o la)f =TI, oIlF = Pryoll’.

3.2.2 Théorie de la résiduation sur les dioides intervalles

Dans les dioides intervalles la résiduation se calcule de la maniére suivante.

Définition 3.11 (Dioide couple). Soit D un dioide complet, ’ensemble des couples (2, z") avec
x’ € Detz” € D donne le dioide complet noté C(D) avec (g, €) comme élément neutre de ’addition,
(e, e) comme ’élément neutre de la multiplication et comme élément maximal (T, T). L’ensemble
des couples (z/,z") avec la relation d’ordre 2/ < " est un sous-dioide (voir définition de
C (D) noté Cy(D).

Considérons les applications suivantes définies sur le dioide C'(D) :

L(a’,a”)(xlvxl/) = (al?a”) ® (l‘l,J?H),
R(a’7a”)('r/7x// (J'Jazu) oY (a/aa//)'

S~—"
|

Proposition 3.5. Les applications Ly o1y et R o) sont résiduables.

Démonstration. Ly o) (g,€) = (a/,a")®(e,€) = (d/®e,a"®e) = (¢,¢). Comme C (D) est complet :

Lawan( @ (@2")=(d,do & (@")= & (dd)e@ )= & L, z")

(a’,z')eA (' ')A (z’,2")eA (z',x'")eA
oil A est un sous-ensemble de D. Donc d’aprés le théoréme L(a,ay est résiduable.
Ria o) (€,6) = (6,6) @ (d,a") = (e ®d',e ®a”) = (¢,¢). Comme C(D) est complet :

Ran( @ (@2") = @ Ra,an(@,2”) ot A est un sous-ensemble de D. Donc
(z’,2")eA (a,z')eA
d’aprés le théoréme R4,y est résiduable. O

Corollaire 3.5.1. Soit L o (2',2") = (a’,a") @ (2',2") la résiduation de l'application est

1,/
L%a’ a’’) ('Ilv I”) = (alr a//) ki(‘f‘cx 1‘”) = (a/ k{x/, a” 5{13")

Proposition 3.6. Comme Cy(D) est un sous-dioide complet de C(D). L’injection canonique de
Co(D) — C(D) est notée Ic,(py sa résiduation nous donne (Icyp))* = Proyp) (voir définition
[3.5)).

Le calcul de la projection nous donne le résultat suivant Pre,p)((2',2")) = (2" A "
(Z',2") ou (' N, x") est un plus grand couple de Co(D) tel que & < ', "' 22" et &/ < 7"

3\
I
~—

Proposition 3.7. L’application ¢, (p) L anycom) - Co(D) — Co(D) est résiduable. Sa résiduée
nous donne le résultat suivant :

L?,;,’am) = (o) Liaamico)t = I py © Lar am © Loy
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Démonstration. L’application L4/ 4y définie sur C(D) est résiduable :

(co)Liaramico®)’ = (com)Liaram) © Leo(p)? définition [3.7
= ICO(D)ﬁ (e} (Co('D)\L(a’,a”))n car (f og) =

= 1}, p) © Lfa o) © Ioo(p) définition
Si on considéré (b',b") € Co(D) C C(D) :
L?&/’&//)(bl, bl/) = Igo(’D) o Lt(ja/ a//) o ICO('D)

= Proy() © Liy 4 (. 1") deéfinition ,

= 'rCo p) (@’ §b',a" §Y”) corollaire ,
= (a &b' Aa" R, a" \b'") pr0p051t1on

O

Proposition 3.8. Soit D un dioide complet. L’application L, : I(D) — I(D), * — alx est
résiduable. L’application résiduée Lﬁ est définie :

Li(b) = a¥b = [aXbAa¥D , aXb].

Démonstration. Soit une application ¥ : Co(D) — I(D), (2',2") — [z,Z] qui associe un couple
ordonné a un intervalle. Cette application est un isomorphisme (une application isomorphe c’est
une application bijective qui conserve la structure), car la multiplication et ’addition sur ces dioides
se font sur leurs bornes. On peut donc considérer le résultat précédent (voir |3.7). O

3.3 Modélisation des systémes (max,+)-linéaires a temps in-
tervalle

Cette partie rappelle la modélisation des GET en systémes (max,+)-linéaires grace aux dioides
ME%]~, 8] et présente Iextension aux systémes & temps incertain a 'aide des dioides intervalles

(Mg . 0]).

3.3.1 Rappel de la modélisation des systémes a temps fixe

Nous allons expliquer comment mettre les systémes graphiques en équation grace a l’algébre
(max,+). Ces systémes sont des systémes certains car il y a un temps fixe sur les places. Nous
avons les événements d’entrées, les événements internes et les événements de sorties d’'un GET
qui sont représentés par des vecteurs u, x et y avec comme taille respectivement p, n et q. Les
éléments des GET peuvent étre représentés par des équations dans M$*[y, §]. Le dioide M%*[~, 4]
permet de représenter le domaine événementiel et le domaine temporel, o v représente le domaine
événementiel et 0 représente le domaine temporel. Les événements de M$ [y, §] sont associés aux
transitions d’état x, chaque transition associée & un monéme v"¢* nous apporte comme information
que le tir numéro n de la transition z a lieu au plus tot a la date t. Quand pour la transition x cette
transition n’est plus associée & un mondme mais a une série alors nous parlons d’une trajectoire. Une
trajectoire contient toutes ’historique de tir d’une transition. Les équations peuvent étre regroupées
sous forme matricielle appelée alors représentation d’état. Soit u € M3y, 5]P*! 'ensemble des
transitions d’entrées, y € M%%[v,§]?*! 'ensemble des transitions de sortles et x € M[, ]!
I’ensemble des transitions internes. Alors la représentation d’état d’'un GET est

r = Ax & Bu,
y = Cu,

ott A € M[y,8]"*", B € M&[y,8]"*P et C € M[y,5]7<".
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Exemple 3.3. Soit le GET de la figure [[.2] sa représentation d’état est

~150 . . . . v
150 ' ' : v

a=| - : 053 70 : |,B=] . o

70.55 . 71.50
052

C=( . . . . 3%,

Dans les matrices précédentes, les indices de « correspondent au décalage événementiel d’une
transition par rapport a 'autre (dans la matrice A le tir de x; se fait & partir de I’événement n+1
de x5). Les indices de ¢ correspondent au décalage temporel d’une transition par rapport a autre
( dans la matrice A le tir de x; dépend de la date de tir de la transition z5).

Remarque. Par convention, le premier tir d’une transition se fait au numéro 0.

Remarque. Les jetons présents dans le GET sont considérés présents depuis "lorigine des temps",
c’est-a-dire depuis la date —oo.

Un GET posséde une relation entre ses entrées et ses sorties. Comme le GET est un modéle
déterministe, il posséde donc une relation entrée-sortie appelée fonction de transfert. La fonction
de transfert permet de représenter 'influence des entrées sur les sorties du systéme.

Définition 3.12. Soit un GET muni d’une représentation d’état dans le dioide M$*[v,d] de la
forme
{x = Ax @ Bu,

y=Cz.
A partir de z = Az @ Bu on peut le transformer par z = A*Bu grace au théoréme on a donc
y = CA*Bu.
La matrice H = C'A* B représente la fonction de transfert entrée-sortie du GET.

Exemple 3.4. Soit le GET de 'exemple Sa fonction de transfert est

h=CA*B = (70(57(’}/152)* ’}/0(510(71(53)*).

3.3.2 Modélisation des systémes & temps intervalle

De la méme facon que nous avons mis en équation les systémes & temps fixe nous allons pou-
voir mettre en équation les systémes a temps intervalle. Les systémes & temps intervalle sont
des systémes avec des intervalles sur les places. Nous aurons les vecteurs u, x et y avec comme
taille respectivement p, n et q. Les éléments des GET seront représentés par des équations dans
I(MZ2]v,d])- Les équations peuvent étre regroupées sous forme matricielle appelée alors représen-
tation d’état. Soit u € I(M2 [y, §]P*!) I'ensemble des transitions d’entrées, y € I(M [y, §]7%1)
I'ensemble des transitions de sorties et x € I(M%[y,5]"*1) I'ensemble des transitions internes.
Alors la représentation d’état d'un GET est

x = Ax @ Bu,
y = Cx,

ou A € I(MGT [y, o]"™), B € I(MET[y, 6]"*) et C € I(METy, 6]7"").
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Exemple 3.5. Soit le systéme suivant :

H}ZSF*\ o
o %P(}\P(}I
O~ O

(1,4]

FI1GURE 3.5 — Représentation d’une ligne d’assemblage & temps intervalle

Cela donne la représentation d’état suivant :

' [y!6%, 7o)
[v051,~064] :
150 150
A= 051 054 b 0%y ] . )
. [v00h, 4964 . . .
[v063,~°6°] : [7065,~°6°] : [0, 7%6°]
[v062,~062]
[7°6%,7°6°]

[v06°,~06%]

B = ,

C=( . . . . [059,4059).

Dans les matrices précédentes, les indices de 7 correspondent au décalage événementiel d’une
transition par rapport a 'autre (dans la matrice A le tir de x; se fait a partir de I’événement n+1
de x2). Les indices de ¢ pour la borne inférieure correspondent au décalage temporel minimal d’une
transition par rapport a 'autre ( dans la matrice A le tir de z; minimal dépend de la date de tir
minimal de la transition z2). Les indices de ¢ pour la borne supérieure correspondent au décalage
temporel maximal d’une transition par rapport & l'autre (dans la matrice A le tir de x; maximal
dépend de la date de tir maximal de la transition zs).

Remarque. Par convention, le premier tir d’une transition se fait au numéro 0.

Remarque. Les jetons présents dans le GET sont considérés présents depuis "lorigine des temps",
c’est-a-dire depuis la date —oo.

Comme pour les systémes & temps fixe il existe une relation entrée-sortie pour les systémes
a temps intervalle. La fonction de transfert permet de représenter I'influence des entrées sur les
sorties du systéme.

Définition 3.13. Soit un GET incertain muni d’une représentation d’état dans le dioide I(M%*[~, d])
de la forme

x = Ax @& Bu,
y = Cx.

Pour la partie x = Ax ® Bu on peut le transformer par x = A*Bu grace au théoréme on a
donc

y = CA*Bu.

La matrice H = CA”B représente la fonction de transfert entrée-sortie du GET & temps intervalle.



Chapitre 3. Modélisation et exploitation des GET a temps intervalle par dioide
24 intervalle

Exemple 3.6. Soit le GET de 'exemple Sa fonction de transfert est

a1 (AR, (726%) (v 6h)7]
H=CA'B= ([(7058)(7152)* , w%“)(vlé‘*)*]) '

Remarque. Dans les dioides intervalles une entrée dégénérée veut dire que la borne inférieure est
la méme que la borne supérieure cela fait que u = [u,u] ot u = .

3.4 Résumé

Dans cette partie nous avons présenté la théorie sur les dioides intervalles pour mettre en place
notre modélisation des GET en systémes (max,+)-linéaires & temps intervalle. Nous avons aussi
défini la théorie de la résiduation sur les dioides intervalles. Cela nous permet de mettre en place
la théorie pour définir notre méthode de détection de défaillance temporelle.



Chapitre 4

Détection de faute dans les systémes
(max,+)-linéaires a temps intervalle

Dans cette partie nous allons étendre la méthode de diagnostic dans les systémes (max,+)-
linéaires extraite de article [SLCP17]| aux systémes (max,+)-linéaires & temps intervalle. Pour
cela nous allons comparer les sorties observées et les sorties prédites. Les sorties observées sont
les trajectoires obtenues par l'observation du systéme. Les sorties prédites sont les trajectoires
obtenues avec les connaissances du systéme. Pour comparer les sorties sur les systémes continus
on fait une soustraction mais opération de soustraction n’est pas définie dans le dioide M%¥[~, d]
car 'opération maz n’a pas d’inverse. Comme la résiduation permet de calculer la solution la plus
proche, nous utilisons la résiduation qui nous permet d’obtenir les mesures d’écarts entre deux séries
dans le dioide M%*[~,d]. Pour les calculs dans l’algébre (max,+) en C++ nous allons utiliser la
bibliothéque minmazgd tirée de [CLHBOO| et MaxzPlusDiag tirée de [LCSPP1§| qui utilise aussi la
bibliothéque minmazgd.

4.1 Définition des écarts dans les systémes (max,+)-linéaires
4 temps intervalle

Dans cette partie nous allons présenter les différentes définitions utilisées pour mettre en place
une méthode de calcul des écarts dans les systémes (max,+)-linéaires a temps intervalle.

4.1.1 Mesure des écarts entre séries de M?*[v, ]

Définition 4.1 (Fonction de l’écart temporel). Soient a,b € M%[v,d] et leurs fonctions dateurs
respectives D, (n) et Dy(n), la fonction de décalage temporel représentant tous les écarts de temps

entre a et b pour chaque n € Z est définie par 7, ,(n) = Dy(n) — Dy(n).

Théoréme 4.1 ([Max91]). Soient a,b € MZ*[v,d], la fonction de décalage temporel peut étre

bornée comme suit :
Vn € Z, Dyye(0) < Tap(n) < —Days(0).

Ce théoréme nous permet de déterminer les bornes minimales et maximales de la fonction de
décalage temporel. L’extraction des bornes se fait sur les séries agb et bfa. La borne Dyy,(0) est
obtenue par rapport a la série bfa, celle-ci est récupérée par 'intersection de bfa avec 'axe du

domaine temporel § et I'observation de 'exposant de 6 du mondme 7051)”?‘“(0). La borne D4, (0)
est obtenue par rapport a la série a¢b, celle-ci est récupérée par 'intersection de a¢b avec I'axe du

domaine temporel § et 'observation de I’exposant de 4 du mondme fyO(SDW 0O,

Définition 4.2 (Intervalle d’écarts temporels). Soient a,b € MZ¥[y, 8], les écarts temporels entre
a et b sont inclus dans l'intervalle :

A(a,b) = [Dyga(0); =Dagp(0)], (4.1)

ou 706Db9‘a(0) € bda et 705Da?‘b(0) € a¢b. Dans cet intervalle, la série de référence, c’est-a-dire la
série & partir de laquelle le décalage temporel est mesuré est la série a. Si les valeurs de 'intervalle
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sont positives alors la série b est graphiquement au dessous de la série a cela signifie que a = b. Si
les valeurs de l'intervalle sont négatives alors la série b est graphiquement au dessus de la série a
cela signifie que a < b.

Exemple 4.1. Soit deux séries a = Y060 @102 D122 ®y46T>° et b = 105 @y 2 @264 2o,

by{a — 7051@7152@7254@745+00'
a?{b — 70671@7150@7251@745+oo.

De ces résultats on retire 'information pour la borne supérieure sur le monéme +°6' donc Dyy, = 1.
De ces résultats on retire 'information pour la borne inférieure sur le monéme v°6~! donc Doy, =
—1. Ce qui nous donne comme intervalle A(a,b) = [1,1]. Les valeurs de I'intervalle sont positives
alors le polynéme b est graphiquement en-dessus du polynéme a. Ce qui donne bien b > a. La
représentation de la série a en bleu et de la série b en rouge sur la figure (4.1

FIGURE 4.1 — Représentation des séries a et b

4.1.2 Mesure des écarts des sorties d’un systéme (max,+)-linéaire a
temps intervalle

Pour un systéme (max,+)-linéaire & temps intervalle avec H € I(M %2 [, 6]7*P) comme fonction
de transfert et u € I(M%*[y,]P*!) comme entrée observée cela nous permet d’obtenir les sorties
prédites du systeme y, = Hu = [gp,yp]. De la définition sur les bornes du décalage temporel
nous allons définir les décalages temporels des systémes (max,+)-linéaires a temps intervalle. C’est-
a-dire que nous allons définir I’écart entre g, et Y, Dans cette définition on prend comme a =7,

et b= Y, La référence de cette écart est ,,.

Définition 4.3 (Ecart du systéme avec 7, en référence). Soit y, = Hu = [yp,yp] avec u €
I(M [y, 817>, H € I(M%[y,8]7%P) avec u une entrée dégénérée et H la fonction transfert

n

d’'un GET. L’écart du systéme sur la sortie y,, du GET est noté

7, = [Py, 95,0 =Dy g (0)] = [85,, Ay, |.

A

L’écart du systéme correspond & ’écart de y, par rapport & 7,. Comme y,, est un intervalle on a
Up = Y, donc Dyﬂp(o) <O0et _D?w{gp (0) <o0.

De la méme maniére, si Y, est maintenant la référence, I’écart du systéme est défini comme suit
avec a =y, et b=7,.

Définition 4.4 (Ecart du systéme avec y, en référence). Soit y, = Hu = [gp,yp] avec u €

I(M& [, 8]P*1), H € I(M%[v,5]7%P) avec u une entrée dégénérée et H la fonction transfert
d’un GET. L’écart du systéme sur la sortie y,, du GET est noté

Agp = [Dﬂp?‘gp(o)§ _Dyps@p (0)] = [égp,zgp]-

L’écart du systeme correspond a l'écart de y,, par rapport a Y, Comme y,, est un intervalle on a
Y=y, donc Dﬂpﬁ‘@p (0) >0 et _Dgpﬁp (0) > 0.
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Exemple 4.2. Soit le systéme (max,+)-linéaire & temps intervalle suivant :

[1,1]

-O—F-O—HOA,

[2,2] [1,4] [4,4]

FIGURE 4.2 — Un GET modélisant un systéme (max, -+)-linéaire & temps intervalle

Avec la représentation d’état suivante :

. e, €] 1t AN g (009500
(700", 705%] [e, €] [e,¢] ’ (4.2)

y = ([5,5] [705477064]) X.

Ou A € I(M7 [y, 0]""), B € I(MGTTy, 6]"*P) et C € I(MTy, 6]7).
La fonction de transfert H € I(M$7[~,6]7*P) de ce systéme est :

{H=CA™B = (1°7)(115)". (2°51)(716°)7]) .
Ce systéme est soumis & ’entrée suivante :
u=[ua =y 32 3 oyt 050 eyt @22 @30 @A) ol u =T
La réponse attendue représentée sur la figure :
y, = [yp@p] = 1007 @169 @ 72611 B 43513 @ 416 | 49510 © 41515 @ 42620 @ 4362 @ A4,
Le calcul des résiduations des sorties prédites nous donne la représentation sur la figure [4.3b

Y U, = V0T8T e 0 @yt
Upty, = 1°0°®716° @70 @701 @ atatee,

Cela nous donne Ay = [-12, -3 et A, =[3,12].

25 45------ P A
24 1% - m bl e 18 g5 -==-=-r=-=----po----e- s
2314 ------- - DR Ty { - b R R 77 MR
%%:::::1,::::%:::::: 12 44------- R et LEE TR
20 F------- Fo---—- - Rt R 12 ------- el EE LT tmmmm -
194 -~ S A FE R 10 f-------p----mo oo
1 Y- 8 R
17 4------- e i !
16 f - -bommmmoofeeeoooodo o R B SRR SRR
b il SRR rommoo- T ----
T """ J“ 7777777 s 2777777777\777777777 7777777777777777
B+ | | 2
%%::::::::::*”””7 . —2 - L B
0e——t - f T I e R
9f--3%--- Lo se T 6 e
8-~ e T _8,,,,,,,,,,,,,,,,,L,,,,,,,J ,,,,,,,,
7 w + | il =10 - e P
1 2 3 121 Tmmmn--- LU ————
(a) Représentation de y, et Y, (b) Représentation de prgp et gpyfgp

FIGURE 4.3 — Représentation de la sortie prédite et des résiduations
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4.1.3 Sorties acceptables d’un systéme (max,+)-linéaire 4 temps inter-
valle

Dans cette partie nous allons présenter les sorties acceptables d’un systéme (max,+)-linéaire
A temps intervalle ces sorties correspondent aux sorties qui sont comprises dans l'intervalle de la
sortie prédite.

Définition 4.5 (Ensemble des sorties acceptables). Soit Ve € MZ¥[7, d] 'ensemble des sorties
acceptables pour H € I(M&[v,8]7%P), u € I(MZy,6]P*!) et Yace € Vace doivent respecter la
condition suivante Y, = Yace 2Y, 00 Hu=y, = [yp,yp].

Proposition 4.2. Soit Yoce € Vace une sortie est acceptable si et seulement si elle respecte les 4
conditions suivantes :

Dy,..s5,(0) € [y , 0], (4.3)
—Dy, #y...(0) € [Ag, , 0], (4.4)
Dyocety, (0) € 10, 4, ], (4.5)
Dy 4y, (0) € [0, 4y ] (4.6)

Démonstration. Pour le cas limite supérieure yoc. = ¥, les écarts temporels calculés entre y, =
[gp, yp] et la sortie y,.. nous donne Dy‘m@p (0)=0et Dy Jyace(0) = 0 car Yo = Y, Nous obtenons

Dyaccsfgp (0) = D@Mgp (0) et Dgp9fyacc (0) = Dgps@p( ) car Yace = Yp-

Pour le cas limite inférieure y,.. = Y, les écarts temporels sont Dyacc9(gp (0)=0¢et Dgpsfyacc (0) =
0 car yace =y, - Nous obtenons Dy, 4y (0) = Dgp@p (0) et Dgﬂym (0) = Dypﬁp (0) car ygee = Y,

Comme Y, = Yace = Yy, NOUS obtenons Dymcy@p (0) € [éypﬁ] Car Yace €volue entre y et 7, et
donc Dy, 47, (0) ne peut que évoluer entre les cas limites Dy, 45 (0) = Dy,,‘/?p (0) et Dy, 43,(0) =
0. Nous obtenons —Dy 4,,..(0) € [Ag,,0] car yae. évolue entre y, et g, et donc —Dy 4. (0)
ne peut que évoluer entre les cas limites Dy 4,,..(0) = D@,,s/gp (0)) et Dy yy,..(0) = 0. La méme
démonstration est faite pour Dymwp(O) et Dyp?(yacc(()). Donc si Yace € Vace alors les 4 conditions

A3} [£4] 5] et 6] sont vraies.

Si Dy,..45,(0) € [éyp,O], cela veut dire que dans dans le pire des cas Dy, 45 (0) = Ay cela
nous donne Ygee = y, ou Dyuccﬁp (0) = 0 cela nous donne y,e. = Y, donc Y, = Yace = Y- Si

—Dy 4y...(0) € [Z, 0], cela implique que dans dans le pire des cas —Dy g, .(0) = ng cela
nous donne Yg.. = y, ou _Dﬂpyyacc (0) = 0 cela nous donne yge. = Yy, donc Y, = Yace = Yp-
Si Dy,..¢y (0) € [0,Ay | nous pouvons dire que dans dans le pire des cas D, .4, (0) = 0 cela

nous donne gy .. = y, ou Dym?(y (0) = éyp cela nous donne Y. = 7, donc v, = Yace =X Tp- Si

~Dy 4y...(0) € [O,Zg | cela nous donne que dans dans le pire des cas ’Dy 4yace (0) = 0 cela donne

Yace =Y, O1 —Dy Syaee(0) = AE cela donne yucc = Y, Donc si les 4 condltlons H H H et H
sont vrales alors yacc € Vace-

Maintenant que ’on connait ’ensemble des sorties acceptables pour caractériser notre GET,
nous allons étudier I’écart de y qui correspond & une sortie quelconque définie dans M%7 [, 0] par
rapport aux sorties prédites d’un systéme. Pour cela nous calculons les résiduations des sorties
prédites par rapport & n’importe quelle sortie.

Si on reprend l'exemple [5.2] les écarts du systéme sont Ay = [-12,—3] et A, = [3,12]. Les
bornes de décalages sont calculées par rapport aux écarts de décalages A(a, b) = [Dygq(0); —Days(0)].
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Pour sept sorties quelconques définies ci-dessous

g1 = 7065 ® 4101 @261 @ 43617 @ AT, (4.7)
y2 =% @1 @70 @475 @10t (4.8)
ys = 120" @161 @476 @ 4767 @ 40T, (4.9)
1 =201 54101 4792 41 (4.10)
ys = 7°6° @ 7160 @ 42512 @ 44T, (4.11)
yr = ’}/0612 D ’)/1613 &) 72517 &) ’}/3627 &) ,}/464*00. (4]_2)

Les bornes de I'écarts décalages de chaque sortie sont données dans le tableau suivant :

Y | Dyyy, (0) _D§p¢y(0) Dy#yp )| - gp%v(())
m 3 2 1 4
Yo 16 A 4 1
s 1 4 4 16
va | 12 3 3 0
s 3 4 3 10
Ye -3 -4 -1 1
vr 3 2 4 14

TABLE 4.1 — Tableau des différentes bornes des ’écarts décalages

Les tracés des sorties du tableau et les sorties prédites y,, qui correspondent aux séries en bleu sont
obtenues sur les figures suivantes :

o R ST Bl R =
2 | |
24 t------- P ro------ft---1-- - ol 7
22 - R e I
20 Fommeo- N -
18, ,,,,,,,, Y [ O A .
L R S R | L -
14 f-------f-------p—————F------ -
124+-------fe e =16
o —=t——
12 7 3fe——— 1 PR 3
 QE—— U g7 —
e—
1 2 3

FIGURE 4.4 — Représentation graphique des sor- FIGURE 4.5 — Représentation graphique des sor-
ties y1, y2, ys et de y, ties v, ¥s, Yo, y7 et de y,

— y; appartient a l’ensemble des sorties acceptables, elle indique —8 € [—12,0] et —2 € [—3,0]
et 1 €[0,3] et 4 €[0,12].
— 9o ne fait pas partie de I’ensemble des sorties acceptables, elle indique —16 ¢ [—12,0] et
—4¢[-3,0 et —4 ¢ [0,3] et —1 ¢ [0,12].
Attention les séries de la figure [L.5] contrairement aux séries de la figure [£4] n’ont pas toutes leurs
bornes de décalages dans I’ensemble des écarts du systéme.
— w4 n’est pas dans 'ensemble des sorties acceptables, elle indique —12 € [-12,0] et —3 €
[—3,0] et —3 ¢ [0,3] et 0 € [0, 12].
— y5 n’est pas dans I'ensemble des sorties acceptables, elle indique —10 € [—12,0] et —3 €
[—3,0] et —4 ¢ [0,3] et 3 € [0,12].
— yp n'est pas dans ’ensemble des sorties acceptables, elle indique —3 € [—12,0] et —4 ¢ [—3,0]
et —1¢1[0,3] et 1 €10,12].
— yr nest pas dans ’ensemble des sorties acceptables, elle indique —3 € [—12,0] et —4 ¢ [—3,0]
et 4 ¢[0,3] et 14 ¢ [0,12].
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Avec les observations que nous avons vues et la connaissance que nous avons sur la résiduation
nous pouvons tirer les conséquences suivantes :
— Quand l’équation( ) est fausse. Si (2 (0) > 0 cela implique que y,ps est en-dessous
Jp- Si Dy,,.97, (0) < éyp cela implique que yops est au-dessus 7,,.
— Quand I’équation est fausse. Si Dy dyons (0) > 0 cela implique que y,ps est en-dessous
Yp- S1 —Dg, 4yoss (0) < Ay cela implique que Yops est au-dessus 7,
— Quand ’équation 1} est fausse. Si D, , 4, (0) > A, celaimplique que yops est en-dessous
Y, Y,
Y, Si Dy,,.4y (0) <O cela implique que yops est au-dessus Y,
Y Y, S8 Y
— Quand I’équation |i est fausse. Si —Dy 4, . (0) > A, cela implique que yops est en-
=P =P
dessous Y, Si Dgps/yobs (0) < 0 cela implique que yeps est au-dessus Y,
Par rapport aux conséquences observées nous pouvons tirer les informations suivantes :
Quand [4.3] est fausse alors [I.5] est fausse aussi. Alors que [L.5] peut étre fausse sans que [£.3]le
soit aussi.

Quand [4.6] est fausse alors [f.4] est fausse aussi. Alors que [f.4] peut étre fausse sans que [£.6]le
soit aussi.

4.2 Définition de ’'indicateur

Pour le diagnostic dans nos systémes(max,+)-linéaires a temps intervalle nous allons observer
les entrées et les sorties de notre GET. Grace & ce que nous avons appris dans la section nous
pouvons dire si une sortie quelconque appartient & I’ensemble des sorties acceptables ou non pour
pouvoir faire un indicateur pour nous indiquer si une défaillance détectable est détectée.

4.2.1 Indicateur a entrée dégénérée

Pour notre indicateur & entrée dégénérée les hypothéses sont les suivantes : les sorties et les
entrées sont observables. Ce qui conduit & ce que les entrées u et les sorties y sont parfaitement
mesurées : 'entrée est dégénérée a savoir leurs bornes inférieures et supérieures sont les mémes. Pour
pouvoir faire du diagnostic il faut détecter les défaillances pour cela il faut définir les défaillances
détectables.

Définition 4.6 (Défaillance détectable). Une défaillance du systéme est détectable si les observa-
tions du systéme qu’elle engendre ne correspondent pas aux observations attendues.

Définition 4.7 (Indicateur). Un indicateur est une fonction qui, & I’aide des observations du
systéme, indique la présence ou non d’une défaillance détectable dans le systéme.

Remarque. La premiére idée pour 'indicateur est d’utiliser la théorie de la résiduation des dioides
intervalles définie dans la section Pour rappel, ayb = [a§b Aakb , a}b], le calcul de la borne
inférieure de ¢ est donc complexe, elle nécessite plus de calcul que celui de la borne supérieure. En
plus l'utilisation de 'opérateur A mélange les informations et peut nous faire perdre l'information
aXb quand @}b est plus petit que a §b.

Définition 4.8 (Indicateur a sortie simple). Soient un systéme (max,+)-linaire avec H € I(MZ* [y, §]9*P)
sa fonction de transfert, u € I(M2[y,5]P*!) lintervalle dégénéré des entrées observées, y, €
M, 8] la sortie observée du systéme. L’indicateur I7(u, yops) est défini par

auz si pour y, = Hu, —D; 0) € [Ay ,0] et D 0) €[0,A
I[(ll, yobs) _ {f D yp yp‘/yo( ) [ Yp } yﬁ‘gp( ) [ *ﬂp] (413)

Vrai Sinon.

Proposition 4.3 (Correction). L’ndicateur renvoie vrai si et seulement si le systéme subit une
défaillance détectable.

Démonstration. Soit un systéme subissant une défaillance détectable, cela implique que la sortie
observée n’est pas dans ’ensemble des sorties acceptables du systéme donc 'une des conditions
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M3 {4 45 et £.6] est vraie. Or si[4.3] est vraie alors [£.5] est vraie et si[4.6] est vraie alors [£.4] est

vraie. Supposons que l'indicateur renvoie faux alors [4.5] et [£.4] sont fausse : l'indicateur ne peut
donc pas étre faux en méme temps que le systéme est avec défaillance détectable.

Soit un systéme sur lequel l'indicateur renvoie vrai. L’indicateur qui renvoie vrai implique que
et [£:4) sont fausses. Supposons que le systéme ne subissant pas une défaillance détectable alors
la sortie est dans I’ensemble des sorties acceptables du systéme donc les conditions [.3] 4] 5] et
[.6] sont vraies. Donc sur un systéme sans défaillance détectable I'indicateur ne peut pas renvoyer
vrai. O

Exemple 4.3. Soit ’exemple Pour les intervalles du systéme Ay = [-12, =3 et A, = [3,12].
=P

Pour la sortie (4.8) y,2 = y2. La résiduation suivante est obtenue :
yp%yo2 — ’}/064 o ’}/169 e ,)/2514 o ’}/3619 D 7464_00.

La borne de Iécart entre la sortie et la borne supérieure de la sortie prédite est —Dy 4y, (0) = —4.
Pour cette sortie la borne supérieure est —4 ¢ [—3, 0] donc |4.4] est fausse. La résiduation suivante
est obtenue :

on?{gp — 70574 o 71572 P ’)/2(50 o 7352 ey ,y4é’+oo.
La borne de ’écart entre la sortie et la borne inférieure de la sortie prédite est Dyozdgp (0) = —4.
Pour cette sortie la borne inférieure est —4 ¢ [0,3] donc est fausse. Donc notre indicateur

renvoie vrai.
Pour la sortie (4.9) yo3 = y3. La résiduation suivante est obtenue :

yp?{yo?) — 706_4 @’71(52 @72(58 @’}/3(514 @’}/46+OO.

La borne de I'écart entre la sortie et la borne supérieure de la sortie prédite est *Dﬂpﬁyoa(o) = 4.
Pour cette sortie la borne supérieure est 4 ¢ [—3, 0] donc[4.4]est fausse. La résiduation suivante est
obtenue :

yOS%gp _ ,_y054 @ 71510 D ’}/2(516 o 73522 @ ,746+oo'

La borne de I’écart entre la sortie et la borne inférieure de la sortie prédite est D, .4, (0) = 4.
=P

Pour cette sortie la borne inférieure est 4 ¢ [0, 3] donc est fausse. Donc notre indicateur renvoie
vrai.

Nous allons présenter un autre exemple pour montrer une limite de notre indicateur (voir en
annexe d’autres exemples de notre indicateur) c’est que comme nous manipulons des systémes
dont les temps de processus sont variables, certaines exécutions d’un méme processus contenant
une défaillance vont permettre de détecter cette défaillance alors que d’autres temps d’exécutions
ne permettrons pas de détecter une défaillance.

Exemple 4.4. Soit le systéme (max,+)-linéaire & temps intervalle suivant :

D2 D4

1,1 [1,3] [1,1]

FIGURE 4.6 — Un GET modélisant un systéme (max, +)-linéaire a temps intervalle



Chapitre 4. Détection de faute dans les systémes (max,+)-linéaires a temps
32 intervalle

Les écarts du systeme sont Ay, = [-17, —2] et Ayp =1[2,17].

Pour montrer 'influence des temps d’exécutions sur la détection de défaillance, nous allons
calculer notre sortie observée avec les différents temps d’exécutions des places. Pour cela nous
allons calculer la sortie du systéme avec le temps des places différent, nous prenons les temps sur
les placest; =1, to =1, t3 =1, t4 = 1 ou t, correspond au temps que nous prenons sur la place
numeérotée n. Nous obtenons comme sortie y, = 7262 @ v16° & 7267 @ 438° @ y46T.

La résiduation suivante est obtenue :

phtio = 7062 @ AL810 @ 42518 @ 43520 @ Adgtoc
La borne de I'écart entre la sortie et la borne supérieure de la sortie prédite est =Dy 4, (0) = —2.
Pour cette sortie la borne supérieure est —2 € [—2,0] donc est vraie. La résiduation suivante
est obtenue :

yo%yp — 705—3 @7160 @7263 @’}/366 D 745-1—00-
La borne de I’écart entre la sortie et la borne inférieure de la sortie prédite est D, 4, (0) = =3 et .

—p

Pour cette sortie la borne inférieure —3 ¢ [0, 2] donc est fausse. Donc notre indicateur renvoie
vrai.

Pour calculer notre sortie observée nous prenons t1=1, t2=3, t3—1, t4—1 avec comme sortie
Yo = 700° @ v167 @ 2513 @ 3517 @ 4*91°°. La résiduation suivante est obtenue :

yp?{yo — 7050 e ,7158 D ,Y2616 e ,73524 o 745+oo.
La borne de l'écart entre la sortie et la borne supérieure de la sortie prédite est —Dy 4, (0) = 0.

Pour cette sortie la borne supérieure 0 € [~2,0] donc [£.4] est vraie.
La résiduation suivante est obtenue :

yo%gp — ,)/052 @7156 D 72510 @’73514 @745+oo.

La borne de I’écart entre la sortie et la borne inférieure de la sortie prédite D, 4, (0) = 2. Pour
=P

cette sortie la borne inférieure est 2 € [0, 2] donc est fausse. Donc notre indicateur renvoie faux.

Nous sommes face & un probléme selon quel temps nous prenons sur une place, nous pouvons
ne plus détecter une faute. Pour cet exemple quand nous prenons t3=1 et t2=1 nous ne sommes
pas plus rapides que le fonctionnement du systéme le plus rapide alors que quand nous prenons
t3=1 et t2=3 nous sommes moins rapides que le fonctionnement du systéme le plus rapide.

4.2.2 Equivalence avec I’indicateur a temps fixe

Maintenant que l'indicateur de défaillance pour les systémes & temps intervalle est défini, voyons
8’il est tout & fait équivalent & 'indicateur pour les systémes a temps fixe (cas particulier des
systémes & temps intervalle) défini dans [SLCP17].

Définition 4.9 (Indicateur & temps fixe). Soit h € M [y, 6]7*P une fonction de transfert d’un
systéme (max,+)-linéaire. Soit u € M [v,5]P*! et y, € My, 8]7<! les trajectoires d’entrée et
de sortie observables du systéme. L’indicateur Ij,(u,y,) est la fonction :

{faux si pour y, = hu, (Yo, yp) = [0;0],

I, (u =
(1 9o) vrat sinon.

Proposition 4.4 (Equivalence entre I'indicateur 4 temps fixe et & temps intervalle). L ’indicateur
a temps intervalles d’un TEG o temps intervalle avec des temporisations dégénérées sur les places
est équivalent a lindicateur & temps fize.

Démonstration. Soient un TEG a temps intervalle avec des temporisations dégénérées (c’est-a-dire
le méme temps sur les bornes inférieures et supérieures des places). Nous obtenons la fonction
de transfert suivante H = CA*"B = [H, H| avec H = H car les intervalles sont dégénérés. Avec
u= [u, 7] ol u = 7 la sortie prédite attendue est y, = [gp,yp] ouy =79, car H= H. Les écarts
du systeéme sont A, =[0,0] et Ay = [0,0] car ces intervalles nous donnent les écarts entre y, et
Y, Y
Y, et comme ¥, = Yp les écarts sont nuls. Le calcul des résiduations est gpyfyo = ?pﬁfyo et yoyfgp =
Yo?Y, car Y, = U, Pour notre indicateur & temps intervalle il faut vérifier D, 4, (0) € [0,0] et
N -p
—Dy 4y,(0) € [0,0] ce qui est équivalent de comparer X+ (Yo, yp) = [Dy, ¢z, (0), =Dy gy, (0)] = [0;0]
pour l'indicateur & temps fixe. O
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Exemple 4.5. Soit le systéme (max,+)linéaire suivant :

—
—_

h(}h(ﬁh(ﬂ,

2,2] 3,3] 4,4]

FIGURE 4.7 — Un GET modélisant un systéme (max, +)-linéaire avec intervalle dégénéré

Avec la représentation d’état suivante :

el [y'eh At [96%,7°6°]
X= 11052 052 XD w
[776%,7%6%] [, €] [, €] (4.14)
y = ([a,e} [7064,7064]) X.
La fonction transfert de ce systéme est :
{H=CAB = ([(:°)(2'6)", (1°5°) (+'6%)")) (4.15)
Ce systéme est soumis a ’entrée suivante :
u=[ua =Dy ®y2 2 D3 @yt 250 eyt @22 @3 @At T ol u =T
la réponse attendue est :
y, = [yp’yp] = 10571 3@y 20 @302 @yt ot | 4080 6 3B 28 T B 382 B i) on y =7,
L’observation de la sortie est :
Yo = 7058 @71511 @72514 @73517 @746+oo'

Les calculs des résiduations sont les suivants :

gp%yobs = yp%yobs = 7051 @ 7155 ©® ’7259 ©® ’73(513,
yobs?{yp = yobs?{gp = '705_4 ® ’7150 ©® ")/2(54 D ’7358.
Les bornes de décalages temporels sont Dy, 45 = —4 et =Dy 4, , = —1. Pour cette sortie les

écarts du systéme sont —4 ¢ [0,0] et —1 ¢ [0,0]. Donc I'indicateur a temps intervalle renvoie vrai.
Pour l'indicateur & temps fixe X, (Yobs, Yprec) = [—4, —1] donc l'indicateur renvoie vrai.

4.3 Extension aux entrées incertaines et aux sorties incer-
taines

Cette partie présente I'influence de 'incertitude des entrées ou des sorties sur 'indicateur pré-
senté précédemment. Dans cette partie nous allons voir comment évolue notre indicateur quand
I’entrée n’est plus dégénérée ou quand la sortie est un intervalle.

4.3.1 Extension aux entrées incertaines

Si 'observation a une incertitude sur I’entrée cela ne change pas notre indicateur. Car si nous
avons une entrée incertaine alors u= [u, ] ou u = @, l'entrée ne va pas modifier la définition de
Vintervalle de la sortie prédite y,, = Hu = [H u, Hul, les écarts du systéme Agp et Agp peuvent
étre plus importants.
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Exemple 4.6. Soit le systéme de I'exemple [5.2] Ce systéme est soumis a 1’entrée suivante :

u=[ua =[Oy &6 @12 16T, %5 @167 @425 P8t @ yte T

La sortie prédite est la suivante :

yp _ [gp,gp] _ [7057 o ’)/169 @,}/2511 o 73513 @745+oo , 70511 D ’}/1516 @72d21 @73526 @745+oo]

Le calcul de la résiduation nous donne les écarts suivantes Ay = [-13,—4] et A, = [4,13].

4.3.2 Extension aux sorties incertaines

Pour P’extension aux sorties intervalles nous allons garder les définitions des écarts dans un
systémes (max,+)-linéaires a temps intervalle. Nous allons devoir définir les ensembles de sorties
intervalles acceptables.

Définition 4.10 (Ensemble des sorties intervalles acceptables). Soit Y yee € I(M%2 [y, 5]9%1) len-
semble des intervalles des sorties acceptables pour H € I(M%[y,5]7%P) et u € I(M[v,5]P*1)
doivent respecter la condition suivante y <y <Y, 2y, ot Hu=y, = [y Upl €t Yace € Yace:

Comme par définition des intervalles Yy, 2, I’utilisation de la proposition peut étre utilisée
en vérifiant que chaque borne de 'ensemble des sorties observables est bien dans ’ensemble des
sorties acceptables de la définition [£.5] Maintenant nous avons défini quel calcul faire pour voir si
Yy, est dans ’ensemble des sorties acceptables et si 7, est dans I’ensemble des sorties observables.
Nous allons calculer les résiduations des sorties prédites avec n’importe quel ensemble de sortie.

Si on reprend 'exemple [5.2] les écarts du systéme sont Ay = [-12,—3] et A,,, [3,12]. Les
bornes de décalages sont calculées par rapport au fonction de décalage ¥(a, b) = [Dyyq(0); —Dagp(0)].

Pour les sorties quelconques définies dans le tableau ci-dessous, les bornes de décalages de chaque
sortie sont données dans le tableau suivant :

Y1 0617 ey 71621 oy ,72526 D ’}/3628 ey 746—&-00 ,’}/0621 D 71525 o ’}/2629 oy ’}/3631 D ,745+<><>] 4.16
Yo 051@’}/162@’}/253@7364@745+00 ,7055@7156@7258@’}/359@'}/45+00} 4.17
y 0(55@7 66@’}/258@73(59@74(5+O® ,70(59@71(512@’72514@73615@’}/45+m] 418
y

069 @,Y 612 @72514 @’}/3515 @7464*00
057@7259 @73513 @,745-1-00
057 @’}/2611 @73513 @,}/45+oo

’70510 ® 71520 @ 73525 o 7454»00]
,7067 ey 72(511 e ,73513 D 745-1-00]
’70510 D 71620 a ,_Y3525 o 745+oo]

Ys
Ye

=[v
=[y
=[v
= [ 059@71512 @72514@73515@'}/45+w
=[v
=[v
yr =[v

(4.16)
(4.17)
(4.18)
;70517 o 71524 @ 72526 P 73528 D 745+00] (419)
(4.20)
(4.21)
(4.22)

y Dgoy@p(o) 'D§p9‘go (0) Dgo9‘gp (0) _Dypsfgo (0) D@,?@p(o) Dﬂpﬁo (0) yc,?‘gp(o) Dgpﬁo (0)
" 3 7 10 15 6 11 14 18
Ys 21 9 9 6 16 5 4 2
Y3 -16 -5 -4 -2 -10 -1 2 3
Y4 -10 -1 2 3 3 -7 10 15
Ys 10 1 2 3 0 5 3 12
Ys -12 -3 -2 0 -10 -1 2 3
¥, 12 3 2 0 0 5 3 12

Les tracés des sorties ci-dessus et la sortie prédite y,, qui correspond aux séries en bleu sont obtenus

sur les figures suivantes :
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2

FIGURE 4.8 — Représentation graphique des sor- FIGURE 4.9 — Représentation graphique des sor-

ties y;, yp et dey, ties y3, y, et de 'y,
R e R L e LR L R L E R R R e L e LR L R L E R
5 | | r— 6 | | r—
2 t------- Fomoo - pommo o] e o 2 t------- Fomoo -  EEEr EEEE R
1 | Yp } | Yp
R e SRR EEE EEEEPEEE EECEEE T v el SLCEETEE EEEEPEEE EECE R
20 +------- o 20 +------- o
18 f-----m-fomm oo domoeoo- 18 f-------fomm oo domoeoo-
16 f-------f-------p------- 7-------- 16 f-------f-------p------- EEEEEE R
4t Y oo L il E e
r— | r—
12+------¢——d- - f 124-------f------- e R
10—t -------f-------q-------- 10—+ ----oof-ooo e
I i e e 8t
Il Il : ’Y Il Il : ’y
1 2 3 1 2 3

FI1GURE 4.10 — Représentation graphique des sor- FIGURE 4.11 — Représentation graphique des sor-
ties y5, yg et de y, ties y; et de y,,

Graphiquement y; est au-dessus de '’ensemble de la sortie y, (voir la figure {4.§ ., pour g,
les bornes sont 3 ¢ [—12,0] et 7 ¢ [—3,0] et 10 ¢ [0,3] et 15 ¢ [0,12], pour Y, les bornes sont
6 ¢[—12,0] et 11 ¢ [—3,0] et 14 ¢ [0, 3] et 18 ¢ [0, 12].

Graphiquement y, qui est en-dessous de 'ensemble de la sortie y,, (voir la ﬁgure, pour g, les
bornes sont —21 ¢ [—12,0] et —9 ¢ [—3,0] et —9 ¢ [0,3] et —6 ¢ [0, 12], pour Y, les bornes sont
—16 ¢ [—12,0] et —5 ¢ [—3,0] et —4 ¢ [0,3] et —2 ¢ [0, 12].

Graphiquement y4 qui a Yy, en- dessous de ’ensemble de la sortie y,, et 7, dans l’enveloppe (voir
la ﬁgure , pour 7, les bornes sont —16 ¢ [—12,0] et —5 ¢ [—3,0] et —4 ¢ 1[0,3] et —2 ¢ [0,12],
pour y les bornes sont —10 €[-12,0l et —1 € [—3 0] et 2 €[0,3] et 3 € [0,12].
Graphlquement ¥4 qui a g, au-dessus de I'ensemble de la sortie y,, et Y, dans ’enveloppe (voir la
ﬁgure , pour %, les bornes sont —10 € [~12,0] et —1 € [-3 O] et 2 € [0,3] et 3 € [0,12], pour
Y, les bornes sont 3 ¢ [—12,0] et 7 ¢ [—3,0] et 10 ¢ [0,3] et 15 ¢ [0,12].

Graphlquement ¥5 qui a y, au-dessus de I’ensemble de la sortie y,, et Y, dans I’enveloppe (voir
la figure [4.10), pour ¥, les bornes sont —10 € [~12,0] et —1 € [-3 O] et 2 € [0,3] et 3 € [0,12],
pour y les bornes sont 0 € [—12,0] et 5 ¢ [—3,0] et 3 € [0,3] et 12 € [0,12].
Graphlquement Y6 qui a y en- dessous de l'ensemble de la sortie y, et 7, dans I’enveloppe (voir
la figure [1.10), pour 7, les ‘bornes sont —12 € [—12,0] et —3 € [3,0] et —2 ¢ [0,3] et 0 € [0,12],
pour y les bornes sont —10 € [-12,0] et —1 € [-3,0] et 2 € [0,3] et 3 € [0, 12].
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Comment nous l’avons vu précédemment nous avons remarqué que dans la proposition [£.2] que
si 'une des équations (4.3)) et (4.4) est vraie alors c’est suffisant pour détecter que au moins une
observation n’est pas inclus dans y,. Cela nous permet de redéfinir I'indicateur.

Définition 4.11 (Indicateur sortie incertaine). Soient un systéme (max,+)-linaire et H € I(M&* [y, 6]9%P)
sa fonction de transfert u € I(M% [y, §]P*!) I'intervalle des entrées observées, y,, un intervalle

des sorties observées du systéme dans le dioide I(M%*[~,d]). L’indicateur I 1(u, Yobs) €St défini

par :

fauz si pour y, = Hu, =Dy 47 (0) € [ng, 0] et
]I(u, yo) = Dgn(}{gp (0) € [O,AEP]. (423)
vrai sinon.

Proposition 4.5 (Correction). L’indicateur renvoie vrai si et seulement si le systéme subit une
défaillance détectable.

Démonstration. Soit un systéme subissant une défaillance détectable, cela implique que la sortie
observée n’est pas dans l’ensemble des sorties acceptables donc soit y, = Y, soit ¥, < ¥, ou
Y, <y, = =Y, <Y, Quand Yy, =y on compare avec les sorties acceptables de la proposition [
cela nous donne comme resultat E 5| fausse. Quand y,, < 7, on compare avec les sorties acceptab
de la proposition 2] cela nous donne comme résultat [£.4] fausse. Supposons que I'indicateur renvoie
faux alors nyp@D (0) € [Ag,.0] et Dﬂa@p (0) € [O’Agp] est vraie : I'indicateur ne peut pas étre
faux en méme temps que le systéme est avec défaillance détectable.
Soit un systéme sur lequel I'indicateur renvoie vrai. L’indicateur qui renvoie vrai implique
Dy 43,(0) € [Ag,,0] et DQJE,J (0) € [0, égp] sont fausses. Supposons que le systéme ne subit pas de
défaillance détectable cela implique que la sortie observée est dans I’ensemble des sorties acceptables
donc Y, XY, 2Yp 2, ce qui nous donne —Dy 45 (0) € [Ag ,0] et D, ty, (0) € [O,Agp] vraie.
Donc sur un systéme avec défaillance détectable I'indicateur ne peut pas renvoyer vrai. O

Pour aller plus loin si nous voulons différencier les cas ol seulement une des bornes des sor-
ties n’appartient pas & ’ensemble des sorties acceptables. Pour cela nous utilisons I'indicateur de
sortie incertaine si I'indicateur nous indique vrai nous comparons quelle équation est fausse soit
—Dy 43,(0) € [Ag,, 0], soit D, fy, (0) € 0,4, ] Si seulement —Dy 45 (0) € [Ag , 0] est fausse cela

implique que Y, appartient & y,,. Sl seulement Dy fy, (0) € [0,A,, ] est fausse cela implique que 7,
=P
appartient & y,. Si =Dy 45 (0) € [Agp,()] et Dy ty, (0) € [0,A,, ] sont fausses cela implique que 7,
=P

et gp n’appartient pas a Yp

Proposition 4.6 (Equivalence entre I’indicateur 4 sortie simple et a sortie incertaine). L ’indicateur
a sortie incertaine d’un TEG est équivalent a l'indicateur a sortie simple.

Démonstration. Soient un TEG & temps intervalle avec une sortie intervalle dégénérée y, = [go, 7,
ol y =7, Nous obtenons comme borne des écarts —Dy 45 (0) = —Dy, gy (0) car y =79, donc
quand on compare —Dy 4z (0) € [Agp, 0] pour 'indicateur a sortie incertaine c’est équivalent de
comparer *Dﬂpﬁyo (0) € [Agp , 0] pour l'indicateur & sortie simple car y, = Y, = Yo Nous utilisons le
méme raisonnement pour DEU‘/EP (0) € [0, égp]' Donc lindicateur a sortie incertaine est équivalent
a 'indicateur & sortie simple. O

4.4 Résumé

Dans ce chapitre nous avons présenté une méthode de diagnostic des systémes (max,+)-linéaires
a temps intervalle. Nous allons vu les différents impacts sur notre indicateur si nous changeons les
hypothéses. Quand nous changeons les hypothéses sur les entrées non dégénérées cela ne modifie pas
Iindicateur cela change I’ensemble des sorties acceptables. Quand nous changeons les hypothéses
sur les sorties intervalles cela change notre indicateur mais qui reste équivalent & ’indicateur avec
une sortie non intervalle.
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Conclusion

5.1 Bilan personnel

Durant mon stage effectué en laboratoire j’ai pu me confronter au monde de la recherche, I’étude
des méthodes théoriques et de la rigueur scientifique. Contrairement au projet que nous avons fait
durant ’année j’ai du apprendre & chercher toute seule. J’ai appris a travailler en autonomie &
connaitre le monde de la recherche qui m’a plu car durant ce stage j’ai décidé de faire une thése
CIFRE. Durant ce stage j’ai approfondi mes connaissances en SED et en algébre( max,+). J’ai
appris & faire de la recherche bibliographique et & faire des démonstrations mathématiques pour
prouver mes résultats.

5.2 Bilan du travail effectué

L’objectif de mon stage était de proposer une méthode de diagnostic de systémes (max,+)-
linéaires & incertitude temporelle.

Pour cela nous avons mis en place ’étude théorique des dioides et de la résiduation que nous
utiliserons pour caractériser notre indicateur. Nous avons mis en place 1’étude des dioides in-
tervalles pour pouvoir caractériser les systémes (max,+)-linéaires a incertitude temporelle. Nous
avons étudié le dioide I(M$[y,d]) qui permet de représenter les GET pour pouvoir faire des
représentations graphiques ou faire les calculs de la résiduation en fonction des polynémes ou des
séries. L’étude de la résiduation des séries ou des polynémes nous permet de mettre en place le
calcul des bornes de I’écart temporel qui nous a permis de calculer les écarts d’une sortie prédite
d’un systéme(max,+)-linéaire a temps intervalle. Nous avons vérifié 1’équivalence entre un sys-
téme (max,+)-linéaire & temps intervalle dégénéré avec la méthode de détection pour le systéme
(max,+)-linéaire a temps fixe. Nous avons vérifié I'influence d’une entrée intervalle sur nous indica-
teur et 'influence d’une sortie intervalle sur I'indicateur. Nous avons aussi fait plusieurs exemples
de GET et du comportement de I'indicateur selon la défaillance observée.

Nous avons plusieurs perspectives qui peuvent étre associées a ce stage. Nous pouvons mettre en
place le codage C++ de cette indicateur dans la librairie MazPlusDiag qui d’une description d’un
GET permet de le représenter en matrice et de détecter une défaillance par rapport a la méthode
de lindicateur & temps fixe pour cela il faudrait faire les calculs sur les bornes. Nous pourrons
mettre en place la localisation des systémes (max,+)-linaires a incertitude temporelle et mettre
aussi en place l'identification de ces systémes. Les distances mesurées entre la sortie attendue et la
sortie observée peuvent nous donner des indications utiles pour la localisation d’un faute dans un
systéme. Nous pouvons aussi mettre en place la détection pour les systémes (max,+)-linéaires a
incertitude événementielle. Pour cela nous n’observons plus un intervalle sur le temps d’une place
mais sur le nombre de jetons dans cette place.



Annexe

Test sur un systéme avec une synchronisation

Soit le systéme suivant :

oo,

(1,4] 7

(1,4]

RV

P1o
3 P(}\Lm

2,2]

FI1GURE 5.1 - TEG

On obtient la représentation d’état suivant :

o C ‘ [v169, 160
Y6, :
150 150
= : o [v!6°,~10"] ’
. [y0h, 4764 . . .
[’}/0(53, 7053] [7055’ 7055] . [7150’ ,}/150]
. [7()52’ ,_Y()(SZ]
[v06°,~06°]
: [7°6°,~°6°]
B= . . L C=( . . . [%8°,4989) .

On obtient Ay = [-9,—3] et A, =[3,9].

Avec l'entrée u = [/ @yt @252 @363 @ytote |

70(50@7151 @7252@7353@745+00] ollu =
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Yo Dgp#yo (0) Dyowp (0) | Dg,4y,(0) | Dy,gg,(0) | résultat indicateur

t4—2, t6—1 0 0 3 9 faux

t4=1, t6=2 -1 1 2 -8 faux

t4—5, t6=1 -11 2 -2 -1 vrai car —11 ¢ [-9,0] et 2 ¢
[_370]

t4=1, t6=0 1 -1 4 -10 vrai car—1 ¢ [0,9],-1 ¢
[Oa3]7_4 ¢ [—3,0] et —10 ¢
[_970]

t4=1, t6=5 -14 4 -4 1 vrai carld ¢ [0,9],4 ¢
[0,3],1 ¢ [7370] et 4 ¢ [7970]

t4=1, t6=1, -3 0 3 -6 faux

t5=2

t4—1, t6—1, 1 -4 4 -13 vrai car —4 ¢ [-3,0], —13 ¢

t10=1 [—9,0], —1 ¢ [0,3] et —4 ¢
[0,9]

ta—4, t6—4, 8 2 1 1 faux

t10=1

ta—1, t6-—1, A 1 2 5 faux

t10=3

td—4, t6—4, 10 4 1 1 vrai car 4 € [0,3], 10 € [0, 9],

t10=3 1¢[-3,0] et 1¢[-9,0]

t4=1, t6=1, -12 3 -3 3 vrai car 12 ¢ [0,9],3 ¢ [—3,0]

t10=5 et 3 ¢ [~9,0]

ta—4, t6—4, | -15 6 6 3 vral car 6 ¢ [0,3], 15 € [0, 9],

t10=5 3¢[-3,0] et 6 ¢ [-9,0]

td—4, t6—4, 7 1 2 2 faux

t10=0

td=1, t6—1, 1 1 4 10 vrai car —1 & [0,3],—1 &

t8—=4 [0,9],—4 ¢ [-3,0] et —10 ¢
[_970]

ta—4, t6—4, 8 2 1 1 fanx

t8=4

t4=1, t6=1, -5 -2 5 -4 vrai car —4 ¢ [—3,0] et —2 ¢

t8=10 [0, 3]

t4=4, t6=4, -14 8 -5 5 vrai car 8 ¢ [0,3],14 ¢

t8=10 [0,9],5 ¢ [—3,0] et 5 ¢ [-9,0]

On ne détecte pas de défaillance avant P4=5 c’est du & la synchronisation. Particularité pour
la place P10 si on met le t10—=1 on détecte alors que ’on n’arrive pas a détecter que quand ¢10 > 5.
A partir de t10 > 5 on va augmenter notre sortie mais on reste dans I’enveloppe des sorties
acceptables.
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Exemple intervalle sur chaque place

Soit le systéme suivant :

D2 D4

1,3 [1,4] [1,3]

FIGURE 5.2 — Un GET modélisant un systéme (max, +)-linéaire avec intervalle

Avec la représentation d’état suivante :

_ [e, €] [y'6',~1 6] [y°8",~°6%]
X‘(wav%ﬂ e e] )X @< el )U’

Y = ([6,6] [7061,'7053]) X.

On obtient Ay = [-22,-7] et A, = [7,22]
Avec Ventrée u = [196° @ v161 @ 262 @ 730° @ 110+ | 7960 & 416t @ 1262 @ 735 & 4407 ot
u=1u
On remarque dans cet exemple que pour la place P1 lorsque ’on a une faute t1=4 selon les temps

Yo Dgpy‘yo (0) Dyo@p (0) Dwyo(o) Dyo@(o) résultat indicateur

t1=2, t2=2, 9 3 1 13 faux

t3—2, t4—2

t1=1, t2—1, 2 2 5 20 faux

t3=1, t4—3

t1—0, t2—2, 5 2 5 17 faux

t3—1, t4—3

t1—3, t2—3, 13 7 0 9 faux

t3—1, t4—4

t1—3, t2—4, 19 1 3 3 faux

t3=3, t4=0

t1=3, t2=3, -23 8 -1 1 vrai car 23 ¢

t3=3, t4—4 0,22],1 ¢ [-22,0]
et 1¢[-7,0]

t1=3, t2=5, -26 8 -4 1 vrai car 26 ¢

t3=3, t4—3 0,22],1 ¢ [~22,0]
et 4 ¢ [-7,0]

t1—2, t2—5, -16 1 3 6 faux

t3—1, t4—1

t1—4, t2—1, 3 3 1 19 faux

t3—1, t4—1

t1=4, t2=3, 23 8 1 1 vrai car 8 ¢ [0,7],

t3=3, t4=3 23 ¢ [0,22], 1 ¢
[22,0] et 1 ¢
[*7a0]

sur les places t2, t3 et t4 on détecte la faute ou pas. On arrive & détecter la faute lorsque 'on a
t2=3, t3=3 et t4=3. On a pareil pour la faute sur P2 lorsque l'on a une faute t2=>5, on arrive a
détecter quand t1=3, t3=3 et t4=3.
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Exemple plusieurs sorties

Soit le systéme (max, +)-linéaire représenté par la Figure

[1,1] . 1,3] To g Y1
OO0
P2
1

(2,2 ,1]

| 3,3] [1,3] N [1,1] "
Ok —O—F—-O—
Ps

[1,1]
FIGURE 5.3 — Un GET modélisant un systéme (max, +)-linéaire avec intervalle MIMO

La représentation d’état suivante du GET :

[, ] [e, €] [, ] [, €] (00, %6 [, ¢]
o | P el el B% | | e e.e]
[0%,7%6%] [e,e] [y'o' 'l [ee] eel [°0%9%0% )
[, ] [e.e] [470%,7°6%] [, €] [e, €] [, €]
o (ed B g e
[e, €] [ €] [, €] [’7061’7061]
On obtient 'intervalle suivant pour y1 Ay = [-2,-2] et A, = [2,2]
On obtient I'intervalle suivant pour yo Ay = [-2,—2] et A, L= [2,2]

Avec 'entrée u = [Y90° @ 10! @ 7262 © 4363 @ 4267 |, 4960 @ 416 © 4262 @ 4263 @ 4*5+>] ot
U=1u

Vo1 = 1005 @ 7169 @ 2610 @ 4301 | 40610 @ 4151 @ 2512 @ 4301%]

Yp1 = [7055 D 71(56 o) 72(57 @7358 ) 70(57 @,yl(ss @7259 @73510]
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Yo Dyp#yo (0) Dyoﬁyp(o) Dy 4y,(0) | Dy g5, (0) | résultat indicateur

t2=2 yl -1 1 1 -1 faux

t8=2 y2 -1 1 1 -1 faux

t2=1yl -2 2 0 0 faux

t8=3 y2 -2 2 0 0 faux

t2=3 yl 0 0 2 -2 faux

t8=1 y2 0 0 2 -2 faux

t2=0yl 0 0 2 -2 faux

t8—1 y2 0 0 2 -2 faux

t2=0yl -2 2 0 0 faux

t8—=3 y2 -2 2 0 0 faux

t2=4 y1 0 0 2 -2 faux

t8=1y2 0 0 2 -2 faux

t2=4 y1 -2 2 0 0 faux

t8=3 y2 -2 2 0 0 faux

t2=1y1 1 -1 3 -3 vrai car —1 ¢ [0,2] et —3 ¢
[_2’0]

t8=0 y2 1 -1 3 -3 vrai car —1 ¢ [0,2] et —3 ¢
[_270]

t2=3 y1 1 -1 3 -3 vrai car —1 ¢ [0,2] et —3 ¢
[_270]

180 y2 1 1 3 3 vrai car —1 ¢ [0,2] et —3 ¢&
[_2’0]

t2=1yl -3 3 -1 1 vrai car 3 ¢ [0,2] et 1 ¢
[_2’0]

t8=4 y2 -3 3 -1 1 vrai car 3 ¢ [0,2] et 1 ¢
[_270]

t2=3 y1 -3 3 -1 1 vrai car 3 ¢ [0,2] et 1 ¢
[7230]

t8=4 y2 -3 3 -1 1 vrai car 3 ¢ [0,2] et 1 ¢
[_2’0]

t2=7yl -3 3 -1 1 vrai car 3 ¢ [0,2] et 1 ¢
[_270]

t8=1y2 0 0 2 -2 faux

On remarque que dans cette exemple nous pouvons détecter les fautes sur un systéme avec
plusieurs sortie.
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