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Considérations sur les polynomes et les
formes : symétrie, alternance, polarisation,
Invariance ...

Marc RENAUD
Professeur émérite INSA-Toulouse

LAAS-CNRS 7 avenue du Colonel Roche
31077 Toulouse Cedex 4 - France
e-mail : renaud@laas.fr

1 Introduction

Le but de ce rapport est de présenter diverses considérations, que 'on
trouve éparpillées dans la littérature, concernant les polynomes et les formes
a plusieurs indéterminéées (les formes sont des polynémes homogenes). Nous
avons eu le souci d’une présentation avec des notations unifiées tout au long
du rapport, ce qui est rarement le cas dans la littérature.

Pour ne pas trop allourdir la présentation nous avons du cependant faire
les inévitables abus de notation classiques.

Apres avoir présenté nos notations et définitions nous traitons des po-
lynoémes a plusieurs indéterminées (ordre des monoémes, bézoutiens en par-
ticulier) puis nous examinons plus en détails les polyndomes a une seule
indéterminée (différence symétrique, bézoutiens, discriminants). Nous trai-
tons ensuite des formes a plusieurs indéterminées (formes canoniques en par-
ticulier) puis des polynémes a plusieurs indéterminées symétriques (de Schur
et de Newton en particulier) et alternants (comme le discriminant dans le
cas d’une seule indéterminée). Nous examinons la polarisation d’une fonc-
tion polynomiale quelconque puis nous présentons les invariants des formes
a plusieurs indéterminées. Nous terminons par I'étude des transvectants et
des pfaffiens et présentons un glossaire de termes utilisés pour les polynomes
et les formes.



2 Notations - Définitions

Soit k un corps infini, algébriquement clos (par exemple k = C).

Soit V' un espace vectoriel sur k, de dimension finie n.

Une fonction v L5 | est dite polynomiale si elle est donnée par un
polynome en les coordonnées, dans une base de V', du vecteur v € V. Soit
E[V] Pensemble des fonctions polynomiales sur V' il s’agit d’une k-algebre.
En effet si f, g € k[V] soit f + g telle que (f 4+ g)(v) = f(v) +g(v); Vv € V;
alors f 4 g € k[V] et si A € k soit A f telle que (A f)(v) £ A f(v); Yo € V;
alors A f € k[V] et k[V] est un k-espace vectoriel. Soit f g telle que :
(f9)(v) & f(v)g(v); Yo € V; alors k[V] est un anneau et est bien une
k-algebre.

La k-algebre k[V] est appelée anneau des coordonnées de V ou anneau
des fonctions réqulieres sur V ou anneau des fonctions polynomiales sur V.

Soit, pour p € N*, V. = VP, Une fonction V -5 % est dite polyno-
miale si elle est donnée par un polynome en les coordonnées, dans une base
de V|, du vecteur v € V. Soit k[V] I'ensemble des fonctions polynomiales sur
V il s’agit également d'une k-algebre.

Si {e!, ..., e"} est une base de V et {x1, ..., x,} la base duale de V*,
dual de V, i.e. telle que z;(e’) = &’ (symbole de Kronecker);
i,j=1,... ,netsikf[zy, ..., x,] est 'anneau des polynomes en les indéter-
minées Ty, ..., T, on a k[V] = klxy, ..., x,], car k est infini [33]* et [51] 2.

Si {e!,...,eN} (N = np) est une base de V et {x, ... ,xy} la base
duale de V*, dual de V| i.e. telle que x;(ef) = 6%; I, J =1,... ,N et si
k[x1, ... ,xy] est Panneau des polynomes en les indéterminées x;, Xa, ... , Xy
on a k[V] = k[xy, ..., X,], car k est infini.

Une fonction polynomiale f € k[V] est dite homogéne de degré d ssi
ftv) =t f(v); Vt € k; Yo € V. Alors si k[V]; désigne le sous-espace des

fonctions polynomiales homogenes de degré d et si k[zy, ..., x,]qs désigne le
sous espace des polynomes homogenes de degré d on a :

klV]a = klxy, ..., x5)a

k[V] = @4k[V]q et k[V] est une k-algebre graduée.

klxy, ..., x,) = ®aklxy, ..., zplaet k[z1, ..., x,] est une k-algebre graduée.

On peut remarquer que k[V]; = V*.

1. pp- 365-367 § 3 “Cas d’un corps infini”
2. p. 1 Exercice 1



Une fonction Vv -y £ est dite polynomiale si elle est donnée par un
polynome en les coordonnées, dans une base de V, du vecteur
v = (v, ... ,v") € V. Soit k[V] Pensemble des fonctions polynomiales sur
Vil s’agit également d'une k-algebre.

Une fonction polynomiale f € k[V] est dite multi-homogene de degrés

(dy, ..., dy)ssif(t vt . tpoP) =t gl L oP);
V(t1, ..., t,) € kP; V(v', ... o) € V. Alors si k[V]q,,...,q,) designe le sous
espace des fonctions polynomiales multi-homogenes de degrés (dy, ... , d,) et
si k[xq, ..., xy]q désigne le sous espace des polynomes homogenes de degrés
(dy, ..., dy) ona:

kf[V](dl,...,dp) = k‘[Xl, cee XN](dl,...,dp)

E[V] = @@, .. ) k[V]@,.. 4, et k[V] est une k-algebre graduée.

l{}[Xl, ey XN] = @(dl,...,dp)k[xla 7XN](d1,‘..,dp) et k’[Xl, cee XN] est

une k-algebre graduée.
Soit M (n, k) I'ensemble des matrices d’ordre n, a éléments dans k.
Soit GL(W) le groupe des automorphismes de W [5]3.

Alors GL(n, k) & GL(k") est le groupe (général) linéaire sur k™. C’est

aussi le goupe des matrices d’ordre n, & éléments dans k, inversibles [5]%,

[18]° et [51)%. On a GL(n, k) C M(n, k).

SL(n, k) C GL(n, k) groupe spécial linéaire des matrices d’ordre n, a
éléments dans k, inversibles et a déterminants égaux a 1.

Soit &,, le groupe des permutations de ’ensemble {1, 2, ... | n} d’ordre n!
dit groupe symétrique [5]7 et [33]8. C’est aussi le groupe des matrices de
permutation, d’ordre n [18]°.

Soit k[V]®" le sous espace des fonctions polynomiales homogenes symétriques

et k[zy, ... xn]G” le sous espace des polynomes homogenes de symétriques.
On a k[V]®" & k[, ... x,]%".

Soit k[V]S" le sous espace des fonctions polynomiales homogenes de degré
d symétriques et k[xq, ... xn]f” le sous espace des polynomes homogenes de
degré d symétriques. On a k[V]5" = k[zy, ... 2,]5".

3. p. 443

4. p. 443

5. p. 321 p. 410 p. 418 p. 498

6. p. 2

7. p. 724

8. p. 124

9. p. 322 Exemple 4



Soit 2, (n > 2) le groupe alterné des permutations paires de I’ensemble
{1,2, ..., n} dordre 2 [5] 10,

Soit k[V]* le sous espace des fonctions polynomiales homogenes alter-

nantes et k[xq, ... xn]zl" le sous espace des polynomes homogenes alternants.
On a k[V]* 2 klxy, ... z,)™.

Soit k[V]Zl” le sous espace des fonctions polynomiales homogenes de degré
d alternantes et k[zq, ... xn]g” le sous espace des polynomes homogenes de
degré d alternants. On a k[V]3" = k[z, ... z,]3"

Soit AP = (n%!p)! =n(n—1)... (n—p+1) le nombre d’arrangements de
n objets p a p [5] M et

Cr = I#I—M! = ‘%’? le nombre de combinaisons de n objets p a p [5] 2.

Soient a« = (aq, ..., ap) et B = (B, ..., Bn) deux multi-indices ou

multi-exposants d’entiers positifs.
B<a<+— ;<o ; 1<i<n.

la| =7 @ = ar+...+ay, est la longueur ou le module du multi-indice
ou multi-exposant a.

n
al = szl ajl =l oo

CB=Cp ... Ch.

Pour x = (z1, ..., x,) et y = (Y1, -+, Yn) :
o . .01 Qn

x* =af" .oadn.

0>  _ [0k

Ox® T 9x%L..9x%n

Généralisation de la formule du binéme de Newton :
(x+y)* = Z[-}ga Chx*PyP.

> signifie : isomorphe.

ssi signifie : si et seulement si.

Une multitude d’exemples sont présentés.

10. p. 28
11. p. 57
12. p. 140



3 Polynémes a n indéterminées

Soit klxy, ..., z,| Panneau des polynoémes a n indéterminées x1, ..., =,
sur le corps k. Il s’agit d’une algebre.

Soit f(x1, ..., x,) € k[z1, ..., x,] un polyndéme a n indéterminées de
degré d.

Décomposition en série de Taylor (finie) au “point” x

On pourra consulter [70] '3 et [72] 4.

Soient x £ (71, ..., 7,) ety = (Y1, .-+, Yn)-
Avec le multi-exposant &« = (aq, ..., ) on peut écrire (cf. Notations-
Définitions) :

fy) = Z\a\gd é aa%(x) (y —x)%.
Calcul de la différence f(y) — f(x)

P L A A
0sons X = X(0) = (1, -, Tn), -5 XG) = (Y15 - Yjy Tty - 5 Tn),
A

X 2YE (W, e, ) 0< 5 <0 Bt

0;(f)(x, y) & LTG0 g < < 1< G < n 8] et [28] 16

Y=
On constate aisément que :
fy) = f(x) =37, 0;()(x, y) (y; — )

Cependant il existe de nombreuses collections de polynomes h;(x, y);
1 <7 < ntelles que :

fy) = f(x) =375, hj(x, ¥) (y; — ;). Par exemple :
Avec utilisation d’une intégrale :

hj(xa Y) = ()1 59_5](91 +t(x1 - yl)v vy Yn +t(mn - yn)) [47] 1 ou :

avec utilsation de la série de Taylor :

hj(x’ Y) = Z|a|<d ; ar=...=a;_1=0 ; a;#0 % 8T£(X) (y - X) =
avec ¢; = (0, ..., 1,...,0) le 1 étant a la place j [47]'5.

13. pp. 231-233 § 116 Extension de la formule de Taylor, due a Lagrange et Cauchy.
Théoremes d’Euler sur les fonctions homogeénes (pour n = 3)

14. pp. 1790-1791 Taylor series

15. p. 29

16. p. 129

17. p. 175

18. p. 175



Exemple d’un polynéme a n = 2 indéterminées d’ordre d = 3 (ou
moins).
f(l’l, .TQ) = Cgoxi) + 30211‘%1‘2 + 30121’1 33% + Cogxg + CQOSE% + 20111‘1I2
+ oo 5 + €101 + Co1 Ta + Coo. On trouve :
01(f)(x,y) =cso(@?+x101 +92) +3ca1 (1 +y1) T2 + 3c12 23
+020($1+y1) +2c11m2 + 1o
O02(f)(x,y) = cos (25 + z2y2 + 43) + 3cra (T2 +y2) Y1 + 321 47
+002($2+y2) +2c1191 + Cor-
Et avec la formule ci-devant qui utilise I'intégrale :
h1(X y) =cso(@i + a1 +13) + o1 (2a122+ 21y + Ty + 2Y1 y2)
+ c1a (25 + 22 y2 +3) + a0 (w1 4+ y1) + 11 (T2 + y2) + 10 # (F)(x, y)
ha(X, ¥) = cos (v5 + Taya +43) + c12 (221 22 + 21 Y2 + T2 y1 + 2y1 Y2)
+ co1 (27 + 1y +yi) + oo (T2 +12) + i1 (21 + 1) + co1 # O2(f) (%, y).
Et avec la formule ci-devant qui utilise la série de Taylor :
hy
+020
ha
+002

X, y)=cso (@} + a1y +yi) +3c21 (T1 + 1) y2 + 31243
T1+y1) F2c1y2 +cio # 01(f)(x, y).
X, y) = cos (25 + 292 + ¥3) + 3ci2 (v2 + y2) 21 + 321 27
Ty +Ya) +2c11 21 + co1 # O2(f) (%, y).

NN /N

3.1 Ordres de classement des mondomes

On pourra consulter [1]19) [18] 20 et [69] ?!.

On suppose que 1'on classe les monomes de degré 1 de la sorte :
X1 =X ™= ... Tn.

3.1.1 Ordre lexicograhique

On pourra consulter [1]%2 et [18]%3. En anglais cet ordre est dénommé :
“lexicographic ordrer” (lex).

a1 .oz B1 .B2 ; ;
Ty Ty LTy RT Xy . xﬁ" ssi les premiers exposants (en partant de

la gauche, i.e. de 1= 1) a; et 5; qui sont différents sont tels que «; < f3; (voir
exemple ci-apres).

19. pp. 18-25 Term orders

20. pp. 52-59 § 2 Orderings on the monomials in k[zq, ..., z,)]
21. p. 3

22. p. 19 définition 1.4.2

23. p. b4 définition 3



3.1.2 Ordre lexicograhique par degré

On pourra consulter [1] 24, [18] 2 et [69] 6. Cet ordre est également appelé
ordre du degré lexicographique. En anglais cet ordre est dénommé : “degree
lexicographic ordrer” (deglex) ou “graded lex order” (grlex).

a8 a9 aln < ar o alhssi Y oy < SO, B ousi
Sor o = >t B, mais de telle maniére que la premiere différence (en
partant de la gauche, i.e. de i = 1) o; — (; non nulle est négative (voir
exemple ci-apres).

3.1.3 Ordre lexicograhique inverse par degré

On pourra consulter [1]%7 et [18]?8. Cet ordre est également appelé ordre
du degré lexicographique inverse. En anglais cet ordre est dénommé : “de-
gree reverse lexicographic ordrer” (degrevlex) ou “graded reverse lex order”
(grevlex).

a8 s L an < ar L alhssi S oy < Y1, B ousi
n _ n . EEN IRN . ,
Yoo = > B, mais de telle maniere que la premiere différence (en
partant de la droite, i.e. de i = n) «; — 3; non nulle est positive (voir exemple
ci-apres).

3.1.4 Commentaires, exemple
e Sin =2 “deglev” = “degrevlex”. Si n > 2 ce n’est plus le cas.
Ezxemple, avec n = 3, de 2 monomes de méme degré 4 :
3 2 . « «
T1 x5 < T] T2 T35 avee “lex”.

T 15 < 2339 T35 avec “deglex*.

T2 ry w3 < T 75 ; avec “degreviex*.

3.1.5 Ordre choisi dans ce rapport

Sauf avis contraire Nous classons les monomes de f selon l'ordre lexico-
graphique (“lex”).

24. p. 19 définition 1.4.3
25. pp- 55-56 définition 5
26. p. 3

27. p. 19 définition 1.4.4
28. p. 56 définition 6



3.2 Bézoutien de n + 1 polynomes a n indéterminées

On pourra consulter [8] 2% et [28]%.

Soient fo(xy, ..., xp) € klxy, ...y xpl, ooy fulz, oo xn) € K[z, oo, 2]
n + 1 polynomes a n indéterminées, de degrés respectifs dy, ... , d,.

Le bézoutien des n + 1 polynomes fo(x1, ..., z,), fu(z1, ..., 2,) & n
indéterminées 1, ..., x, est, par définition (cf. ci-devant) :

fo(x) 0i(fo)(x,y) - Ou(fo)(x,y)
O .. mxy) =] ... . . 8] 3! et [28] *2.

f3) 6L y) . Bu(fa)(xY)

Alors on a :
fox@) fo(x@) - fo(Xm)
@fm s fn (X, y> — fn(X(O)) f”f_[(?il(;?_%) . fn(x(n)) [28] 33.

Remarque : cette définition générale du bézoutien conduit lorsque n = 1,
i.e. pour le bézoutien de deux polynomes a une indéterminée a un signe
opposé a celui communément utilisé dans la littérature, y compris par [28] 34
(cf. ci-apres).

Le bézoutien Oy . . (x,y) = Oy, .. p(T1, ..., Tp, Y1, ..., Yp) €t un
polynome a 2n indéterminées x1, ..., Tn, Y1, --. , Y, de degré au plus égal
a:

Yo gdi —n 28]

On a :

@f077f’ﬂ(x7 y) = fo(x> @17f17f27~~~7fn—17fn(x7 y) 36
+ fl(x> @f0>1:f27~~~7fn717fn (X7 y) +...+ fn(X) @f07f17f27~~-7fn—171(x7 Y) [28] .

29. p. 29
30. p. 129
31. p. 29
32. p. 129
33. p. 129
34. p. 109
35. p. 129
36. p. 131 Proposition 5.45



3.2.1 Exemple
cf. [28]37.
n:2,d0:1,d1:26td2:2.

fo(z1, x2) = uo + uy 21 + up o, fr(z1, 22) = 92T + 423 — 2,
fo(z1, x3) = 621 22 — 1. On trouve :

Oty 1. £ (1, T2, Y1, Y2) = [(12u1 + ua) y1 — 4wy Yo + 54 ug i)
+ (Qug + Hdugyy + 5duy yi) xy + [—(duy + 12us) — 24 ug ya + 54 us yi| o
— (24 up + 24 uy y1 + 24 ug yo) 3 de degré 3.

3.3 Bézoutien de n polyndémes a n indéterminées

On pourra consulter [28] 3.

Soient fi(xy, ..., xp) € klxy, ...y xpl, ooy fulzn, oo xn) € [T, oo, Ty
n polynomes a n indéterminées, de degrés respectifs dy, ... , d,.

Le bézoutien des n polynomes fi(z1, ..., xn), ..., fu(x1, ..., T,) &N
indéterminées 1, ..., @, est, par définition : ©1 1 (X, [28]3%. Par

)
01(f1)(x,y) - Ou(f1)(x,Y)
conséquent il s’agit de: ©1 4, .. 1. (x,y) = .. ..

gl(fn)(xa Y) to en(fn)(xa Y)
Le bézoutien Oy 4, . 1, (X, ¥) =01 p, .1, (X, ¥V) (@1, -, Ty Y1, oo 5 Yn)
est un polynome a 2 n indéterminées x, ..., T, ¥1, ... , Yo de degré au plus
égal a > " d; —n.
3.3.1 Exemple
n:2, d1:d2:2.
fi(xy, zo) = 922 + 422 — 2, fo(zy, 13) = 621 79 — 1. On trouve :

91,f1,f2(=’751, T2, Y1, y2) = 6(9% vy — 4953 —4dxoys + 9y%) de degré 2.

4 Polyndomes a une indéterminée

Bien entendu les polynomes a une indéterminée sont un cas particulier
des polynomes a n indéterminées.

37. pp. 129-130
38. p. 261
39. p. 261



On pose x = x7 et soit f(z) € k[z] un polynéome & une indéterminée x.
Dans le but de simplifier par la suite certaines sommes de coefficients nous
posons, comme D. Hilbert [43], G. Salmon [64] et beaucoup d’autres auteurs
a la suite de A. Cayley :

f(@) £ aga?+Chay a1 +C2 ag 2?2 +.. . +C5 ' ag1 x+aq; avec ag # 0,
polynome a une indéterminée de degré d.

Soient wq, wa, ..., wy, les d racines, distinctes ou non, de 1’équation po-
lynomiale f(z) = 0. 1l s’agit des d zéros du polynome f; alors :

flz)=ap(x —w) (x —ws) ... (r —wy)
= qg [xill—l Si(wi, ... wg) 2t + Sg(cjl, cowg) T
+ (=1 Sa1(wry ooy wa) @+ (=1)7 Sawr, - .. ,wa)]; avec :
Cl
51 ésl(wl, ,wd) ézlgigdwi:wl +WQ+CU3—|—...—|—OJd: — Zoal,
S2 £ Sg(wh ceey wd) = ZKKdeiwj —WiWy +WiWws+ ...+ Wi—1Wq
. C(%CLQ
= =42,
A A
Sz = Sz(wy,y .., wy) = ZKKKdei Wj W = W1 Wa W+ . .+Wy—2 Wi—1 Wy
C’gag,
= iz
Si = Si(wh SRR wd) < Zléj1<j2<...<j¢<d Wy Wiy - - - Wy,
— W1 Wa ...wi‘i‘...:(—l)ZCZ—Oai,
Sd_1 é Sd_l(wl, ey wd) é ngigdwl e (I)\Z oWy
d—1
=WoWsg ... Wt . W Wy ... Wy = (—1)d_1 Cda—oad’l (w; terme omis),
d
Sd S Sd(w17 R CL)d) = Hléiédwi =wWiWwa ... Wqg = (—1) Z—z_
Inversement on a :
a] = _a%§17 a] = G'OC§2, ey Qg1 = (—].)dil —U‘OC:;EII, aq = (—1)d Qo Sd.

Les S; (1 < i < d) sont les fonctions symétriques élémentaires des racines

wi, ..., wg de 'équation polynomiale f(x) =0. On a :
881 _ la1 908 _ 2 as 984-1 _ _(_ 1\d—1 ~d—1 aqg_1
dag Od a%’ dag Od a%’ T dag ( 1) Cd ag )
08¢ — _(_1\9ag ot -
Tor = —(—1) o3 et
981 _ _ (11 9S8 _ 2 1 98a—1 _ (_q\d-1d-11 0Sq _ (_1\d L
a1 Cdao’a@_ dao""’aad,l_( 1) Od ag’ ad_( 1) ao

40. rappel : le corps k est algébriquement clos

10



4.1 Différence symétrique

La différence symétrique du polynéme f(z) € k[z], & une indéterminée x,
est le polynome Bf(z, y) € k[z, y], & deux indéterminées z et y tel que?! :

Bf(x, y) £ w [47]*2. On constate que Bf(z, y) = Oy 4(z, y) (cf.

ci-devant et ci-apres). Alors :

Bf(x,y) =ao (@ + 272y + ...+ oy 2 4y
+Chay (272 + 23y + ..+ oyt +yi?)
+C%2ay (293 + 2y + .+ yt ™ty + L+ C8 hag et done
Bf(y, ) = Bf(z, y).

Remarque : soit f(zq, ..., z,) € k[xq, ..., 2,] un polynéme a n indéter-
minées et g(t) = f(y1, ..., Yj—1, t, Tjs1, .., Tp) € k[t] le polynome & une
indéterminée obtenu en fixant une valeur aux n — 1 indéterminées
Yi, - Yj—1, Tjt1, -- -, Tpn. On constate que :

f(xg)) = 9(y;) et f(zj—1)) = g(x;) et par conséquent :
0.(f)(x, y) = 9(yi)—g(z;) _ By(z;, y;).

Yi—Y5

4.1.1 Exemples
ed=1; Bf(z, y) = ao,
°ed=2;Bf(z,y) =ao(z+y)+2a,
od=3;Bf(z,y) =ao(2* +2y+y*) +3a1(z+y) +3az,

e ctc.

4.2 Bézoutien de deux polyndémes a une indéterminée

On pose x = x1 et y = y; Le bézoutien des polynomes fo(z) et fi(x) a
une indéterminée x est, d’apres ce qui précede :

0
O pi (2, y) = filz) 0:(f1)(z, y)

_ @ hy)-fi(z) foy)
y—x

Remarque : comme indiqué il s’agit du signe opposé a celui communément
utilisé dans la littérature, y compris par [28] 43.

41. certains auteurs notent A a la place de B
42. p. 175
43. p. 109
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4.2.1 Exemples
edy—d —1.
fo(x) = apx +ay, fi(z) = ayx + a;. Alors :
O 1 (T, y) = ay ay — aga; de degré 0.
edy=1etd =2.
fo() = apx +ay, fi(z) = aga® +2a; v + a,. Alors :

O pi (T, y) = agagzy + ayag T + ay ayy + 2 ay ay — ag a, de degré 2.

4.3 Discriminants des polynémes a une indéterminée
On pourra consulter [5]%) [32] 45, [54] 10, [64] %7 et [72] 5.

La définition du discriminant d’'un polynéme a une indéterminée varie
quelque peu selon les auteurs et, en particulier, en ce qui concerne le signe.

wg:; wgil e w%:;
Soit D(wy, ..., wq) = WI: w2: wd: = [Licicjcalwi — wy),
o1 L1
appelé déterminant de Vandermonde et soit :
F(wi, ..., wq) 2 D*(wy, ..., wy).

Alors le discriminant du polynéme f(x) est, par définition :
D2V F(w, ..., wy) [32)%.

On a également :

= (— d(dTm d—2 o 50 51
D =(-1) Qg H1<i<df(%) [33]°° et [61]°".

44. pp. 233-234

45. pp. 397-425 Chapter 12. Discriminants ansd Resultants for Polynomials in One Va-
riable

46. pp. 192-193 et p. 204

47. pp. 143-156 Onzieme legon. Discriminants

48. pp. 467-468; avec a, =1

49. p. 403 éq. (1.23) mais avec une définition legérement différente du discriminant

50. p. 609

51. p. 206

12



Démonstration

flz)=ap(x —wy) (xr —ws) ... (r —wy); donc :
f(z) = ao/[(i— wi) (& —wa) ... (. — wy)
+(x —wi) (x —wo) .. (x—wd)—i- e
+ (z—w) (x —wa) .. (x — W) [(m — w;) terme omis| et par conséquent :
f:(wl) = ap (w1 —wa) ... (W1 —wy),
[ we) = ag(we —wq) ... (we —wy),
[ (wa) = ag (wg —wy) ... (wWg — wa_1) soit :
, d(d—1)
ngigdf (wi) = (=1)" > ag H1<i<j<d (wi — Wj)2 [61] °2. Et donc :
d(d—1) _
H1<z<df (wi) =(=1) 2 agagd% soit
d(d=1) /
D=(-1)"> ao ? H1<i<df (wi) QED.
Flwi, ..., wg) = H1<z‘<j<d (w; —wj)2 wf(d 2 S(H) Wi+
est un polynome symétrique (cf. ci-apres), donc une forme (cf. ci-apres), des
racines wy, ..., wg, de degré § = d(d — 1) et la plus grande puissance de

chacune des racines est o = 2 (d — 1).

Par conséquent on montre [33]%3, [54]°% et [61]°° qu’il existe un po-
lynome :

P(Sl,...,Sd)éF(wl,...,wd),

de degré a, dont tous les monomes S7* 55% ... S;* sont de poids ¢ i.e. tels
que :

rm+2r+...+drg=0=d(d—-1)etri+r+...+rg<a=2(d-1).

Propriétés du polynéme P

e Comme F'(wy, ..., wy) est un polynéme symétrique en la différence des
racines on a :
oP P
da—sl+(d—1)58— o+ S 1asd =0.
52. p. 206

53. p. 607 Exercice 13
54. pp. 191-192 Théoreme 6.1
55. pp. 36-39
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Démonstration : cf. [64] 5.

e On a également :
S1[2(d—=1)P(Sy, ..., Sa) =S & =S e — ... —sd,lagf_l _sdg_i]
+28 FE 4.+ +d S 5% =0

Définition de la forme ¢

La notion de forme est définie ci-apres.

. (d 1) Céal C§a2 d ag
Soit QO(CL(), A1y «ov ) D = P[_T7 ag Tt (-1) %]
Alors p(ag, ai, ..., ag) est une forme a d+1 indéterminées ag, ay, ... , aq,
de degré o = 2(d — 1), dont tous les mondémes a;” af* ... a;* ont le méme

poids § = d (d — 1). Par conséquent :
n+2v+...+dyy=6d=dd—1etvi+wmm+...+vg=a=2(d—-1).
Propriétés de la forme ¢

e La somme des coefficients de ¢ est nulle.

Démonstration

Ona0=F(-1,...,—-1)=P(=C. C2 ... (-=1)% = p(1, ... ,1). Or
(1, ..., 1) est la somme des coefficients de ¢ QED.

e p(ag, aj, ..., ag) est un invariant en un sens défini par la suite.

Si 'on définit les deux opérateurs aux dérivées partielles :

D £ a2 +2a 5% +3a2 5%+ ... +dag 18 [43]57 et [64]°® et

Aéda1%+(d—1)a2%+(d—2>aga—@+ +ad8a [43]59
[64] %Y on a :
eDp=0et Ap=0.

Cette forme ¢(ag, a1, ... , aq) satisfait également a la condition de quasi-
homogénéité :

(M ag, AN ay, ..., Aag) = N2 D o(ag, ay, ..., ag) [32]
Et alors on a :

56. pp. 88-89
57. p. 27
58. p. 92
59. p. 30
60. p. 92

61. p. 404 éq. 1.24 mais avec des notations différentes
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o« S a3 =2(d—1)p 32 et S i, 82 = d(d— 1) p [32 %

4.3.1 Discriminant d’un polynéme de degré d = 2
f(z) = apx® +2a1x + as et D(w1, wa) = wy — wo.

Flwy, wy) = D*(wy, wo) = (w1 —ws)> = w2+ ... = P(S1, Sy), avec :

2a
S1 = S1(wr, we) = wy +wy = —=1

ao
Sy = Sp(wr, W) = wiwy = ai

P(S1, S3) a des monomes STt 552 tels que :

ri+2rp=0=d(d—-1)=2etr+r<a=2(d-1)=2.

Ce qui donne (ry, ro) = (2, 0) et (11, r2) = (0, 1) et, par conséquent
P(S;, Sy) = AS? + BS,.

L’équation aux dérivées partielles 2 —|— 51 =4A5 +BS; =0
conduit & B = —4 A et ’équation 1 = F(2 1) P(3 2) conduit a
9A+4+ 2B =1.Soit A=1et B= —4 et, par conséquent :

P(S), S) = S — 45,

On vérifie que Sy [2 P(S, Sp) — Sy 94 — S aSQ] +285, 2L =0, car :
SI2P(Sh, S5) = $1 28 — 5, 28] = —2.8, 22 — _4 5, 52
p(ao, a1, az) = D = af (=22, %2) = —4(agay — aj), forme de degré

a=2(d—1)=2etdepoids d =d(d—1)=2.
On vérifie que la somme des coefficients ¢(1, 1, 1) est nulle.

Do _ dp oo _
On a —3”—8@0 = —day, 35 =8, 55 = —4ay.

AvecD:aoa%l—i—2a18%2etA:2ala%0—i-a26i

ar’

onabien Dp=0et Ap=0.

De plus aOa +a18“0 +as 5 a“’ = =2pet ala‘P +26L2§;’; =20.

4.3.2 Discriminant d’un polynéme de degré d =3

f(x) =apx®+3a; 2% +3ayx +asz et
D(Wlu w2, w3) (w1 - wz) (wl —ws) (wz - w3)
= wiwy — W ws — wy Wi + Wy Wi + wi wz — wWa w3

62. p. 404 éq. 1.25 mais avec des notations différentes
63. p. 404 éq. 1.25 mais avec des notations différentes
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F(w17 Wa, ws) D2(w1, wa, w3) = (wl - w2)2 (wl - w3)2 (w2 - w3)3
=wiws +...= P(S], Sy, S3), avec :

_ _ _ 3a
Sp = S1(wr, wa, W3) = Wy +wo +ws = e
Sy = Sy(wr, wa, W3) = Wy We + Wi W + W Wy =

as

Sy = 53(w1, Wa, w3) =Wiwawy = — -

P(S1, Sg, S3) a des monomes S7* S5 S5* tels que :

3az
w

r+2ry+3r3=0=d(d—1)=6etr+rm+r3<a=2(d-1)=4.
Ce qui donne (11, 19, r3) = (3, 0, 1), (r1, 79, 73) = (2, 2, 0),
(r1, o, 73) = (1, 1, 1), (r1, 2, r3) = (0, 3, 0) et (rqy, r2, 73) = (0, 0, 2) et
par conséquent

P(Sy, Sy, S5) = AS3 S5+ BS2S2+C S, Sy S5+ DS+ ES26,

L’ équation aux dérivées partielles :
3L +25 FE + S fE = (A+4B)S? S+ (9A+2C) S} S,
(6B—|—C+6D) S 52 + (3C +2F) Sy S; =0 conduit a
A=—-4B,C=18B,D=—-4B, E = -27B.
et 'équation 4 = F(3,2,1) = P(6, 11, 6) conduit a B = 1 et, par
conséquent :

P(Sy1, Sa, S3) = —4.53895+ 5252418, 5555 — 453 — 2752,
On vérifie que :

Sl [4P<Sl, 52, 53)—51g—S}Z—SQg—S};—Sgg—SZ]+2SQg—§I+3535—£ :0, car .
S1AP(S1, S, S3) = S1 28 — 5 2L — 83 0P = (28, 22 +35; L)

— — 4 30,]_ 3(12 as
SO(CLO) ai, ag, a3) — D = U,O P(_E’ W’ _a,_g)
= —27(ada? —6agasazaz +4agas +4a} a3 — 3a? a3), forme de degré

a=2(d—1)=4et depoids d =d(d—1) =6.

On vérifie que la somme des coefficients (1, 1, 1, 1) est nulle. On a :

e o oo
%:_27(6(1023 13_ ;2;
fo = oaraz + 12aga; — 6ajas),
%:—27(2%@3—6@0@1@2%—4@1)

AvecD—aoaa +2a18a +3a2—etA—3a1%+2agaim+a3%,

on abien Dp=0et Ay =0.

64. bien entendu le coefficient D qui apparait n’a rien a voir avec le discriminant D!
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Deplusaoaiﬁ—l—al%ﬁjLag—ﬁ—i— %“i 2(d—1)p=4ypet
al—‘ﬁ+2ai+3a L=d(d-=1)p="6¢.

4.3.3 Discriminant d’un polynéme de degré d =4

flx)=apx*+4a 2>+ 6ay2®> +4dazx + ay et
D(Wla Wa, W3, W4) = (wl —w2) (wl —w3) (Wl —w4) (wQ—w;),) (w2 —w4) (wg—w4).
F(Wl, W22, w3, Cd4> :2 D2<w17 w227 w3, Cd4) 5 5 5
= (w1 - WQ) (w1 - w3) (w1 - w4) (WQ - w3) (w2 - w4) (w3 - w4)
=wdwiw?+...= P(51, Sy, S3, Sy), avec :

4a
St = Si(wr, wa, w3, wy) = w1 +wz +wz +wy = -1,

SQ = Sg(wl, wWa, W3, UJ4) = W1 W2 +U)1 W3 +W1 Wy —|—w2 W3 +CUQW4 +(JJ3OJ4
__ 6ao

4a
Sy = S3(w1, wa, w3, Wa) = Wa W3 Wa+wi W3 wWa+wW) We wWy+w; we wg = —=225,

ao
a.
Sy = Sa(wr, we, w3, wy) = w1 Wy Wz wy = 4.

P(S1, S2, S3, S4) a des monomes S7' S5? S5° Si* tels que :

r1+2rs+3r3+4ry,=56=d(d—1)=12 et
rmt+ro+r3s+ra<a=2 (d — 1) = 6. Par conséquent et en se servant, en
particulier, de I’ équation aux dérivées partielles :
4 ‘95 +3 5'1 + 2 Sg + Sg = 0, on trouve, tous calculs faits :

P(Sy, Sy, 53, Sy) = —275;1 Si + 18555, 958, — 45553 —45253 8,
+ 825252 4144 525,52 — 652525, — 805, S S35, + 185, 5, S5
—192 .5, 5353—12853SZ+16S§S4—4S§S§+144SQS§S4—27S4+25653

On Vél"iﬁe que Sl [6 P(Sl, SQ, Sg, 54) —Sl g—s{z —Sgg Sg 853 54 854]
—|—2SQ +3Sg +4S4 _0, car :

S [6P(Sl, Ss, 53, 54) sl as ~$ 28 — 85382 — 5, 82

~(28, 22 +385 22 +45,22)
—144535252 6535254—8052555354+185125253—3845125352
+16S; SS,—45, S3.52—2565, S2.52+2885, Sy S2S,—54.5, Si+7685, S2.

6

(,0(@()7 ai, Gz, a3a CL4) D = aO P(_ﬂ bap ~_dag a_4)

256 (ag a3 — 12 a2 a; as a4 18 a2 a3 ai 4 54 G%OCLQ as c;4 '

— 27a0a3 +5daga?agal —6aga? a3a4 — 180 ag ay a3 az aq + 108a0a1 a2a§
+ 81 a0a2 4 —Hdagasal —27ajai +108a3 azazay — 64 a3 a3 —54a3 a3 ay
+ 36 a3 a3 a?), forme de degré a = 2(d — 1) et de poids 6 = d (d — 1) [64] %
et [72] 9.

65. p. 502; avec ay = a, a3 =b,as =c, a1 =d,ag =¢
66. Discriminant (Polynomial) p. 468 éq (13); avec a4 = 1 et avec un signe du premier
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On vérifie que la somme des coefficients (1, 1, 1, 1, 1) est nulle.

AvecD—ao —|—2a18 —|—3a2 +4a3—et
A—4CL18 +3a28a +2a38a —I—a4a‘23

onabien Dp=0et Ap=0.

Deplusaoa“" + a1 2£ 4 ay aa2+a3%%+a4a—‘%—2(d—1)cp:6goet

Balf
alaa —|—2a28a + 3as a ct+dayyg 8‘0 —d(d ep=12¢.

as

4.3.4 Discriminant d’un polynéme de degré d =5

flx) = apx® +5a12* +10ay2® +10as 22 + 5asx + a5 et
D(Wl, Wy, W3, Wy, w5) = ((,ul — w2) (wl — u}3) (wl — (,L)4) (Wl — (,u5) ((,u2 — Wg)
(WQ — W4) (WQ - (.U5) (LU3 — w4) (u}g — u)5) (CO4 - (.O5).

F(wy, wo, w3, wy, ws) = D*(wy, wa, ws, Wy, ws)
= (w1 — W2)2 (w1 — W3)2 (w1 — 004)2 (wi — w5)2 (w2 — w3)2 (w2 — w4)2 (w2 — w5)2
(w3 — wy)” (w3 — ws)? (wg — ws)? = wWwSwiw? + ...
Le calcul du discriminant est donné par [32]%7 et par [64]%. 1l y a 59
monomes.

4.3.5 Exemples de discriminants de polynomes particuliers

e Le discriminant du polynome f(z) = agz? + pa® + aq, avec d > e > 0
et d et e relativement premiers est :

d( (d—1) (d-2) ¢ dee .
D=(-1 ) dd d ! g Lp(—1) > € (d—e)d ag 1pdad 132]99.

¢ Par exemple avec ag = 1, e = 1 et ay = ¢ le discriminant du polynome
f@)=al+pr+q;d>2est:

(d—1) (d—2)

(=1) 2z (d—1)""p? [33]7 et [65]7'. En

d(d—1)
D= (-1) =
particulier :

xd=2:D=—4q+ p?
xd=3:D=-27¢>—4p3,

terme du discriminant érroné

67. p. 406 mais avec les notations des auteurs et une erreur dans un monéme qui est de
mauvais poids

68. p. 331 avec nos notations a condition de poser a = ag, b = a1, ¢ = az, d = as,
e=ayq, f=as

69. p. 406 éq. (1.38) en adaptant les notations

70. p. 609

71. p. 49
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*d:4:D:256q3—27p4,
* etc.

o Par exemple avec p = 0 le discriminant du polynome f(z) = ag 2% + aq

est :
d(d—1)

D= (-1)"7 d%al*a%" [32]™. En particulier :

x d = 2 : on retrouve (cf. Discriminant d’un polynéme de degré d = 2)
D=-4 ap a9,

x d = 3 : on retrouve (cf. Discriminant d’un polynéme de degré d = 3)
D = —27a2 a3,

x d = 4 : on retrouve (cf. Discriminant d’un polynéme de degré d = 4)
D = 256 a3 a3,

* ete.
e Le discriminant du polynéme f(x) = % + % +.o.+ 5+ d>2
est :
. d(d-1)
D= %T [33] 3. Par exemple :

_ 9. _a9a.p_ _1 4 1
od=2:D=-1,0d=3:D=—5,0d=4:D ==, oetc

e Soit ¢ la fonction indicatrice ou fonction totient ou indicateur d’Euler
[5] ™ et [38] :

o(d) =d Hp| 4(1=2), le produit étant étendu a tous les nombres premiers
p divisant le nombre entier d.

Soit le polynome cyclotomique ®4(x) = (z—&1) ... (x—&), 0u &, ..., &
sont les racines primitives d*™¢* de I'unité et, en particulier,
O, () =aP '+ 2P 2+ ...+ 1 (p premier.) [33] 7 et [72] 7.

Le discriminant du polynome cyclotomique ®4(z); d > 3 est :

o(d)
D=(-1)2 —29 __[33]7 et, en particulier, celui de ®,(x) (p premier;
[Tyjap?~t

p=3)est:

72. p. 406 éq. (1.37) en adaptant les notations

73. p. 609 ; mais avec une définition du discriminant différente de la notre
74. p. 280 et p. 389

75. p. 604

76. Cyclotomic Polynomial pp. 388-389

77. p. 609
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p—1

D = (—1)"2 pP~2 En particulier :
od=1:d(x)=2—1,
od=2:Dy(x)=x+1,
od=3:®3(z)=a*+x+1et D= -3,
od=4:Py(z)=2*+1et D=-22=—-4
od=5:05(x)=a+ 23+ 2 +z+1et D=5%=125,

(

(

(

(

0d=9:Py(z)=2+23+1et D=-3

od=10: Pp(z) =o' — 23+ 2> -z +1et D=5

od=11: Py () =2+ + 2% +a" + 20 + 2+ a2t + ¥+ 2 + o+ 1 et
D=-11°

od=12: Pp(r)=a'— 2>+ 1et D =213 =144,
< ete.
e Le discriminant du polynome hypergéométrique, de degré d :

f<x)52 QFl((?’ ﬁl)[y(ﬁ 33 (a-+1) (a+2) B (B+1) (B+2)
A «a a(a+ + 2 a(atl) (a+ + + 3 _
=1+ o+ T2y (40 Lt 1235 (11) (712) x° 4+ ..., avec a = —d

est :

g 122 (d=1)7 (B4d—2) (B+d—3)2 ... B4 (B—y—d+2) (B—y—d+3)2 ... (B—v)? 2 78
o :gd (y+d—1)4"1 (y+d—2)¢ ... 4242 [32]
et [42] ™.

_ 9. __ o2 B(B—)
Od_Q'D_2—('y+1)72

9.7 _ a3 4(B+1) B (B—y—1) (B—)?
<> d — 3 . D — 3 (7+2)2 (,y+21)33,74 ) s
4. _ 44 108(B8+2) (B+1)° 8° (B——2) (B—y—1)" (B—7)
od=4:D=4 (7132 (1+2)T (7 +1)° 1 :

¢ ete.

78. pp. 407-408 éq. (1.42)
79. p. 341
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5 Formes n-aires ou polynomes homogenes a
n indéterminées

Une forme n-aire, de degré d, est un polynéme homogéne f(x1, ..., ),
a n indéterminées xq, ..., x,, de degré d, i.e. tel que :

Oy, ooy dxy) = X f(ag, ..., @) 5 VA € K. [43] %0

On note alors f(zy, ..., x,) € k[zy, ..., z,]q [51] 8.

Remarque : ce qui a été dit précédemment pour les polynomes a n
indéterminées est, bien entendu, toujours valable, mais pour les formes n-
aires de nouvelles propriétés apparaissent.

5.1 Notation des formes n-aires, de degré d

f(zla L2y - vny ZBn) = ZV1+V2+~--+Vn:d m Corvg ... vm ZL‘T1 $52 N ek
[18] 82, [31] 83, [50] %, [69]° et [73]®¢ et le nombre maximal de monomes et
de coefficients est C¢, , | [43]®". De plus :

xlg—i—i-xgg—mﬂ%—...—l—xn%:df[43]88.

Soit Vg = k[x1, ..., xpla = {f(z1, ..., 2n) [Ca0..0, -+ Co0...0a € K} Tes-
pace vectoriel des formes n-aires, de degré d. Alors :

Vy 2 kCnrat [23]39 et [31]%. De plus :

_ ’ 3 A S (d
k[Val = Elcao...0, - -+ s Co0...0a] est I'espace vectoriel des polynomes a C', ;4
indéterminées cgo. g, ... , Coo..0q SUr k.

Certaines formes peuvent étre écrites d'une autre fagon que cette forme
classique ; cette facon est dite forme canonique; elle est générale car elle
utilise le méme nombre de coefficients que la forme classique [64]°!. Nous en
indiquons quelques exemples ci-apres.

80. p. 4 qui utilise ordre et non degré
81. p. 1

82. p. 336 Exercice 4

83. p. 25

84. p. 854

85. p. 161 éq. (4.4.1)

86. p. 21 éq (4.6) p. 239 éq (1.1)

87. p. 5 éq (III)

88. p. 4 éq (IT)

89. pp. 65-66 pour n =2 et p. 69 pur n =3
90. p. 5

91. pp. 215-229 Quinzieme legon. Formes canoniques p. 495 Formes canoniques
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5.2 Formes unaires, de degré d
Elles correspondent a n = 1 et sont donc notées; avec x = x7 :

f(x) = cqz?. Elles ont 1 monome.

5.3 Formes binaires, de degré d
Elles correspondent a n = 2 et sont donc notées :

f(l’l, QTQ) = Cqo I’il + Cé C(d,1)1 l’cll_l i) + CC% C(d,2)2 I’Cll_g x% + ...
+ CF 1 eygony 21 25" + cog 24 [43]92. Elles ont d + 1 monodmes.

Soit Vi = k[xq, xa]g = {f (21, 22) | a0, - - -, coa € k} I'espace vectoriel des
formes binaires, de degré d [51] 2.

On posera parfois, pour simplifier les notations : © =z, y = x5
ag = Cdo, A1 = C(d—1)15 @2 = C(d—2)25 - - - 5 Ad—1 = C1(d—1), Ad = Cod-
On constate alors que :

A

f(@) & flz, 1) =apa®+ Clay 2t + Claga®™ + ...+ CT  ag 12+ aq
est un polynome a une indéterminée = de degré d.
5.3.1 Formes binaires linéaires

On pourra consulter [43] 4. Elles correspondent & d = 1 et sont donc
notées :

f(x1, x9) = c10 1 + co1 2. Elles ont 2 monomes.

5.3.2 Formes binaires quadratiques

On pourra consulter [43]%. Elles correspondent a d = 2 et sont donc
notées :

f(x1, 13) = cop@? + 2 11 1 T9 + Coo 3. Elles ont 3 monomes.

92. p. 17 mais les coefficients sont notés différemment
93. p. 6

94. pp. 38-39

95. p. 39 et pp. 54-55
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5.3.3 Formes binaires cubiques

On pourra consulter [43]%. Elles correspondent & d = 3 et sont donc
notées :

f(zq, o) = 30 a::f + 3 o1 x% To + 3C12 21 Jrg + ¢o3 x%’ Elles ont 4 monomes.
Forme canonique
flzy, x2) = (loy + mx2)3 + ('xy +m/ 332)3, qui dépend de 4 coefficients
[64] 7.
5.3.4 Formes binaires biquadratiques

On pourra consulter [43]%. Elles correspondent & d = 4 et sont donc
notées :

(1, T2) = cao ] + 431 23 19 + 6 Con 23 22 + 41311 13 + o4 5. Elles ont
5 monomes.

Forme canonique

f(xy, 22) = (lay +ma) + (' zy +m x,)*
+6A[(lxy +maxs) (I'zy +m' x5))%, qui dépend de 5 coefficients [64] %.
5.3.5 Formes binaires quintiques

On pourra consulter [43] 1% et [64] 1°1. Elles correspondent a d = 5 et sont
donc notées :

f(mla :132)
=502} + 5y ] o+ 103 23 23 + 10 co3 22 w3 + 5 14 1 75 + o5 5. Elles ont
6 monomes.

Elles ont été étudiées par Sylvester.
Forme canonique

Foy, 22) = (loy +mas)’ + (U a + m/ 22)°+ (1" 21 + m” 22)°, qui dépend
de 6 coefficients [64] 192,

96. pp. 45-46, pp. 55-56 et pp. 68-71
97. pp. 215-216 no. 164
98. pp. 39-41, p. 52, pp. 56-58 et pp. 71-78
99. pp. 224-226 no. 172
100. pp. 58-59
101. pp. 327-373 nos. 224 a 251, pp. 557-567 1. Sur les invariants des formes du cinquieme
degré. Note de M. Hermite
102. pp. 220-226 no. 168-169
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5.3.6 Formes binaires de degrés 6
On pourra consulter [64] 1%, Elles correspondent & d = 6 et ont 7 monomes.
Forme canonique
fxy, @) = (lay +man)’ + (Vzy +m/ x)° 4+ (" 2y +m” x5)°
+V [(Lzy +may) ('zy +m/ z5) (I” 21+ m” 2,5)]?, qui dépend de 7 coefficients
[64] 104,
5.3.7 Formes binaires de degrés 8
Elles correspondent a d = 8 et ont 9 monomes.
Forme canonique

fl@y, 29) = (Loy + ma) (1 zy 4+ m! 20) (1" 21+ m” 25)°+ (1" 1 +m" x5)°
N[y +may) (U zy +m' o) (1" 2y +m” z) (1" 21 + m” 25))°, qui dépend
de 9 coefficients [64] 1°°.

5.4 Formes ternaires, de degré d

Elles correspondent a n = 3 et sont donc notées :

_ d! V1,02 V3
f<x1’ Z2, l’g) - ZV1+V2+V3=d v1!vo!vg! Curvgus L1 L™ Ty~

Elles ont % monomes.

Soit Vy = klz1, z2, 23]la = {f(21, 22, 23) | Caco, - - -, Cooa € k} V'espace
vectoriel des formes ternaires, de degré d.

On pose parfois, pour simplifier les notations : © = x1, y = 29, 2 = x3.

5.4.1 Formes ternaires linéaires
Elles correspondent a d = 1 et sont donc notées :

f(z1, xa, x3) = C100 T1 + Co10 T2 + Coo1 3. Elles ont 3 monomes.

103. pp. 373-407 nos. 252 a 266, p. 568 II. Sur 'invariant gauche des formes du sixieme
degré. Note de M. Hermite

104. pp. 227-229 no. 174

105. p. 229 no. 175
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5.4.2 Formes ternaires quadratiques

On pourra consulter [64] 1%, Elles correspondent & d = 2 et sont donc
notées :

f(z1, 22, ¥3) = co00 2% + 2110 T1 2 + 2 €101 T1 T3 + Co20 T3 + 2 Co11 T2 T3 + Coo2 X3
Elles ont 6 monomes.

5.4.3 Formes ternaires cubiques

On pourra consulter [64]'°7. Elles correspondent & d = 3 et sont donc
notées :

_ 3 2 2 2
f(xl, X9, :c3) = C300 7 + 3 C210 L1 T2 + 30201 X1 T3 + 3C120 X125
+6 C111 L1 T2 T3 +3 C102 L1 l’g —+ Co30 l’g +3 Co21 l’% I3 +3 Co12 L2 l‘% ~+ Coos ZE% Elles
ont 10 monomes.

Forme canonique de Hesse [64] 1%

f($1, T2, $3)
= (lzy+mzy+nas)’ + (I'zy +m' zg+ 0/ 25)° + (I &1 +m" z0 + 0" 25)°
+6M(lxy +mas +nws)(l'xy +m e +n' x3) ("1 + m" 29 + 1" x3) qui
dépend de 10 coefficients

5.4.4 Formes ternaires biquadratiques

Elles correspondent a d = 4 et sont donc notées :

f(l'l, Za, LCg) = C400 %il +4 C310 ZIZE’ T2 + 4 C301 SL’? T3+ 6 C220 %% 3’)%
+ 12 C211 I‘% To T3 + 6 C202 Z’% .Tg + 12 C121 L1 SL’% T3 + 12 C112 L1 T9 l’g
+ 4 103 11 T3 + Coao T3 + 4 Coz1 T3 T3 + 6 Cooe T3 3 + 4 Cor3 T2 TS + Copa 25
Elles ont 15 monomes.

5.4.5 Formes ternaires quintiques

Elles correspondent a d = 5 et sont donc notées :

f(l‘l, xy, 233) = C500 .17? +5 C410 lel To + 5) C401 Z'le T3 + 10 C320 ,CE? Qfg
+ 20 C311 .fL'il)) To T3 + 10 C302 x‘? l‘% + 10 C230 .fL'% $§ + 30 C221 Q?% Z’% X3
+ 30 C212 I% ) Z’g + 10 C203 SL’% x% +5 C140 L1 ZUZQL + 20 C131 L1 I% XT3
+ 30 C122 L1 ZE% I% + 20 C113 X1 T2 ZL’g +5 C104 L1 l’g + Cos0 [L’g +5 Coq1 Ig T3
+ 10 Co32 l’g ZE?)) + 10 Co23 ZL‘% £L‘§ +5 Co14 L2 ZL‘g + Coos £L‘g
Elles ont 21 monomes.

106. pp. 517-526. I a IX : note de M. Bazin
107. pp. 526-537. X a XVI : note de M. Bazin
108. p. 216 et p. 229 no. 175
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5.5 Formes quaternaires, de degré d

Elles correspondent a n = 4 et sont donc notées :

_ d! V1 129] v3 V4
[y, 21, 23, 24) =) :,,1+,,2+l,3+l,4:d Tl el vl ol Cvivavavs L1 Lg™ L3 Ty
d+3) (d+2) (d+1 N
Elles ont % monomes.

Soit Vy = klz1, w2, 3, x4la = {f (1, 2, T3, T4) | Ca000, - - -» Coooa € Kk}
I’espace vectoriel des formes quaternaires, de degré d.

On pose parfois, pour simplifier les notations : x =z, y = x9, 2 = x3,
t= Zy.
5.5.1 Formes quaternaires linéaires

Elles correspondent a d = 1 et sont donc notées :

f(@1, w2, 3, 24) = C1000T1 + Cor00 T2 + Coo10 T3 + Cooo1 T4. Elles ont 4
monomes.
5.5.2 Formes quaternaires quadratiques

On pourra consulter [64] 1%, Elles correspondent a d = 2 et sont donc
notées :

_ 2
f(x1, 22, T3, £4) = 2000 ¥7 + 2 C1100 T1 T2 + 2 C1010 T1 T3 + 2 C1001 1 T4
2 2 2
+ Co200 L5 -+ 2 Co110 T2 T3 + 2 C0101 T2 T4 + Coo20 X3 + 2 C0001 T3 T4 + Cooo2 Zy. Elles
ont 10 monomes.

5.5.3 Formes quaternaires cubiques
Elles correspondent a d = 3 et sont donc notées :

[z, @2, @3, T4) = 3000 T3 + 3 2100 T3 T + 3 2010 T3 T3 + 3 o001 235 T4
+ 3 1200 21 73 + 6 1110 T1 T2 23 4 6 C1101 T1 T Ty + 3 C1020 T1 x% + 6 cro11 T1 T3 T4
+3 C1002 T1 T3+C0300 T3+3 Co210 T3 T3+3 Co201 T2 T4+3 Co120 To T346 Co111 To T3 T4
+3 Co102 T2 fﬂ?l + Cpo3o l’% +3 Co021 33'% Ty + 3 Coo12 T3 33'?1 -+ Cooo3 ‘T?l Elles ont 20
monomes.

Forme canonique de Sylvester

f(xy, @9, 3, 1) = (L + may +nas +pay)’+ xy +m z9 + 1 x5+ P 24)°
+ (l” T+ m' Ty + n' T3+ p// :l?4)3 + (l/// T + m'" Ty + n" T3+ p/// 5174)3
+ (" xy +m" xg + 0" w3+ p"” x4)3 qui dépend de 20 coefficients [64] '°.

109. pp. 538-555. XVI a XXXII : note de M. Bazin
110. p. 229
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5.5.4 Formes quaternaires biquadratiques

Elles correspondent a d = 4 et ont 35 monomes.

5.5.5 Formes quaternaires quintiques

Elles correspondent a d = 5 et ont 56 monomes.

5.6 Formes quinaires, de degré d
Elles correspondent a n = 5 et sont donc notées :

f(xla X1, T3, T4, x5>

_ Ca
- ZV1+V2+V3+V4+V5:d vilvalvgluy!vs!
d+4) (d+3) (d+2) (d+1 N
(+)(+%i+)(+)m0n0mes.

V1 v V3 V4 U5
CV1V21/3V41/5 xl x2 .T3 x4 l‘5 . El].es ont

Soit Vg = k[x1, 2, T3, T4, 5]a
= {f(x1, 2, 3, T4, 5) | Ca0000, - - -, Cooooa € k} I'espace vectoriel des formes
quinaires, de degré d.

On pose parfois, pour simplifier les notations : © = x1, y = 29, 2 = 3,
t = x4, U= T5.

5.7 Formes sénaires, de degré d

Elles correspondent a n = 6 et sont donc notées :

f(mla T1, T3, T4, T5, l'ﬁ) a

- ZV1+V2+V3+V4+V5+V6:d vilvalvglvg!l vl vg!

Elles ont (&2 (d+4) (ng’) (d4+2) [d+1) 1) onomes.

Vi Vo V3 V4 U5 UG
CV1V21/3V4V5V6 93'1 1'2 I3 $4 22'5 1'5 .

Soit Vg = k[x1, 22, 73, T4, T5, T6)
, .
= {f(z1, z2, w3, T4, T5, T6) | Ca00000, - - - » Coooooa € k} 'espace vectoriel des
formes sénaires, de degré d.

On pose parfois, pour simplifier les notations : x = x1, y = =9, 2 = 3,
t =124, U =125, V= Tg.

5.8 Bézoutien de n + 1 formes n-aires

Il s’agit d’'un cas particulier du bézoutien de n+1 polynomes a n indétermi-
nées.
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Le bézoutien Oy . . (x,y) = Oy .. 1 (T1, ..., T, Y1, ..., Yp) €st un
polynome homogene a 2n indéterminées xq, ..., Tn, Y1, ... , Yo de degré au
plus égal & : >"7"  d; —n [28] 11

Exemple :
n=1

fo(z) = cq, z%, de degré dy et fi(x) = c;ll 2%, de degré d; ; avec dy < d;.
Alors :

@fo,fl (l‘, y) = ¢4, C/dl xdo ydo (ydlfdofl + :L,ydlfdon 4+ xdlfdofl); s
do < dy et Op, p(x, y) =05l dy = dy.

Cas particuliers

ody=1etd =2;alors Oy s (z,y) =cicyry , de degré 2.
ody=1etd =3;alors Oy f(x,y) =ciczry(y+x), de degré 3.
ody=1letd, =4;alors Oy, 4 (z,y) =cicyry (Y*+ry+a?), de degré 4.

5.9 Bézoutien de n formes n-aires

Il s’agit d'un cas particulier du bézoutien de n polyndémes a n indéterminées.

Le bézoutien Oy ¢, . (X, ¥) =01 p, . 1. (X, ¥) (@1, -, Ty Y1, oo 5 Yn)
est un polynome homogene a 2n indéterminées xq, ..., Tpn, Y1, ..., Yp de
degré au plus égal a t,, = > . d; —n. [19] 2.

5.9.1 Exemples
eSin=2,di=dy=1ona:
fi=ciory +corao et fo = 6/10561 +C61§C2; alors :
O1. 4, 1, (1, T, Y1, Y2) = C10Cyy — Co1 €10, de degré to = 0
eSin=2,dy=1,dy=2o0na:
fi=crom +co1Ta et fo = Cyoa? +2¢), L1 Ty + Cyyx3; alors :

@1,f1,f2(x17 Z2, Y1, y2)
7 ’ , , , ,
degré t, = 1.

111. p. 129
112. pp. 2-3 qui parle de degré critique
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eSin=2,di=d,=2ona:
! ! !
fi=co0r?+2c11 01 T2+ oo 3 et f=cCogri+2¢,, T1 o+ Cyyx3; alors :

! !/ !/ !/
O1, 11, £(T1, Ta, Y1, Y2) = (C20Coa—Co2 Ca) T1 T2+2 (Ca0 ¢ —C11 o) T1 Y1
! ! ! !
2
+ (20 Cog — Co2 Cog) T1 Y2 +2(Cr1Coy — Co2 €1 1) T3
! ! ! !
+ (c20 Cyy — €02 C39) T2 Y1 + 2 (C11 ¢y — Co2€11) T2 Yo
7 7 2 ’ ’ d d , - 2
+ 2(620 €11 — 011020) yi + (620 Coo — CO2CQO> Y1 Y2, de degre ty = 2.

5.10 Polynomes a n indéterminées symétriques

On dit qu'un polynéme f = f(z1, ..., x,) € k[z1, ..., x,] an indéterminées
Ty, ..., x, est symétrique ssi I'on a f(2z,q), ..., Tow) = f(@1, ..., Tn)
pour toute permutation o € &,, [54] 113 et [59] 14, Et alors f € k1, ..., 2,]%".

5.10.1 Polynomes a n indéterminées symétriques élémentaires ou
fondamentaux

On pourra consulter [32] 115, [33] 116 [56] 117, [59] 18 [61] 119 [64] 120, [69] 1!
et [72] 122, Soient les polynomes symétriques :

A ,
50 =50(T1; -+, Tn) = D1cicp L = m, de degré 0,
A ,
81 =511, -+, Tn) = Dicicn Ti = T1 + T+ T3+ ...+ 2y, de degré 1,
A
So = So(x1, ..., Ty) = ZKK].@:EZ»% =T X+ X123+ ...+ Tp_1T,, de
degré 2,
_ AN _
s3=s3(x1, ..., Ty) = Zl<i<j<k<nxi TjTp =T TaT3+. ..+ Tp_oTp_1 Tn,
de degré 3,
_ A ~
Sp1=Sp_1(x1, ..., Ty) = H1<i<nx1 RO RN
=To%3 ... Tp+ ...+ 2122 ... 2,1, de degré n — 1 (Z; terme omis),
= = = de degré
Sn = 8n(T1, ooy ) = [l T = 2122 .. 1, de degré n.

113. pp. 190-194 § 6 Symmetric polynomials

114. pp. 1-178 Chapitre I “Symmetric functions” pp. 305-387 Chapitre VI “Symmetric
functions with two parameters”

115. p. 133 éq (2.2) ; notés e;

116. p. 607; notés s;

117. p. 264 ; notés p;

118. pp. 19-21 notés e;

119. p. 34; notés o;

120. p. 83; notés p;

121. p. 2; notés o;

122. Elementary Symmetric Function pp. 516-517; notés II; et Newton’s Relations p.
1232; notés s;
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Les s; = sj(x1, ..., x,); 0 < j < nsont les polynomes a n indéterminées
symétriques élémentaires ou fondamentaux.

Alors s; est homogene de degré j [54] '** donc est une forme.

5.10.2 Sommes de Newton a n indéterminées

Soient les polynomes a n indéterminées symétriques :

— L k 4
O = 0p(T1, - 5 Tn) = D 1cicn Tiy de degré k,

Les 045 0 < k sont les sommes de Newton a n indéterminées [32]
[33] 125’ [56] 126’ [59] 127, [61] 1287 [64] 129 et [69] 130.

Alors oy, est homogene de degré k donc est une forme.

124
)

5.10.3 Relations entre les polynomes symétriques élémentaires et
les sommes de Newton

Formules de Newton [51] 3!

Uk—310k_1+320k_2+...+(—1)k713k_10-1+(—1)kk53k:O; 1<k <n,
O — 81041+ 820, o+ ...+ (=1)"s,00-n=0; k >n.

Remarque : les 2 formules sont donc valables si k = n.
[33] 132, [56] 133 et [61] 134‘

Formule de Girard

O'k:Uk(ZL'l, 7xn):pk;(317""' ,Sk)' o ‘ . A ‘
= <_1)k k Zz 2ig+..Anin=k (_1)“+22+“'Hn w sy sy ... s [32] 195,
1+202+...4nin i1lig! . ip!
123. p. 190

124. pp. 140-141; notés py
125. p. 608; notés oy

126. p. 265; notés s

127. pp. 23-25; notés py
128. p. 37; notés Sy,

129. p. 83; notés s

130. p. 4; notés py,

131. pp. 5-8 Exercice 8
132. p. 608, attention la premiere des formules précédentes est érronée
133. p. 269

134. p. 43 Exercice 5

135. p. 141 éq (2.17)
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En particulier [56] 135 et [72] 137 :

_ A
0o = Po =T,

. A
o1 = (S ) - 817

(Sla 82) = 81 - 282)
P3(51, S, 83) = 81 — 351 So + 3 s3,
2

o4 —p4(sl, Sy, 83, 54) = 81 431 So 448183+ 255 — 48y,

ps(81, S, 83, 84, 55) = 87 — 58359+ 552 83+55) 55— 55154 — 5883
+585,

_ A 6 4 3 2 .2 2

06 = pe(S1, S2, S3, S4, S5, Sg) = S} — 65780 + 65753+ 95785 — 65754

—12818283+65155—28§+63234+3S§—686,

or = pr(s1, ... ,8K) =sF+ ...

On constate que dans chaque ligne la somme des coefficients est égale
a +1.

o1, 09, 03) £ 3 (03 — 30102+ 203),

s1=qu(01, 09, 03, 04) & £ (6] — 6002+ 801 05+ 305 — 60y4),

s5 = q5(01, 02, 03, 04, 05) £ L (67 — 1007 03 + 200 03+ 1501 03
—300104 — 200503 + 24 05),

s6 = qs(01, 09, 03, 04, 05, 0g) = G L (0% — 150} 0y + 4003 03 + 4502 02
— 9001 04— 120010903+ 144 01 05 — 1502 4+ 9005 04 +4003 — 120 0¢),

S5 = q]‘(O'l, g9, ... ,O'j).

On constate que dans chaque ligne la somme des coeflicients est égale a 0.

On a également :

136. p. 265 éq. (2)
137. Elementary Symmetric Function pp. 516-517
138. p. 266 éq. (3)
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01 1 O 0 O
09 01 2 0 0
se=qm | + b i onr 69t
Ok—1 Ok—2 Ok—3 ... 01 k—1
O Ok—1 Ok—2 ... 09 01

5.10.4 Anneau des polynémes a n indéterminées symétriques

klzy, ..., £,]%" est 'anneau des polynomes a n indéterminées 1, ... , T,
symétriques [51] 119 [59] 1! et [69] 2. Et on a
klzy, ..., 2] = k[s1, ..., s,) = kloy, ..., o) [51] 113 et [69] 144

Un polynome homogene a n indéterminées symétrique est alors une forme
n-aire symétrique d’un certain degré d et on note :

klxq, ..., xn]g" I’espace vectoriel des formes n-aires symétriques, de degré d
[69] 145,
5.10.5 Expression des formes n-aires symétriques

Soit f(z1, ..., x,) une forme n-aire symétrique, de degré d et soit a
(a < d) la plus grande puissance de chacune des indéterminées 145.

Le nombre maximal de coefficients a priori différents de f est donné dans
le tableau suivant, pour les petites valeurs de n et d :

dn” 1 [2]3]4]5]6]7]..]
1 L1111 ]1]1
2 12121212212
3 1233333
4 1345|555
5 1356|777
6 L4719 10]11]11
7 L[4 ]7]10]11]12]13

139. p. 7 exercice 5

140. p. 4

141. pp. 17-39

142. p. 4 qui considere C et non k Corollaire 1.1.4

143. p. 4 pour la premiere égalité et démonstration p. 5

144. p. 4 Proposition 1.1.2

145. p. 6 qui considere C et non k

146. on pourrait, comme certains auteurs, noter f(d) (z1, ..., xn) cette forme, mais nous
ne le faisons pas pour ne pas alourdir les écritures futures
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I s’agit du nombre p,(d) de partitions de d en au plus n parties (cf.
ci-apres).
Onal+3 72 pa(d)t? = (1—t)(1—t%)-.-(1—t“) [38] 7.

Alors il existe un unique polynome p et un unique polynome g, qui bien
entendu dépendent de f, a coefficients appartenant a k, tels que :

flzy, ooy ) =p(s1, oo vy Sn) =qlo1, ..., 0n).

On a p(si, ..., sn) = plai(01), q2(01, 02), ... s qulon, ... ,00)] et

q<0-1a S Jn) = q[pl(sl)v p2(317 82)7 SR 7pn(51a s ,Sn)].

Le polynome p = > s7' s5? ... s'" est de degré a et tous ses monomes
sont de méme poids d. Par conséquent tous les mondmes si' s5* ... si* de p

sont tels que :
r4+2ro+...+nr,=detri+ro+ ... +r, <a [33] M8

Par exemple les sommes de Newton a n indéterminées sont des formes
n-aires symétriques et s’expriment bien comme polynomes en sy, ..., S,, a
coefficients dans k. Plus précisement la somme de Newton a n indéterminées
o4 est de degré d et est telle a = d. On a vu que :

og(z1, ..., Tn) = pa(S1, - - ., Sn) et tous les mondmes s7' s52 ... s/ de py
sont tels que :

rn+2re+...+nr,=detr;+ro+...+r, <d.

Remarque :

G. Salmon [64] '*? donne des tables de formes n-aires symétriques, avec
les notations suivantes :

a:xi,ﬂzxj,vzxk,6:xl,6:xm,§°:xn,n=xo,szpet:

b:_81762827d:_83762847f:_857g:‘967h:_877i:887
J = —89, k= s10.

Exemples :
Considérons des nombres entiers a, bet c;a>b > c > 0.
a

e Ezemple 1. Pour n > 2 soit f(x1, ..., x,) = Y afal = afal+ .. ..
a est bien la plus grande puissance de chacune des indéterminées.

147. p. 275 éq. (19.3.2)
148. p. 607
149. pp 503-514
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oSia>bflry,...,z,) = 21@,]'@;@'#37?17? = 0,0y — Oayp [96] 10 et
[64] 1. Tl y a A2 = n(n — 1) monomes dans la somme .

oSia=">bf(x1, . ., Tn) = Yicicjen (@ia;)" = § (07 — 024) [56] 2. Ty
a1 A2 = 20U monsmes dans la somme.

o Cas particuliers

xa=1,b=0,d=a+b=1.
D i< j<n it z; 1) = 0109 — 01 = (n— 1) 01 = q(01). Et avec
01 =pi(81) = 810 D1y jensing Ti T3 = (0 — 1) 51 = p(s1) [64] 1.
xa=1,b=1d=a+b=2.
Zl<i<j<n T; T, 1(0? — 0y) = q(oy, 02) Et avec 01 = pi(s1) = 51 et
oy = pa(s1, 52) =

2
— 289 : 21<i<j<nxixj = s9 = p(s1, S2) ou $; ne figure
pas [64] 154,
sa=2b=0,d=a+b=2.

Zlgingn;#j x? a:? = 0909 — 03 = (n— 1) 09 = q(01, 03) ou o7 ne figure
pas. Et avec g9 = pa(s1, 89) = 57 — 289
Z1<i,j<n;i¢j a? 11? = (n—1) (57 — 252) = p(s1, s2) [64] .
xa=2,b=1,d=a+b=3.
D i<ijeniizg Ti ) = 0301 —03 = q(01, 03, 03). Bt avec 01 = pi(s1) = s,
0y = pa(s1, S2) = 57 — 252 et 03 = p3(s1, Sz, 53) = S7 — 35152 + 353
D ici jensing Ti T = 8152 — 383 = p(s1, 59, 53) [64] 1.
xa=2,b=2,d=a+b=4.
> 1<icjsn (T :Uj)2 = 1 (03 —04) = q(01, 02, 03, 04) Ol 07 et 03 ne figurent
pas. Et avec 09 = pa(s1, 82) = 87 — 255 et 04 = py(s1, S2, S3, 54)
=5} —4s¥sy+4sy53+285 —4sy: Y i<cici<n (z;2;)° = =251 53+ 55 + 254
= p(s1, S2, 83, 54) [64] 157.

xa=3,b=0,d=a+b=3.
Zlgiﬁj@;#jxfx? = 0300 — 03 = (n— 1)o3 = q(oy, 09, 03). Et avec

— — 3 .
03 _pS(Sla 82, 53) =95 — 3818 +3s3:

2
1

150. p. 270

151. p. 83

152. p. 270

153. p. 504 éq. 1
154. p. 504 éq. I1.2
155. p. 504 éq. II.1
156. p. 504 éq. II1.2
157. p. 504 éq. IV.3
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D oici jensizg T ) = (n = 1) (s} — 35182+ 383) = p(s1, 52, 53) [64] %,

xa=3,b=1,d=a+b=4.
D i<ijeniizg Ti Tj = 0301 — 04 = q(01, 09, 03, 04) 0l 03 ne figure pas. Bt
avec 01 = p1(81) = s1, 03 = p3(s1, S, 53) = 87 — 35152 + 353 et
04 = pa(S1, S2, 83, S4) = 8] — 48789+ 45153 +28%—4sy:
D ici jensizg Ti T = 818y — 5183 — 285 + 4 sy = p(s1, s2, 53, 54) [64]

xa=3,b=2d=a+b=05.

D i, jns i 1} 15 = 0309—05 = (01, 02, 03, 04, 05) Ol 0, 0y ne figurent
pas. Et avec 09 = po(s1, 82) = 7 — 259, 03 = p3(s1, So, 53)
=53 — 38,8+ 3s3et
05 = p5(S1, S2, S3, S4, S5) = 87 —5 53 59+55% 534551 55—5 51 54— 52 S3+5 55 :
D ici jensing Ti T = =257 837451 5345 51 54— 59 535 85 = (51, 52, 83, 54, 55)

[64] 160‘

xa=3,b=3,d=a+b=06.

3 1 2 . \

Zlgi<]’<n (% ﬂﬁj) =3 (03 - 06) = C_I(Ul, 02, 03, 04, 05, 06) ou 01, 02, 04,
o5 ne figurent pas. Et avec o3 = p3(sy, 2, 83) = 55 — 35182 + 353 et

_ _ 6 4 3 2 .2 2
06 —pﬁ(Sl, S, S3, S4, Sy, Sg) = S — 657 S2 + 65753+ 9755 — 6574
—12313233+6§155—23§+63234+35§—656 :

_ 9.2 3 2

ZKKKn(a:ia:j) =35{84—3515253 —35155+ 55 —35254+ 355+ 356
_ 161
_p(sla S2, 83, S4, S5, 86) [64] .

159

* etc.
; A a b .c _ .a b .c
e Ezemple 2. Pour n > 3 soit f(x1, ..., x,) = Y af w)xf = xf vy 05+ . ..
a est bien la plus grande puissance de chacune des indéterminées.
3 — a b ,.c
oSia>b>c f(xy, ..., ) = Zlgmyk@;#jyi#k’#k% T T
_ 162 163
= 040p0c— 04 Opic — O Ocra — OcOart + 2 Oarpre [D6] 192 et [64] 199,
lyaA?=n(n—1)(n—2) monémes dans la somme.
1 — — . . a  .c
oSia=b>c f(z,...,7,) = Z1<¢,j,k<n;z‘<g‘,i¢k,j¢k (@ ;)" af,

=1(020.—204001c — 0c02q + 20244.) [56] 164

Nya3A3= w monomes dans la somme.

158. p. 504 éq. I11.1
159. p. 504 éq. IV.2
160. p. 504 éq. V.3
161. p. 504 éq. V1.4
162. p. 270

163. pp. 83-84 § 54
164. p. 270
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) b
oSia>b=c f(x1, ..., Tn) = Z1<z‘,j,k<n; i£j, ik, j<k o (w5 wp)

1 165

= 3 (040} — 04025 — 204 Ohyq + 2 0at2s) [56]

MyalAd =002 5ongmes dans la somme.

oSia=b=c f(z1, ..., %) = X cicjcnen (TiTjT1)"
= 2 (02 = 30,024 +203,) [56] 1.

MyalAd =002 pongmes dans la somme.

o Cas particuliers

xa=1,b=c=0,d=1
D i g kn: iskg. ik, j<k Ti (2, z3)° =1(o10} —30100+209)
=2(n—1)(n—2)o1 =q(o1) et p(s1) =5 (n—1) (n — 2) 5.
xa=b=1,¢c=0,d=2
Zlgiyjykgn;iq’#k’#kxixjatg = 1(0t09— 20} — 0902 +209)
=1 (n—2) (0% —02) = q(o1, 02) et p(s1, s2) = (n—2) 55 ot 51 ne figure pas.
xa=b=c=1,d=3

D <icjehan Ti i Th = % (03 — 30109+ 203) = q(0y, 09, 03) et

p(s1, S2, S3) = S3 ol $1 et Sy ne figurent pas.
xa=2,b=c=0,d=2
0
Z1<¢,j,kgn; i#], ik, j<k 7 (zjax) = % (0208 — 30900+ 203)
= %(n —1)(n—2) 0oy = q(01, 02) ol 07 ne figure pas et
p(s1, $2) = % (n—1)(n—2)(s? —2s9).
xa=2,b=1,¢=0,d=3
D i j b it ik LT T2 = 090100 — 20901 — 0g03 + 203
<iy s §i7], 17k, 7
= (n—2) (0201 — 03) = q(01, 09, 03) €t p(s1, S2, S3) = (n — 2) (51 52 — 3 53).
xa=2,b=c=1,d=14
Z1<z’,j,k<n; i£j, 12k, j<k xf Lj Ty
5

= %(02 0% — 05— 20,03+ 204) = q(01, 09, 03, 04) €t

p(s1, S2, S3, S4) = S1 83 — 454 OU Sy ne figure pas.
xa=b=2,¢c=0,d=4
2
Z1<z‘,j,k<n;i<j,z¢k,j¢k (2 25)" ), = % (0300 — 205 — 0904+ 204)
= 1 (n—2) (0} — 04) = q(o1, 09, 03, 04) OU 01 et o3 ne figurent pas et
p(s1, So, 83, 84) = (N —2) (=281 83 + 55+ 254).

165. p. 270
166. p. 270
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xa=b=2,c=1,d=5
2 _ 1/ 2

Z1<i,j,k<n;z‘<j,z¢k,j¢k (xi2;)" 2, = 5 (0501 — 20203 — 0104 +205)
= q(01, 02, 03, 04, 05) et p(s1, S, 83, 54, 85) = —351 84 + 52 83 + 5 5.

xa=b=c=2,d=06

2 _1¢.3 —

Zl<i<j<k<n (xz Lj xk‘) =5 (02 — 302 04+2U6) = q<0-1a 02, 03, 04, 05, 06)

ou o1, 03 et o5 ne figurent pas et
_ 2

p(81, 2, 83, 54, S5, S6) = 25185 — 25284 + 53 — 2 8.

xa=3,b=c=0,d=3
0
Zl<i7j,k<n; i£j, £k, j<k x? (zjmp) = % (03 03 — 30300+ 203)
= %(n —1)(n " 2) 03 = q(01, 09, 03) OU 07 et 0q ne figurent pas et
p(s1, S2, 83) = 5 (n—1) (n —2) (5§ — 351 52 + 3s3).

xa=3b=1,¢c=0,d=14

3.0 _ _ _
Zlgﬁj’kgn;i#j’#k’#kxi T T = 030100 — 30301 — 0004+ 20y
= (n—2) (0301 — 04) = q(01, 09, 03, 04) OU 09 ne figure pas et

p(s1, S2, 83, 84) = (N —2) (8389 — 5183 — 252 +43y).

xa=3,b=c=1,d=5
> w3xixy, =1 (0302 — 0309 — 20,04+ 205)
1<i, j, k<n; ij, ik, j<k ©i ©3 7k T 3 \¥3 1 372 174 5
_ _ 2
= q(01, 02, 03, 04, 05) et p(s1, S, S3, 54, 5) = 5753 — 5154 — 28253 + 5 8.
xa=3,b=2¢=0,d=5
3.2.0 _ _ _
Zlgi,j,kgn;i;éj,i;ék,j#kxi I'jl'k—UgO'QO'Q 20’30'2 0'00'5‘|‘20'5
= (n —2) (0309 — 05) = q(01, 09, 03, 04, 05) OU 07 et 04 ne figurent pas et
_ 2 2
p(S1, S2, S3, S4, S5) = (N —2) (=257 53+ 5185 + 55184 — S253 — D S5).
xa=3,b=2,c=1,d=6
3.2
2 1<, g kn i, ik gtk Ui 5 T
_ 2 _
= 030201 — 03 — 0204 — 0105 + 206 = Q(Ul, 02, 03, 04, 05, 06) et
= 352 7 4 —3s2—12
p(81, 82, 83, 54, S5, 86) = —3 8]S4+ 515283 + 78155 + 45281 — 353 S6-
xa=3,b=c=2,d=7
3 2 _ 1 2
Z1<¢,j,kgn; ij, ik, j<k Li (zjax)” = 5 (0305 — 0304 — 20205+ 207)
= q(01, 09, 03, 04, 05, 0g, 07) OU 07 et 06 ne figurent pas. Nous n’avons pas
Ca’lcule p(817 S2, 53, S4, S5, S6, S7)'

xa=0=3,¢c=0,d=6
0= 1 (52

3 _ 2
Zlgi,j,kgn;i<j,i7ék,j7$k (ziz;) ap = 3 (0300 =205 — 0906 + 206)
1 2 z \
= 5(n —2) (03 — 0s) = q(01, 02, 03, 04, 05, 06) OU 03, 04 et 05 ne figurent
pas et p(sla S92, 83, S4, S5, 86)

=(n—2)(3s?s4— 3515253 — 35155+ 55— 35984+ 355+ 35¢).
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xa=b=3,c=1,d="7
3 _ 1 2
Z1<z’,j,k<n;z‘<j,z‘¢k,j¢k (ziw;)” a2 = 5 (0501 — 20304 — 0106 +207)
= q(01, 09, 03, 04, 05, 0g, 07) OU 03 et 05 ne figurent pas. Nous n’avons pas
calculé p(sy, s, S3, S4, S5, Se, S7)-
xa=b=3,c=2,d=8
3.2 _1/.2
Z1<z‘,j,k<n;i<j,z‘¢k,#k (ziw;)” xf = 2 (0502 — 20305 — 0906+ 20)
= q(01, 09, 03, 04, 05, 06, 07, 03) OU 07, 04 €t 07 ne figurent pas. Nous n’avons
pas calculé p(sla 52, 83, S4, S5, S6, ST, 58)'
xa=b=c=3,d=9
1

3 _ 3
El<i<j<k<n (2 x1)” = 5 (05 — 30306+ 209)
= Q(0-17 02, 03, 04, 05, Og, 07, 08, 0-9) ou 01, 02, 04, 05, 07 et Og Ne ﬁgurent
pas. Nous n’avons pas calculé p(sy, sa, S3, S4, S5, S¢, S7, Ss, S9)-

Cas particulier des polynémes symétriques a n indéterminées
. ”, —1 . » . ” . »
qui dépendent des % différences des n indéterminées

On pourra consulter [43] 157 [56] 1%% et [64] 1%9.

Dans ce contexte le polynome p satisfait a 1’équation aux dérivées par-
tielles :

ng—spl +(n—1)s g—i +(n—2) s9 g—é + ... =0 et sa recherche s’en trouve

grandement facilitée [56] 170 et [64] 171

e Fzemple 3. Pour n > 2 et a pair soit :
f(z1, 29, ..., 2p) = Doicicjen (i — ;)" = (n—=1)at +.... Iy a C} termes
dans la somme. Alors :

f(mla Loy v vvy xn)
a_ 2.1
=no,—Clojo, 1+ C?090, o+ ...+ (—1)2 Loz Oa_10a4
gk 2
+(=1)2 =2 oy
Démonstration
On a, pour a entier positif, d’apres la formule du binome :
(z—a25)" =2 = Chayz* ' + Crafa + ...+ (—1)"xf. Soit :

Elgjgn (Q; _ xj)a =nxr®— C; ] Q?a_l + Cg 09 QJa_Q 4+ ... 4+ (_1)(10_(1.

167. pp. 98-103 § .11 dans le contexte plus restrictif des invariants et covariants comme
fonctions des différences de racines

168. pp. 276-278 nos. 158-159 qui parle de fonctions de différences dans un contexte plus
restrictif et qui parle de formules de Lagrange

169. pp. 87-95 nos. 59 a 65

170. p. 278

171. p. 89
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: B B
Stz =a1: Y e (@1 —25)" =nat —Cporay + Cloaay " + ...
+ (=1)%o,.
: B B
Sia =131 e pe (@2 —a5)" =nag—Cooray ™ + CRozay ™ + ..
+ (—=1)%0,.

Siw =20 1cjenijon (Tn —25)" =nalh —Croyay + Clogag ™+ ...
+ (—1)*0,. Donc :

D i jens i (Ti — ;)" =no, —Cloyo, 1+ C2020, 2+ ...
+(=1)"no,.

Si a est impair les termes, en nombre pair, de la somme précédente se
détruisent deux a deux (le premier avec le dernier, le deuxieme avec I’avant
dernier, etc) et la somme est nulle. Si a est pair les termes, en nombre im-
pair, de la somme précédente s’ajoutent deux a deux (le premier avec le
dernier, le deuxieme avec I’avant dernier, etc) sauf le terme situé au milieu.
Par conséquent :

D oi<i, jens g (T — T5)"

=2(no,—Cloyo, 1+C?0904 o+...+(—1)2"CZ oa_y J%,l)—i—(—l)% <

[Slis

+(=1)% & 0% QED.

Cas particuliers :
ca=2:) (z; —x;)> = noy — o2

- “ - 1<i<j<n \"Ve J) 2 1

Par conséquent :
= —g2 > 2
x q(01, 09) = —07 + noy, car n > 2.

— A - 4 _ 2 172
ca=4:3 i, (@i — ;) =noy—4doyo3+ 305 [64] 7
Par conséquent :

x q(01, 09, 03, 04) = —4 0103+ 30% +noyssin > 4.

x (o1, 02, 03) = 20! — 30702+ 203 sin = 3 et on constate que oy
n’intervient pas.

x q(oy, 09) = 0] — 4020y + 403 sin=2.

172. p. 88
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oa=06:3 i, (T —2;)’ =nog — 60,05 + 150,04 — 1007 [64] 173,

Par conséquent :

x q(01, 09, 03, 04, 05, 0g) = —601 05 + 150904 — 100% +nogssin = 6.
_ 1 _6_5 4 2 2
*q(al,ag, 03,04, 05) = 5;0) — 301 02+ 3 0103—1——0102
15 5 75 25 5
—ZO'1 4—5010203—§JS’+Z0204—§03 sin=>.

49 o6 1 69 54 65 3 45 2 2
0]+ 5 0102— 50103~ %5010,

* q(017 02, 03, 0-4) 3

—|—30104+9010203 102—1-180204—%0% sin=4.
_ 3 27 4 69 3

x (o1, 09, 03) = =307+ 2 otoy—4do} 03— L0t 05+ 18010205+ 2 03
— 903 sin=3.

x q(oy, 09) = —08 + 6010y — 120705 +803. sin = 2.

< ete.

Recherche de p(sy, S2, ..., Sp)

f est de degré d = a et par conséquent :
f(zy, o, ..., ) = p(s1, Sa, ..., Sp) avec des monodmes s7' 552 ... s tels

que :
r4+2ro+...+nr,=d=aetri+ro+...+r, <a 337,

Le premier monome de p correspond a :

rr=aetry=r3=...=r, =0. Par conséquent
J— a
p(s1, S2y - oy Sp) = Asy+
Maissiz; =letay=a23=...=z,=0o0nas; =1et
S9 =83 =...=35, =0 et par conséquent

n—1=f(1,0,...,0)=p(1,0,...,0)=A. Soit A=n—1.

Pour trouver les coefficients des autres monomes de p il faut examiner les
différents cas a = 2, 4, 6 . ... Cette recherche est facilitée par la résolution de
I’équation aux dérivées partielles :

0 0 0
ngl+n—Us152+n—-2)s25+...=0.

¢ Sia =2 on trouve :

* p(s1, s2) = (n—1) 87 —2n sy [64] '™ et on vérifie que :
p(s1, s2) = q(o1, 02), obtenu précédemment.

173. p. 88
174. p. 607
175. p. 89 Exemple I
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¢ Sia =4 on trouve :

* p(S1, S2, 83, 84) = (n—1) s]—4n s3 so+4 (n—3) 51 53+2 (n+6) s3—4n s,
pour n > 4 et on vérifie que p(s1, sq, S3, S4) = q(o1, 02, 03, 04), obtenu
précédemment.

* p(s1, S2, 83) = 28] — 1253 55 + 18 52 pour n = 3 ol 'on constate que
s3 n'intervient pas et on vérifie que : p(s1, So, s3) = q(o1, 02, 03), Obtenu
précédemment. Cette valeur de p(sy, S9, S3) s’obtient a partir de la valeur de
p(s1, S2, S3, S4), valable pour n > 4 en faisant n = 3 et s, = 0.

* p(s1, s9) = 5] — 857 55+ 16 53 pour n = 2 et on vérifie que :
p(s1, s2) = q(o1, 03), obtenu précédemment. Cette valeur de p(sy, s2) s’ob-
tient a partir de la valeur de p(si, sq, s3, S4), valable pour n > 4 en faisant
n=2et s3=s54=0.

¢ Sia =06 on trouve :

* p(s1, S2, S3, S4, S5, S6) = (R — 1) 88 —6nssy+6(n—>5)s3s3

+3(Bn+10)s?s3—3(2n+10)stss —3(4n —30)s; 5253+ 6(n —5) sy 85
+6 (n+20) s 54—2 (n+30) s3+3 (n—30) s2—6 n s pour n > 6 et on vérifie que
p(s1, S2, S3, S4, S5, S¢) = q(01, 02, 03, 04, 05, 0g), obtenu précédemment.

* p(s1, Sa, 83, S4, 85) = 48§ — 30 89+ 7557 53 — 6057 54 + 30 51 52 53
+ 1508984 — 7083 — 75s3 pour n = 5 ou l'on constate que s5 n’inter-
vient pas et on vérifie que p(s1, Sa, S3, S4, S5) = q(01, 02, 03, 04, 05), obtenu
précédemment. Cette valeur de p(sq, sq, S3, S4, S5) s'obtient a partir de la
valeur de p(s1, sq, S3, S4, S5, Sg), valable pour n > 6 en faisant n = 5 et
S = 0.

* p(S1, S2, 83, 84) = 380 — 24 5} 59 — 653 53+ 665752 — 8457 54
— 4251 8983 + 144 59 54 — 68 55 — T8 s% pour n = 4 et on vérifie que :
p(s1, S2, S3, 84) = q(o1, 09, 03, 04), obtenu précédemment. Cette valeur de
p(s1, S2, S3, S4) s’obtient a partir de la valeur de p(sy, sq, s3, S4, S5, S¢), Va-
lable pour n > 6 en faisant n = 4 et s5 = s = 0.

% p(s1, So, 53) = 28% — 18 51 89 — 1253 53 + 57 5% 53 + 54 51 59 53 — 66 55
— 8152 pour n = 3 et on vérifie que : p(s1, s9, $3) = q(01, 09, 03), obtenu
précédemment. Cette valeur de p(sy, s2, S3) s’obtient a partir de la valeur de
p(s1, S2, S3, S4, S5, S¢), valable pour n > 6 en faisant n = 3 et
S4 =85 =5 = 0.
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* p(s1, S2) = 89 — 125} 8o + 48 52 52 — 64 s5 pour n = 2 et on vérifie que
p(s1, s2) = q(o1, 03), obtenu précédemment. Cette valeur de p(sy, s2) s’ob-
tient a partir de la valeur de p(sy, s2, S3, S4, S5, Se), valable pour n > 6 en
faisant n = 2 et s3 = 54 = s5 = s = O.

< ete.
e Fxemple 4. Pour n > 3 soit :
A 2 2 2

[T, 2oy ooy ) = Zl<i<j<k<n (@i = ;)" (25 — @p)” (@ — )
=(n-2)zjzi+....IyaC? termes dans la somme.

Recherche de p(s1, So, ... , Sp)

f est de degré d =6 et on a a = 4 et par conséquent :

flxy, xo, ..., xp) = p(S1, So, ..., Sp) avec des monomes
51t sy? ...osimtels que -

r4+2ro+...+nr,=d=6¢etr +r9+...+1, <a=4[3317.

Par conséquent r; =rg=... =7, =0etr; <4;i=1,2,3,4,5, 6et on
trouve qu’il n’y a que 9 monomes possibes dans p, qui est donc de la forme :

p(s1, So, .., 8n) = p(S1, S2, 83, S4, S5, S6) = As3s3+ Bs?sa+Cs?sy
+Dsysys3+ Esyss+ Fsy+Gsysy+ Hss+ 1 se.

Etant donné que p doit vérifier ’équation :
nIE 4 (n—1)s1 22 + (n—2) sy 22 + (n—3) 53 22 + (n — 4) 54 22

+ (n—5) s5 88” = 0 on en déduit les 6 équations :

(n—2)A+2(n—1)B =0,
3nA+(n—-3)C+(n—-1)D =0,
2nB+(n—2)D+3(n—1)F =0,
2nC+(n—4)E+(n—1)G =0,
nD+(n—-3)G+2(n—-2)H =0,
nE+(n—->5)1=0.

Ces 6 équations sont insuffisantes pour déterminer les 9 coefficients
A, B,C, D, E, F,G, H, I. Mais on obtient les 3 équations manquantes car :

f(xy, 22,0, ...,0) = (n—2)(s?—45sy) 85 = B=n—2etF = —4(n—2).
0=f(1,1,1,0,...,0)=p(3,3,1,0,0,0) =
21A-2TB+9D+ H = 0.
176. p. 607
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La résolution de ces 9 équations a 9 inconnues donne :
A=-2n—-1,B=n—-2,C=—-4(n—1),D=2(5n—-06), E=0,
F=—-4n-2),G=8n, H=-9n,1=0.

p(Sb 82, « -0y Sn) = _2(n_ 1)‘9?53—’_(”_2)8%8%_4(”_ 1)8%54
+2(5n—06) 515283 —4(n—2)s5+8nsys,—9ns3, de degré 4 et de poids 6,
ou l'on constate que ss, ..., s, n'interviennent pas.

Cas particuliers :

Pour n = 3; il faut faire s, =0 :

p(s1, S2, 83) = p(s1, S, 83, 0) = —4 83 53+ 57 53+ 18 51 52 53 — 4 55 — 27 52
6417

Pour n =4

p(s1, S2, 83, 84) = —653 53+ 25252 — 1257 54 + 2851 5953 — 855 + 325984
— 36 52,

Pour n =5

p(s1, S2, 83, 84) = —853 53+3 5252 — 1657 54+ 3851 5983 — 1255 +40 59 84
— 45 52,

Pour n =6 : p(s1, Sg, 3, 84) = —103 53 + 4 5% 53 — 20 57 54 + 48 51 59 53

— 163% + 48 89 54 — 545%,
etc.
Recherche de q(o1, 09, ... ,0,)

Etant donné que :

51 = 01,

s2= 5 (0f — 02),

33:%(0%—301024-203),

Sy = 5; (01 =607 09+ 80y 03+ 305 —60y), on touve :

q(o1, 09,...,0,) = —0204 + 2010903 — 03 + noyoy — nos, ou on
constate que o, ... , 0, n’interviennent pas.

5.11 Polynomes a n indéterminées alternants

On dit quun polynéme f(z1, ..., x,) € k[z1, ..., x,] a n indéterminées
T1, ..., T, est alternant ssi l'on a f(2sa), ..., Tow)) = €(0) f(21, ..., Ty)
pour toute permutation o € &,, dont (o) est la signature. Alors
f(@oy, - Tomy) = f(21, ..., x,) pour toute permutation o € 2A,,.

177. pp. 89-90
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Exemple : déterminant de Vandermonde

:L‘T’_; xg_; . xﬁt
A N
d(mla SRR xn) = . . ) b = H1<i<j<n(xi - :Ej) [69] 1787
1 | . |

le déterminant de Vandermonde est un polynome a n indéterminées
T1, ..., T, alternant de degré C2.

5.11.1 Ensemble des polynémes a n indéterminées alternants

k[z1, ..., z,]™ est I'ensemble des polynomes & n indéterminées zy, ... , =,
alternants [69] 17.

Un polynome a n indéterminées alternant est alors une forme n-aire (mais
tres particuliere) d'un certain degré d et on note :

klxy, ..., xn]gn I’ensemble des polynomes a n indéterminées xq, ..., x,
alternants de degré d. On a :

klzy, .o, 2a)9" C Koy, oo, )3 [69] 0.

Exemple : déterminant de Vandermonde

d(xy, ..., zp) € klxy, ..., xn]%g, mais d(z1, ..., T,) & kl[z1, ..., xn]gg

5.11.2 Expression des polynémes a n indéterminées alternants

Si f(ay, ..., x,) € klry, ..., 2,)* est un polynome alternant alors il
peut étre écrit de maniere unique avec deux polynomes symétriques
g(xy, ... xn), Mxy, ..., 1) € K[z, ..., 2,]°" sous la forme :

flzy, ooy ) =g, oo ) d(Ty, .. ) +h(x, o0, o) oud(zy, ..., Xy)
est le déterminant de Vandermonde [69] '8!

Démonstration cf. [69] '52.
Exemples

e Soient 0(z1, ..., x,), L(zy, ..., x,) € k1, ..., 2,]%" les polynomes
tels que O(xy, ..., xz,) =1et 1(xy, ..., x,) = 1 alors on a bien :

d(xy, ...y x) = Ux1, ooy xp)d(@y, ooy @) +F0(21, o0y ).

178.
179.
180.
181.
182.

5

. 5 qui considere C et non k
5

. 5 Proposition 1.1.3

5

R R
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e On va définir ci-apres le polynome alternant

(w1, ..., x,) € K[z, ..., 2,]* et alors on aura :
oa(x1, ...y mn) = sa(xy, ooy xp)d(zq, oo ) +0(2q, ..., x,) avec
sa(@y, oo wp), O(2y, oo @) € K[z, -0, @)%,

5.11.3 Polynémes alternants v, associés a une partition A

On pourra consulter [51] 183 et [69] 81 et Wikipédia.

Partitions
On pourra consulter [30] 185 [29] 186 [38] 187 [59] 188 et [69] 189,
Soit d € N*. On dit que A = (A1, Ag, ..., A\,) est une partition de d en,

au plus, n parties ssi :
e M > >\, >0et:
e A 2N+ Xt + A, =d

On dit que degré A £ |A| = d est le degré de la partition X et
ht A £ max{i|)\; # 0} sa hauteur ou sa longueur. Alors :

xi\H—n—l mg‘ﬁ_”_l o x;\lﬁn—l
x>\2+n72 CL,/\z+nf2 . pretn=2
A 1 2 n 190
oa(T1, ..., 1) = [69] '°° est un po-
xi\” xé” xﬁ”
lynome homogene a n indéterminées 1, ... , z, alternant de degré d + C? :
Ap,
oa(xy, ..., xy) € klxg, ..., xn]d+0%.
Les vx(x1, ..., x,) constituent une base du k-espace vectoriel
klxy, ..., xn]dlcg'
Exemples généraux :
k
On constate que Vk € N: v i g1, ..., 2n) = (21 ... 2) d(21, ..., T)
ou d(zy, ..., x,) est le déterminant de Vandermonde et, en particulier,
V(©0,0,...,0)(T1, ... Tn) =d(xy, ..., Ty,) et
U(l,l,...,l)(l'la e .Z'n) = (]}1 ce l’n) d(l’l, e .ﬁL’n>

183. pp. 57-60 § 6.2 Schur polynomials
184. pp. 6-7

185. pp. 44-45 Chapitre XIX “Partitions”
186. p. 1

187. pp. 272-296

188. pp. 1-17 Chapitre I § 1

189. p. 4

190. p. 6; noté ax
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Exemples particuliers :

on =2

od=1.
U(1,0)($1,
od=2.
U(2,0)($17
U(1,1)($1;
od=3.
U(s,o)(ﬂﬂla
U(z,l)(Ila
od=4.
0(4,0)(371,
U(s,l)(fl,
v(2,2)(x17
od=>5.
0(5,0)(331,
U(4,1)($17

U(3,2) ($1,

o d = 6. 11 y a quatre partitions A = (6, 0), A = (5, 1), A = (4, 2) et

A=(3,3)
U6, 0) ($1,
U(5,1)($17
V(4,2) ($1,
U(3,3) (11717

o ete.
en =3

od=1.

Il y a une seule partition A = (1, 0)

1y) = 2?2 — 23, de degré 1 + C% = 2.

Il y a deux partitions A = (2, 0) et A = (1, 1)

1o) = 23 — 23, de degré 2 + C3 = 3.

To) = 1 To (T — X)) = 23 w9 — x1 23, de degré 2 + CF = 3.
Il y a deux partitions A = (3, 0) et A = (2, 1)

1y) = xf — x5, de degré 3+ C% = 4.

To) = x1 To (23 — 13)

Il y a trois partitions A = (4, 0), A= (3, 1) et A = (2, 2)

= 13 1y — x1 23, de degré 3+ C3 = 4.

1) = — x5, de degré 4 + C2 =5

2) = ] — Ty, de degre 4+ C5 = 0.

To) = x1 Ty (23 — 23) = 2wy — 1 23, de degré 4 + C2 = 5.
2,2

To) = 17 T35

Il y a trois partitions A = (5, 0), A = (4, 1) et A = (3, 2)

3 .2

(‘Tl - x?) =TTy — l’%l’%, de degré 4 + 022 = 5.

1y) = 2% — 2§, de degré 5 + C% = 6.

1y) = 11 15 (2] — 1) = 2% 2y — 21 25, de degré 5+ C2 = 6.

1y) = 22 23 (23 — 23) = x{ 23 — 22 25, de degré 5 + C2 = 6.

1y) = xl — x5, de degré 6 + C3 = 7.

1) = x1 29 (2] — 23) = 20wy — 21 2§, de degré 6 + C2 = 7.
Ig) = x% g(;% (;p‘;’ — J]g) = CL’? ZE% — l’% l’g, de degré 6 + 022 =T.
Ty) = 23 23 (11 — 1) = 2t 23 — 23 23, de degré 6 + C2 = T.

Il y a une seule partition A = (1, 0, 0)
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U(1,0,0)($1, T2, xs) = x:f (1172 — 1’3) + l‘g’ (563 - 5171) + x% (1171 — 1’2)

=31y — 2wy — 1 23 + 3y 23 + 25 w3 — w9 23, de degré 1+ CF = 4.

o d=2.1y a deux partitions A = (2, 0, 0) et A = (1, 1, 0)

_ 4 4 1
0(27070)<£L'1, T, Z’g) = (.Z'Q - x3> + Ty (1'3 — .1'1) + X3 (.Z'l — x’2>
= 2] Ty — 2] T3 — 11 T4 + 11 T3 + 25 T3 — To x5, de degré 2+ C2 = 5.

v,1,0)(T1, To, T3) = 25 (23 — 23) + a3 (25 — 27) + 25 (27 — 23)

_ 3,2 3.2 2.3, 2.3, 3.2 2.3 y 2
=775 — 2] x5 — 7Ty + 27 x5 + Ty x5 — x5 05, de degré 2+ Cf5 = 5.

o d = 3.1ly atrois partitions A = (3, 0, 0), A = (2, 1, 0) et A= (1, 1, 1)

v(3,0,0) (@1, T2, 13) = 27 (2 — x3) + 25 (3 — 1) + 25 (1 — 29)
5

=ax0wy — 23 w3 — 11 75 + 11 T3 + 25 13 — 23, de degré 3+ C2 = 6.
A (2 2 40,2 _ 2 40,2 2
v, 1,0)(21, T2, ¥3) = 27 (25 — a3) + 25 (25 — 21) + 25 (21 — 23)
_ 4,2 4.2 9.4 0924 4.2 94 : 2 _
=] 75 — 2] x5 — 7Ty + 27 x5 + T35 — x5 05, de degré 3+ C5 = 6.

"U(1,1,1)(5U1, T2, fES)
— 3 3 3
= T T2 T3 (.]32 — .I'g) + Lo T3 X1 (.]33 — .1'1) + XT3 T1 T2 (.1’1 — 1'2)
— 32 3 2 2.3 2 3 3.2 2 .3
=T]THT3 — X] T2 T3 — T]TH X3 + T T2 T3 + 1 TH X5 — T TH T3,

de degré 3+ C2 = 6.
o d = 4. 11y a quatre partitions A = (4, 0, 0), A= (3, 1, 0), A = (2, 2, 0)
et A=1(2,1,1)

0(4,0,0)(%, T2, xs) = x? (IQ — 563) + a:S (363 - 1171) + xg (I1 — 1’2)

= 2%y — S w3 — vy 2§ + 21 2§ + 2§ w5 — w9 2§, de degré 4+ C2 =17.

5 (02 .2 50,2 .2 50,2 2

U(3,1,0)(T1, Toy T3) = 27 (15 — 13) + a3 (25 — 27) + 23 (21 — 23)
=ab2d — 2} ad — 23 ad + 2fxd + adad — 2525, de degré 4+ C2 =17.
_ o A(3 .3 4(.3 _ .3 403 .3

V(2,2,0)(T1, Ta, T3) = 27 (23 — 13) + a5 (23 — 27) + 23 (27 — 23)
=zlay —aiad —adad + 23 xd + af a3 — a3 2l de degré 4+ C2 =17.

U(2,1,1)($1, T, T3)
- 4 4
=T{T2T3 (.Z'Q - ZL’3) + Ty XT3 X1 (.%'3 - ZEl) + X3 T1 T2 (.%'1 — ZL'Q)
— A2 4 2 2 .4 2 4 4 .2 2 .4
=T]T53T3 —T]Ta X3 — T] Ty T3+ T]ToT3 + X1 Ty T35 — T 25 T3,

de degré 44+ C2 = 1.

o d=>5. 1l y a cing partitions A = (5, 0, 0), A= (4, 1, 0), A = (3, 2, 0),
A=(3, 1, 1) et A=(2,2 1)

7 7 7
U(s,0,0)(T1, T2, T3) = 21 (T2 — 3) + 25 (T3 — 71) + 75 (T2 — T2)
= a2l xy — 2] 23 — 1 5 + 21 2L + 2T 03 — 29 2%, de degré 5+ C2 = 8.

62 2 6 (2 _ 2 6 (12 _ 2

v, 1,0)(T1, T2, T3) = a7 (3 — @3) + 25 (v3 — 27) + @3 (21 — 73)

_ 6,2 6,2 2.6 2.6 6,2 26 : 2 _
= 2y x5 — x] x5 — x7 x5 + x7 x5 + x5 x5 — 1573, de degré 5 4+ (5 = 8.
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(3, 2,0) (21, Lo, T3) = xF (23 — 23) + a5 (2§ — 2F) + 25 (2f — 23)

_ 53 5.3 3.5 3,5 5 .3 3..5 / 2 _
0(3,1,1)(1'1, T, T3)

_ .5 5 5

=T{T2T3 ($2 - LL’3) + Ty XT3 X1 (133 - xl) + L3 L1 X2 (]31 — IQ)

52 5 2 2,.5 2 5 5.2 2.5

=X T3T3 — T] T X3 — T{ Ty T3 + X7 T2 T3 + T1T5 T3 — T1T5 T3,

de degré 5+ C3 = 8.

_ 4 2_ 2 4 2_ 2 4 2_ .2

V(2,2,1) (21, 2, T3) = 2 To w3 (23 —a5)+x3 T3 21 (25—27) +23 21 T2 (27— 173)

_ 4.3 4 3 3,4 3 4 4.3 3.4

=X{THT3 — T{ T X3 — T] Ty XT3 + XT] To2 T3 + T1 Ty T3 — T1 T Ty,

de degré 5+ Cz = 8.

o d= 6.1l y asept partitions A = (6, 0, 0), A = (5, 1, 0), A = (4, 2, 0),
A=(41,1),A=(3,30,A=(3,2 1) et A=(2 2, 2)

U(6,0,0)<1717 T2, $3) = x? (xz — $3) + x§ (963 - $1) + xg ($1 — xz)
8

— 8 8 8, .8 8 : 2 _
= 2] Ty — 2] T3 — T1 X5 + 1 x5 + 15 T3 — T2 x5, de degré 6 4+ CF =
T (2 2 T(2 .2 T (2 _ .2

Vs, 1,0)(T1, T2, T3) = 2y (3 — @3) + 25 (v3 — 27) + x5 (27 — 73)
T2 T2 207 20T 7,2 2T : 2 _
=105 — x5 — ] Ty + 27 x5 + x5 x5 — 2575, de degré 6 4+ CF =

V(a,2,0)(T1, T2, w3) = @ (x5 — a3) + @ (25 — o) + a5 (27 — 23)

= 2025 — 2823 — 23 2l + 23 2§ + 2§ 23 — 23 25, de degré 6 + C2 =

0(4,1,1)(56'1, T, T3)
— 6 6 6
= T{T2T3 ($2 - LL’3) + Ty XT3 X1 ($3 - LL’l) + L3 L1 X2 (Il — IL’Q)
— 6.2, 6 2 _ 2,6 2 6 6.2 2 .6
=X{T3T3 — T T X35 — T{ ToT3 + X7 T2 T3+ T1 Ty T3 — T1T5 T3,

de degré 64+ C3 = 9.

Vs,3,0) (@1, 2, w5) = 2F (0§ — ) + 2 (2] — 2t) + 2] (af — a9,
de degré 6 + C2 = 9.

U(3,2,1)(I1, Z2, xs)
= 20 o w3 (3 —23)+ 25 23 71 (23 —23)+23 11 79 (23 —123), de degré 6+C3 = 9.

U(2,2,2)($1, T, T3)

= xtad a3 (vo—x3)+ a5 ad af (w3 —x1)+ a5 2] 23 (v1—x2), de degré 6+C3 = 9.

o ete.
Diagramme de Young associé a une partition

Il s’agit d'un diagramme, noté YD(A), dont les lignes sont constituées
de A1, s, ... boites respectivement. Par exemple le diagramme de Young
associé a la partition A = (6, 4, 3, 3, 1) est YD(A) :
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Alors ht X est la longueur de la premiére colonne de YD(A) et degré A est
le nombre de boites de YD(A).

5.12 Retour sur les polynémes a n indeterminées
symétriques

5.12.1 Polynémes de Schur a n indéterminées

On pourra consulter [51] 191, [59] 192 et [69] 193 et Wikipédia.

Etant donné que vx(21, ..., 2,) s'annule pour 2; = xj;i # g il est
divisible par d(x1, ..., x,). Soit alors s (z1, ..., T,) = H Il s’agit

du polynome de Schur associé a la partition . Il est a n indéterminées
1, ..., Ty symétrique de degré d :

sa(zy, .oy ) € K[z, ..\, xn]dG”

Les sx(z1, ... , o,) constituent une base du k-espace vectoriel k[z1, ... , 2,]5".

Soit hy,(xy, ..., x,) le polynome symétrique complet de degré p, somme
de tous les monomes de degrés p [29] 194, [51] 195 et [59] 19¢ (cf. ci-apres). On
va voir que ce sont des cas particuliers de polynomes de Schur.

Fonction génératrice des polynomes symétriques complets

On vérifie immédiatement que [ 72— = >°0% hp(@1, .., @) 7 [51] 7.

Exemples généraux :

VEeN: 54k 0T, s xn) = (21 ... xn)k et, en particulier,
500,00 (@1, ., xp) =1et sar, . (@, ..o, @) =21 ... 2, [B1]E

Exemples particuliers :
e n =2 alors d(xy, 7o) = T3 — T, de degré C3 =1

so(z1, v2) = 2 = 0o(x1, T2), de degré 0
s1(z1, x2) = x1 + 22 = 01(x1, T2), de degré 1

191. pp. 57-60 § 6.2 Schur polynomials
192. pp. 40-62 Chapitre I § 3

193. pp. 6-7

194. p. 25

195. p. 57 § 6.2

196. pp. 21-23

197. p. 57 § 6.2

198. p. 59 Exercice 3
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= S%(Ih Tg) — 2 89(x1, T3), de degré 2

= s3(x1, 12) — 3s1(x1, 12) s2(wq, T2), de degré 3

So(x1, T2) = 1 @y = 3 [0F (21, T2) — 02(w1, T2)], de degré 2
oo(z1, T2) = 2 = so(x1, 2), de degré 0
o1(z1, T3) = x = s1(x1, x2), de degré 1

)==x

)==x

o d=1.11y a une seule partition A = (1, 0)

5(1,0) (21, X2) = @1 + 2 = hy (21, T2), de degré d = 1.

o d=2.1ly a deux partitions A = (2, 0) et A = (1, 1)

S(2,0)(T1, T2) = 2T + @1 T2 + 25 = ho(21, T2)

5(1,1)(21, T2) = @1 T2, de degré d = 2.

o d=3.1ly a deux partitions A = (3, 0) et A = (2, 1)

S3,0)(T1, T2) = 27 + 2% 29 4+ 11 3 + 23 = hy(x1, T2), de degré d = 3.
S, 1) (21, T2) = 11 T3 (21 + T2) = 2% w2 + 11 23, de degré d = 3.
od=4.1ly a trois partitions A = (4, 0), A= (3, 1) et A = (2, 2)

S0y (21, T2) = w1+ 2} wo+aT a3+ 31 23+ 25 = hy(z1, 22), de degré d = 4.

_ 2 2y _ .3 2,2 3 ;
53,1) (21, T2) = @1 22 (2] + T1 T2 + T3) = T T2 + {75 + 1 73, de degré

d=4.

S(2,2) (21, x2) = 27 23, de degré d = 4.

o d=>5. 11y a trois partitions A = (5, 0), A= (4, 1) et A = (3, 2)

Si,0)(T1, x2) = af + afwe + a2l + af 2§ + vy 2 + 25 = hs(x, o), de
degré d = 5.

S 1)(T1, 1) =z 2o (2} + 2] wo+ 11 23+23) = 2t wo+af a3+ ad+ay a3,
de degré d = 5.

S,2) (21, x2) = 2 a3 (x1 + 22) = 23 23 + 27 23, de degré d = 5.

o d = 6.1l y a quatre partitions A = (6, 0), A = (5, 1), A = (4, 2) et
A=(33)

_ 6.5 4.2, 3.3, .2 4 5, .6
5(6,0) (21, T2) = af + a7 To+ a7 25 + 27 25+ 7 15 + 21 13+ 25 = he(x1, 22),
de degré d = 6.

_ 4 3 2.2 3 4
5(5,1) (21, T2) = @1 @2 (2] + 27 T2 + 27 5 + 21 25 + 25)
_ .5 4.2 3.3 2,4 5 A7
= 13 Ty + 2] 5 + 27 5 + 27 5 + 21 75, de degré d = 6.
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S92 (T1, x2) = a3 23 (23 + xy x0 + 23) = v a3 + 22l + af 23, de degré
d = 6.

5(3,3) (21, T2) = 2323, de degré d = 6.
o etc.

e n = 3 alors d(xy, T2, x3) = (x1 — T2) (1 — x3) (xa — 3)
=x2ry — 233 — 11 T2+ 11 22 + 23wz — o 73, de degré CF = 3

So(x1, T2, x3) = 3 = 0g(x1, T, 3), de degré 0
s1(x1, 9, T3) = 11 + T2 + T3 = 01(71, T9, x3), de degré 1
So(T1, Ta, T3) = X1 To + 71 T3 + Ta XT3 = % [02(x1, T, 73) — 09(21, T2, T3)],
de degré 2
53(1’1, T2, 133) = X1 X2 L3
= % [03 (21, T, x3) — 301(T1, T, T3) 02(T1, T2, 3) + 203(21, T, T3)],
de degré 3
= so(x1, 2, x3), de degré 0
1+ 2Ty +x3 = 81(5(]1, T2, Ig), de degré 1
T4 a3 + a3 = 55 (x1, 22, 13) — 259(w1, T2, T3),

Uo(Il, T, Ig) = 3
o1(zq, T2, T3) =
oo(x1, To, T3) =
de degré 2
0'3(33'1, Za, iL’g) = .T? -+ .Z'g —+ .Z'g
= s3(x1, T, 13) — 3 81(21, T2, 3) S2(w1, X9, T3) + 3 83(71, To, T3), de degré 3
etc.

o d=1.1l y a une seule partition A = (1, 0, 0)
5(1,0,0)(Z1, T2, 3) = X1 + X2 + 13 = hi (21, T2, x3), de degré d = 1.
o d=2.1ly a deux partitions A = (2, 0, 0) et A= (1, 1, 0)

8(27070)(1'1, Ta, .Tg) = .T% + 129+ 21 Z3 +$g + To Z3 +$§ = ]’LQ((L’l, T, $3),
de degré d = 2.

5(1,1,0)(Z1, T2, T3) = &1 Ty + X1 3 + X2 23, de degré d = 2.
od = 3.1ly atrois partitions A = (3, 0, 0), A = (2, 1, 0) et A = (1, 1, 1)

3.2 2 2 2, .3
5(3,0,0)(T1, T2, T3) = X7 4+ 27 T2 + 7 T3 + T1 75 + Ty T2 T3 + Ty TF + T3
+ 2213+ To 22 + 13 = ha(1y, ®9, 73), de degré d = 3.

8(2,1,0)($1> Tg, T3) = (1 + 22) (x2 + x3) (23 + 21)
T2 x4+ 23 3+ 11 5 + 231 Ty T3 + T T3 + 2323 + 1o 73, de degré d = 3.

8(17171)(1'1, Ta, [E3) = X1 X2 T3, de degré d=3.

o d = 4.1y a quatre partitions A = (4, 0, 0), A= (3, 1, 0), A = (2, 2, 0)
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et A=(2,1, 1)

_ 4 3 3 2 .2 2 2 .2 3
5(4,0,0)(Z1, T2, T3) = X] + ] X9 + 17 X3 + T{ 15 + W] T2 3 + T X5 + T1 X5

+ 21 73 X3+ Ty To T5 + X1 T3+ 15 + 23 13+ 23 1% + 20 13 + 25 = hy(T1, 2o, T3),
de degré d = 4.

_ .3 3 2,2 2 2,2 3
5(3,1,0) (%1, T2, T3) = X7 Ty + X7 X3 + 17 15 + 247 o T3 + 27 X5 + X1 T3

2 2 3 3 2 ,.2 3 4 —
+ 221253 + 221 o x5 + X1 T8 + x5 T3 + x5 x5 + T2 23, de degré d = 4.

_ 2.2 2 2.2 2 2 2.9
5(2,2,0) (%1, T2, T3) = X7 X5 + ] Ta T3 + T 5 + T1 T3 Ty + X1 T T3 + X5 25,
de degré d = 4.

_ .2 2 2
5(2,1,1)(%1, T2, T3) = X1 Lo 23 (T1 + T +3) = X7 T T3+ 11 5 T3+ X1 To T3,
de degré d = 4.

o d=>5. 1l y a cing partitions A = (5, 0, 0), A= (4, 1, 0), A = (3, 2, 0),
A=, 1L 1)etA=(22 1)

5 4 4 3,2 3 3.2 2.3
3(5,0,0)($1, To, T3) = ] + X7 Ta + T T3 + 17 T3 + 7 Ta T3 + T 3 + T] T

2 T B S e S R e S o S R R e S o
+ x5 4 w3 w3 + 15 15 + 2313 + w9 2§ + x5 = hs(x1, X9, x3), de degré d = 5.

_ 4 1 3.2 3 3.2 2.3
5(4,1,0)(1'17 T, T3) = X7 To + 17 T3 + 27 T3 + 227 Xa T3 + X7 T3 + 17 T)
+2x3 ws w3 +2 0t wo i+t i+ 2 A3 w3+ 2y 22 R4 20 wo 34y 1
4 3.2 2.3 4 i
+ x5 x3 + x5 x5 + x5 T3 + T2 x5, de degré d = 5.

3 2 3 3 .2 2,3 2,2 2 2
5(3,2,0)(T1, T2, T3) = X7 15+ X7 X2 X3+ X7 15 + 7 T3 + 227 15 x5+ 2 1] Ty T3
2.3 3 2.2 3., 3.2 2.3 L7

+aiay+ T Ty a3 + 221 2525 + 11 X2 x5 + x5 x5 + x5 x5, de degré d = 5.

5(3,1,1)(1’1> T2, 353)
=S xo g+t vl ws+ 2% 1o 3 + 11 13 13+ 11 13 25 + 11 19 23, de degré d = 5.

2,2 2 2 2,2 [
5(2,2,1)(T1, T2, 3) = X7 X5 T3 + 2] T2 x5 + 71 25 23, de degré d = 5.

o d= 6.1l y asept partitions A = (6, 0, 0), A = (5, 1, 0), A = (4, 2, 0),
A=(4 L1, A=(3,30,A=(3,2 1) et A= (22 2)

5(6,0,0)(1, T, T3) = a8 + af 1o + af x5 + 2t 23 + 1] v w3 + 2] 23 + 2F 23
+x?x§x3+x?x2x§+x?x§+x%x%+x%x%x3+x%m%x§+x%x2x§+x%x§
+x1 5 + T TG T3 + T T3 X3 + 11 X5 X3 + 11 X9 5 + X1 X5 + 2§ + 25 03 + 25 22
+ a3 23 + 23 1f + 2o a5 + 25 = he(1, 22, 23), de degré d = 6.

_ .5 5 4,2 4 4,2 .33
5(5,1,0)(T1, T2, T3) = T} Xa + X7 X3 + T T3 + 227 T x5 + X7 T3 + T X5

3.2 3 2, .33, .2 4 2.3 2.2 .2 2 34 .24
+2x] x5 x3+2 2] Toy WE+ T 5+ 1] Ty +2 27 15 w3+ 277 5 T3 +2 17 T2 TR+ T T35
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5 4
+a:1:c2+2x1x2x3+2x1x2x3+2x1x2x3+2x1x2x3+x1x3+x2x3+x2x3
+ x3 23 + 23 a5 + o 2, de degré d = 6.
5(4 2 0)(131, To, T3) = xl T3+ 1] 19 T3 +x1x3+x1m2+2x1x2x3
2.2 .2 4
+2a3 wo i+t ad+al o+ 20t a3 vy + 3t a3 i+ 20 wo i+ 2 2+ 25wy
+2m w3 2% 4 2xy 2 a3 4 1y 2o 3 + 25 23 + 25 23 + 22 x), de degré d = 6.

_ A 2.2 2
S, 1,1) (1, o, ¥3) = 2] v w3 + 27 03 13 + 27 29 75 + 27 23 3 + 27 25 73

+ 22y T3 + 1y 25 w3 + 1y T3 2+ 11 25 23 + 31 29 73, de degré d = 6.
S(3,3,0)(T1, Ta, T3) = T} x5 + X% 23 w3 + T 20 3 + 2% 25 + 27 23 13
—I—a:fx%x%~|—a:1932x3+x1x2x3+x1x2x3+x2x3, de degré d = 6.
5(3,2,1)(T1, T2, 3) = 21 T2 23 (T1 + T2) (T2 + x3) (¥3 4 1), de degré d = 6.
5(2,2,2) (%1, T2, T3) = T2 r3x3, de degré d = 6.
¢ etc.
Remarque [51] 1% :

Sim < n alors :

SA(Jil,.--,xm’O;-"uO):

sx(z1, ..., xy) st htA<m
0 si htA>m

Exemples (cf. ce qui précede)

5(1,0,0) (71, T2, 0) = 51,0y (71, T2) = 21 + 22
5(200)(1’1, T2, 0) —8(2 o (x1, 22) = 2+ 1 19 + 73
S(1, 1,0)(I1, T2, ) 5(1, 1)($1, 2) $1 o)
300)(5151, T2, 0) = 30)(351, To) = x} + 2 xy + 11 75 + 7
2,1,0)(331, Ty, 0) = S(2, 1)(351, Ta) = 1 To (T1 + X2)
etc.

Formule de Pieri

ENCIT S | 1+$1 = Z“ Su(T1, ..., x,), avec :
M1 2 )\1 2 125) 2 )\2 > BN 2% 2 )\n [51] 200 et [59] 201.

Formule de Cauchy

Dans 'anneau Z[x1, ..., Tn, Y1, --. , Yn] des séries formelles on a :

Hi:l,...,n;j:l,...,m 1—;”/]- = th)\gmin(n,m) S)\(xlv ) xn) Sk(ylv ) yn) [51} 202,

199. p. 59 Exercice 6

200. pp. 59-60 exercice 7

201. pp. 331-343 Chapittre VI § 6 qui présente diverses formules de Pieri dans un cadre
plus général

202. pp. 60-62 textsection 6.3
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5.12.2 Polynoémes de Newton a n indéterminées

On pourra consulter [51]2%3.
Soit = (p1, p2, - .., ftn) est une partition de |u| en, au plus, n parties
np(x1, .y x,) = [Tow (21, ..., z,), ot les o,,(z1, ..., x,) sont les

sommes de Newton a n indéterminées, est, par définition, un polynome de
Newton a n indéterminées.

nu(x1, ..., x,) est un polynome a n indéterminées symétrique, de degré
\p|, dans Zlzy, ..., x,] :
np(x1, ..., xn) € Ly, ..., wn]ﬁT

Etant donné que les polynomes de Schur & n indéterminées forment une
base des polynomes a n indéterminées symétriques on peut exprimer les
polynomes de Newton a n indéterminées en fonction des polynomes de Schur
a n indéterminées :

(1, -y Tn) = thgn ;A= ax(p) sa(@1, .., Tp);
avec ax(p) € Z.

Formule de Frobenius [51] 24

Pour un polynome f € Z[zy, ..., x,] soit [f(x1, ..., z,)];, ., le coeffi-
cient du monéme z%' ... zl» de f alors on a la formule de Frobenius :

ax(p) = [d(z1, ..., zp) nplzr, ..., xn)]h...ln avec l; = \;+n —1
(1<i<n).

Exemples

Pour chaque exemple on peut vérifier la formule de Frobenius. Nous
l’avons fait parfois (cf. ci-apres).

oen=2

olpul =1

na,0) (21, x2) = 01(x1, T2) 00(21, 22) = 2 (21 4+ 22) ; donc a1, ¢y(1, 0) = 2.
o lpl =2

?”L(Q’())(xl, .TQ) = 0'2(.361, .TQ) O'0<I1, 132) =2 (LE% + x%), donc a(270)(2, O) =2
et CL(171) (2, O) = —2.

203. pp. 62-63 § 6.4
204. p. 62 § 6.4 Exercice 9
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na, (T, x2) = o7 (x1, T2) = (21 + x2)2 =22 4+ 22, 29 + 23 donc
a(g,o)(l, ].) =1et a(l,l)(l, ].) = 1.

o |p| =3

n(3 0)(.361, .TQ) = 0'3(.1’1, .TQ) O'0<$1, 132) =2 (LE? -+ I%), donc a(gy())(?), O) =2
et a (2,1) (3 O) —2.

n(2,1)($1, T2) = oo(x1, T2) 01 (21, T2) = (27 + 23) (v1 + 22)
=i + xfwy + 223 + 23 ; done agz,0)(2, 1) =1 et ap,1)(2, 1) =0

o [p| =4

n,0) (21, T2) = 04(21, 22) 00(21, T2) = 2 (2% + 23) ; donc ag,0)(4, 0) = 2,
a(g’l) (4, O) = -2 et a(2’2) (4, O) = 0

n(3,1)(l’1, xa) = 03(21, ) 01 (21, T2) = (-%:f + iU%) (1 + 22)
=2t + 2}z + @ 23 + 25 ; done au,0)(3, 1) =1, a@,1)(3, 1) =0 et
a(2,2)<37 ].) =—1.

Vérification de la formule de Frobenius

5 3.2 22,3 5. :
(w1, m2) nes,1) (w1, T2) = @] — 2y @3 + 2] 3 — 23 alors :

a@,0)(3, 1) = [d(z1, x2) nz1)(21, 12)];y = Lcar [ =4 +2—-1 =75 et
lb=0+2-2=0,
a(g,l)(?), ].) = [d([El, IQ) n(371)($1, I2>]41 = 0 car ll = 3 + 2—1 = 4 et

Ih=14+2-2=1cet
a2,2)(3, 1) = [d(z1, 12) n 1) (71, T2)],, = —lcar [ =2+2—-1=3 et
lhb=2+2-2=2.
N2 (T1, T2) = 03(x1, T2) = (2] + 22)? = 2t + 22222 + 24 donc
CL(4’0)(2, 2) = 1, &(3’1)(2, 2) =—1 et CL(Q’Q)(Q7 2) = 2.
o lpul =5
ns,0) (21, T2) = 05(21, T2) 0o(21, 22) = 2 (2] + 23) ; donc as,0)(5, 0) = 2,
CL(4’1) (5, O) = —2e¢t CL(3’2)(5, O) =0.
n(4 1)($1, $2) = U4($1, xz) 01(I1, 132) (l‘l + Ig) (CU1 + xz)
= I1+ZE1 To+21 ZE2+ZL’2 X donc a (5 0)(4 1) =1 y A(4,1) (4 1) =0et a(3,2) (4 ].) —1.
n(z 2)(5151, $2) = 03(3517 T3) 02@1, T9) = (5131 + 352) (7 + x3)
= 2+t o3+ ad+ad; doncag 0)(3, 2) =1, a4, 1)(3, 2) = —Lletag,2(3, 2) = 1.
o |p[=6
ne,0) (21, T2) = 06(x1, T2) 0(T1, T2) = 2 (2§ + xZ) donc a,0)(6, 0) = 2,
Cl(5,1) (6, O) = —2, CZ(47 2)(6, 0) =0 et (1(3 3) ( )
N, 1) (21, T2) = 05(21, 22) 01(21, T2) = (9131 + 33'2) (21 + x2)
= af+a} wo+zy 23+a; donc ag,0)(5, 1) = 1, a5, 1)(5, 1) = 0, a2 (5, 1) = —1
et CL(373)<5, ].) =0.
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n4,2)(71, T2) = 04(w1, 22) 0a(71, T2) = (2] + 23) (27 + 23)
= af+a] a3+ as+ad; donc ag 0)(4, 2) = 1, ai,1)(4, 2) = —1, a2 (4, 2) = —1
et CL(373)(4, 2) = —1.

n,s)(T1, T2) = o3 (xq, T2) = (77 + x%)z = 284223 234125 ; donc ae,0)(3, 3) = 1,
Q(5,1) (3, 3) = —1, Gy, 2)(3, 3) =0et CL(373)(3, 3) = 2.

< ete.
oen—=23

On ne donne plus I'expression des polynomes de Newton en fonction des
polynomes de Schur (sauf avis contraire : cf. ci-apres).

ol =1
n(1,0,0)($17 Lo, T3) = 01(21, T2, T3) 05 (x1, T2, T3) =9 (T1 + T2 + x3)

o

pl =2
(7 + x5 + 23)
(21 + 29 + x3)°

n(z,o,o)(ﬂfl, T2, 5133) = 02(51717 T, 1’3)03(3@1, T, 1’5)
n(1,1,o)($17 T, $3) = 0%(171, T2, xs)Uo(ﬂﬁl, T2, 1’3)
=3 (22 + 2z 29 + 271 T3 + 75 + 235 13 + T3)

=9
=3

olul=3

_ 2 _ 3,3 .3
n(3,0,0)(T1, T, T3) = 03(x1, T2, T3) 05 (71, T2, T3) = 9 (2] + 25 + x3)
n(2,1,0)($17 Ty, T3) = 02(21, T2, T3) 01(T1, T, 3) 00(21, T2, T3)

=3 (2? + 235 + 22) (1 + 73 + x3)
O S 2 2 2 .3 .2 2 .3
=3 (a7 + 2o + 223 + 21 25 + T1 25 + X5 + 2503 + X2 5 + X3)

_ -3 _ 3
n(1,1,1)(331, Ty, x3) = 0y(21, T2, T3) = (1 + T2 + x3)

=23 +323 o+3 23 w3 +3 w1 23461 mo w3+ 37y B3+ 23+ 3% w3+ 3 w0 22+ 23

o p| =4

n(,0,0)(T1, T2, T3) = 0u(T1, T2, T3) 03 (71, T2, T3) = 9 (2] + 23 + x3)
n(3,1,0)($1, T2, $3) = 03(96’17 T, 1753)01(951, T2, 353) Uo($1, T2, $3)
=3 (23 + 23+ 23) (x1 + 29 + x3)
=3 (af + 2 xo + 2wy + 11 23 + 11 2 + 15 + 23 w5 + 2o 15 + 73)
(cf. ci-apres l'expression de ce polynome de Newton en fonction des po-
lynomes de Schur et la vérification de la formule de Frobenius)
n(2,2,0)(x1, T2, x3) = 03(x1, Ta, T3) 00(21, T2, T3) = 3 (2] + 23 + x%)Q
=3 (xt+ 22222 + 222 22 + 25 + 223 22 + 1d)
n(2,1,1)($17 Ta, l’3) = 0'2(5517 X2, 333)(7%(%, X2, 1’3)
= (23 + 23 + 23) (21 + 22 + 23)°
=zl +2088my + 223 23+ 2203 2 + 220 2o w3 + 223 23 + 21y A3 + 271 23 3
+ 22 T x3 + 22 X3 + w5 + 223 w3 + 2032 + 20 25 + 7
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olpul=5
n(5,0,0)(x1, Ta, ZL’3) = 0'5(131, T2, 1’3) 0'(2](5131, T, .%'3) =9 (l’? + xg + l’g)
n(4,1,0)($17 T, $3) = 04(951, T2, £E3)01(!E17 I, $3) 00(%, T, $3)

=3 (xf + x5 + 23) (71 + 2 + x3)

=3 (af + afwo + 2] w3 + 11 25 + 1 25 + 15 + 25 x5 + To 15 + 25)
n(3,2,0)(131, T2, 1173) = 03(56'17 T, 563)02(3317 T2, 333) 00(1'1, T2, 1’3)

=3 (23 + 25 + 23) (23 + 23 + 23)

=3 (2] + 23 + i a5 + 27 w) + 2] 25 + 23 + w)af + 1505 + x3)
n(3,1,1)(I17 T2, $3)

= o3(11, To, 13) 03 (1, Ta, T3) = (23 + 23 + 23) (21 + 22 + x3)2

=2 +2xlwy + 20 a3 + 2t a3 + 223 wo w3 + 2 2k + 23 a3 + 2223 + 21y )

+2m w3 w3 + 27 T X3 + 21 T3 + 25 + 225 w3 + T3 15 + 225 + 210 15 + 15
n(2,2,1)($1, T2, 5173) = 03(371, T2, 373)01(1'1, T, 953)

= (22 4+ 22+ 22)° (2, + x5 + 23)

=)+ afre+atas+ 22323 + 223 25 + 228 2 + 223 23 15

+ 223 w3 + 223 23 + w2y + 211 2323 + vy 1 + 25 + 23+ 205 72

+ 22223 + vy w3 + 5

o |pul =6

1(6,0,0)(T1, T2, T3) = 06(21, Ta, ¥3) 05 (71, T2, 3) = 9 (2] + 2§ + 25)
?1(5,1,0)(131, T2, l’3) = 05($1, T2, $3)U1($1, T2, 1133) 00(1’1, T2, I3)
=3 (2] + 23 + 23) (21 + 22 + 73)
=3 (28 + 2} xo + 2} T3 + 11 T) + Ty TY + 25 + 15 13 + 29 25 + 25)
n(4,2,0)(351, T2, 553) = 04(51317 T, 933)02(931, T2, 353) 00(381, T2, 553)
=3 (2] + 23 + 23) (2% + 23 + 23)
=3(af + at a3 + a1 23 + 2 o5 + 2 2§ + 2§ + a5 23 + a3 x) + 28)
n(4,1,1)($17 T, $3) = 04(I1, X2, 333)03(%1, Za, $3)
= (zt +ad 4 ad) (2 4+ 2o+ 13)° = 28 + 225 2y + 205 w3 + 2t ad + 20t 1y 2
+atrit oty + i+ 2 a5+ 22 vy w3+ 21y To xh+ 211 25 + 2§+ 2 25 3
+ 2523 + 23w + 2w0 1) + 2§
n(3,3,0)(951, Ty, T3) = Ug(il?l, Ty, T3) 00(T1, To, T3)
=3 (234 23+ a3)° =3 (28 + 223 23 + 203 23 + 2§ + 223 23 + 29)
n(3,2,1)(5€1, T2, 5133) = 03(3717 T, 953)02(2317 T2, 373) 01(331, T2, 153)
= (@3 + 23 + 23) (27 + 23 + 23) (x1 + 22 + 23)
=28 + 2}z + 2l xg + a2l + atad + 225 23
+x§’x§x3+x§’x2x§+2x?x§+x%x%+x%x§x3+x%x2x§+xfx§
+:131xg+x1x§’x§+x1x§x§+x1x§+x3+x§x3+x§x§
+ 223 w3 + i ws + ol + 2§
n(2,2,2)(T1, T2, T3) = 05 (1, o, T3) = (2] + 25 + x3)°
= 2$+3a 23 +3 2t 23+ 322 a5+ 622 23 22+ 3 2% i+ a5+ 3 x5 22 +3 23 v+ a8
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D’autres exemples avec vérification de la formule de Frobenius

e Soit n =2 et pu = (3, 2, 1) une partition de 6 en 3 parties i.e. telle que
|| = 6 et ht u = 3. Alors :

n(3,2,1)($1, T2) = 03(T1, T2) 0271, T2) 01(71, T2)
— 6 5 4.2 3.3 2.4 54 .6
=2+ 2720 + 2725 + 227 x5 + 27 25 + 11 75 + 25. Et

n(,2,1)(T1, T2) = D poace a6 AA(B) Sx(z1, 22). 1l faut que :
A=(6,0)ouX=(51)ouX=(4,2) ouX=(3,3) et on trouve :

a(G,O)(37 2, 1) =1€ Z, CL(5’1)<3, 2, ].) =0¢€ Z, (1(472)(3, 2, ].) =0€Zet
a(373)(3, 2, 1) =1eZ.

Vérification de la formule de Frobenius

d(z1, x2) nes 2,1y (21, T2) = x] + 2t 23 — 2 25 — x1. Donc :

[d(z1, m2) n3,2,1)(T1, T2)]7y = 1, [d(21, T2) n3,2,1) (1, T2)] 3 = 1,
[d(z1, 22) N3 2,1y (21, T2)]5, = —1, [d(21, 22) N3, 2,1)(21, T2)], = —1 et les
autres nuls.

On a bien

CL(670)(3, 2, 1) = [d($1, I’Q) n(3,271)(;1:1, 1'2)]70 = 1, car ll =6 + 2—1="Tet
lh=0+2-2=0,

CL(571)(37 2, 1) = [d(l‘h CL’Q) n(37271)(x1, .732)]61 = 1, car ll = 5 -+ 2 — 1 = 6 et
bh=1+2-2=1,

ae,2)(3, 2, 1) = [d(z1, 22) ns,2, 1) (21, 23'2)]52 =1l,carly=4+2—-1=5¢et
lh=2+2-2=2,

a(373)(3, 2, 1) = [d(%l, iL’Q) n(3’271)(3§'1, %2)]43 = 1, car ll =3 + 2—1=4et
lb=3+2-2=23.

e Soit n =3 et = (3, 1, 0) une partition de 4 en 2 parties i.e. telle que
|| =4 et ht w = 2. On a vu que :

n(3,1,0)($1, T, 333)
=3(at+advo+adas + 125 + 128 + 2y + 2wz + ol + 23). Bt

n(3,1,0) (1, T2, T3) = D piaca . aj=a O (R) Sa(T1, T2, x3). 11 faut que :

A=(4,0,000uX=(3,1,00)0ouX=(2,2,000uX=(21,1) et on
trouve :

CL(47070)<3, 17 O) =3€ Z, CL(37170)(3, ]., 0) =0e€ Z,
a(2,270)(3, 1, O) =—-3€Zet a(g,lyl)(?), 1, 0) =1€eZ.
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Vérification de la formule de Frobenius

a9 (.6 6 4.3 | 4.3 1 3.4
d(x1, T2, T3) N(3,1,0)(T1, T2, ¥3) = 3 (2F X2 — 27 T3 — 2] w5 + 2] 23 + 27 75

3.4 6 6 4 .6 4.3 4 3,4 6 culier -
— X7 X3 — 1 Ty + X1 X3 + Tg T3 — Ty T3 + T3 T3 — To 3. Done, en particulier :

[d(z1, 22, 23) 1 n(3,1,0 (21, @2, 133)]610 =3,

)
[ (11017 T2, $3) n(s, 1,0)($17 Za, 1U3)]
[d(z1, T, z3) 10 (s, 1,0)(95 L2, 3)]430 =3
[d(z1, T2, 3) N(3,1,0)(T1, T2, T3)] 49, = 0

On a bien

a4,0,0)(3, 1, 0) = [d(x1, T2, ¥3) n(3,1,0)(T1, T2, T3)]5;0 = 3
carh:4+3—1:6,12:O+3—2:1etl320+3—3:0,

a(3,1,0)(3, 1, 0) = [d(%, T2, xs)n(?,,l,o)(xb T2, $3)]520 =0,
carl; =34+3—-1=5,lb=143-2=2¢tl3=0+3-3=0,

Cl(2,2,0)(3, 1, O) [d($1, T2, 903) n(3,1,0) ($1, T, $3)]430 -3,
carly =24+3—-1=4,1,b,=243—-2=3etl3=0+3-3=0,
a@,1,1(3, 1, 0) = [d(x1, T2, 13) n(3,1,0)(71, T2, T3)],9, = 0,

carh—2+3—1_4,lg—1+3—2—26tl3—1+3 3

6 Polarisation

On pourra consulter [32]2% et [51] 2.

6.1 Polarisation d’une fonction polynomiale quelconque

Soient V2 k" et V£ VP = kN avec N = np.

Soient {e!, €%, ... ,e"} une base de V et {z1, 9, ... , 7, } la base duale
de V* = k" espace dual de V (rappel) et {e!, e* ... ,e"} une base de V
et {x1, X2, ..., Xy} la base duale de V* = VP* = V* = [P = kN espace

dual de V. On a zj(e ) = 0! (symbole de Kronecker); i, j = 1,...,n et
<€)=, J=1,... N.

Soit v € V et alors v = viel + ... +v,€e"; vy, ... ,v, € k. Posons
[v] £ [ ... v,)", matrice colonne n x 1.
Soient de méme v!, ... ,vP € V et alors :

1 1,1 1n. 1 1
vi=vie +...+v,€e" vy, ..., €k,

v =vlel 4. ke ol L ok €k

205. p. 140 partie E
206. pp. 30-37 § 4 p. 34 § 4.4 pour p =1 pp. 76-77 § 7.3 pour p quelconque pp. 93-111 §
9.5
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Posons :

W] 2 [v! ... v}]", matrice colonne n x 1,

[vP] £ [oF ... vP]", matrice colonne n X 1.

Soit v & (v', ... ,wP) € Vetalorsv=vie +...+vye";

Vi, ...,Vy € k. Posons [v] £ [v; ... vy]", matrice colonne N x 1.
On peut dire que [v] £ [[v}]7 ... [v7)7]" soit

vi=0], ..., Vv, =0},

Voil = U3, .., Vo, =02,

Vip—1)n41 = UL, - .. , Vpn = VL.

On a k[V] = klxy, xa, ... ,x,) et kK[V] = k[xq, X2, ... ,Xn].

Mais posons :
1

T =X, ...,k =%,

.T% = Xnitly .- - ,LU% = Xon,

) =Xp-1)nt1s - T8 = Xpp. Alors :

ri(v) =x1(v) =vy =vf, ..., z-(v) = x,(v) = v, = v},

22(V) = X1 (V) = vy = 0%, L 22(V) = X9, (V) = Ve, = V2,

:EI{(V) = X(p—1)n+1 (V) = Vp-1)nt+l = U:fa s ,ZL‘?L(V) = Xp’VL(V) = Vpn = Ug'

Et k[V] = k[zl, ... 27].

Opérateurs de polarisation

On définit les opérateurs de polarisation A;;; ¢, 7 =1,...,p:
KV — k[V] , avec
(A f) (V! ... oP) & f(v17~~,vf+tvi..‘t,vp)—f(vlvw”p) li—o [51] %07, Alors :

AN &3t g =1, p [51] %%

Le développement en série de Taylor donne :

207. p. 76 § 7.3
208. pp. 76-77 § 7.3 Polarization operators
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F(ol, . 07 bt oP) = S (ALY L o) [51]2 et la

1=0 11
somme est, en fait, finie car f est une fonction polynomiale, avec :
l 1 A OHf(vl, .. vt vP)
(AZ] f)(’U g e e ey /Up) — 8tl |t:0.
Alors on a :
I _ u ! i\dn o' L7
Al] — Zq1+..‘+qn=l qll---Qn! (Ul) oo (UTL) B(v{)ql a(v%’)Qn 9 l - 07 “ e e Et

on remarque que Aj; = A;j.
Exemple : n =1
On pose v = vy.

1 _ _ i _0

9 ovJ
2 (i 9?2
Aij - (U ) B(vj)Q
3 _ (.43 _8°
8y =) 507

Exemple : n =2

1 _ _
A=Ay = Ulaa+ 28

2 i\2 2
A?j:(vl) ( 7 +2U1”28?ag‘+(7}2) 8(6-)
1
3 _ (,i\3 _8° 2 2 93 i3 93
Aij = (v1) (i) + 3 (v))" v —8( i) o + 3] (v3) 901 0 (v5)2 + (v3) PYES

Exemple : n =3

1 _ _ 0
AijiA'L] /018]+U28]+U3av3

2 N2 . 2 _ 92 iyl 0%
Aj = (v1) 6(1){‘)2 +2v] v av{vg 2] v dv] v} + (v3) o)) 2, D3 v}
. 2 82
+ (v3 :
( 3) a(vg)Q
AP =

Exemple de polarisation d’une fonction polynomiale quelconque
(non multi-homogeéne)

Cet exemple correspond a n =2 et p =2, soit N =4 :
f(v) = f(v', v?) = (v])’ + 30} v} + 2 (v2)* — 40} V2.

On trouve, tous calculs faits :

28 (p1, 02) = 3 (v})® + 3vd — 402

T
dvy

209. pp. 76-77 § 7.3 Lemme
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O o)

(v', v?) = 6 et toutes les autres dérivées nulles.

(AL £)(0, 0?) = (A F) (0!, v?) = 2Rt
=3 (W)’ +60vlvl — 40l 02 L
(AL (W', 0?) = (Ap (!, v?) = Lt
:—41]%1)%—#40%1)% o
(AL D', 0%) = (A D)(0', %) = A,y
=3(v})? v1+3vlvz+3v201 4vivl o
(AL, f>< L 0%) = (Ao £) (0, 0?) = 2RCnrti))

9 ot
= —4vj vy +4(v])
0% f(vl+t ol v? 3
(A} D!, 18) = L 6[(1) 4 o] o}
o°f(vh,v v 2
(A ) (0!, v?) = %‘;‘:0 1: 42(7%)
(A3, f)(v', v?) = 6v] (U%f = W =0 = 6 [v] (U%)Z + v 3]
0% f (vt v +t0?) o 212
(A%, £) (0!, v?) = S| = 4 (0})
O3 f(vi+tot,v? 3
(A} D) (v}, v?) = ﬁ\f:e =6 (v1)
(A3 £)(v!, v?) = S, = 6 (u})”.

On a les développements en série de Taylor :

o'+t ol v?) = £(0), v2)+t (A (0!, 02)+8 (A3 )01, v2)+E (A3 £) (0!, v?)

f(o!, 0% +tol) = £(u!, 02) + 1 (A £)(v), 0%) + £ (A% £) (0!, v?)

f(v' 0%, v2) = £(0), 02+t (Ao £) (01, 02)+E (A3 £)(0), v2)+E (A3 £) (0!, v?)

f(v!, 02+ tv?) = f(v!, v2) +t (Age £) (01, v2) + £ (AL £) (0!, v?)

Polarisation totale d’une fonction polynomiale homogéne (cf.
ci-apres)

Soit f € k[V]get (v°, o', ... ,v%) € V4t Considérons f € k[V4] telle
que f(v°, vt ... vd) & F(0).
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Pf la polarisation totale de f, telle que Pf € k[V?q, . 1) est, par
définition, donnée par :

(P, ... v?) = (Ago - .. Dog Ao £) (00, 01, ... v) [51]2%0.
Exemple : d =2 et n =2

Fek[V]yet F(1°) = a0 (19)° + 2 11 09 09 + cop (v9)7.

f € k[V3] et £(0°, 0!, v?) = f(u°)

1o£0 0l %) |1 9800 1 9F () |1 9F ()
(A £)(0°, 0!, v?) =0 T T g = U T t U T
= 2[(eg0 v} + ey v2) v 4+ (c11 0] + cop v3) V3]
(Ban(B1o £))(0°, ', 0?) = vf HE ) o o Sl G
=2 [v} (coovi + c11v3) + v3 (e11 V] + cpo UQ)]. Et par conséquent :

(Pf)(v v?) = (Azo Alof)(v vl v )
= 2 [ea0 v1 v} + c11 (v] V3 4+ v3 v}) + o2 v3 V3] (cf. ci-apres ol nous retrouvons
ce résultat).

Exemple : d =3 et n =2
fek[V]set f(v°) = c30 (U1) + 3¢y (U1) V9 + 3¢ v (v2) + Co3 (vg)s.
f € k[VY et £(0°, vl 0% v3) = f(°)

(A £)(0?, vt 0% v?) = 0] ot ai = 3)"‘ (anvigv2 )
= ! <9f(v°)Jr 18f5})

=3 [(030 vl + co1 08) (09)7 4 2 (1 0] + cravh) 0 03 + (cr120) + coa vd) (19)7]

(Agg(Ayp £)) (00, vl 02 v3) = 0?2 8(A1°f)(§v oLoh ) v3 2o )%’f, Rl
2

=6 {Ul [(030 V1 + a1 v )U? + (ca1v] + c1203) Ug]

+v2 [(en vl + c12v3) VY + (c19 0] + cozva) V3] }

=6 {[(c30v] + co1 v3) V¥ + (€21 V] + 10 v3) V3] V)

+ [(co1 v + crav3) v? + (c19 v} + cozva) V3] VI }.
(Az0(Az0(Aso f))l)(go 3“ v?, v°) o

/U% 8(A20(A10 fg)y(’l) , V7,079,V ) _'_ US 8(A20(A10 fg)v(: , V7,07,V )
= 6 {v} [(c30 V] + 21 v3) v} + (o1 V] + c12v3) V3]

+ 03 [(ca1 v] + c12v3) v} + (c12 v + co3v3) v3]}. Et par conséquent :

210. p. 77
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1,2 .3y 0,1 ,2 .3
(Pf)(v, v2, v3) = (Azg Agg A1 £) (00, vt 02 v3)
_ 1,23 1,2,8  1.2.3 1,2 3
= 6 [c30 V7 V] V] + ¢91 (V] VT Vs + V] V3 VY + vy VT UY)
+c1a (vf V3 v34vd v Vs +d V3 V) 4oz va v3 V3] (cf. ci-apres oll nous retrouvons
ce résultat).
Opérateurs différentiels

On définit, plus généralement, les opérateurs différentiels :

KVE =2 KIV] e

f —  o0f
alt+ . +aP
o) —2 -,
9 (v})*1 ... (vh)m

= Za;,,,,ag fa}...aﬁ(v
avec fo1 o € K[V]; Vayq, ..., ah €N
L’ensemble des opérateurs différentiels § constitue I'anneau D(V) des
opérateurs différentiels sur V qui est une sous-algebre de Endy(k[V]). Soit
U(p) € D(V) la sous-algebre des opérateurs différentiels sur V engendrée

par les opérateurs de polarisation A;;. On a donc :

U(p) C D(V) C Endg(k[V]).
Opérateur de Capelli

Soit C), I'opérateur de Capelli :
An + (p — 1) Alg R Alp
Apy+(p—2) ... A

=+ (p=2) ,2p (le calcul doit étre fait

AVH
C’p = . .
Ap JANS VAN
en développant les colonnes de la gauche vers la droite car les produits ne
sont pas commutatifs) [51]%!!. On a alors le théoreme de Capelli [51]!? :

Sip>n:C,=0.

Sip=n:C,=[v', ..., v"]Q, avec :

1 0 _0_

U1 U? 61)% o0

[Ulv'-'avn]é etQé -
1 n o] 0
U, ..U, Jul m

fait en développant les colonnes de la gauche vers la droite car les produits

(le calcul doit étre

ne sont pas commutatifs).

211. p. 97
212. p. 98 et suivantes pour la démonstration
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Sip<n:

1 P _81_ ap
/UJI Ujl 8'[}]-1 a'Ujl
Cop =2 jicinercin| & - : .1 | (le calcul doit étre fait
1 P o o
UJp ’ UJp (91) e 811

en développant les colonnes de la gauche vers la dr01te car les produits ne
sont pas commutatifs).

Nous démontrons le théoreme de Capelli ci-apres dans le cas particulier
p=n=2.

6.1.1 Casoup=1

On a V=1V et f se note f. On supprime, pour simplifier les notations,
I'indice 1 supérieur et on pose A = Aq;.

L’opérateur de polarisation est :
A 0
A - Zyzl Uy oy’

kA k! " &
et AY S ek gt W) ()" gy

Et, plus généralement, les opérateurs différentiels :

a1+ ... +an
0 = Zal, ey Qg fal - Qi (U) 8(1118)0‘11 w0 ()
avec fo, ..o, € k[V]; Vaq, ..., a, € N.

L’opérateur de polarisation correspond a fig..o(v) = v1, for..0(v) = v,

foo..1(v) = vp.
Alors le développement en série de Taylor donne :
flo+to) = fl1+1)0] = 37, & (AF f)(v).
Exemple : forme ternaire cubique

Cet exemple correspond an =3 :

f(v) = e300 (01)3 + 3210 (7;1)2 vy + 3 Ca1 (01)2 U3 + 320120 Uy (U2)2 ,
+6ci11 v ;’12 v3 + 3 cr02 01 (v3)” + coz0 (v2)” + 3 coo1 (v2)” v3 + 3 co12 V2 (v3)
+ coos (v3)"

avl ( ) = 3 [e300 (Ul) + 2 210 1 V2 + 2 €01 V1 V3 + C120 (Uz)2 +2c111 02 U3

+ 0102 (03)2]
8@ (U) 3 [ca10 (v ) + 2 ¢120 v1 V2 + 2 ¢111 V1 U3 + Co3o (Uz) + 2 co21 V203

+ Co12 (U3)2]
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|®
—
5]
N—
I

Ows )
+ coos (v3)7]
2
%(U) = 6 (c300 V1 + €210 V2 + C201 V3)
2
61;81 afm (v) = 6 (ca10 V1 + 120 V2 + €111 V3)
2
6;1 afvs (v) = 6 (c201 V1 + €111 V2 + Ci02 V3)
%(0) = 6 (c120 V1 + Co30 V2 + Co21 V3)
0% f

vs D g (U) =6 (0111 U1 + Co21 V2 + Co12 1)3)

= 6 (c102 V1 + Co12 V2 + Co03 U3)

Owvi1 Ovg s

3
avlafv ( ) = 6 c102

3
gvg (v) = 6 cozo

63
a2 gvg (v) = 6o

83
Wafvg(v) = 6 cor2

3
g_é(v) = 6 coo3

Toutes les autres dérivées sont nulles.

1 _ _ o) o) o)
Al=A=y 8v1+U28U2+U38v3

3 [6210 ( ) 4+ 2 ¢111 V1 V2 + 2 C102 V1 U3 + Coa1 (112) + 2 ¢o12 U U3

2 _ .2 08° 9?2 92 2 92 9?2
A% = Y1 0 (v1) +2v1v dv10v2 + 20103 dv1 dvs + 03 8 (v2)2 + 233 Oz Ovs

2 9
+ v3 B0’
3
AS — Ui)’ 0 3 -+ 31)%

63
3 (v1) Y2 500,

2 83 2 93

_ & 2 93 93
+Ovvy v ‘97}1‘9”23”3 +t3uv; dv1 8 (v3)® +U2 8( )3 +3U2 vs 9 (v2)” O w3

3
+3vzv38 a( )2+ 38( ik

(A f)(v) =3 f(v)
(A% f)(v) =6 f(v)
(A% f)(v) =6 f(v).
Et on a bien :

fld+ v = 1+ f(o) = f0) +

66
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6.1.2 Casoun=2etp=2

Les opérateurs de polarisation sont :

1 e | 1 e}
An =i 55 5ol + 3 501 A12—U1_fav1+ 2 5ud
_ 2 0 20
A21—Ula +22261,A22—U1—U+ 292"

L’opérateur de Capelli est :

a | Ann+1 A
CQ = A A = (All + 1) AQQ - Agl Alg. On a:
21 22
1,2
1,214 | V1 VT | _ 1.9 1,2
[, v?] = vl o2 = Uy Uy — Uy Uy et
2 Ug
fij i)
02 dvi  Ov} o 0 _ 8 0 2 92
G T 9ul 002 0vl 97 9ulowd  dvlov”
V2 v3

On a les propriétés suivantes :

o Ay [v!) 0¥ = [ul, v?] Ay [51]213.

Démonstration

Agi ([v', v £) = of 53 [(v] 03 — v Ul)ﬂ + 03 51 [(vf 03 — vy of) f]
:Ul[%f"‘(vl%_l’% )8_1]“‘ [—oif + (viv %_Uz"’l)aa—lg]
= (vfv3 — vy o) [(vF 507 + o 7o) fl = [ v’ (Ax f) QED.

o Ay [l 0¥ = ol v (A + 1) [51] 214

Démonstration

Avy (o', v?]£) = vf 507 [(v] 03 — vy of) ] + 03 50r [(v] 03 — vy 0) f]
:Ul[%f"‘(vl%_%vl)aa_] vy [—v 1f+<U1U2_U201)§_é]

— (0 2 — vl 0?) (An £+ £) = [0, 0] [(An + 1) f] QED.
° Alg Q= QAlg [51] 215.

Démonstration
_ 1 0 ¢ 92f _ _ 0°f 1.0 ( 9*¢ 0%f
Az () = vi 52 (5ire — swrow) T 2 3.2 (5uTow — urow)
1 0% f _ 3t 1 o3 f _ 3 f
= (aviavfavg 81}%8(1}%)2)_}_”2 (81;%8(1)%)2 dvl ov? 81}%).

213. p. 94 Exercice 1.a
214. p. 94 Exercice 1.a
215. p. 94 Exercice 1.b
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2
Et Q(Auf) = (81)(1981) 81}181) >< 88_U+ % v2>
_ 0 1 vl 82f 9 (,1 _9°f 1 82f
_8_1)%(1]1 au2au2+ 23(5)2) ol (v1 3 2(2)? 2 02 5752 )

_ 3 f 93 f 33 f 3f
- U% (81;%81;%81)3 - 81}%8(1}%)2) + U2 (81)13( 2) - dvlov? 81;5)
Donc Alg (Q f) =Q (Alg f) QED
o [v!, v2]Q = (A1 +1) Aga— Ay Ao ; c'est le théoréme de Capelli [51] 216,

Démonstration
(A11+1)A22_A21A12:(%3 + %36 +1)(%3a%+ %aag)
( 1@U1 —i—an 1)(”1 3U2 ‘Hf%i)

10,2 52 1 92 2 9?

=Y (Ul ovldv? +v 261)161) >+U2< 8'018'02 to 28111(91))

2 1 0?
”1(av2+18182+2av16v) v (3 §+Ulala2+2avlav)

2
+U1 81}2 +UQ dv 2 - (Ul U2 Uy Ul)(8v18v2 81)?81) ):[ ) ]Q QED.

Et, plus généralement, les opérateurs différentiels :

a1+o¢1+a2+a2
(5 - 2 f 1 Ul U2 1 071 12 ! 22 5
2eaf.abat.af ffasated (Vs V) e e T

avec f,1 01 0242 € K[V]; Vai, ad, o2, a3 € N.

O[O[OCOC

Remarque : les 6 opérateurs [v', v2], Ay, Ajg, Agy, Agy et Q sont des
operateurs différentiels :

o [v!, v?] avec fyopo(v!, v?) = v v3 — vivi.

o Ay avec fiooo(v?h, v?) = o] et foro0(vt, v?) = vi.
o Ay avec fyo10(v!, v?) = v et fooi (vl v?) = va.
o Ay avec fiooo(v!, v?) = v et fyip0(v!, v?) = v2.
o Ay, avec fyo10(v?h, v?) = v et fogor (vl v?) = V2.
e Q) avec figo (vl v?) =1 et fo150(0vh, v?) = —1.

6.2 Polarisation d’une fonction polynomiale
multi-homogeéne

Supposons que la fonction polynomiale f(v!, ..., v?) est multi-homogene
de degrés (dy, ..., d,) i.e. telle que :
ftiol, .. toP) =P tr et L P) Yt ty) € kP.

216. p. 94 éq (2)
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Alors on note f € k[V]q4,, ..., a,) et on remarque que f est de degré (total)
d=di +...+d,.

On a alors le développement de Capelli-Deruyts ou de Gordan-Capelli
[51] %17 .

f=> A, B foud, ecUlp), B,cU(p) et B;f € PC ot PC est la sous-
algebre engendrée par tous les mineurs d’ordre k£ extraits des k premieres
colonnes de la matrice :

1 n
vy ... Up
1 n
Uy Uy,

6.2.1 Casoup=1

On a vu que V. = V et que f se note f. Soit f € k[V]; une fonction
polynomiale homogene de degré d :

FO) =0t v mie Con e (01 (v0)™

Ona f(tv) =t f(v);Vt€ek; Vv eV,

Soit v =ty vt + ... +tgv? avecvt, ... vt e Vetty, ... g€k :

fltivt+ .+ tgvd) = )PSO o £, ... vY), avec
fo s, € k[Vd](sLm’Sd) multi-homogene de degrés (si, ..., sq) [51] 2.

Soit Pf £ £, 1. Alors Pf est la polarisation totale de f. On a :
(Pf)(v, ... v)=d f(v) [51]*17.

De plus On a :

f10.00% 0, ..., 0) = f(v'),

foa..0(0, v, ..., 0) = f(v?),

fo0..a(0, 0, ..., v%) = f(v%),

Polaires de f [32]%%°

Soient u, w € V et t € k, alors :

217. pp. 87-92 § 8 pp. 97-107 §9.3
218. p. 34 éq (*)

219. p. 34

220. p. 140 partie E “Polars”
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Ftu+w) = Sy Cif(u, w) i (327

f; est la i°™¢ polaire de f et on a :

I d—1)! n %
fi(u, w) = S (357, uy 5%-) f(w) [32] 22
f; est bi-homogene de degré i en w et d — i en w et on a, en particulier :

fou, ) = f(w) et

fd(u7 ’LU) = f(u)

Remarque : [7] %% note f@(u, w) £ Cf;(u, w) qu'il appelle les polari-
sations de f.

Exemple : forme linéaire. On a d =1

fekV]:

fw)=c _ovi+ ... +¢o..10n.

Onaf) = f e k[V].

fltut+w) =31 Cifi(u, w)t' = fy(u, w) + fi(u, w)t.

Et comme f(tu+w) = f(tu) + f(w) =1 f(u) + f(w) on a bien :
fo(u, w) = f(w) et :

fi (u, w) = f(u).

Exemple : forme quadratique. On a d = 2

fekV]y:

f(v) =ca0..0 (U1)2 +2c¢i1..0v1v2+ ... +Co2.0 (02)2 + ... +¢Coo..2 (Un)2-

ftivt +t0?%) = NN SoN 55 AP (vl v?)
= t% fgo(’Ul, U2) + tl tg fll(’l)l, ’02) + t% foz(?}l, UZ).

foo (v', v*) = f(v')
f02(U1, Uz) = f(“2)

fltu+w) =37 Cifi(u, w)t' = fo(u, w) + 2 (u, w)t + fo(u, w) 2

fo(u, w) = foo(u, w) = f(w)
fy(u, w) = foo(u, w) = f(u)

21 (u, w) = f11(u, w) = (Pf)(u, w)

221. p. 140 éq. (2.12)
222. p. 140 éq. (2.13)
223. p. 2
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oen—1

fv) =c (U1)2
Q)f)(vla U2) = f11<U17 U2) =2c¢y U% U%

£ (u, w) = couy wy.
oen=2

F0) = ¢ (v1)” + 2 ¢11 01 v + coa ()
(Pf)(vl> ?}2) = fll(vla U2)
= 2[coo 0] V7 + c11 (V] V3 + vy 07) + Cop v V3]

f) (u, w) = copug wy + c11 (ug wa + ug wy) + Co2 Uy Wo
oen=23
f(v) = cano (111)2+2 C110 V1 V2+2 €191 V1 V3+Co20 (U2)2+2 Co11 V2 V3+Coo2 (03)2

(Pf>(7’17 U2) = f11(U1, 02)
= 2 [e900 V] V3 + c110 (V] V3 + vy v3) + cro1 (V] VE + V3 VE) + oz Vg VS
+ co11 (v3 V5 + v303) + ooz v3 V3]

f1(u, w) = ca00 U1 w1 +C110 (U1 Wo 4 W1 ) + 101 (U1 W3+ U3 W1) + Co20 U W2
+ cor1 (U2 w3 4 uz wa) + Coo2 Uz W3

Exemple : forme cubique. On a d = 3
f € k?[V]g .

F() = es00..0 (1) 43 ca10...0 (V1) Va+3 010 (V1) 3+ ... +3 2001 (V1) v,
+3c120..001 (V2) 6 Cr11. 0 V1 V2 U3+ ... +3Cr02.0 V1 (113)2'1— ... +3¢100..201 (%)2
+¢Co30...0 (02)34-3 €021...0 (02)2 v+ ... +3¢o20..1 (U2)2 Up+ ... +3Co10...2 V2 (%)2
+ C003...0 (Us)3 + ... +Co00..3 (%)3'

fltiv! + 0> +130°) = 251-1-324-53:3 17 15° £ 0 (v!, v?, v?)
= t? fgoo(vl, U2, ’Ug)—i—t% t2 fglo(Ul, U2, Us)+t% t3 f201 ("Ul, U2, U3)+t1 t% flgo(’l)l, ’U2, ’03)
+t1 t2 tg fln(Ul, Uz, ’U3)+t1 t% flOQ(Ul, U2, 03>+t§) fogo(Ul, ’02, ’U3)+t% t3 fozl(vl, U2, US)
+ t2 t% fglg(’Ul, 'U2, U3) —+ t% f003(1}1, UQ, 1)3)

f300(711> v, US) = f(“l)
f030(7117 v?, U3) = f(UQ)
f003(U17 v~, US) = f(”g)
fltu+w) = Z?:o Cifi(u, w)t!

= fo(u, w) + 3, (u, w) t + 3f(u, w) 2 + f5(u, w) 3
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oen—1

flv) =c3 (U1)3
ng)(vl, v, %) = fi1(v!, 0%, v*) = 6z vf v}

fy(u, w) = czup (wy)?.

fo(u, w) = c3 (u1)* wy.

on—2

f(v) = ez (U1)3 + 3¢ (01)2 vy + 3201 (02)2 + co3 (Uz)g
(P!, v?, v°) = fiq (01, 02, v%)
= 6 [c30 v V303 + coy (Vi V203 + vivivd + vl vivd)

1,2,3 1,2,3 1,2,,3 1,2,,3
+ 12 (v] V3 V5 4 vy VT VS 4 vy VS VY) + Co3 Vg V3 V3]

f

1(“7 w) 9 9

= C:io U1 (wl) + C91 Wy (2 U1 Wa + U2 ’LUl) -+ C12 Wo (Ul Wo +2 U9 ’LUl) “+ Co3 U9 (”LUQ)
f2(u> U))

= C30 (U1)2 Wy + €1 Uy (g Wy + 2ug wy) + 19 Uz (2 Uy Wa + Uy W) + Co3 U Wo
oen=23

F(v) = e300 (v1)°+3 10 (V1) V243 ca01 (v1)% V33 120 V1 (V2)*46 €111 V1 Vo V3
+ 3 cio2 01 (03)2 =+ Co30 (U2)3 + 3 coa1 (U2)2 v3 + 3 Co12 Vo (113)2 =+ Co03 (U3)3
(Pf) (v, v2, v3) = fi11 (v}, 02, v3)
= 6 {c300 V1 V2 V3 + Cor (Vi V203 + vl w2 vP + vi v )
+ ca01 (01 V7 V5 + 0] V3 0} + vz 07 U}) + crg0 (V] V3 V5 + vy 07 V3 + vy V3 0})
+ e [(v1 v3 + v 07) U3 + (V1 vy + vy 07) vF + (VF vy + V3 7) vg]
+ cro2 (v V23 + v v vl + vl v vd) + cozp Vg V3 VS
+ coo1 (V20203 + vd v v 4 vl Vs vd) + oo (V3 V2 VS + v V23 + vl v )
+ Co0o3 ’U% U% Ug}

f1(u, w)
= C300 U1 (w1)2 + €210 (2 U1 Wa + ug wr) Wi + 201 (2u1 w3 + ug W) Wws
+ 120 (U1 wo + 2 ug wy) wo + 2 ¢111 (ug wo w3 + Us W W3 + Uz W1 Wo)
+ 102 (U1 w3 4 2 ug wy) w3 + coz0 Us (w2)2 + co21 (2 ug w3 + uz wo) W
+ qug (UQ ws + 2 us wg) ws + Coo3 U3 (w3)2

f5(u, w)
= €300 (U1)2 w1 + Ca10 (U1 Wa + 2 ug wr) Ut + 201 (U w3 + 2uz wy) uy
+ C120 (2 U1 Wy -+ () wl) U2 + 2 C111 <U1 U2 W3 + U1 U3z Wo + Ug U3 w1>
+ 102 (2ur wg + ugwy) uz + co3o (U2)2 wa + Co21 (U w3 + 2 u3 W) Us
+ cona (2 ug w3 + uz ws) uz + copz (uz)” ws
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Multiplication verticale de Young des formes homogénes [32] 2

Soient f, g € k[V],; Alors on définit leur multiplication verticale de
Young, notée f ® g, par :

(f © g)(“? U) £ ﬁ Zj:o (_1>i Ocll f‘i(U» u) gl(“» U) [32] 2.

Exemple : formes linéaires. On a d =1

f(v) =cio..0ov1+cor..0v2+ ... +Coo..1n €t
g(v) = Cll()...(]vl + 661...01}2 + ... —|—CE)0W1Un. Alors :
(f ©g)(u, v)
= % [f(ur, ug, oo yupn) g(vg, vay ooy 0n)—f(vr, Vo, oo vy) gun, Ug, .« Uy

Exemple : formes quadratiques. On a d = 2

(f ©g)(u, v) = 5 [f(u) g(v) + f(v) g(u) — 2£1 (v, u) &1 (u, v)].
en=1

f(v) = ¢ (v1)* et g(v) = ¢, (v1)*. Alors :

(f ®g)<u7 U) =0.

oen=2

f(v) = C20 gvl)z + 2c11 0 Vg + Co2 gvz)z et
g(v) = cyg (V1)” + 21 V1 V2 + Coy (v2)”. Alors :

(f ©g)(u, v) = % (c20 CE)Q —2cn 0/11 + Co2 0/20) (U1 v — usg 01)2.
Remarque : si f(v) = [(v) h(v) et g(v) = [I(v)]° avec :

[(v) = c19v1 + o1 v et h(v) = dyo vy + do1 v2 On a :

Co0 = c10 d10, 211 = 10 do1 + co1 dio, Co2 = o1 dor €t :

0'20 = (610)27 ¢11 = €10 Cot, 062 = (001)2-

Alors on constate que co 062 —2¢1 c'11 + Co2 0/20 =0et donc f ®g=0.
on =3

f(U) = C200 (Ul)2 + 220110 V1 U2 + 20101 012713 + C/020 (U2)2
+ 2 Co11 V2 U3 + Co02 (U3)2 et Q(IU) = Ca00 (U}) + 220110 V1 U2

224. pp; 141-144 partie G “The vertical Young multiplication”
225. p. 141 éq. (2.18)
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(f®wwv)

(€200 C020 — 2110 0110 + Co20 0200) (u1 v — ug U1)2

(co20 Coog —2con Con + Coo2 0020) (ug vz — ug U2)2

(coo2 Czoo — 201 C1o1 + Ca00 Cooz) (usvy — uq vy)°

(6200 c011 — C110 0101 — C101 Cno =+ Co11 Cgoo) (Ul Vg — U2 Ul) (U1 Vg — U3 Ul)
(0020 0101 Co11 0110 — C110 Con =+ C101 Cogo) (Uz VU3 — U3 Uz) (U2 U1 — U U2)
(0002 Cno — Ci01 0011 — Co11 6101 =+ C110 Coog) (U3 U1 — Uy Us) (U3 Vo — U2 U3)

Remarque : si f(v) = [(v) h(v) et g(v) = [I(v)]” avec :

+++ 4+
WIMWlMOJlMOJlHOJl*-‘COI»—t

[(v) = 100 V1 + Co10 V2 + Coo1 V3 €t h(v) = digo v1 + do1o V2 + door v3 On A :

c200 = €100 d100, 2 C110 = €100 doio + Co10 d100, 2c101 = C100 doo1 + Coo1 d1oo,
020 = €010 do10, 2 Co11 = €010 doo1 + Coo1 do10, Coo2 = Coo1 doo1 €t :

/ 2 ’ ’ 2
Conp = (0100) y €110 = 0100200107 C101 = €100 Co01; Coog = (0010) )
I
Co11 = €010 Co015 Coo2 = (0001)

Alors on constate que

C200 0020 — 2c10 C110 + Co20 0200 =0

C020 0002 — 2 con Cor1 + Cooz Cap = 0

Co02 Cgoo —2c01 0,101 + 200 0602 =0

€200 0011 — C110 C101 — C101 0110 + Co11 0:200 =0
€020 C101 Co11 C110 — C110 0011 + Cio1 Co20 = 0
€002 0110 — €101 0011 — Co11 0101 + C110 0002 =0
et donc f ® g =0.

Exemple : formes cubiques. On a d =3

(f@g)(u, v) = 1 [f(w) g(v)=f(v) g(u)=3fi(v, u) & (u, v)+3 E(v, u) &a(u, v)].
en=1

f(v) = e (1) et g(v) = ¢ (v1)®. Alors :

(f ©g)(u, v) = 0.

on =2

f( ) = C30 ( ) + 3021 (Ul) (%) +/3 C12 U1 (1)2)2 —,l- Co3 (U2)3 et
g(v) = 3 (V1) + 3¢, (1) vy + 3¢5 01 (V2)° + g (v2)°. Alors, tous calculs
faits :

(f©g)(u, v) = }l (30 063 — 3¢9 0,12 + 319 0’21 — Co3 6/30) (uy vy — ug U1)3.
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Remarque : si f(v) = [(v) h(v) et g(v) = [I(v)]° avec :
1(v) = 1001 + o1 V2 et h(v) = dag (v1)” + 2d11 vy v + doy (v2)° on a

30 = ci1g dag, 3 a1 = 2¢i9dir + co1 dao, 3 ci2 = crodoz + 2 co1 din,
Co3 — Cp1 d02 et :

Cao = (€10)°, €an = (c10)? o1, €1o = €10 (con)?, ¢z = (con)’.

/ / / ’
Alors on constate que czgcy3 — 3 a1 C1g + 3C12Cy — o33y = 0 et donc
J©g=0.

oen—=23

Devant la complexité du calcul nous n’allons traiter que le cas des formes
cubiques ternaires symétriques. On a alors :

F@) = e300 [(01)° + (v2)* + (v3)”]
+3 210 [(U1)2 122+(U1)2 V3+v1 (112)2‘1‘?)1 (U3)2+(U2)2 V3 +V2 (03)2] +6 c111 v1 V2 U3
et g(v) = cyg0 [(01)” + (v2)” + (v3)’]
+3 10 [(01)7 vat(v1)% V301 (v2) 01 (v3)>+(v2)? V340 (3)°]+6 €41 V1 Vo V3.
Posons :

a(u) = (ur)’ + (uz)’ + (us)
d'(v) = (01)” + (v2)" + (v)”
b(u) = (u1)® up + (wr)” uz + wy (u2)? + ug (us)” + (u2)” uz + up (uz)?
V(v) = (v1)> vy + (v1)> v3 + 01 (v2)° + vy (v3)” + (v2)° Vs + vy (v3)”
c(u) = uj ug ug
d(v) = vy v9v3
a(u, v) = uy (v1)* 4 ug (v9)° + ug (v3)”
o (u, v) = (u1)* vy + (ug)? v + (us)” vs
Blu, v) = uy [(v2)2 + (113)2 + 20, vy + 2 vy v3)
—+ U9 [(1)3)2 -+ (/01)2 -+ 2?)2 U3 + 2'[}2 1)1]
+ us [(’01)2 -+ (’UQ) -+ 21)3 U1 + 2U3 ’UQ]
B'(u, v) = uf (v2 + v3) + 2ug us (V1 + v2) + 2ug ug (v1 + v3) + uj (V3 + v1)
+ 2ug uz (Vg + v3) + uj (v1 + )
v(u, v) = Uy Vo V3 + Uy V3 V1 + U3 V1 Vo
¥ (u, v) = uq us v3 + Uy U3 Vy + Us U3 V1.

3

2

[\

On a a(u)d(v) — d'(v) c(u) + a(u, v) ¥ (u, v) — (u, v)y(u, v) = 0 et

) =d(v) C300 + 3 (v) C210 + 6 c’(v)/clll
u) = a(u) 0300 + 3b(u) 02,10 + 6 c(u) €111
) =d'(v) 0300 + 3V (v) 19 +6(v) €1y

Eu) a(u) e300 + 3b(w) ca10 + 6 c(u) c111
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£ (v, u) = o/ (u, v) e300 + B'(u, v) ca10 + 27 (u, v) c111
gl(ua U) = a(u, U) ci‘iOO + B(uv U) 0/210 + 27(“? U) 0/111

f2(v, u) = a(u, v) czo0 + B(u, V) c210 + 2v(u, v) c111

82(u, v) = o/ (u, v) g9 + B/ (4, v) Cy10 + 27 (u, v) ¢}y et :

( (f/@g)(u, v) = ?j [a(u) ¥ (v)—d'(v) b(u)+a(u, v) B (u, v)— (u, v) B(u, v)]
+ 33 [b(w) (0) ~ ¥ (o) c(w) + B, 0) (s 0) — #(u, 0) 1 (u, )

(ca10 0/111 — G 0/210)-

Equations de Brill

On pourra consulter [6]%2¢ 7] [32] %7 et [37].

Soient f € k[V], et u, w € V. Posons 7 £ ¢ f(w). Alors :

flru+w) =30, Cifi(u, w) 7, soit :

F(t f(w)u+w) = Y5, Cifi(u, w) [f(w)]'t.

Posons (1) £ [LGutn) — S Cify(u, w) [f(w)] "t = S0, ei(u, w)
[32] 2% avec :

ei(u, w) = CLf(u, w) [f(w)]" [7]22 [32] 2. On a, en particulier :

eo(u, w) = CY fo(u, w) [f(w)] ™" =1,

ea(u, w) = Cf falu, w) [f(w)]™ = f(u) [f(w)]".

e; est une forme homogene un u, w, de degré i en u, de degré i (d — 1) en
w et de degré i en les coefficients de f.

Soit alors E(t) = [, (1 4+ Eit) = (1 + Eit) ... (1 + Egt)
=1+ (B + ... +E)t+ ... + B, ... Egt¢. Alors :

—

Ei+ ... +E;=ei(u, w) =df(u, w)

Ey ... By = ealu, w) = f(u) [f(w)]""

On pose (pa(E))(u, w) 2 VB =FE¢+ ... Ed
qu’il faut calculer en fonction des e;(u, w) ; i =1, ... ,d.

226. pp. 110-114 § 3.4 Les équations de Brill

227. pp. 144-145 Chapitre 4 partie 2.H Brill’s equations

998. p. 144

229. p. 2 ot e;(u, w) correspond & (—1)" C;(f; u; w) avec les notations de I'auteur
230. p. 144 éq. (2.23)
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Puis on pose Py ,(u) £ (pa(E))(u, w) et soit Pj ,; la i polaire de
Pr .

By (u, v, w) é' (f © Ppw)(u, v)
2L S (1) Cifi(v, u) Prai(u, v) [32] %! le covariant de Brill [7] 22,

By est une forme homogene en u, v, w de multi-degré d, d, d (d —1) dont
les coefficients sont des formes homogenes de degré d + 1 en les coefficients
de f.

Théoréme : une forme f(u) est le produit de formes linéaires ssi le
polynéme By(u, v, w) est identiquement nul.

Démonstration : cf. [32] 3. 1l s’agit du principal résultat de Brill.

Exemple : formes linéaires. On a d =1

Pry(u) = (p1(E))(u, w) = By = e1(u, w) = f(u). Donc Py, = f.

By(u, v, w) = 1 [fo(v, u) Py yo(u, v) — fi (v, w) Py i (u, v)]
=5 [f(u) Prw(v) = f(v) Prw(u)] = 3 [f(u) f(v) = f(v) f(w)] =0.

Exemple : formes quadratiques. On a d = 2

™
~
—~
=
v@
S
I
W=
&b
<
S
aw]l
e
S
o
=
=
|
)
h
—~
\.@
£
=0
s
g
=
—~
=
=

231. p. 144 éq. (2.24)
232. p.2 mais avec les notations de 'auteur
233. pp. 144-145 Théoreme 2.12
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Posons ¢(u, v) £ fu(u, v) £ 5 37", 8(,{1(}:}) u; [6]234 et [32]235. Alors :
f(u) = ¢(u, v) et :

p(u, u)  p(u, v)  olu, w)
Bf(uv v, 'LU) = QO(U7 u) 90(% U) <,0(U, w)) =

p(w, u) p(w, v) p(w, w
a un facteur multiplicatif pres.

en—=1

f) = s ()
fo(u, w) = ¢z (w1)

fy (u, w) = cauy w21
5(u, w) = ¢z (uq)
eo(u, w) =1

e1(u, w) =2 (cywy) uy
ea(u, w)

On a vu, d’apres la multiplication verticale de Young des formes ho-
mogenes, que :

Bf(“? v, w) = (f © PfﬂU)(uv U) =0

o(u, v) = fu(u, v) = fi(u, v) = couy vy et on vérifie que :
fu)  pu, v) p(u, w)
QD(?J, u) f(?]) SO(U’ w) =0.
p(w, u) p(w,v)  f(w)
® N =
f(u) = Cy <U1)2 -+ 2 C11 U1 U9 -+ Co2 (U2)2
fo(u, w) = co0 (w1)2 + 211 wy wa + Coz (w2)2

)=c
f1 (U, ’LU) — C9o U1 w21 + C11 (U1 wo + U9 wl) —|2— Cop2 Ug W2
) = c20 (u1)” + 2 ¢11 ug uz + co2 (u2)

eo(u, w) =1

€1<u, w) =2 [(620 w1 + C11 wg) (751 + (Cll w1 + Co2 w2) UQ]

ea(u, w) = [ea0 f(w)] (u1)*+2 [e11 f(w)] ug ug+[coz f(w)] (ug)?. On trouve :
234.
9235. p. 145
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Py () = cao(w) (u1)® + 2 ¢y (w) ug us + cop(w) (u2)?, avec :
0:20(@”) =2 {(020)2 (wl>§ + 2 90 11 Wy wo + [2 (011)2 ~ G20 Co2) (w2)2}
C,11<w) = 2[co0 1y (wl) + 2 ¢0 Co2 ?21)1 wa + ¢11 Co2 (w2)7] , )
Con(w) = 2{[2 (c11)? — €20 coo] (w1)? + 211 cor wi wa + (co2)” (w2)*}

On a vu, d’apres la multiplication verticale de Young des formes ho-
mogenes, que :

Bf(u v, w) = (f © Prw)(u, v) )
= 3 [c20 Coz(w) 2 11 ¢y () + coa Cyp(w)] (ug v2 — up v7)”.

Or, on constate alors que ¢y Cyo(w) — 2 ¢11 ¢y (W) + coa Cyp(w) = 0 et par
conséquent By(u, v, w) = 0.

o(u, v) = fu(u, v) = fi(u, v) et on vérifie que

fu) oy, v) @(u, w)
p(o,u)  flv)  @lv, w) =0
p(w, u) e(w,v)  flw)

oen=23

f(u) = ca00 (U1)2 + 2 ¢110 Uy Uz + 2 ¢1o1 U1 U3 + Co20 (U2)2 + 2 co11 ug u3z

+ CQOQ (U3)2
fO(ua U))

= C200 (w1)? + 2 c110 wy wa + 2 C101 Wy W3 + Coz0 (W2)” + 2 11 Wa W3 + Copp (w3)?
f) (u, w) = ar(w) uy + ag(w) ug + az(w) us, avec :

_ 19f(w) _

a(w) = 3 dw, — C200 W1+ C110 W2 + C101 W3
—10f(w) _

az(w) = 3 D, — C110 W1 + Coz0 W2 + Co11 W3
19f(w) _

az(w) = 5 duy — Cl01 W1+ Co11 W2 + Coo2 W3

eo(u, w) =1

e1(u, w) =2 [a(w) uy + ag(w) ug + asz(w) us]

ea(u, w) = [eso f(w)] (u 1”2 [eno f(w)] s + 2 (101 f (w)] ur us
+ [0z f(w)] (u2)” + 2 [eonr f(w)] ug us + [coos f(w)] (us)”].

On trouve :

Py (1) —Céoo(w)( ) + 2 ¢p0(w) uy us + 2 ¢y (w) ug ug
/ 2
+ Cogo(w) ()™ + 2 gy (W) up us + Copp(w) (us)”, avec ;

0/200(“’) =2{2[m (w)] — co00 f(w)}
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2(w) — c110 f(w)]

)}

C,no(w) =2[2a;(w)a

con(w) = 2[2 a1 (w) ag(w) — cron f(w)]
0920(10) = 2{2[az(w)]” — copo f(w
Con(w) = 2[2as(w )a:;(w) — con f(w)]
conz(w) = 2{2[asz(w)]” — coo2 f(w

)}

On a vu, d’apres la multiplication verticale de Young des formes ho-

mogenes, que :

Bf(u v, w) =
[c200 Cozo(

(f © Ppu)(u, v)
) (
[co20 0002(w)
) —
)

-2 C110 6110 W)
— 2con1 0011(w)
[coo2 C%oo(w 2c101 0101(

[c200 11 (W
Vg — Ug 1) (Ug V3 — U3 V)

<

<

Uz — U3 Uz) (Uz U1 — U1 U2)

+to+ o+ + +
WY o wlwlelewH

o

V1 — Uy 113) (U3 Vo — U2 Ug)‘

+ Co20 Can0(w)] (w1 V2 — us v1)”
/
+ cooz Cogo(Ww)] (ug v3 — u3 02)2
’ 2
w) + €200 Cogp(W)] (U3 v1 — Uy v3)

— C110 0101( ) — C101 C/110( ) + Co11 0200( )]
[Coz0 o1 (W) — cont Cy30(w) — €110 Coy (W) + Cro1 Coap(w)]

[0002 0/110( ) — i 0011( ) — Co11 0,101(@”) + C110 0602(1”)]

Or, on constate alors que tous les coefficients sont proportionnels a :

2 2 2
C200 (0011) + Co20 (0101) + Coo2 (0110) — €200 C020 €002 — 2 €110 C101 CO11-

o(u, v) =

fulu, v) =

flu) — plu, v) olu, w)
(v, ) flv) v, w) | =
o(w, u) plw,v)  flw)

pres.

¥

f1(u, v) et on vérifie que

By(u, v, w), a un facteur multiplicatif

Remarque : si f(v) = I(v) h(v), avec :

[(v) = c100 v1 + Co10 V2 + Coo1 V3 €t h(v)

200 = €100 d100
2 c110 = ¢100 do1o + Co10 dioo
2 ¢101 = c100 doo1 + Coo1 dioo
Co20 = Co10 do10

2 co11 = €co10 doo1 + Coo1 doio

Coo2 = Coo1 d001 et on vérifie que :

= dy00 V1 + do10 V2 + doo1 V3 On A :

2 2 2
€200 (0011) =+ Co20 (6101) + Coo2 (0110) — (200 Co20 Coo2 — 2 C110 C101 Co11 = 0.
Le polynéme By(u, v, w) est bien identiquement nul comme annoncé par le

résultat principal de Brill.
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Exemple : formes cubiques. On a d =3

f3(u, w) = f(u)

eo(u, w) =1

e1(u, w) = 3 (u, w)
ealu, w) = 3B (u, w) f(w)

2(u, w)2: 3o (u, w) f(w)
By By B3 = e3(u, w) = f(u) [f(w)]
Pr.w() = (p3(E))(u, w) = EY + B3 + B3
= [e1(u, w)]” = 3e1(u, w) ez(u, w) + ez(u, w)

= 3{9[fi (u, w)]” — 9F (u, w) Bo(u, w) f(w) + f(u) [f (w)]}.
By(u, v, w) = 1 [fo(v, w) Py oo(u, v) — 31 (v, ) Py uwi(u, v)

+ 3f5(v, u) Pf,wg(u,ifl/) —f5(v, u) Py w3(u, v)] )
= %1 [f(w) Pr,w(v)=3f1(v, w) Py yi(u, v)+35(v, w) Py yo(u, v)—f(v) P w(u)].

oen=1

fu) = e5 (w)? ,

fo(ua w) = cz (wy)

ﬁ(u,u0:263ul@gﬂ

fo(u, w) =c3 (U1>3 wy

f5(u, w) = ¢z (w1)

eo(u, w) =1 ,
elﬁh’w):=[363(g1)]gf ,

ez (u, w) = [3(c3) OU% ](U%)‘

es(u, w) = [(c3)” (wy1)’] (u1)”. On trouve :

cs(w) =3 (ey)” (w1)".

On a vu, d’apres la multiplication verticale de Young des formes ho-
mogenes, que :

Bf(uv U, w) £ (fQPf7w>(u’ U) =0
oen=2

f(u) = C3p <U1)3 + §021 (U1)2 () ;— 3612 (751 (UQ)2 -+ 0023 (u2)3
f()(u, U)) = C30 (wl) + 3021 (U)l) Wy + 3 C12 W1 (wz) + Co3 (w2>
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£ (u, w) = czoug (w1)2 + 91 w1 (2u1 wo + ug wy) + c12 Wy (U wo + 2 Uz W)
—+ Co_3 U2 (wg)

fo(u, w) = c30 (u1)2 wy + o1 Uy (ug wo + 2ug wy) + 19 Ug (2 Uy Wy + Uz W)
+ ng (UQ)Q Wo

f3(u, w) = c3o (u1)3 + 3¢y (u1)2 Uy + 310Uy (u2)2 + Co3 (ug)?’. Posons :

ar(w) = 3 88]1(0?) = c30 (w1)? + 2 ca1 Wy o + c12 (w3)°

CLQ(U)) = % aff;;)) = C21 ( )2 + 2 C12 W1 W9 + Co3 (w2)2

bi(w) = (c30 w1 + co1 w2) f(w)

by(w) £ (21 w1 + c12w3) f(w)

bs(w) £ (c12 w1 + Cos wy) f(w)

er(w) £ eso [f (w))?

ea(w) £ e [ ()]

es(w) £ o ()]

ca(w) £ coz [f(w)]". Alors :

eo(u, w) =1

e1(u, w) = 3a(w) uy 4;@2(11)) Us] ,

ea(u, w) = 3 [by(w) (ug) + 2 by (w) uy U2 + b3 (w) (uz2)7] , \
es(u, w) = cr(w) (u1)” + 3eza(w) (ur)” ug + 3es(w) ug (uz)” + cq(w) (ug)”.

Alors on trouve :

Py (1) = co(w) (ur)” +3 €y (w) (1) uz+3 cpp(w) ua (up)” +coa(w) (uz)*,

Cao(w) =3[9 (a1)® — 9ay by + ¢4
C;1<w) =3[9 (G1)2 ag —3(2ay by + azby) + ¢
cra(w) = 3[9a1 (a5)" — 3 (a1 b3 + 2as by) + 5]
02)3(@”) =3[9 (a2)3 — 9ay b3 + c4)

On a vu, d’apres la multiplication verticale de Young des formes ho-
mogenes, que :

Bf(u v, w) £ (f © Pru)(u, v) , \

= 7 leso 003(w) — 3 a1 cpp(w) + 3 crz ey (w) — oz c39(w)] (ur va — ug v1)”,

Or, on constate, tous calculs faits, que :
€30 Coz (W) — 3 Ca1 (W) + 3 ¢1a Cyy (W) — o3 C39(w) = 0 et par conséquent :

By(u, v, w) = 0.
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6.2.2 Casoun=2etp=2
C’est l'objet de la théorie de Clebsch-Gordan [51] 2%,

Supposons que la fonction polynomiale f est bi-homogene de degrés (dy, ds)
[et donc de degré (total) d = dy + dy]. on a Ay f = dif et Agpf = dof et
(di +1)dyf = Aoy Ao £+ [v!, 02| QF, d’apres le théoreme de Capelli.

On a alors la formule de Clebsch-Gordan :

f(vt, v?) '
= SR ay(dy, do) [t 2] (AFTTABT QN (0!, 0?),
avec a;(dy, dg) € Q.

En particulier si ds = 1 on a, d’apres le théoreme de Capelli :

ao(dl, 1):ﬁ:é et &1(d1, 1): =1

1
di+1 d:

Exemple a

f(vl, v?) = f(v!, v?) = v} (@ v? + bv3) + vi (cvi + dvl).

Cet exemple (général) correspond a d; = 1, dy = 1 et donc d = dy+dy = 2

%(vl, v} =avi+bvl
;—Uf%(vl, v?) = cvi + d v}
;—é(vl, v¥) =av} +cvl
;—vfg(?}l, v?) =bovi + d vy
A £)(0h, v2) = a (01)* + (b+ ¢) v vk 4+ d (v))?

I
<

)
[, 0?1 (Q) (0!, v?) = (b—¢) (v] V3 — vy 0])
Aoy Ao f + [0, v?]Qf = 2f. Et on a bien :

f= (; (Agl A12f+ [Ul, ’U2] Qf)

d1+1)d2
Et on a bien la formule de Clebsch-Gordan :
f(vl, v?) '
=Y ol 1) !, o7 (AL AL Q) (0!, v?)
=ap(1, 1) (Ag A £) (01, v?) + a1(1, 1) [v!, v?] (QF) (0!, v?), avec :
ao(1, 1) = ai(1, 1) = 3.

236. pp. 93-111 § 9
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Exemple b

£(v!, v?) = £(0', v?) = (u})" (a v} + bu3) +20f v} (cv} +du})
+ (03)" (e v} + f03).

Cet exemple (général) correspond a d; = 2, dy = 1 et doncd = d;+dy = 3

Q
-
—

o~ o~ o~ —~

<

, v*) =207 (av} +bv3) + 20y (cvf + dv3)
vl, v?) =20} (cvi + dvd) + 20 (ev? + fv3)
v?) = a(v})® +2cof vl + e (v})°
) =b(v ) +2d“1“2+f<v2)

Q
<
<

> Q3|Q:> °3|Q>
wm""»—q\: ""‘to»- i
[
||

<
i

v

QJ

—~

A Sf)(v %) 2 2 3
=a(v) + (b+2c) (v]) vy + (2d+e)vi (vg)" + f (vg)".

A 1 Alg f)(l)l, 712)
[
[

\_/[\')

(A
=v?[3a(v})’ +2(b+2 c) vy vy + (2d+6)(1’%)2]
+v2[(b+2¢) (v ) +2(2d+e)vlv2+3f(v%)]
(Qf)(v U)_2[(b—0)v1+(d—e)vz]
[ ](Qf)(vl %)

[(b —c)(v 1)205 (b—c)vivi v} + (d —e) v} vl v3 — (d - e) (v})* v}
Agl Apf+ vl v?]Qf = 3f. Et on a bien :
f = m (Agl Alg f + [Ul, Uz] Qf)
Et on a bien la formule de Clebsch-Gordan :
f(v!, v?) '
=Y ea(2, 1), v (A AL Q) (v, v?)
=ap(2, 1) (Ag A £) (01, v?) + a1(2, 1) [v!, v?] (QF) (0!, v?), avec :

aop(2, 1) = a1(2, 1) = 5
Exemple c

(vl v)—f(v v?) , ,
=i [a(v ) +2b”1”2+0(v2)]+1’2[d(”%) +2evivi + f (v3)7].

Cet exemple (général) correspond a dy = 1, dy = 2 et donc d = dy +dy = 3

aa—%(vl, v?2) = a (v2)” + 2bv2 2 + ¢ (12)?
2 (1, 0%) = d()? + 26303 + f ()
é?—f%(vl, v?) = 2[av] v3 + bvf vs + dvy v+ evd v3]
2800 02) = 2 bl o2 el ed b euded + bl

84



(Bt ) =2la (ol b+ 0+ ) od o
+(C+€)U%Uzvz e (vy) i + f (v3)” v3]
5 (Do App £)(v', 0?)
= 1[2avlvl+2bvlv2 + (b4 d)vivi+ (c+e€) vy v3]
+ %[(b‘i”d)vﬂh+(C+6)U1U2+26U2U1+2fU2U2]
5 () (0!, 0?) = (b—d) v} + (c —e) v}
%[Ulvvz](ﬁf)( v?) = (b—d)vivf?@ﬂL(C—@)U%(U%)z

—(b—d)vy (U1) ( e) vy vi v3
%(AglAlzf—F[’Ul 2]Qf) = 2f. Et on a bien :

f = m (Agl A12f+ [Ul, ?JQ] Qf)
De plus :
5 (AR B)(0!, v?)
=a(v})’ + (2b+d) (v})" v} (e 2e)u] (v )+f( )

5 (Ao A% f)(v 171)2)—3@(@1)2 (2b+d)( D
+21(2b+d)vlv2v1—|—2(c+2 e)v; % + (c+2e) (v ) v1—|—3f(1)%)2v§
E(A%Aif)( ,v)—6av1 (01) +4(2b+d)711”1”§
+2(c+2e)vi (18)° +2(2b+d)vj (v)" + d(c+2e) vy v + 6 f v (v3)°
%(A12Qf)(v v?) = (b_1d) T+ (c—e)vy
?(Almelef)('UlaUQ) :1§(§2f)(71)1 12>2 L
5[1} , %] (Agp A Q) (v v?) :§[U , 7] (QF) (vt v%)
Et on a bien la formule de Clebsch-Gordan :

f(v!, v?) ’
=Y ioai(l, 2) [v!, v (A5 AL Q) (01, v?)
=ao(1, 2) (A2, A £) (v}, v?) + a1(1, 2) [v!, v?] (Ag A Q) (0!, v?), avec :
ao(1,2) = 5 et ai(1, 2) = 5
Exemple d
f(v!, v?) = - £ (0! v?)
= (%)2 la (v ) + val UQ + C(Uz) ] + 21’1 U2 [d(U%)Z + 26”%”3 +f (U§)2]
+(v3)"[g (v})" +2hv}od +i (v3)7].

Cet exemple (général) correspond & dy = 2, dy = 2 et donc d = dy+dy = 4

Sl v?) = of [a ()’ + 200} 03 + ¢ (13)’]
+od[d (v})” +2ev%v2+f( 3)’]

%a—gw v?) = v} [d ()" + 20} v3 + f (13)"]
+od g (v3)* +2hvivd +i (v3)°]
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%qu(vl,UQ):a(v%) v? + 0 ()03 + 2d ot v v? + 2e vl v)v]
2 2
+g (v3) vf + h(v3)" 3

%%(U17U2):b(v%> v +c(v]) V3 +2evf vy v7 + 2 f o) vy V3
+ b (vh) 02+ (vd)? 02,

@00 o) = a (oo + 0010+ 04+ 2 )" o of
—l—(C—l—%e)(v%) viv2 4 (2e + g) vl (V)2 02 + (2 f 4 h) vl (v2)* 02 + h (V1) 02
+i(vd)"v3

3 (Do Ap f)(v', v?)

3a (v)? (02)7+2 (2b+d) (v})* v2 v2+(c+2¢) (v 12 (v2)*+2 (b—|—2d) vl vl (v2)?

2(0—1—46—1-921}%1}1@%1)%+2g2f—|—2h)v102( " +2(f+2h) (v )U%vg

(2e+g) (v3)” (v7)" 43 (vy)" (v3)
(Qf)(vla02):(b—d)UiUer(C—G)U%U§+(€—9)U§Uf

v, 0?) = (b—d) (v})* v} 03 + (c — €) (v])” (v3)°
’ — —26—1—9)1}12121)17)%—4—(f—h)v%v%(v%f
— (f = h) (v))* V203

(A21A12f+ o' v} Qf) = 3f. Et on a bien :

(Agl A12f+[U v ]Qf)

= oin
De plus :
3 (AL D! v?)

= a (W) +2(b+d) (v])’ vd+(c+de+g) (v])* (v])*+2 (f+h) o] (v])*+i (v})*

7 (Do A%z £)(v', v?)

20 (0] +3(0-+d) 010 + (e ¢ e+ g) el (1) 4 (7 + 1) (o)

v3 [(b+d) (vy) +(C+4€+9)( D03 +3(f+h)of (v))" + 22( )]

z(A%A%zf)(Ul U)_6a(v1) (2) +6(0+d) 1ot

+(c+de+g)(v) gUQ +6(b+d) Uz(“1) "‘4(0"‘46‘*‘9)”102”1”2

+

U2

+6(f + ) o vz (v3) +(ct+4de+g) (W) (v3)° +6(f+n)(v)) v} v3
461 (u])? (03) 2
LA Q)0 v?) = (b—d) ()’ + (c— g) vl v} + (f — ) (v})°
%(Azl Aqu)('U s UQ)
=20 —d)vjvi+(c—g)vivi+(c—g)vyvi +2(f —h)vyv3
1 [vh 0 (A A QF) (0, 0?)
=206~ d) (o)t o+ (e~ ) ()2 (08~ 20— ) of o ()°
+2(f = h)vivl (13)" = (c— g) ()" ()" = 2(f — h) (v})" v} v}
%(QQf)(vl,UQ):c—Ze—i—g
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Lot o7 (@2 )0, 0?)
= (c—2e+g)[(v}) (13)* — 2vi vy v?v2 + (v})* (v2)7]
Et on a bien la formule de Clebsch-Gordan :
f(vl, v?) ‘
=7 a2, 2) [, v (AST AL Q) (v, v?)
= 0,0(2, 2) (Agl A22 f) (’Ul, U2) + a1(2, 2) [Ul, U2] (Agl A12 Qf)(’l)l, ’U2)
+as(2, 2) [v', 112] (Q2£) (v, v?), avec :

a0(2 2) - 247 al(z, 2) == % et a2(2, 2) = %
Exemple e
B!, v?) = £(0!, o) = (u})" (0]) + (v])” v} of of + (0})” (03)"

Cet exemple (particulier) correspond a dy = 3, dy = 2 et donc
d=dy+dy=5

(0!, 0?) =3 ()2 (12)? + 20! v} v2 02
2801, 0?) = (0])° 0} 0d + 3 (u})° (13)°
2L (0", %) = 2(0])’ v} + (v})” vh o3
25, 0?) = (v}) v} o +2 (0))’ 13

+20] (13)° (0])" + 8 (13)” (v3)°
Q) (v, v?) = —(vy) v + 204 U% i
[0, ] (QE)(v!, v?) = —(v})” (1])* + 3 (v})* v v 03 — 20 (v})” (v})”
(Agy A £+ [0, v?] Qf) = 8f. Et on a bien :
f = d1+—1<A21A12f—|‘ [U v ]Qf)
De plus :

LAL D v?) = () + (1) (1) + (v])°

L(An AL ) (v!, v?) =5 (0}) of + 2 (0])’ v)v2 + 3 (v])? (v))* 0?
+5 (v3)" 03

1 (A3, A% )( v?) =10 () (03)° + (v})” (13)* + 6 (v})* v} v? 3
+ 30} (v})? (v ) + 10 (v3)° ( )2

(A Qf) (0! ) (v})*v

(AmAme)( v?) = (v ) 5+ 2v] v V]

v, v*] (A Ame)(’U v?) = (U%)g (v3)* + () vl v 03 — 20} (v})* (v2)°

(92 f)(v!, v?) = -4}
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3 2 2 2
—[(01)" (v3)" = 2 (v1) vy v 03 + vy (v3)" (v])

Lot v2? (Q2£) (0!, v?)

2
]
Et on a bien la formule de Clebsch-Gordan :

f(v', %)

=3 oaz(3 )[ ]i(Aifi AL ) (v v?)

= ao(3, 2)

+a

7

et [

(A3 %2 f)(v!, v?) + a1(3, 2) [}, V] (Ao A1z Q) (v}, v?)
2(3, 2) [v1 ] (QQf)(v v?), avec :
2) =

ao(3, 2) = 1= et az(3, 2) = 5.

40 ’ ( 24

Invariants des formes n-aires de degré d

On pourra consulter [18] %37 [23], [26] 238, [35] 239, [43], [50] %19, [64], [69]
72]#*1. Les pionniers de la théorie des invariants sont :

J.-L. Lagrange (1731-1813), K. F. Gauss (1777-1855),
L. O. Hesse (1811-1874), J. Sylvester (1814-1897),

G. Boole (1815-1864), S. Aronhold (1819-1884),

G. Salmon (1819-1904), A. Cayley (1821-1895),

Ch. Hermite (1822-1901), F. Eisenstein (1823-1852),
L. Kronecker (1823-1891), F. Brioschi (1824-1897),

F. Faa di Bruno (1825-1888), R. Dedekind (1831-1916),
R. F. A.Clebsch (1833-1872), P. Gordan (1837-1912),
M. E. C. Jordan (1838-1922), M. Noether (1844-1921),
E. B. Elliot (1851-1937), F. Franklin (1853-1939),

A. Capelli (1855-1910), D. Hilbert (1862-1943),

E. Study (1862-1930), H. W. Turnbull (1885-1961),

H. K. H. Weyl (1885-1955).

Plus récemment on peut citer les travaux de :

J. A. Dieudonné (1906-1992), M. Nagata (1927-2008),
G.-C. Rota (1932-1999), J.-Ch. Fogarty (1934-2009),
D. B. Mumford (1937-), J. B. Carrell (1940-),

J. P. S. Kung (1952-) , B. Sturmfels (1962-).

237.
238.
239.
240.
241.

pp- 311-348 Chapter 7. Invariant Theory of Finite Groups
pp- 24-25 pp.48-49 pp. 467-468 p. 471 pp. 722-723

pp- 24-35 La percée de Hilbert en théorie des invariants
pp. 852-855 226 (IV.18) Invariants and Covariants

pp. 28-29 Algebraic Invariant p. 1481 Quadratic Invariant
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Soit G un groupe avec une représentation linéaire sur W, i.e. un homo-
morphisme :

G 2 GLw) .
L’action linéaire correspondante de G sur W est notée :

GxW — W
(g.w) = gwZplgw’
L’action linéaire de G sur k[WW] est :
G x kW] — kW]
(9. /) = gf

Définition

;avec (g f)(w) = f(g~ w); Yw € W.

La fonction polynomiale f est G-invariante, ou plus simplement inva-
raiante, ssi f(gw) = f(w); Vg € G; Vw € W. Il revient au méme de dire
que la fonction polynomiale f est invarainte si elle est un point fize de I’action
linéaire de G sur k[W].

Les invariants forment une sous-algebre de k[W], appelée anneau inva-
riant et dénotée k[W]C.

De plus les sous-espaces k[W ], sont stables sous les actions et ainsi 'an-
neau invariant se décompose en somme directe k[W]¢ = @qk[W]S et est
donc également une k-algebre graduée.

Dans la suite nous considérons les invariants pour les groupes GL(n, k)
et/ou SL(n, k).

7.1 Invariants des formes binaires
On pourra consulter [43] et [53].
Soit Z(ayg, a1, ... , ag) un invariant de degré g et de poids p.

— Vo V1 vq N
On a Z(ag, ay, ..., aq) = Zl/o+l/1+...+l/d:g Zyon vy 03 a7 ... alt, ol les
Zyour ...vy sOnt des coefficients numériques, avec :

g=1vy+uvi+...+tvgetp=v1+21n+...+dvy Alorsdg =2p.
Si on définit I'opérateur aux dérivées partielles :

D:a0%+2a1%+3a2%+...+dad_1% [43] 22 et [64]%*3 on a

242. p. 27
243. p. 92
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DZ =0 [43] 21 et [64] 24°.
Si on définit 'opérateur aux dérivées partielles :
A=da ;24 (d—1)ayg2 + (d—2) a3 32 + ... + aq 72— [43] 2 et

8(11 8ad,1

[64] 24T on a AT = 0 [43]**® et [64] 217,

7.1.1 Invariants des formes binaires quadratiques
Il y a un seul invariant de degré g = 2 et de poids p = 2 :

Z(ag, ay, az) = agas —a?; c’est le discriminant (a un facteur multiplicatif
pres). En fait :

T = —%A; soit Z(agp, a1, az) = _Al; p(ao, a1, az).

7.1.2 Invariants des formes binaires cubiques
Il y a un seul invariant de degré g = 4 et de poids p =6 :

I(ag, ay, az, az) = adai —6agay agaz +4agay+4adaz—3a?a3; cest le
discriminant (& un facteur multiplicatif pres). En fait :

1 . ; _ 1
1= _2_7A’ soit I(ao’ ai, Gz, a3) - T 97 QO(CL07 ay, az, a3)'

7.1.3 Invariants des formes binaires biquadratiques

Il y a deux invariants de base : I'un de degré g = 2 et de poids p = 4 et
I’autre de degré g = 3 et de poids p =6 :

T (ag, ai, as, as, ay) = agas — 4ay az + 3a3 de degré g = 2 et de poids
p=4et:

Ts(ao, a1, az, as, ay) = ag G g — g a§ - a% as + 2ayazaz — a;’ de degré
g = 3 et de poids p = 6.

Tous les invariants de degré g = 2k + 31[ sont :

T =I5 T! et c’est un systéme d’invariants complets.

244. p. 27
245. p. 92
246. p. 30
247. p. 92
248. p. 30
249. p. 92
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A = p(ag, a1, as, as, ay) est un invariant de degré g = 6 et par conséquent
il faut que (k, 1) = (3, 0) ou (k, 1) = (0, 2). Par conséquent A = aZ3 + 32
et on trouve :

A = 256 (I3 — 2772).

7.1.4 Invariants des formes binaires quintiques
On pourra consulter [23] 2% [35]2°1, [43] %52 et [64] 2°3.
Il n’y a pas d’invariants de degré impair.
Les pionniers de la théorie des invariants découvrirent les 3 invariants :

e 7,, de degré g = 4 et de poids p = 10, qui comporte 12 mondmes,
e 7y, de degré g = 8 et de poids p = 20, qui comporte 59 monomes et
® 715, de degré g = 12 et de poids p = 30, qui comporte 228 monomes.

Pendant un certain temps on a cru que tout invariant devait avoir un
degré divisible par 4 mais Hermite découvrit en 1854 l'invariant :

e 715, de degré g = 18 et de poids p = 45, qui comporte 848 monomes et
montra que :

C[V5]¢ = C[Z4, Is, L12, T1s] sans étre une algebre de polynome car Syl-
vester découvrit que ces 4 invariants ne sont pas indépendants mais sont liés
par une équation de degré 36 qu’il appela syzygie :

1674 =T, I3 +8L3 Ty — 21312 Ty — Ty Is T%, — 43213, + T3 T3,
[23] 21 et [64] 2°°.
7.1.5 Invariants des formes binaires sextiques

On pourra consulter [43] 2% et [64] 7.

250. pp. 66-68

251. p. 27

252. pp. 58-59

253. pp. 326- 373 no. 224 a 251 et p. 499

254. p. 66 mais avec une erreur Z, Z2 au lieu de Z, 7§
255. p. 337

256. p. 59

257. pp. 373- 407 no. 252 a 266 et pp. 499-500
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7.2 Invariants des formes ternaires

On pourra consulter [23] 2°8.

7.3 Invariants des formes quaternaires

On pourra consulter [23] 2.

8 Transvectants

On pourra consulter [64] 2.

8.1 Tranvectants des formes binaires
On pourra consulter [43] 201 [62] 2%2.

Le coefficient numérique du transvectant dépend des auteurs. Pour 2
formes binaires f et g le r®™¢ tranvectant est noté (f, g)(r) par [62]%03 et

(f, 9), par [43]. De plus f, £ %(f, f), [43]-

7‘

Avec :
f($1, .172) = Cqo0 .CE[{I + CC} C(d,1)1 l’f_l i) + Cg C(d,Q)Q .213(11_2 .f% + ...
+ Cd 1(d-1) Z1 xg + coq x‘%, ou plus simplement :

d—2
f(:z:l, Ty) = aoxl +C} @ e g + C2ag a2 a2 + .
+ C’j Qg—1 T1 332 Y yay xQ, forme binaire de degré d et

2

g(xlvx2):CeOIT+CeC(e71)1$1 Ty + C? Ce 9o T TH ..

— / — /
+Cc e (e—1) T1 T3 '+ ¢, 75, ou plus simplement :

g([L’l,.Z’Q):b()l’i—i—Celbl.T $2+02b21’e 2 34—
+ C by w1 25 + b 25, forme binaire de degré e on a :

258. pp. 69-70

259. pp. 69-70

260. p. 457 : définition pp. 497-500 Table de quelques transvectants d’une forme de degré
quelconque

261. pp. 87-96 Lectures XXVI et XXVII

262. pp. 86-98 Chapitre 5

263. p. 88

264. p. 88 éq. (5.7)
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(fs 9), 2 [0 (F1) Cag by e 4 [43] %,
En particulier :

(f, g)(o) = f g, forme binaire de degré d + e.

G0 =f g —f g = 1 Tt
gxl ng

forme binaire de degré d + e — 2. Et par conséquent (f, f)

—de(aobl—albo) dte— 2—|—...,

M — .

(fa 9)1 = i (fv g)( (Clo by — a1 bo) dre=2 4 . -, forme binaire de degré
d+ e — 2. Et par conséquent f; = (fa f)

(f,g)(Q)—f292 2fx1ng:01x2+f292
:d(d—l)e(e—l) (a0b2—2a1 by +a2b0) dhe- * ..., forme binaire de degré

d+ e — 4. Et par conséquent (f, f)? —2d2 (d—1)? (aoag—al)x?(d Do

(f, 9), = m (f, 9)® = (ag by — 2albl+a2b0) dte=4 L forme
binaire de degré d 4 e — 4. Et par conséquent f, = 3 (f, )y = (agas —

d+e—4
at) zf +...
" "

(f, 9)(3) = fxs 9u3 —

" 1" " " " l/// mn lll/ flll/ "
4 il'

(fa g) f4 :c 4f$3$2 z1 23 +6f2 2 4fx1;r z3 x2

ete.

Ona(f, 9)" = (=1)" (g, /)™ [62] 2% et donc (f, f)™ = 0si r est impair.

" " 1 " "

fa:Qacz gacle + f:vlacQ gacQ.’vg - fx% gx‘;’

8.1.1 Exemples

ed=1lecte=1
f=aoxi +aixs et g=0byxy + by xs.
(f, )" = b —arbo et (£, 97 = (£, 9 =... =0.
Ou
(f,9), = a0b1 —arbg et (f, 9)y = (f, 9)3 = ... = 0 et par conséquent
fr &L )= 0. 13
265. p. 87
266. p. 89 éq. (5.8)
267. p. 89
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oed=2cte=1
f=aox?+2ay 129+ ayx3 et g = by + by 3.

(f, 9)(1) = 2[(agby — a1 bp) x1 + (a1 by — az by) z2] et
(f.9)? =(f, 9P =...=0.

Ou

(£, 9)1 =3 (f, 9" = (ao by — a1 bo) 21 + (a1 by — az bo) w2 [43]*%.
ed=2¢cte=2

f=aox?+2ay 129+ ay w3 et g =box? + 2by 11 35 + by 73.

(fv(l.?)(l) =4 [(ao by —ay bo) :r;f + (ao by — as bo) 122+ (a1 by — as bl) x%] et
(f, f) =0.
, )( ) =4(apby —2a1 by + az by) et (f, f)(2) = 8(apgas — a?)
) =(f, 9" = =0,

agbl)x%etﬁé (faf)lz

(f, 9)y = 2 (f, )P = aoby — 2a1 by + asbg et fo 2 L(f, f)y = agay — a?
[43]269'

ed=3¢ete=3

f=aox}+3a1 23 29+ 3azx1 73 + az 13 et
g:b()l’?—f—?)bll’%fg+3b2$1[[‘%+b3$%

(f, 9™ = 9{(aobr — a1 by) at + 2 (ag by — as by) 23 x5
+[3 (al b%l)—ag b1)+a0 bg—ag bo] .%’% Z’%+2 (al b3-(13 bl) 1 1’%4‘(@2 bg—ag bg) 33‘%}
et (f, )/ =0.

(f, g)(Z) =36 [((lo bg —2@1 b1+a2 bo) .T%—F(CLO b3—a1 bQ — a9 b1+(l3 bo) T X2
+ (a1 by — 2asby + azby) 22 et (f, /)P = 72[(apas — a?) 22 + 2 (agaz —
ay (12) MO o)
+ (a1 a3 — a3) a7]

(£.9)'% =36 (apby —Banbs + Bas by — asby) et (£, ) =0,

(f, W=, 9= =0

Ou

268. p. 90 p. 94
269. p. 91
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(f, 9, =5 (f, 9" = (aoby — a1 by) 2t + 2 (ag by — as by) 23wy
+[3 (a1 bg—ag bl)+a0 b3-(l3 bo] JI%ZL’§+2(G/1 bg—ag bl)xl ZE%—F((IQ b3—a3 bg) l’%
et f1 = 5(f, f), =0.

)y = 35 (f, ) = (agby — 2 a1 by + as b) 23

(f, g
+(a0b3—a11)2—a2b1+a3b0)x1x2+(a1b3—2a2b2+a3b1)x§ et
fgé%( , [y = (agaz — a?) 22 + 2 (ap az — ay az) T x2 + (ay ag — a3) z?

(f: 9)s = A(f, 9 et fs 2 5(f, )5 = 0. [43).

ed=5¢cte=

[43] 2™

8.2 Tranvectants des formes n-aires

On pourra consulter [62] %7

9 Pfaffiens

Soit X une matrice carrée antisymétrique (X7 = —X) d’ordre n . Alors
det X7 = det(—X) soit det X = (—1)" det X.

Par conséquent si n est impair on a det X = 0, mais si n est pair on a
det X = P2? ol P, est le pfaffien.

Si z;; sont les éléments de la matrice X (avec z;; = —x;; et, en particulier
x;; = 0) on trouve :

Py = t119,

Py = £(213 024 — T14 T3 — T12 T34)

Ps = £[x12 (3456) + 213 (4562) 4+ 214 (5623) + 215 (6234) + 216 (2345)] ; avec
(1234) = T12 T34 + T13Ta2 + T14 23, ete. (11 y 15 termes).

270. p. 93
271. p. 94
272. pp. 234-235 Chapitre 10 (Transvectants)
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Annexe : glossaire de [64] >™

e termes en -ants

Bezoutiants p. 491

Canonisants ou covariants canoniques p. 222, p. 326, p. 406
Catalecticants p. 224, p. 269, p. 375 (nom donné par Sylvester)
Combinants p. 230, p. 302, p. 314, p. 495, p. 533
Commutants p. 484

Concomitants ou Concomitants mixtes pp. 173-174, pp. 197-214
(nom donné par Sylvester)

Contrevariants pp. 169-170, p. 172, p. 183

Covariants pp. 165-166, pp. 178-196, p. 250, p. 260, p. 266 p. 299, p.
307, p.313, p. 337, p. 343, p. 357

Déterminants pp. 1-11, pp. 12-27, pp. 28-42, pp. 43-50, pp. 51-70,
pp. 71-82, pp. 482-483, pp. 485-489 (sur les déterminants fonctionnels ration-
nels)

Discriminants pp. 143-156, pp. 233-238, pp. 344-345, p. 465
Divariants p. 174 (nom donné par Salmon)

Eliminants p- 96

Emanants p. 166 p. 475

Evectants pp. 174-177, p. 187, p. 210, p. 260, p. 273 (nom donné par
Sylvester)

Hyper-déterminants p. 492
Invariants pp. 157-165, pp. 178-196, p. 202, p. 270
Osculants p. 243

Résultants p. 96, p. 109, p. 110, p. 111, p. 117, p. 120, p. 123, p. 255,
p. 293, p. 315, p. 398, p. 465, p. 495, p. 500 (tables de résultants)

Semi-invariants p. 251

Tact-invariants pp. 241-242

273. pp. 569-576 partie de la table analytique avec modifications et ajouts
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Transvectants p. 457, p. 497
e Termes en -iens

Bézoutiens voir Bezoutiants

Hessiens p. 24, p. 168, p. 207, p. 219, p. 259, p. 260, p. 272, p. 284,
p- 288, p. 327, p. 374, p. 459, p. 489

Jacobiens p. 212, p. 168, p. 232, p. 235, p. 2564, p. 287, p. 380, p. 393,
p. 490
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