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PROGRAMMATION LINEAIRE EN NOMBRES ENTIERS POUR
L’ORDONNANCEMENT DE PROJET MULTI-COMPETENCE AVEC
PREEMPTION PARTIELLE

Christian ARTIGUES, Pierre LOPEZ, Oliver POLO MEJIA

LAAS-CNRS, Université de Toulouse, CNRS, France
{christian.artigues, pierre.lopez, oliver.polo-mejia}@laas.fr

RESUME : Dans cet article, mnous considérons le probleme d’ordonnancement de projet a compétences
multiples connu dans la littérature sous 'abréviation MSPSP (multi-skill project scheduling problem). Nous
proposons une nouvelle variante de ce probleme en intégrant le concept original de préemption partielle. Il
s’agit d’une version de la préemption ou seul un sous-ensemble de ressources est libéré pendant les périodes
de préemption, au croisement donc des cas considérés dans les versions préemptives (toutes les ressources
sont libérées pendant les périodes de préemption) et non-préemptives (pas d’interruption des activités).
Le probleme d’ordonnancement de projet a compétences multiples avec préemption partielle qui en résulte,
appelé MSPSP-PP, est modélisé mathématiquement par différentes formulations en programmation linéaire en
nombres entiers. Des études théoriques et expérimentales permettent d’évaluer les performances respectives des

formulations proposées.

MOTS-CLES

tielle, programmation linéaire en nombres entiers.

1 INTRODUCTION

Les problemes d’ordonnancement préemptif sup-
posent que toutes les ressources sont libérées pendant
les périodes de préemption et qu’elles peuvent étre
utilisées pour d’autres activités. Cependant, dans cer-
tains cas, les contraintes exigent qu’un sous-ensemble
de ressources restent affectées a l'activité lorsque
celle-ci a été interrompue, pour des questions de sé-
curité par exemple. Supposons que 'on doive exécu-
ter une activité expérimentale qui nécessite une at-
mosphere inerte pour son exécution. En pratique, on
peut arréter cette activité et permettre aux techni-
ciens et a une partie des équipements d’étre utilisés
pour d’autres activités. Cependant, des contraintes de
sécurité et de fonctionnement peuvent nous obliger
a préserver I’atmosphere inerte méme lorsque 'acti-
vité est suspendue. En d’autres termes, on ne peut
pas libérer les équipements qui assurent I’atmosphere
inerte pendant les périodes de préemption. Les mo-
deles traditionnels de calendrier de préemption ne
peuvent pas représenter ce comportement puisqu’ils
supposent que toutes les ressources sont libérées pen-
dant les périodes de préemption. Jusqu’a présent, la
seule fagon de modéliser ce type d’activité, tout en
respectant les exigences de sécurité, était de la décla-
rer “non-préemptive”. Cependant, cette décision peut
augmenter la durée du projet, en particulier lorsque
les activités ont des fenétres temporelles restrictives

recherche opérationnelle, ordonnancement de projet, multi-compétence, préemption par-

et que disponibilité et capacité des ressources varient
dans le temps. Nous appelons préemption partielle la
possibilité de ne libérer qu’'un sous-ensemble de res-
sources pendant les périodes de préemption d'une ac-
tivité.

Nous nous intéressons ici au probleme d’ordonnance-
ment de projet multi-compétence (multi-skill project
scheduling problem ou MSPSP) (Néron, 2002), (Bel-
lenguez et Néron, 2008), (Montoya et al., 2015). Nous
présentons dans cet article une nouvelle variante du
MSPSP qui utilise le concept de préemption partielle.
Cette variante, appelée probléme d’ordonnancement
de projet multi-compétence avec préemption partielle
(MSPSP-PP), n’a pas, & notre connaissance, été étu-
diée par d’autres auteurs dans la littérature scien-
tifique (Hartman et Briskorn, 2010), (Orji et Wei,
2013).

Dans le MSPSP-PP, si une activité est interrompue,
un sous-ensemble de ressources est libéré pendant que
le sous-ensemble complémentaire reste associé a ’acti-
vité. L’ensemble I d’activités peut étre classé en trois
types selon la possibilité de libérer les ressources pen-
dant les périodes de préemption : 1) les activités non-
préemptives (N P), si aucune des ressources ne peut
étre libérée ; 2) les activités partiellement préemptives
(PP), si un sous-ensemble de ressources peut étre li-

béré ; et 3) les activités préemptives (P), si toutes les
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Activité Durée (Compétence requise, (Ressource requise, Date Date de Type
Quantité) Quantité) échue  disponibilité
Ay 4 (c1,1) (Mi,1) - - P
Ay 2 (c3,1), (cq,1) (My,1) 5 3 NP
As 4 (c2,1) (My,1) - - PP

(M, ne doit pas
étre libérée)

Technicien Compétences maitrisées Ressource Capacité
tech, {c1,¢3} M, 2
techs {c2,ca}

Tableau 1 — Exemple d’instance de probleme d’ordonnancement de projet multi-compétence partiellement pré-

emptif (MSPSP-PP)

Az

A, —

A

1 2 3 4 5 6 7

techy Ay

. A
techo As

.

v | oo

FIGURE 1 — Solution admissible de I'instance du tableau 1

ressources peuvent étre libérées.

Motivés par une application réelle (Polo Mejia et al.,
2019b), notre objectif au niveau de 'ordonnancement
est essentiellement de réaliser toutes les taches dans
la limite d’un horizon imposé, en respectant toutes
les contraintes, notamment celles propres au MSPSP
liées aux compétences des techniciens. Cela justifie la
considération d’une fonction objectif de minimisation
de la durée totale du projet (makespan Cpax), qui
permet de réaliser toutes les taches au plus to6t en
maximisant naturellement 1'utilisation des ressources.

Trouver une solution consiste a déterminer les pé-
riodes pendant lesquelles chaque activité est exécu-
tée et quelles ressources exécuteront ’activité dans
chaque période, tout en respectant la capacité des
ressources et les caractéristiques des activités. Les
ressources considérées sont renouvelables et a ca-
pacité limitée. Il peut s’agir de ressources mono-
valentes (4 compétence unique) cumulatives (ma-
chines ou équipements) ou de ressources polyvalentes
(multi-compétences) disjonctives (techniciens) mai-
trisant plusieurs compétences. Les ressources poly-

valentes peuvent répondre a plus d’une exigence de
compétence par activité et peuvent ’exécuter partiel-
lement (sauf pour les activités non-préemptives ot les
techniciens doivent exécuter l'activité entiere). Dans
notre étude, la préemption partielle ne concerne que
les ressources monovalentes (ensemble K ). Plus pré-
cisément si une activité est soumise a la préemption
partielle, alors c’est la ressource monovalente qu’elle
utilise qui ne peut étre libérée.

Une activité i est définie par sa durée D;, ses relations
de précédence (i,1) € E, son besoin Br; ) d’une res-
source k € K disponible en quantité DRy, ; en période
t, son besoin Bc; . d'une compétence ¢ € C, le nombre
minimum de techniciens nécessaires pour ’exécuter
Nt; et le sous-ensemble de ressources préemptives.
Les activités peuvent avoir ou non une date de dis-
ponibilité r; et une date d’échéance d; (périodes). Le
tableau 1 et la figure 1 illustrent un exemple d’une
instance MSPSP-PP et une solution possible.

La complexité du MSPSP-PP peut étre établie en uti-
lisant le RCPSP (Resource-Constrained Project Sche-
duling Problem) classique comme point de départ. A
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chaque instance du RCPSP, nous pouvons faire cor-
respondre une instance du MSPSP-PP, ou toutes les
ressources sont monovalentes et aucune d’elles ne peut
étre préemptée. Ainsi, nous pouvons définir le RCPSP
comme un cas particulier du MSPSP-PP. Etant donné
la forte NP-difficulté démontrée du RCPSP (Blaze-
wicz et al., 1983), nous pouvons donc en déduire que
le MSPSP-PP est également NP-difficile au sens fort.

Dans la suite, nous présentons cing formulations du
MSPSP-PP utilisant la programmation linéaire en
nombres entiers (PLNE) et nous étudions leurs per-
formances respectives par des comparaisons théo-
riques et expérimentales.

2 FORMULATIONS MATHEMATIQUES

Nous présentons dans ce paragraphe quatre formu-
lations du MSPSP-PP indexées par le temps sur un
horizon discrétisé H.

Ces formulations généralisent celles déja proposées
dans (Polo Mejia et al., 2018), (Polo Mejia et al.,
2019b) et de nouvelles comparaisons théoriques et ex-
périmentales sont présentées par rapport a ces précé-
dents travaux. Tous les modeles sont basés sur des
variables binaires on/off Y; ; indiquant si une activité
i est en cours pendant la période ¢, des variables bi-
naires on/off O;;; pour un technicien j € J affecté
A une activité i € I pendant la période t € H, des
variables binaires S;; pour un technicien j affecté a
une activité non-préemptive ¢ (tout technicien affecté
a une activité non-préemptive doit y rester affecté
jusqu’a ce que lactivité soit terminée). Pour toute
activité partiellement préemptive ¢, une variable bi-
naire on/off Pp; ; indique si 'activité ¢ est préemptée
dans la période t.

2.1 Modele MSPP1

Pour le premier type de modele, nous utilisons une
variable binaire de type “step” Z; ; qui précise si l'ac-
tivité partiellement préemptive ou non-préemptive ¢
commence en période t ou avant, et une variable bi-
naire du méme type W; . pour une activité partielle-
ment préemptive ou non-préemptive ¢ se terminant en
période t ou apres. La premieére formulation (nommée
MSPP1a) s’écrit comme décrit au tableau 2.

L’expression (1) correspond & la fonction objec-
tif de minimisation du makespan du projet. Les
contraintes (2) assurent la satisfaction des besoins en
ressources pendant les périodes d’exécution (Y; ; = 1)
et aussi la satisfaction des besoins en ressources non-
préemptives (PR;, = 1) pendant les périodes de
préemption (Pp;; = 1). Les contraintes (3) garan-
tissent le respect de la disponibilité des techniciens,
et la contrainte disjonctive; DO;; = 1 si le techni-
cien j est disponible en période t. Avec les contraintes

(4) et (5), nous garantissons que les besoins en res-
sources, compétences et nombre minimal de techni-
ciens sont satisfaits pendant les périodes d’exécution ;
COj,. = 1 si le technicien j maitrise la compétence
c. Les contraintes (6) imposent que chaque activité
s’exécute durant toute sa durée et dans sa fenétre
temporelle. Les contraintes de précédence sont indi-
quées dans (7). Ces contraintes expriment le fait que,
dans tous les cas, la somme des parties de ¢ en exécu-
tion a partir de ¢t ne peut excéder la quantité D; ; de
plus, si [ est en exécution en période t, Iactivité ¢, qui
doit précéder l'activité I, ne peut pas étre en exécu-
tion sur toute période & partir de ¢. Les contraintes (8)
obligent la variable binaire auxiliaire Z; ; & étre égale
a 1 pour toutes les périodes a partir de la date de
début de lactivité. Les contraintes (9), en revanche,
forcent la variable binaire auxiliaire W; ; a étre égale
a 1 pour toutes les périodes jusqu’a la date d’acheve-
ment de l'activité. Grace aux contraintes (10), nous
déterminons les périodes pendant lesquelles une ac-
tivité partiellement préemptive a été préemptée (ou
non). Ces contraintes stipulent que les activités dans
leur intervalle d’exécution (Z; , = 1 et W; , = 1 simul-
tanément) doivent étre soit en exécution (Y;; = 1)
soit préemptées (Pp;; = 1). Les contraintes (11) ga-
rantissent que les activités non-préemptives ne sont
pas interrompues. Les contraintes (12) et (13) sti-
pulent que tous les techniciens affectés a une activité
non-préemptive doivent ’exécuter jusqu’a son terme.
Enfin, les contraintes (14) expriment la durée totale
du projet.

Grace aux variables W; ; et Z; ;, nous pouvons aussi
utiliser une version désagrégée des contraintes de pré-
cédence (7) :

Zii+ W <1 V(i,l) e E\Nt € H (15)

Le modele ou les contraintes (7) sont remplacées par
les contraintes (15) est appelé MSPP1b.

2.2 Modele MSPP2

Nous proposons également deux modeles mixtes
continu/discret (MSPP2a et MSPP2b), en rempla-
cant les variables binaires W;; et Z;; par des va-
riables a temps continu G; et F; représentant respec-
tivement les dates de début et de fin de lactivité .
Nous remplagons ainsi les contraintes (7-11) du mo-
dele MSPP1a par les contraintes (16-21) ci-apres :
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min(Chyax)

ZYi,t + Z PR; % Pp;y | * Brip < DRy
i€l i€EPP
> 0jis < DO;,
icl
Yie* Beje < Z(Oj,i,t *COjc)
jeJ
Z Oji0 > Yi x Nt;
jeET
min(du‘ﬁn
Yii > D;

t=max(1,r;)

H
Dix(1=Yi4) > > Yip

=t
Zir > Yy
Wi > Y
Ppipn=Zip+ Wiy =Yy —1
Zipg+ Wi =Y =1
Ojit>85:+Yi:—1
Ojit < Sji
Crmax > t* Y,

Vke K,vte H (2)
VjeJ,vte H (3)

Vie ILVee C,Vte H (4)
VieI,Vte H (5)

viel (6)

v(i,l) € B,vt € H (7)

Vig¢ PVte HV <t (8)
Vi ¢ P,Vte€ HVt' >t (9)
Vie PPVtc H (10)

Vie NP,vte H (11)

Vie NP,Vje J,Vte H (12)
Vie NP,Vje J,Vte H (13)
Vie I,Vte H (14)

Tableau 2 — Modele MSPP1a

F,+1<G,
Pp; <1-Y;,
F,-G;+1<D;

+Y Ppi

v(i,l) e E (16)
Vie PP,Vvte H (17)

Vie PP (18)

teH
F,—G;+1<D; Vi NP (19)
F,>txY;, Viel Vte H (20)
Gi <txY;,

+(1=Y;,) « [H]| Viel (21)

Les relations de précédence sont données par les
contraintes (16). Les contraintes (17) indiquent que
Pp;; doit étre égale a zéro si 'activité 7 est en exé-
cution en période ¢. Les contraintes (18) font en sorte
que Pp;+ prenne la valeur 1 pour les périodes ot 'ac-
tivité i a été préemptée. Les contraintes (19) garan-
tissent que les activités de NP ne sont pas préemp-
tées. La date de fin de chaque activité est calculée
grace aux contraintes (20). Enfin, les contraintes (21)
donnent la date de début de chaque activité.

Il reste a exprimer le fait que les variables de préemp-
tion partielle Pp;: doivent étre égales & 0 en dehors
de l'intervalle d’exécution de i. Nous utilisons, soit les
contraintes (22) utilisant les variables Y (MSPP2a) :

t
Pp;; < Z Y v
=1
|H]|
Pp;: < Z Y v

t'=t

Vie PP,Vte H (22)

soit les contraintes (23) utilisant les variables F' et G
(MSPP2b) :

F; >t Pp;y -5 -
Vie PP,Vte H
Gi <t*Pp;jy — (1 — Ppiy) * |H]

(23)

Dans la suite (paragraphes 3 et 4), nous comparons les
formulations PLNE proposées en termes de qualité de
borne obtenue par relaxation linéaire et de résultats
expérimentaux sur des instances de problemes.
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3 COMPARAISON THEORIQUE DES FORMU-
LATIONS

En utilisant les expressions de G; et F;, nous pouvons
montrer que les contraintes du modele MSPP2 sont
toutes couvertes par les contraintes du modele
MSPP1.

Théoréme 1. Le modéle MSPP1 domine le modéle
MSPP2.

Démonstration. Nous opérons la transformation sui-
vante (en rappelant que G; et F; correspondent res-
pectivement aux dates de début et de fin de 'acti-
vité 7) :

Gi=|H|=> Zig+1let F;=Y Wi,
teH teH

Nous montrons dans la suite que les contraintes du
modele MSPP2 impliquant les variables F; sont cou-
vertes par les contraintes du modele MSPP1 sur le-
quel nous avons effectué la transformation (nous nous
restreignons aux activités dans PP sans perte de gé-
néralité) en inscrivant les valeurs des variables bi-
naires dans 'intervalle continu [0, 1].

En lien avec les contraintes (18), on a :
Fi=Gi+1 =Y Wi+ Y 2~ 10
que 'on peut simplifier, par I'expression (10), en :

Fi-Gi+1 = Z'fi’l Pp; i + Z‘tiﬂl Yis
= Ppiy + D

En lien avec les contraintes (16), on a :

Gi—F—1 =[H -2, - wi,

L’expression (16) est satisfaite si et seulement si :

|H]| |H]|

Z Zig+ Z Wi < |H]|
t=1 t=1

qui est une conséquence des contraintes de précé-
dence (15).

En utilisant les contraintes (9) et F; = ELZ‘I Wi,
nous arrivons également aux contraintes (20).
Les contraintes (21) sont impliquées par les

contraintes (9) et G; = |H| — thlill Ziy + 1.

Le modele MSPP1 est donc au moins aussi bon que
le modele MSPP2. De plus, comme les résultats expé-
rimentaux (cf. paragraphe 4) montrent qu’il y a des

cas ou le modele MSPP1 a une relaxation linéaire
strictement meilleure que le modele MSPP2, nous en
déduisons que le modele MSPP1 domine le modele
MSPP2. O

La dominance du modele MSSP1 sur le modele
MSPP2 étant faite, nous avons également tenté d’éta-
blir une relation d’ordre entre les modeles MSPP1la
et MSPP1b. Nous n’avons pas pu prouver de rela-
tion de dominance théorique entre ces modeles. En
outre, les résultats expérimentaux montrent que tan-
tot certaines bornes obtenues par relaxation du mo-
dele MSPP1a sont meilleures que celles obtenues par
relaxation du modele MSPP1b, tantot le contraire
(sur 200 instances générées, les résultats sont en fa-
veur de MSPPla pour 45 instances, en faveur de
MSPP1b pour 6 instances, les résultats étant iden-
tiques pour le reste des 149 instances pour les deux
formulations). Ceci justifie la proposition du modele
MSPP1c intégrant les deux types de formulation des
contraintes de précédence (7) et (15), qui assure de
toujours trouver la meilleure borne de relaxation.

4 RESULTATS EXPERIMENTAUX

Pour les campagnes d’expérimentation, nous avons
utilisé un ordinateur équipé d’'un processeur Intel
Xeon E5-2695 a 2,3 GHz fonctionnant sous Ubuntu
16.04. Nous utilisons le solveur IBM ILOG CPLEX
12.7 en utilisant la configuration par défaut et en li-
mitant le nombre de threads utilisés par les solveurs a
8. Le temps de calcul a été limité a 10 minutes. Nous
avons généré quatre ensembles, chacun de 50 ins-
tances, en faisant varier aléatoirement la proportion
de type de préemption dans l'instance (tableau 3).
Toutes les instances ont 30 activités d’une durée com-
prise entre 5 et 10 unités de temps, jusqu’a 15 com-
pétences, 8 ressources cumulatives, 8 techniciens (res-
sources polyvalentes) répartis en deux équipes, 20%
des activités ont des fenétres de temps, une densité
faible de relations de précédence, et un makespan op-
timal moyen Ci,.x compris entre 70 et 90 unités de
temps.

’Données‘ Al ‘ B1 ‘ C1 ‘ D1 ‘
NP | 10% | 10% | 80% | 33.3% |
PP | 10% | 80% | 10% | 33.3% |
P 80% | 10% | 10% | 33.3% |

Tableau 3 — Distribution des types de préemption
pour les instances du MSPSP-PP

Nous commencons par tester les performances des dif-
férentes variantes du modele MSPP1. Comme les for-
mulations indexées par le temps nécessitent une pre-
miere estimation de I’horizon de planification, nous
avons tout d’abord testé les formulations en utili-
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sant la somme des durées d’activité comme horizon de
planification. Pour améliorer les performances, nous
avons ensuite bénéficié de 'option de démarrage a
chaud (“warm start”) de CPLEX en utilisant une
premiere solution obtenue par un algorithme glouton
(Polo Mejia et al., 2019a). Le tableau 4 présente le
nombre de cas pour lesquels 'optimalité a été prou-
vée, le temps moyen nécessaire pour prouver 1’opti-
malité et I’écart moyen d’optimalité (distance entre
la solution optimale ou la meilleure borne inférieure
connue et la solution obtenue) pour chaque configura-
tion du modele MSPP1. D’apres ces résultats, on peut
conclure que l'utilisation simultanée des contraintes
(7) et (15) (modele MSPP1c) n’améliore pas les per-
formances en pratique de la formulation MSPP1. En
fait, elle peut méme avoir un impact négatif puis-
qu’elle réduit le nombre de cas pour lesquels I'opti-
malité a été prouvée. Les configurations MSPP1la et
MSPP1b ont un comportement similaire, et les tests
statistiques ne permettent pas de dégager une diffé-
rence sur le temps moyen pour obtenir I’optimalité
ou sur ’écart a I'optimum. Toutes les formulations
du modele MSPP1 sont plus performantes lorsque
la proportion d’activités préemptives est élevée (don-
nées Al). Cette performance diminue lorsque la pro-
portion diminue, obtenant les plus mauvais résultats
pour les données C1.

Une analyse similaire a été effectuée pour tester les
deux formulations du modele MSPP2. La encore, in-
utile de se passer de la possibilité d’un démarrage
a chaud qui améliore les performances & tous les
niveaux. Le tableau 5 présente les résultats pour
les deux configurations avec “warm start”. Comme
pour le modele MSPP1, les performances du mo-
dele MSPP2 s’amoindrissent avec I’augmentation du
nombre d’activités non-préemptives. Rien ne permet
réellement de conclure qu’une formulation domine
lautre. Toutefois, pour les données Al (forte pro-
portion d’activités préemptives), on peut dire que
la configuration MSPP2b est plus rapide, et permet
d’obtenir un écart moyen a l'optimum plus faible.
Pour tous les autres jeux de données, les performances
semblent étre statistiquement égales.

Si nous comparons les résultats des meilleures for-
mulations du modele MSPP1 et du modele MSPP2,
nous pouvons conclure que le modele MSPP1b est
capable de prouver 'optimalité pour un plus grand
nombre d’instances, et de donner un écart moyen plus
faible pour tous les ensembles d’instances. Cependant,
le modele MSPP2b semble étre plus rapide pour les
cas des jeux d’instances Al (nombre d’activités pré-
emptives élevé). Pour une forte proportion d’activités
non-préemptives, les deux modeles peinent a prouver
Poptimalité. Ces résultats confirment qu’'une formu-
lation théoriquement plus forte n’implique pas néces-
sairement de meilleures performances en pratique.

5 CONCLUSION

Nous proposons dans cet article différentes formula-
tions mathématiques de programmation linéaire en
nombres entiers pour le probleme d’ordonnancement
de projet multi-compétence avec préemption par-
tielle. Les formulations proposées sont comparées de
maniere théorique et expérimentale. Ces formulations
obtiennent de meilleurs résultats que celle proposée
par Maghsoudlou et al. (2019) pour le cas préemptif.
Notons aussi que des approches de programmation
par contraintes (Polo Mejia et al., 2018), (Polo Mejia
et al., 2019b) dominent la meilleure formulation de
PLNE sur les instances fortement non-préemptives,
alors que les formulations de PLNE sont supérieures
sur les instances préemptives. La conception d’une
méthode exacte hybride serait ainsi une suite possible
a ces recherches, ainsi que des analyses polyédrales
poussées pour le RCPSP (partiellement) préemptif.
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