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Résumé

Cet article traite de la synthése anti-windup, technique de retouche d’un contréleur qui permet de prendre en
compte de maniére explicite les phénoménes de saturation des actionneurs et de réduire leur impact négatif
sur la dynamique d’un systeme commandé. Le procédé est décrit par un modele d’état dynamique linéaire, de
méme que son contréleur nominal construit a priori sans tenir compte des saturations. Les méthodes proposées
s’appuient sur 'utilisation de conditions de secteurs afin d’encapsuler la fonction saturation et exploitent la
stabilité de Lyapunov au travers de fonctions quadratiques permettant d’exprimer les conditions de stabilité et
de performances par des inégalités matricielles linéaires.

Abstract

Anti-windup design addressed in the paper is a controller reshaping technique allowing to explicitly take into
account actuator saturation constraints and mitigate their effect on the closed-loop system dynamics. Both the
process and the controller are described by linear state-space systems. The controller may be a priori designed
without considering saturation elements. The anti-windup design approaches take advantage of sector condi-
tions used to encapsulate the saturation function. Quadratic Lyapunov functions are used to generate linear
matrix inequalities based stability and performance conditions.
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Introduction

Un procédé commandé implique la mise a jour d’une entrée de commande, calculée en utilisant
I'erreur entre une mesure de la sortie et sa consigne, au travers d’'un actionneur. Dans le cas idéal,
I'actionneur peut étre représenté par un « fil » reliant la sortie du contréleur et I'entrée du systeme.
Dans la pratique, I'actionneur peut présenter un comportement dynamique, mais surtout une plage
de fonctionnement limitée entre deux bornes, inférieure et supérieure. Ces limites sur la zone de
fonctionnement linéaire de I'actionneur se traduisent par la notion de saturation de I’actionneur.
Il s’agit d'un phénomene non-linéaire qui a comme effets indésirables de dégrader le comportement
nominal du systéme, dans le meilleur des cas, voire de destabiliser le systéme contrélé dans les cas
extrémes.

Pour éviter les effets indésirables de la saturation de I'actionneur, une solution classiquement utilisée
est de surdimensionner |'actionneur, ce qui induit un codt supplémentaire tant du point de vue de
la charge transportée, de |'énergie dépensée que du prix de I'actionneur lui-méme. Une deuxieéme
solution classique est de limiter les performances (rapidité) du contréleur pour éviter, autant que
possible, de s’approcher des limites de fonctionnement linéaire de I'actionneur.

La commande anti-windup est une alternative permettant d'utiliser au mieux les capacités de I'ac-
tionneur en autorisant les saturations tout en préservant la stabilité (et les performances) du systéme
commandé dans la plage de fonctionnement prévue pour le systéme. Son principe est de réinjecter
I'erreur commise par I'actionneur en entrée du systéme de commande. Cette retouche du contréleur
n'est active que lorsque I'actionneur est saturé, ce qui permet de garantir le comportement nominal
du systeme commandé tel qu'il a été concu originalement sans se préoccuper des non-linéarités de
I'actionneur. Dans sa version la plus simple, la synthése d'une commande anti-windup peut s'appa-
renter a la synthése d’un simple gain supplémentaire, et ne présente pas plus de difficulté que la



synthese d’un correcteur PID.

Par extension, le commande anti-windup s’'applique aussi pour contrer les saturations en vitesse ou
de dynamiques supérieures de 'actionneur, voire d’autres types de non-linéarités d’actionneurs, bien
que ceci ne soit pas traité dans cet article.

Nota : Le lecteur trouvera en fin d’article un tableau des sigles, notations et symboles utilisés tout au long de I'article.

1 Bref historique des techniques anti-windup

Le terme " windup" est relié historiquement a 'effet de la saturation de |'actionneur dans une boucle
de contrdle incluant une action intégrale [1], [2]. Dans ce cas, lorsque I'entrée sature le terme intégral
continue a se charger alors que cela n'est pas nécessaire. La sortie de I'intégrateur est alors dite
étre en "windup". Cette charge non-nécessaire (sous la limite de la saturation) produit des effets
indésirables sur la réponse transitoire du systéme tels que des oscillations autour du point d'équilibre
ou bien encore une convergence lente au point d'équilibre. Ce type d'effets peut en particulier étre
observé lorsque le contréleur a des modes lents ou des modes critiquement stables (péles sur I'axe
imaginaire). Afin d'éviter la dégradation de performance, voire la perte de la stabilité, générée par
I'occurence de la saturation, une boucle additionnelle de commande, appelée compensation anti-
windup, peut étre ajoutée au systéme en boucle fermée.

Le principe de base d'une stratégie anti-windup consiste a utiliser la différence entre le signal en sortie
du controleur (y.(t)) et le signal effectivement appliqué au systéme a contrdler (sat(y.(t))). Cette
différence est alors réinjectée dans le contrdleur via une boucle statique (un simple gain) ou une
boucle dynamique (un compensateur dynamique). Cette nouvelle boucle est appelée compensateur
anti-windup. Ce principe général est décrit dans la figure 1.

Wl Wl
™ Contréleur non Ve T/_ u - ’
» Procédé

contraint _/ g >

A4

A 4

+

Compensateur
AW

Figure 1 — Schéma de principe de |'architecture anti-windup

L'idée avec cette boucle additionnelle est de modifier (ou corriger) les états du contrdleur nominal
(c'est-a-dire celui congu sans tenir compte des saturations) lorsque la saturation est active. Il est
important de remarquer qu’en |'absence de saturation on a sat(y.(t)) — y.(t) = 0 et donc la boucle
anti-windup n'est pas active, laissant ainsi le systeme bouclé se comporter avec les performances
déterminées par le controleur nominal. C'est une des raisons qui fait que cette stratégie est tres
utilisée dans la pratique (voir par exemple [3], [4], [5], [6])-



L'objectif lorsque I'on synthétise une boucle anti-windup peut étre bien siir de garantir un certain
niveau de performance pour le systéme en présence de saturation, et en particulier de diminuer la
dégradation des performances linéaires (obtenues sans saturation) mais aussi de permettre d'agrandir
la région d'attraction de I'origine (ou au moins son estimé) du systéme bouclé. Le lecteur peut
consulter par exemple [7], [8], [9], [10], qui proposent des descriptions détaillées des techniques
anti-windup ainsi qu'un tour d’horizon des problemes associés.

2 Systémes saturés

2.1 Systémes considérés

Nota : Tout au long de I'article, la dépendance explicite au temps des variables est omise afin de simplifier les notations.

L'interconnection d'un procédé avec un systeme de commande met en jeu des capteurs, pour trans-
mettre les informations du procédé au controleur, et des actionneurs, pour transmettre la commande
au procédé. Dans cet article, la problématique des capteurs n'est pas explicitement abordée, mais
les résultats présentés peuvent généralement étre étendus assez directement a la présence de non-
linéarités au niveau de ceux-ci. De maniere générale, les actionneurs sont des systémes dynamiques
comportant des contraintes, sous forme de saturations, tant en position que sur les dynamiques
d’ordre supérieur. Ainsi, dans cet article, on considere que |'actionneur délivre un signal u prenant
ses valeurs dans un ensemble compact, noté S(/, Umin, Umax) €t défini par :

S(lmu Umin, umax) — {U e R . —Umin =u= Umax} (1)

Le symbole < signifie que I'inégalité est calculée élément par élément et upi, €t Umax sont des
vecteurs de R a éléments positifs, a savoir Upminiy > 0, Umax) > 0, Vi = 1,...,m. Dans la suite
de cet article, seul est considéré le cas des saturations symétriques, en considérant Um,.x = Umin = Ug.

Dans la pratique, la présence de ces non-linéarités inhérentes a I'actionneur doit étre prise en compte,
car elles peuvent générer des dégradations du comportement attendu du systeme contrélé, allant
d’oscillations non désirées a la perte de stabilité selon les cas, ou imposent des restrictions sur la
plage de fonctionnement du systéme [S7192]. Ceci est illustré sur I'exemple de motivation suivant.

Exemple 1 : Exemple de motivation
Soit le modele instable d'un pointeur oscillant décrit dans I'ouvrage de Kailath [11]

: 01 0
szll lep—i—[_l]u:Apxp—i—Bpuu (E1.1)

Le contréleur K = [ 13 7 } stabilise globalement asymptotiquement I'origine du systéme en
I'absence de bornes sur la commande (les valeurs propres de A, + B,,K sont -3 et -4).

Si I'on considére a présent des limitations de I'actionneur entre -5 et +5, le systéme en boucle
fermée devient non-linéaire :
x = Apx + Byysat(Kx) (E1.2)

5 si. Kx, >5
avec sat(Kx,) =< Kx, si —5 < Kx, <5
-5 si Kx, < -5
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Il existe dans ce cas 3 points d'équilibre, a savoir I'origine, 0 et o | aui sont obtenus

en examinant les différentes valeurs possibles de I'entrée u. Le systéme n'est plus globalement
asymptotiquement stable et, selon I'état initial, les trajectoires peuvent converger vers |'origine
ou vers |'un des autres points d'équilibre, ou bien encore diverger vers I'infini.

De maniere similaire, si une perturbation en amplitude w affecte le systéme pendant deux
secondes en agissant sur |'entrée de commande (u est remplacé par u + w), selon la valeur de
w, u peut saturer de maniére transitoire, et la trajectoire du systéme bouclé peut diverger (par
exemple pour w = 6 dans le cas du systéeme considéré dans cet exemple), bien que le systéme
soit « BIBO-stable », c'est-a-dire satisfait la propriété « Entrée-bornée - Sortie-bornée ».

De maniére générique, une représentation locale linéaire a temps invariant (LTI) du procédé a
commander est considérée, sous la forme d’état standard :

Xp = Apxp + Bpyu+ Bp,w
Yo = Cpxp+ Dpyu+ Dp,w (2)
z = Gxp+ Dyu+ Dyyw

avec x, € R" I'état du procédé, u € R™ I'entrée de commande, w € R9 I'entrée de perturbation,
¥p € RP la sortie mesurée et z € R’ la sortie a contréler. Les matrices A,, Buy, Bow, Cp, C.y Dpu,
Dpw, Dpy et D, sont des matrices constantes de dimensions appropriées et les paires (A,, B,,) et
(Cp, A,) sont supposées contrdlables et observables, bien que ces hypothéses puissent étre relachées
en stabilisabilité et détectabilité.

De maniere similaire, les controleurs sont aussi décrits sous forme d’état :

).(c - AcXc + Bcuc + BCWW (3)
Ye = CCXC + Deuc + Doyw

avec x. € R |'état du contrdleur, u. € RP I'entrée du contrdleur et y. € R™ la sortie du contrdleur.
Les dimensions des entrées et sorties du contrdleur sont considérées égales aux dimensions respec-
tives des sorties et entrées du procédé. La présence d'allocateurs n'est pas abordée explicitement
dans cet article [12], [13], mais ceux-ci pourraient étre intégrés au contrdleur. Les matrices des
contrdleurs (A, Be, C., D.), de dimensions appropriées, sont supposées avoir été synthétisées pour
garantir des propriétés pour le systéme en boucle fermée (stabilité, rapidité, rejet de perturbations...)
dans le cas idéal sans saturation. B, et D, sont les matrices d'entrées de perturbations exogenes
pouvant agir directement sur le controleur.

Différentes classes de perturbations exogénes peuvent étre considérées, telles que les perturbations
bornées en amplitude, qui permettent aussi de représenter des changements de référence, et des per-
turbations en énergie. Seules ces derniéres sont considérées ici. Il s'agit de perturbations appartenant
a un ensemble W défini comme suit :

W= {W :[0,00) — R ; /Ooo w(T)"Rw(T) dr < 5_1} (4)

et exprimant que I'énergie de la perturbation est bornée par =%, § étant un scalaire positif. Plus
précisément, cet article considére le cas ou R (matrice symétrique définie positive) est en fait égale
a la matrice identité (de dimension q), ce qui fait que W représente |'ensemble des perturbations
bornées-L,.
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Figure 2 — Fonction saturation

L'interconnection entre le procédé et son controleur est définie par les relations suivantes :

Ue = Yp (5)
up = sat(yc) (6)

Une autre maniere de prendre en compte la saturation de I'actionneur consiste a manipuler une zone
morte, représentant |'écart entre la sortie et |'entrée de la saturation.

L'intérét principal d'utiliser la fonction zone morte plutdt que la fonction saturation dans le systeme
en boucle fermée est qu’elle permet d'exprimer celui-ci avec la dynamique linéaire de maniére ex-
plicite, complétée de I'effet de la saturation qui intervient comme une entrée exogene. Il peut ainsi

N ;. Yy ) s , X ;s .
étre décrit, en considérant I'état augmenté x,r = l Xp ] sous la forme générique suivante :
C

Forme générique du systéme en boucle fermée saturé

Xpf = Abe -+ Iqugb(yC) +B,w
Ye = Cyxor +Dypd(ye) +Dyuw (9)
4 = Coxpr + Dz¢¢(}’c) + Dz w
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Figure 3 — Fonction zone morte
avec
a_| At BuATDG, B,.A'C.
Be(l, + D,uA'D)C, Ac+ B:DpyATC,
B, — Bpu(lm + A™*D.D,,)
¢ B.Dpy(Im + A™1D.D,,)
B — BpuA™(Dey + DcDpy) + Bpw (10)
v i BchuA_l(Dcw + DCDPW) + Bcw + Bchw
C,=[A'D.C, ATMC | C.=| G+D,ADC, D,ATMC |

D,y = ADDpy; Dy =AY Dey + DeDpy)
]D)z¢ - Dzu(lm + A71Dchu) ' Dzw - Dzw + DzuAil(Dcw + DchW)

et A = I, — D.Dp, avec I'hypothése de bien-posé (det(A) # 0).
Nota : Le cas particulier du retour d’état y. = Kx, s’écrit avec la méme structure sous la forme X, = (Ap + Bpu K)xp + Bpudp(Kxp) + Bpw w
avec A = Ap + BpuK, By = Bpy, By = Bpw et C, = K.

2.2 Stabilité des systemes non-linéaires

Cet article n'a pas vocation a traiter de la théorie de la stabilité, mais il est important de rappeler
quelques notions de base concernant |'analyse des systéemes dynamiques sur lesquelles s'appuient
la suite de cet article. En particulier, toutes les méthodes qui suivent s'appuient sur la notion de
stabilité au sens de Lyapunov, qui permet de conclure quant a la stabilité d'un systeme non-linéaire
dans un voisinage autour de |'origine.

La présence de la saturation dans le systeme bouclé (9) implique de s'intéresser au comportement
non-linéaire du systéme. Ainsi contrairement a un systéme linéaire, la convergence a I'origine (point
d'équilibre d'intérét lorsque w = 0) dépend de la condition initiale. Méme si la matrice A est
Hurwitz, en plus des conditions initiales xpr(0) telles que les trajectoires convergent a I'origine, il
peut exister d'autres conditions initiales pour lesquelles les trajectoires peuvent diverger ou converger
vers d'autres points d'équilibre (voir Exemple 1). On appelle I'ensemble des conditions initiales pour
lesquelles les trajectoires convergent vers |'origine, le bassin d’attraction de I'origine et on définit
cette région de |'espace d'état comme :

Ra = {xpr € R xpr(t, xpr(0)) — 0 quand t — oo} (11)

Sous une certaine hypotheése de stabilité de la boucle ouverte (matrice A,) cette région peut &tre
I'espace d'état : Ry = R”, mais en général, la région R, est un sous-ensemble de I'espace d’état :
Rx C R". La région R, peut étre non-convexe, ouverte et non bornée, et sa caractérisation exacte
est tres difficile (voir par exemple [14], [15], [9], [10]). C'est pourquoi on s'intéresse a I'obtention



d'une estimation ou d'une approximation de cette région R, via une région de stabilité, notée Rs et
définie comme :
Rs C Ryet0€ Rs (12)

On pourra ainsi garantir que pour toute condition initiale appartenant a R; les trajectoires du sys-
téme bouclé convergeront (asymptotiquement) vers |'origine.

Considérer R4 et Rs implique de considérer principalement deux notions de stabilité propres aux
systémes non-linéaires : la stabilité (asymptotique) globale et la stabilité (asymptotique) locale. La
stabilité globale est associée a la propriété que pour toute condition initiale de I'espace d'état, les
trajectoires du systeme bouclé convergent a I'origine. Ceci correspond au cas R4 = R". Lorsqu'au
contraire, on ne peut garantir la convergence des trajectoires a I'origine que pour un ensemble de
conditions initiales on parle de stabilité locale. Ceci correspond au cas ol la région R4 est plus petite
que R".

De maniére similaire, la présence de perturbation (w # 0) dans le systeme (9) implique de s'intéresser
au fait que les trajectoires restent bornées malgré |'effet de la perturbation, et convergeront vers
I'origine si la perturbation est évanescente. De ces notions, on en déduit qu'étudier un systeme saturé
implique de s'intéresser a son domaine (d'état) de fonctionnement, ses perturbations admissibles et
ses performances (gain entre w et z).

2.3 Outils mathématiques

A présent, il s'agit de caractériser une région Rs correspondant a une « bonne »nestimation de la
région Ra.

2.3.1 Fonctions de Lyapunov

Le principal outil utilisé est basé sur la théorie de Lyapunov et donc les fonctions de Lyapunov. L'in-
térét de |'utilisation de la seconde méthode de Lyapunov est d'étudier la convergence des trajectoires
a l'origine sans explicitement décrire ces trajectoires, mais en utilisant une fonction qui est signée
(définie positive) dans une région de I'espace d'état incluant I'origine et nulle a I'origine. La dérivée
de cette fonction doit étre définie négative pour garantir la stabilité asymptotique. Ainsi s'il existe
une fonction V : D — R, continiment différentiable dans D contenant I'origine, telle que

Cl) V(0)=0et V(x)>0,VxeD, x#0;
C2) V(x)<0,VxeD, x#0,

alors, I'origine est asymptotiquement stable.

Ceci ne constitue qu'une condition suffisante pour garantir la stabilité de |'origine. La difficulté ma-
jeure réside dans la détermination d'une telle fonction V. On peut s'appuyer sur I'interprétation
physique d'une fonction de Lyapunov comme par exemple dans les domaines de la mécanique ou
des circuits électriques, avec la notion d'énergie.

Lorsque I'on a en main une fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé (9) (c'est -a-dire satisfaisant
les conditions C1) et C2)), une caractérisation naturelle d'une région de stabilité peut étre obtenue
a partir de :

S(V,c)={xpr €ER" V(xpr) < c }c>0 (13)

La région S(V/, c) est une région de stabilité asymptotique et est aussi un ensemble positivement
invariant : c'est-a-dire pour toute condition initiale x,r(0) € S(V,c), on a (dans le cas sans per-
turbation), xur(t, xpr(0)) € S(V, ) et xpr(t, xpr(0)) — 0 quand t — oo. Par ailleurs, ce type de



région permet aussi de caractériser la région dans laquelle les trajectoires du systéme bouclé restent
bornées en présence de perturbation (w # 0).

Comme précédemment mentionné, il peut étre compliqué de trouver une fonction de Lyapunov
adéquate. Dans ce qui suit, des fonctions quadratiques sont considérées, correspondant au cas ou
V(x) est définie comme :

V(be) = X;Pbe, avec P = lD—r >0 (14)

La région S(V/, c) est alors un ellipsoide que I'on redéfinit comme :
E(P,c) = {xpr € R™; x)ePxpr < ¢!} (15)

avec ¢ > 0.

2.3.2 Approximation de la saturation (condition de secteur généralisée)

Méme si la fonction saturation peut apparaitre comme une simple non-linéarité, son utilisation pour
construire des conditions constructives de stabilité et de performance nécessite d'utiliser des repré-
sentations plus appropriées a un traitement mathématique. Ces représentations sont généralement
des sur-approximations de la saturation et ne permettent donc que de construire des conditions suf-
fisantes pour les problémes a résoudre. Cependant, ces conditions suffisantes peuvent étre résolues
numériquement et permettent |'analyse effective du systéme bouclé, ou la synthese des controleurs.
On peut aussi montrer que ces conditions sont moins complexes numériquement que d’autres ap-
proches de la littérature, et peuvent étre moins conservatives. |l existe plusieurs représentations de
la fonction saturation. Dans cet article, la saturation est encapsulée dans une condition de secteur,
qui permet ensuite de traiter le probléme d’'analyse de stabilité comme un probléeme Lur’e [15]. Dans
sa version généralisée, elle est définie comme suit, avec ¢(.) la fonction zone morte introduite dans
I'équation (8).

Lemme : Si les vecteurs \; et A\, sont des éléments de I'ensemble S(A; — A2, up) = {A1 € R™; X\, €
R™: —ug = A1 — A2 X up}, alors la zone morte ¢(\1) vérifie I'inégalité :

(M) T(p(M1) +X2) <0 (16)

pour n'importe quelle matrice diagonale positive T € R™*™.

Exemple 2 : lllustration de la condition de secteur

Dans le cas du retour d'état, avec \; = Kx, 'application du lemme permet d'écrire que la
relation ¢(Kx)" T(p(Kx) + Gx) < 0 est vérifiée pourvu que I'état du procédé x appartienne a
I'ensemble polyhédral S(K — G, up) = {x € R"; —up = Kx — Gx =< up}, avec G une matrice
de la dimension de K, qui agit comme un degré de liberté sur le probléeme. Lorsque G = K,
la condition de secteur est vérifiée de maniére globale (dans tout R"), tel qu'illustré sur la fi-
gure 4(a). Autrement, la condition est vérifiée de maniére locale, tel qu'illustré sur la figure 4(b).

Comme cela a été mentionné dans la section 2.2 dans un contexte de stabilité, on retrouve pour la
condition de secteur présentée dans le lemme précédent, les notions de propriété globale et locale,
dépendantes de la condition initiale.
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Figure 4 — Modélisation de la zone morte : (a) dans un secteur global; (b) dans un secteur local

3 Architecture générale de I'anti-windup

3.1 Principe

L’idée de base de la synthése anti-windup est d'introduire une modification sur un contréleur concu
initialement sans tenir compte des saturations de |'actionneur afin de retrouver, autant que pos-
sible, le comportement et les performances du systéme bouclé non saturé. Cet article est dédié a la
synthése anti-windup pour des systémes linéaires (procédé et contrdleur) interconnectés au travers
d'actionneurs présentant des saturations, selon le schéma général présenté précédemment dans la
figure 1. Dans cette figure, le signal y. produit par le contrdleur est comparé au signal contraint par
I'actionneur appliqué en pratique au procédé. L'erreur entre ces deux signaux peut alors étre utilisée
pour modifier la stratégie de controle afin de mieux préserver la stabilité et les performances corres-
pondant au systéeme bouclé sans saturation. D'une certaine maniere, cela revient a « informer » le
contrdleur que ce n'est pas la valeur qu'il fournit qui est appliqué au systeme. Cela permet ainsi
d'éviter que le contrdleur accumule des demandes de plus en plus importantes d'action, alors que le
signal est saturé, en n'imaginant pas qu’elles ne sont pas réellement appliquées sur le systeme. Cette
architecture anti-windup manipulant I'erreur u — y, fait que le compensateur anti-windup n’est pas
activé lorsque la saturation n'est pas active, ce qui garantit que, dans la zone linéaire, le controleur
non contraint initial n'est pas modifié.

Nota : Il existe d'autres formes d'architectures anti-windup, telles celles basées sur des schémas de commande prédictive nommé « refe-
rence governors » qui n'entrent pas dans le cadre décrit dans cet article. Le lecteur intéressé pourra se reporter par exemple aux articles
[16] ou [17].

Le schéma de principe décrit dans la figure 1 est tres général et le procédé tout comme le controleur
non contraint peuvent tout a fait &tre non-linéaires. |l n’existe cependant pas de méthodes génériques
permettant de construire le compensateur anti-windup dans ce cas général, et cet article propose
des méthodes de synthéses basées sur une description linéaire du procédé et de son contréleur non
contraint. Le compensateur anti-windup agit sur le contrdleur non contraint comme une entrée
supplémentaire agissant sur la dynamique et/ou la sortie du contréleur, ce qui conduit a modifier
I'expression du contréleur (3) de la maniére suivante :

).<c - AcXc + Bcuc + BCWW + Vx

Ye = CcXc + Dcuc + Deyyw + Vy (17)
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Vx

avec le vecteur [ € R"TM correspondant a la sortie du compensateur anti-windup.

Vy
Dans son principe, le compensateur anti-windup utilise en entrée la différence entre le signal de
commande contraint (u) et non contraint (y.). Cela signifie que pour pouvoir étre appliqué en
pratique, ces deux signaux doivent étre accessibles. C'est effectivement le cas lorsque I'on considere
des saturations en position, le signal non contraint étant le résultat d'un calcul du bloc controleur
et le signal contraint étant le signal physique effectivement appliqué au procédé. Dans la section 6,
le cas de compensateur anti-windup venant compenser des saturations sur les dynamiques d'ordre
supérieur, telles que les saturations en vitesse, sera abordé, et cet aspect lié a |'accessibilité des
signaux sera discuté.

3.2 Architectures de compensateurs anti-windup

Différents types d'architectures anti-windup peuvent a présent étre introduites, permettant de gé-
nérer les signaux v, et v, a partir de la zone morte ¢(y.). La premiére architecture, appelée boucle
linéaire directe d’anti-windup (DLAW), consiste assez naturellement a construire un compen-
sateur dynamique linéaire sous la forme :

).(aw - Aanaw"' Bawqb()/c)
l Y 1 - C.anaW + Daw¢(yc)

vy

(18)

avec |'état interne x,, € R". La synthése du compensateur consiste dans ce cas a calculer les
matrices A.n, Baw »Caw, Day, de dimensions appropriées.

Le compensateur anti-windup statique est un cas particulier de cette structure pour lequel n,, = 0.
Il s'écrit directement sous la forme :

Vy

[ " ] S [ Do ] B(ye) = Dawo(yc) (19)

Différents cas de figure peuvent ensuite étre envisagés selon que |'anti-windup est prévu pour agir
sur la dynamique et/ou sur la sortie du contrdleur non contraint.

Une deuxiéme architecture suit une stratégie différente en considérant la dynamique du compensateur
anti-windup comme une copie du procédé. Cette architecture, appelée boucle d’anti-windup basée
sur une copie du modele (MRAW), s'exprime sous la forme :

)-(aw = Apxaw + Bpu(sat(yc) — Ye + Vy)

Vx = Bc (CanW + Dpu(sat(yc) —Yet VY)) (20)

Dans cette stratégie, c'est le signal v, qui doit &tre calculé lors de la synthese du compensateur
anti-windup. L'avantage de cette stratégie basée sur une copie du modele est que le compensateur
(20) traduit la part de la réponse du procédé manquante dans le systéme bouclé du fait des effets
de la saturation. Indépendamment de la sélection de v,, le systéme bouclé avec (2), (17) et (20)
est tel que x, + x5, coincide toujours avec la réponse du systéme sans contrainte, de maniere a ce
qu’en amenant x,, a 0, on force le procédé x, a retrouver la réponse non contrainte. Ceci permet
de prouver la stabilité et les performances en utilisant les ingrédients des systemes en cascades et
a deux avantages principaux : Al) le contrdleur (17) n'a pas besoin d'étre linéaire et A2) le signal
v, peut étre non-linéaire. Son principal inconvénient est par contre qu'il s'agit nécessairement d'un
anti-windup dynamique et que son ordre est fixé (égal a celui du systéme). Des détails sur cette
stratégie sont donnés dans [10] et [9].
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3.3 Formulation des problémes

Quelle que soit I'architecture envisagée pour le compensateur anti-windup, I'objectif de la synthése
est de traiter de problémes de stabilité et/ou de performance. Différents types de problémes de
synthese anti-windup peuvent ainsi étre définis :

PB1 Stabilité
PB1-A — pour w = 0, maximiser la région de stabilité asymptotique;

PB1-B — pour w € W, maximiser le domaine de conditions initiales admissibles pour les-
quelles les trajectoires restent bornées.

PB2 Performance

PB2-A — maximiser I'ensemble de perturbations VW pour lesquelles les trajectoires restent
bornées ;

PB2-B — minimiser I'effet de |la perturbation w sur la sortie de performance z.

Par la suite, les ensembles d'état admissibles (région de stabilité asymptotique ou de conditions
initiales) sont considérés de forme ellipsoidale, définis sous la forme :

X =8Q 1) ={xeR"x"Q'x<5"} (21)

avec 0 > 0 et n la dimension de I'état augmenté du systeme bouclé, incluant les dynamiques du
procédé, du contréleur, des actionneurs et du compensateur anti-windup. De méme, les ensembles
de perturbations W sont tels que définis dans I'équation (4), avec R = I,. Enfin, un critére repré-
sentant I'effet de la perturbation sur la sortie z est donné par le gain £, entre w et z.

L’optimisation des régions X; peut se faire
— en maximisant la trace de Q,

— en minimisant le trace de Q! :
min trace(M,) (22)

sous les contraintes

M, I,
Inq Q]>0; Mg =M, >0, (23)

— en minimisant un scalaire 3 tel que %50 C Ap, avec & un ensemble préformé (ou défini a
partir de directions privilégiées) défini par ses n, sommets v,, r=1---n, :

min (3 (24)

B

v 0 >0, r=1---n, (25)

sous les contraintes [

De maniére similaire, |'optimisation de I'ensemble de perturbation WV se fait en minimisant 4, et
pour le cas ou le niveau de perturbation ¢ est fourni, |'optimisation de la performance de rejet de
perturbation s'exprime au travers du gain L, entre les signaux w et z, donné par le scalaire /7 tel
que :

/O°° 2(6)T2(t) dt < 7/000 w(t)Tw(t) dt

Les problemes ci-dessus sont définis de maniére locale mais, dans la mesure ou le systéeme est
asymptotiquement stable en boucle ouverte, ils peuvent dans certains cas étre résolus de maniére
globale. Par ailleurs, dans la pratique, ces différents problemes d'optimisation sont généralement
mixés, et des critéres multi-objectifs doivent étre envisagés.
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4 Réglage de correcteurs anti-windup

Dans cet article, le focus est mis sur I'anti-windup statique, décrit brievement dans la section 3.2,
et correspondant a la stratégie DLAW. Ce cas statique est en fait un cas particulier de I'anti-windup
dynamique, mais présentant deux avantages majeurs :

— il est simple a mettre en oeuvre, la modification du contréleur nominal se traduisant par un
simple gain supplémentaire, sans intégration d'un modele dynamique supplémentaire;

— la synthése du correcteur anti-windup s'exprime sous la forme d'inégalités matricielles linéaires,
faciles a résoudre numériquement.

Enfin, du fait de sa simplicité structurelle, un réglage heuristique peut étre envisagé dans des cas
simples, comme cela sera discuté dans la section 4.2.

4.1 Réglage d’anti-windup statique

A partir de I'expression du compensateur DLAW, rappelée ci-dessous :

[VX] = [ggx ] o) = Dawd(ye) (26)

vy

le systéme bouclé s'écrit sous la forme générique suivante.

Forme générique du systeme bouclé avec anti-windup DLAW statique

xpf = Axpr + (Bs+ B,Daw)d(ye) +Bow
Ye = nybf + (Dy¢ + DvyDaw)¢(YC) + Dwa (27)
z = szbf + (Dz¢ + szDaW)¢(yc) + DZWW

avec
BuA 1[0 I |

BDpuDN[ O hy [+ [ o O]
Dy =070 I,
Duz = DA [ 0 Iy |

B, =

et les autres matrices détaillées dans (10). En considérant une fonction de Lyapunov quadratique
V(xpr) = xcQ 1xpr et la condition de secteur généralisée (16), on peut construire I'algorithme
suivant (solution locale) :

Algorithme de synthése DLAW statique
Etape 1 : trouver une matrice @ symétrique définie positive, une matrice diagonale S définie positive,
des matrices Z et E de dimensions appropriées et un scalaire -, solutions du probleme d'optimisation :

min CS(X()? W7 7) (28)
[ QAT +AQ B,S + B, E — QC; -7 B, QC]
* —25-D,4S — 5D;¢ - D, E — ETDVTy -D,, S]DZT¢ +E'D), <0 (29)
* * —1, D],
i * * * —vl
' Q Z(7) c
| 5“(2)(,') >0,i=1,...,m (30)

Etape 2 : Extraire le compensateur anti-windup statique D,, = ES™!.
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Quand w = 0, I'ellipsoide £(Q™1, ) est une région de stabilité asymptotique pour le systéme sa-
turé (27), et, quand w # 0, appartenant a I'ensemble W (avec R = 1), les trajectoires issues
de xpr(0) = O restent bornées dans £(Q*,0) avec le gain £, entre w et z égal a \/7. Le critére
d'optimisation Cs(Xp, W, ) est fixé, de méme que les conditions supplémentaires associées, comme
cela a été défini dans la section 3.3.

Le probléme de synthese DLAW statique peut étre directement étendu au cas global en fixant Z = 0,
lorsque la boucle ouverte est asymptotiquement stable (c'est-a-dire si la matrice A, est Hurwitz.
Voir aussi la section 2.2). Dans ce cas, les trajectoires restent bornées pour toute perturbation £,
bornée et pour toute condition initiale xpr(0), et la norme de z(t) est telle que

/0 2(t) T 2(t) dt < ’y/ £) dt + 7xp¢(0) T Q Lxpr(0), YT > 0

Nota : D'un point de vue pratique, il peut étre nécessaire, dans certains cas, de rajouter des conditionnements sur les variables, en
particulier sur les composantes du gain anti-windup. Ceci peut se faire en rajoutant une condition de la forme :

oS53,y Eg.i) _ o
[EU,:') S(i,i) >0 =l m, j=1enelm)

avec /o la valeur absolue maximum pour chaque composante du gain D,, (ou au moins de la partie agissant sur la dynamique du
contrdleur).

4.2 Réglage heuristique dans le cas SISO

Dans le cas simple d'un procédé mono-entrée mono-sortie (SISO en anglais) interconnecté avec
un régulateur PID, la synthese d'un compensateur anti-windup statique s'apparente au réglage
d'un simple paramétre (gain scalaire). Typiquement, si on considére un anti-windup agissant sur
I'intégrateur, cela revient a rajouter un quatriéme parametre a régler, en plus des classiques gain
proportionnel K, et coefficients temps intégral T; et temps dérivatif T, [R7416], [18]. On considere
une structure classique de PID, telle que décrite dans [R7416], de la forme :

de
Ye p<e—|— / dT—|— Tddt)

avec e le signal d'erreur entre une entrée de référence et la sortie du procédé (de dimension 1).
On ajoute le terme anti-windup en entrée de I'intégrateur pour obtenir la structure du contréleur
PID+AW donnée dans la figure 5, avec K; = =, Ky = K, T,4. L'action anti-windup est fournie par
le produit du gain D, avec le signal d'écart entre la sortie du contréleur y, et I'entrée u, = sat(y.)
effectivement transmise au procédé a controdler.

Bien siir, ce réglage heuristique ne garantit pas a priori de performance sur le systeme, mais permet
trés souvent de traiter, au moins dans un premier temps, un probléeme de stabilité lié a la présence
d'une saturation d'actionneur. Ceci sera illustré dans la section 5.2.

5 llustrations

5.1 Exemple de synthése d’un correcteur anti-windup

Un modele simplifié de la dynamique d'un hélicoptére dans le plan vertical permet d'illustrer la
synthese et I'effet d'un anti-windup sur le comportement dynamique du systéme. Ce modeéle a été
décrit dans [19] par le passé et utilisé plus récemment dans [20] en tenant compte des saturations
des actionneurs (en position et vitesse). Il comporte quatre variables d'état relatives a la vitesse
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Figure 5 — Structure d'un PID avec action anti-windup

horizontale, a la vitesse verticale, a la vitesse d'inclinaison et a I'angle de tangage (ou d'inclinaison)
et deux entrées de commandes : la commande de pas collectif et la commande cyclique longitudinale.
La dynamique est considérée de maniére approximative, comme invariante dans le temps, et |'effet
des variations de vitesse sur la dynamique de la vitesse d'inclinaison est traduite par le biais d'une
perturbation additive. Le modele numérique ainsi obtenu, instable, est donné par :

—0.0366  0.0271  0.0188 —0.4555 0.4422 0.1761 0

A — 0.0482 —1.0100 0.0024 —4.0208 B _ 3.0447 —7.5922 B _ 0
P 0.1002  0.2855 —0.7070  1.3230 |’ ™ —5.5200  4.4900 |’ TP* 1
0 0 1.0000 0 0 0 0

0010
CP‘[0001

Un controleur par défaut est construit pour ce systéme a partir de la commande place de Matlab,
utilisée pour construire un gain de retour d'état K et un gain d'observation L, de la forme :

],sz[o 001

K

_|—4.7374 —0.1737 1.0193 3.7840 [T — 349.3546 —36.4590 8.2464 1.0000
~ | —3.6941 —0.0934 0.5445 2.2728|’ ~ | —0.4555 —4.0208 1.3230 3.0000

permettant de former les matrices du contréleur dynamique sous la forme : A. = A, + B,,K — LG,
B., = L et C. = K. Les matrices des systémes (2) et (3) non explicitement définies ci-dessus sont
des matrices nulles de dimension appropriée.

Nota : L'analyse et la synthése des correcteurs anti-windup est obtenue en utilisant les fonctions psatal.m et psatsl.m de la boite a
outil SATAW-Tool disponible a I'adresse : http://homepages.laas.fr/queinnec/sataw-tool.html.

Dans un premier temps, le systéme est considéré sans perturbation (6 = 0) et le probleme de
synthése anti-windup consiste a optimiser la région de stabilité asymptotique Xy en maximisant la
matrice . Ce probléme est résolu en construisant un anti-windup statique n'agissant que sur la
dynamique du contrdleur (en imposant donc DY, = 0). On obtient dans ce cas :

~8.3050 —6.1120
. | 46425 —6.9065
Daw =1 _55608 44622 (31)

—8.8929 —4.2391
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La figure 6 illustre I'effet sur la taille du domaine de stabilité de I'ajout d'un simple anti-windup
statique appliqué sur la dynamique du contrdleur (la figure présente la projection de I'ensemble dans
les quatre états du systéme hélicoptére, pour un état du contrleur égal a zéro). La figure 7 illustre
la réponse du systéme en boucle fermée, sans anti-windup (a gauche) et avec anti-windup (a droite),
pour le systéme initialisé en x,(0) = [0 2.9 0 —2.9]", x(0) = 0. Cette condition initiale appartient
au domaine de stabilité obtenu avec le correcteur anti-windup, et n'appartient pas au domaine de
stabilité du systeme sans anti-windup.

10— = - 0.5 S
(] N ~ N ~ -~ o -~ - - )
g 0 NS g 0 - & -
~ -~ ~ \ - - - -
-10 ~ =) 05
-40 -20 1} 20 40 -40 -20 0 20 40
&y €Ty
50 0.5
—— 3 e - T - Il
— - - -
R ~ < _ A
-50 05 =
-40 -20 0 20 40 -10 -5 0 5 10
ry T2
50 50
¢~ TT Tt - - - - T T =
-50 -50
-10 -5 0 5 10 04 02 0 0.2 0.4
To €3

Figure 6 — lllustration : domaines de stabilité pour le systéme bouclé sans (trait continu bleus) et
avec (tirets rouges) correcteur anti-windup.
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Figure 7 — lllustration : Trajectoires du systeme bouclé sans (figures de gauche) et avec (figures de

droite) correcteur anti-windup. Les figures du haut représentent la sortie y,, celles du
bas I'entrée saturée u,, pour le systéme initialisé en x,(0) =[0 2.9 0 —2.9],
x.(0) =0.
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Le systéme est a présent soumis a une perturbation dont la borne est donnée par o = 20. C'est par
exemple le cas si I'on applique un échelon unitaire pendant 0.05 secondes. Les conditions données
dans l'algorithme peuvent étre utilisées pour la synthese, telles qu'elles sont présentées, ou pour
I'analyse, en remplacant dans la condition (29) la matrice E par le produit D,, S, avec D,, donné.
Dans le cas sans anti-windup (D,,, = 0), le probléme de minimisation du gain £, n'est pas faisable.
X
A l'inverse, il est possible de vérifier que pour le correcteur D,, = [ DSW ] avec D}, donné dans
(31), le probléeme est faisable et le gain £, est donné par : /5 = 15.7892. Il est possible aussi de
faire la synthése d'un nouveau gain anti-windup, mais sans que cela change fondamentalement le
résultat. La figure 8 illustre la réponse du systeme en boucle fermée, sans anti-windup (a gauche)
et avec anti-windup (a droite), pour le systéme, initialement au repos, subissant une perturbation
unitaire pendant 0.05s a t = 1. Comme dans le cas précédent, le systéme sans anti-windup diverge,
tandis que les trajectoires du systéme avec anti-windup restent bornées et convergent vers |'origine
lorsque la perturbation devient nulle.
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Figure 8 — lllustration : Trajectoires du systeme bouclé sans (figures de gauche) et avec (figures de
droite) correcteur anti-windup. Les figures du haut représentent la sortie y,, celles du
bas |'entrée saturée u, pour le systeme, initialement au repos, subissant une
perturbation unitaire pendant 0.05s a t = 1.

5.2 Evaluation expérimentale d’un anti-windup statique pour un systéme
monovariable

L'objectif de cet exemple est d'illustrer le réglage empirique d'un correcteur anti-windup sur un
démonstrateur réel. Il s'agit du démonstrateur hélicoptére de Quanser [21] pour lequel un contrdleur
de type PID en cascade est déja opérationnel. L'hélicoptere est commandé en élévation par un PID
reliant la mesure (et sa dérivée) de I'angle d'élévation a la commande u, correspondant a la somme
des forces appliquées sur les moteurs. L'hélicoptere est aussi commandé en voyage par deux PID
en cascade. Le premier PID utilise en entrée I'erreur sur I'angle de voyage et renvoie en sortie une
référence pour I'angle de tangage (angle formé entre le plan formé par la plate-forme supportant les
deux hélices et le plan horizontal) qui est utilisée en entrée du second PID. Le schéma simplifié de
I'installation est illustré sur la figure 9, dans laquelle est mise en évidence la saturation sur laquelle
on va appliquer une correction anti-windup.

En utilisant la notation de la figure 5, le contréleur PID4+AW de voyage est donné par :

K,=35 K =1 Ky=5 D, =-125
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Figure 9 — Structure du contréleur PID en cascade avec action anti-windup

Une expérience est réalisée en utilisant I'itinéraire suivant : pour I'hélicoptere initialement au repos
(angles égaux a 0), a t = 0, la consigne d'élévation est fixée a 8.5 degrés. A t = 10 secondes,
la consigne sur le voyage est fixée a -90 degrés, qui améne I'hélicoptére a proximité d'un mur
provoquant des turbulences importantes en interférant avec le déplacement d’air provoqué par les
pales de I'hélicoptere. A t = 50, la consigne de voyage est remise a 0, ce qui ramene |'hélicoptere
dans une zone moins perturbée. Puis, a t = 80, un coup est donné manuellement sur la plate-forme
supportant |'une des hélices afin d'engendrer une perturbation. L'expérimentation est arrétée ensuite
au bout de 2 minutes.

Les figures 10 et 12 illustrent I'évolution de la référence (en tiret) et de I'angle de voyage pour les
cas sans et avec anti-windup, respectivement. Les figures 11 et 13 illustrent la sortie saturée et non
saturée du controleur de voyage, toujours pour les cas sans et avec anti-windup.

40

angle de voyage (deg)

-120
0 20 40 60 80 100 120

temps (s)

Figure 10 — Cas sans anti-windup - Evolution de la consigne en voyage et de la réponse de |'angle
associée

Ces figures mettent en évidence I'efficacité de I'action anti-windup rajoutée dans le schéma de
contréle initial. Pour compléter, d'autres expériences ont été réalisées en faisant varier le gain anti-
windup entre -0.75 et -2, tout en gardant la méme efficacité pour ramener le systeme a I'équilibre.
Enfin, d'autres expériences ont été réalisées pour des consignes d'élévation plus élevées (9 et 9.5),
pour lesquelles la stabilité est aussi récupérée, mais au bout d'un temps d’oscillation plus long.
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Figure 11 — Cas sans anti-windup - Evolution des sorties saturées et non saturées du contrdleur
PID de voyage
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Figure 12 — Cas avec anti-windup - Evolution de la consigne en voyage et de la réponse de |'angle
associée
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Figure 13 — Cas avec anti-windup - Evolution des sorties saturées et non saturées du contréleur
PID de voyage

Comme cela est commenté dans la section 4.2, il n'est pas possible d'établir a priori le domaine de
fonctionnement (les trajectoires de références et/ou les perturbations autorisées), mais on peut au
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moins constater que le réglage du gain anti-windup est assez facile (grande plage de gain acceptable).
De méme, cet exemple illustre |'extension du domaine de fonctionnement en terme de I'élévation
autorisée (8 degrés au maximum pour le cas sans anti-windup, et jusqu'a 9.5 degré pour le gain
anti-windup sélectionné).

6 Extensions

Dans cet article, nous n'avons présenté que la synthése de contrbleur anti-windup statique. La syn-
thése d'anti-windup dynamiques tels que décrits dans les équations (18) et (20) suit un schéma
similaire a celui proposé pour le cas statique. Les conditions théoriques et les algorithmes permet-
tant d'obtenir les solutions numériques sont détaillés dans [9], [10].

La brique de base pour construire un compensateur anti-windup sur laquelle est focalisé |'article
est la saturation en amplitude. Cependant dans la pratique (par exemple en aéronautique [6]) des
actionneurs plus complexes sont a prendre en compte : ils peuvent étre constitués de saturations
imbriquées mélant saturation en amplitude et en vitesse, par exemple, ou également des satu-
rations dynamiques (dans le cas des lanceurs par exemple [22]). Le dénominateur saturation en
vitesse regroupe plusieurs modéles dynamiques qui dépendent du phénomene physique étudié [23].
Les conditions présentées dans cet article peuvent étre facilement étendues a ces cas plus complexes.

Parler de saturation en entrée ne doit pas faire oublier la présence de limitation sur la sortie, et
donc la nécessité de tenir compte de capteurs non-linéaires. C'est par exemple le cas pour certains
systémes flexibles [24]. La prise en compte de saturation en sortie et la synthése de compensateurs
anti-windup est un probléme compliqué car le capteur ne donne accés qu'a la fonction saturée et pas
a son argument, ceci nécessitant de devoir le reconstruire. Ce probléeme est donc encore largement
ouvert car les solutions proposées restent conservatives [25], [26].

Au-dela de I'environnement "systémes linéaires soumis a une non-linéarité isolée" qui permet |'ap-
proximation d'une large classe de systémes non-linéaires, il est bien évidemment pertinent de consi-
dérer la synthese de compensateurs anti-windup pour des systemes non-linéaires plus généraux, par
exemple décrits par des équations polynomiales ou rationnelles. Il est clair alors que la technique
MRAW évoquée dans le paragraphe 3.2 apparait comme une piste intéressante. Méme si des articles
sont parus dans ce domaine [27], cette thématique attire beaucoup de chercheurs actuellement car
ouvre sur de nouvelles architectures.

Enfin, I'approche anti-windup peut étre mise en ceuvre d'une maniere non standard, c'est-a-dire
en s'inspirant de son formalisme, mais pour aborder d'autres types de limitations, telles que, en
particulier, des non-linéarités dynamiques comme le backlash [28].

Conclusion

Cet article a abordé la synthése d'anti-windup statique qui consiste a modifier le contrdleur préalable-
ment synthétisé uniquement quand la saturation de I'actionneur est active. Les méthodes proposées
s'appuient sur |'utilisation de conditions de secteurs afin d'encapsuler la fonction saturation et de
fonctions de Lyapunov quadratiques. Ceci permet d'exprimer les conditions de stabilité et de perfor-
mances par des inégalités matricielles linéaires.

Les perturbations considérées étaient de type bornées en énergie. Des algorithmes similaires pour-
raient étre développés pour traiter des perturbations bornées en amplitude. Par ailleurs cet article
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considere le cas de la régulation (stabilité de I'origine) et il est clair que le probleme de poursuite est
fondamental dans beaucoup d'applications. Les perturbations bornées en amplitude peuvent ainsi
étre utilisées pour représenter des changements de consigne. Plus généralement, des techniques de
synthese anti-windup sont déja disponibles dans ce contexte dans la littérature, mais mériteraient
d’'étre améliorées et unifiées afin d’avoir un meilleur impact sur les applications.

Enfin I'approche proposée considére le cas ou la saturation est symétrique (voir la section 2). Les
évolutions nécessaires dans le futur devront étre capables de proposer des conditions non conserva-
tives, et les plus génériques possibles, dans le cas de saturations non symétriques (contrastant avec
celles disponibles dans la littérature actuellement).

Sigles, notations et symboles

Symbole Description

R" ensemble des vecteurs réels de dimension n

grxm ensemble des matrices réelles de dimension n x m

x A" transposée du vecteur x, de la matrice A

He(A) A+ A" (avec A matrice réelle de dimension n x n)

A >0 (resp. < 0) matrice A symétrique et définie positive (resp. négative)

det(A) déterminant de la matrice A (avec A matrice réelle de
dimension n X n)

Im matrice identité de dimension m (I'indice est parfois omis
pour simplifier les notations)

* permet de décrire les blocs symétriques de maniere concise

X(i) i élément du vecteur x e R", i=1,--- 'n

Xy inégalité élément par élément, c'est-a-dire, pour 2 vec-
teurs de R", X(i < i) i = 1,---.n

X pour un vecteur, dérivée en fonction du temps. Méme
notation pour une fonction
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