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Introduction générale

Le 7 décembre 1961, la NASA annongait le lancement du projet spatial GEMINI qui devait démontrer
la faisabilité du rendez-vous en orbite piloté manuellement. Historiquement, ce lancement a été décidé
aprés les projets emblématiques MERCURY (premier vol spatial pour un Américain) et APPOLO. L’agence
américaine s’était en effet rendu compte de ’aspect crucial que revétait le rendez-vous orbital dans la
réussite de la mission APPOLO qui devait emmener les étres humains sur la Lune.

Le principe du rendez-vous orbital a émergé dans les ceuvres de K. Lasswitz [90] et K. Tsiolkovski
[138] & la fin du XIX™€ siécle. Selon eux, une escale pour ravitaillement était nécessaire pour permettre
le voyage interplanétaire & moindre cotit. Cette escale impliquait une station orbitale pour 'accueil des
véhicules spatiaux. La problématique du rendez-vous orbital est ainsi née de ce besoin. Elle fut promue
par les sociétés savantes Verein fiir Raumschiffahrt (Association pour les voyages dans l'espace) et la
British Interplanetary Society dans la période de I'entre-deux-guerres. Le probléme de rendez-vous orbi-
tal est officiellement reconnu comme un probléme scientifique pertinent pour ’exploration spatiale lors
du second congrés d’astronautique organisé & Londres en 1951 sous I’égide de la British Interplanetary
Society. Dés lors, il fait 'objet de nombreux travaux scientifiques.

Une mission de rendez-vous réalise la jonction entre deux véhicules orbitaux a partir de leurs position
et vitesse initiales en temps libre ou fixé. La premiére hypothése est de considérer qu’un seul des deux
véhicules posséde les moyens de se mouvoir. Ce véhicule sera appelé tout au long de ce manuscrit,
satellite chasseur. L’autre satellite évolue librement sur son orbite et est nommé satellite cible. Il servira
notamment d’origine pour le repére local. Une mission compléte de rendez-vous comporte différentes
phases [57] :

a. La phase de lancement correspond a l'injection sur le plan orbital de la cible et & 'obtention de
conditions orbitales stables.

b. Le phasage en navigation absolue télé opérée permet la réduction de I’angle de phase orbital entre
la cible et le chasseur. Cette phase se termine avec ’acquisition de la cible par le chasseur. Cette
visibilité entre les satellites permet ainsi une navigation relative.

c. La phase de rendez-vous s’effectue en navigation relative. Cette phase se termine quand le chasseur
a atteint les conditions terminales fixées en position et vitesse en proximité de la cible.

d. Les opérations de proximité consistent & survoler la cible ou & procéder & des approches contraintes
dans un voisinage proche (quelques dizaines de métres).
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e. L’opération de capture traduit la manceuvre dans les derniers métres. Cette phase reste exécutée
manuellement pour les missions humaines.

Dans les études que nous avons menées, nous nous sommes concentrés sur la phase de rendez-vous en
navigation relative et les opérations de proximité. Nous engloberons ces deux phases dans le terme de
rendez-vous orbital.

Le rendez-vous orbital s’étudie dans le contexte local (rapport au véhicule cible) et non inertiel (rap-
port au centre de la Terre), exploitant ainsi la navigation relative. Dans ce contexte, le mouvement du
satellite chasseur observé depuis la cible est appelé mouvement relatif. Sauf indications contraires, nous
considérons que le véhicule chasseur est ma par des propulseurs & ergols chimiques. Les systémes propul-
sifs spatiaux se caractérisant par 1'éjection de matiére (du gaz dans le cas de la propulsion chimique), le
principe physique de conservation de la quantité de mouvement du systéme satellite/combustible nous
indique que la poussée transmise a ’engin spatial est une réaction a I’éjection de matiére [I38]. Les sys-
témes de propulsion chimique fonctionnent par la combustion d’un carburant, appelé propergol ou ergol,
qui crée un gaz a pression et température élevée. Ce gaz est ensuite éjecté par une tuyére convergente
puis divergente afin d’augmenter la vitesse et la pression en sortie de tuyére. Le débit massique de ce
type de tuyeére étant important, les poussées développées le sont aussi. En contrepartie, ce type de pro-
pulsion ne peut étre activé que sur de courts intervalles de temps sous peine de vider rapidement les
réserves d’ergol et ainsi d’amener le véhicule en fin de vie. Si ces temps d’activation sont trés petits de-
vant la période de révolution orbitale, les poussées fortes permettent toutefois une évolution significative
de la vitesse durant ces intervalles. La grande différence d’échelle entre la dynamique orbitale et celle
de la vitesse nous améne & considérer que la propulsion chimique provoque des sauts de vitesse lorsque
I’on s’intéresse au mouvement orbital. Selon cette hypothése, la commande peut étre modélisée par des
fonctions de Dirac localisées en certains instants. Nous verrons plus tard dans ce manuscrit que cette
hypothése est corroborée mathématiquement lorsque I'optimalité en consommation d’ergol est recherchée.

Dans ce manuscrit, le probléme de guidage en rendez-vous consiste & déterminer la loi de com-
mande impulsionnelle, c.-a-d. écrite comme une combinaison linéaire de fonctions de Dirac, et optimale
en consommation permettant au chasseur de rallier une position et une vitesse finales a partir de condi-
tions initiales en temps fixé.

Le rendez-vous orbital est une thématique de recherche du LAAS-CNRS depuis 2007. Elle s’est maté-
rialisée par un premier projet de Recherches & Technologies (R&T) sous la convention CNES 71372/00
entre 2007 et 2009. Cette action tripartite a impliqué le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES), le
commanditaire, et les co-contractants, AIRBUS Defense & Space (anciennement Astrium) et le LAAS-
CNRS représenté par Denis Arzelier et Alain Théron. Parallélement a ce projet de R&T, la thése de
Mounir Kara-Zaitri fut encadrée par D. Arzelier et A. Théron. Ces deux actions complémentaires com-
portaient deux volets : la modélisation du mouvement relatif et le guidage de ce mouvement. J’ai intégré la
thématique de recherche sur le volet guidage dés ma prise de fonction en 2008. De plus, j’ai participé mar-
ginalement a ’encadrement des travaux de thése de M. Kara-Zaitri. Plusieurs actions de R&T impliquant
les mémes acteurs ont suivi. Elles se sont focalisées sur le probléme de guidage et les outils nécessaires a
sa résolution : (i) Etude Métier (convention CNES 104057/00) sur les algorithmes d’optimisation linéaire
en vue de embarcation (2011), (ii) Projet R&T (convention CNES 104148/00) sur les algorithmes de
résolution optimale et robuste (2010-2013), (iii) Projet R&T (convention CNES 130841/00) sur les opé-
rations de proximité et le mouvement relatif en 6 degrés de liberté (2013-2015). Ces actions ont permis
de travailler sur des problématiques industrielles dont nous souhaitons montrer 'intérét scientifique dans
ce manuscrit. En paralléle & ces projets, plusieurs théses ont été cofinancées par le CNES et un tiers
industriel ou institutionnel. A la suite des travaux de M. Kara-Zaitri, Georgia Deaconu a ainsi travaillé
sur la problématique du rendez-vous sous contrainte et la commande prédictive lors de sa thése entre
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2010 et 2013. J’ai personnellement encadré cette thése en demandant une dérogation d’encadrement a
mon université. Alain Théron, professeur agrégé en poste au lycée Fermat de Toulouse, a participé a cet
encadrement sur son temps libre. Deux théses supplémentaires, soutenues par une convention de cofinan-
cement CNES, ont démarré en 2013 et 2014. Toutes deux sont encadrées par Denis Arzelier et moi-méme.
La premiére, menée par Laura Sofia Urbina-Iglesias, porte sur le couplage des mouvements relatifs en
translation et rotation et les méthodes de guidage et controle pour les manceuvres de proximité. Clément
Gazzino bénéficie de la seconde bourse de thése. Son sujet de recherche porte sur le maintien & poste
des satellites de télécommunication en orbite géostationnaire avec une propulsion électrique. Enfin, Paulo
Arantes-Gilz a démarré en 2015 une thése soutenue par le projet ANR FASTRelax sur la thématique des
algorithmes de commande prédictive et leur certification numérique. Cette thése est encadrée par Mioara
Joldes et moi-méme. Ainsi, une majorité des travaux présentés dans ce manuscrit ont bénéficié du soutien
financier d’actions menées en partenariat avec le CNES. Par ailleurs, la thématique du rendez-vous orbi-
tal au LAAS ne se limite pas aux actions citées précédemment. Les problématiques du calcul de risque
de collision en orbite et des manceuvres d’évitement sont ainsi actuellement étudiées. Une thése dans un
cadre de financement équivalent a été soutenue et des actions de R&T impliquant Denis Arzelier, Mioara
Joldes, Jean Bernard Lasserre et Aude Rondepierre sont en cours.

Le probléme de guidage en rendez-vous orbital énoncé plus haut est décrit comme un probléme de
commande optimale. Dans le contexte des phases de rendez-vous en navigation relative et des opérations
de proximité, le mouvement relatif est astreint & satisfaire un ensemble de conditions d’ordre technolo-
gique. Parmi ces contraintes, nous pouvons citer les limites physiques des propulseurs, les conditions de
visibilité entre véhicules et les contraintes de sécurité (notamment 1’évitement de collision). Il faut aussi
envisager la possibilité d’erreur dans la chaine de navigation ou de propulsion. Tenant compte de toutes
ces conditions, le probléme de rendez-vous requiert la résolution d’un probléme de commande optimale
sous contraintes sur la commande et 1’état.

La résolution du probléme de commande optimale peut étre abordée suivant deux grandes classes
complémentaires de méthodes : les méthodes indirectes et les méthodes directes.

La littérature oppose souvent ces deux classes de méthodes [136]. Les méthodes indirectes permettent
de caractériser la solution optimale et offrent des stratégies de calcul de celle-ci. En contrepartie, les
conditions d’optimalité deviennent difficilement exploitables lorsque des contraintes doivent étre appli-
quées (notamment sur I’état). A 'opposé, les méthodes directes prennent les contraintes sur I'état et
la commande plus facilement en considération, mais ne fournissent qu'une approximation de la solution
optimale.

Dans le contexte du guidage impulsionnel en rendez-vous, les méthodes indirectes sont essentiellement
employées pour résoudre le probléme de rendez-vous sans contraintes. Précisons que nous entendons par
«méthode indirecte» toute méthode qui résout le probléme par I’étude d’un signal annexe puis reconstruit
la commande optimale & partir de cette information. La résolution de ce type de probléme peut alors
passer par l'écriture et ’exploitation de conditions d’optimalité (application du calcul variationnel et du
principe du maximum de Pontryagin) ou par le transport du probléme par isomorphismes successifs et
dualité vers un probléme d’optimisation semi-infinie.

Les méthodes directes transforment, quant & elles, le probléme initial en un probléme d’optimisation
statique par le biais d’une paramétrisation et/ou d’une discrétisation. En d’autres termes, les méthodes
directes aboutissent & des problémes approchant le probléme initial et dont les solutions sont sous-
optimales. Elles seront ainsi employées pour prendre en compte les contraintes sur la commande et I’état
citées plus haut. Nous prendrons toutefois soin, dans les méthodes développées, de nous assurer que les
solutions obtenues satisfont les contraintes initiales.

Le manuscrit couvre essentiellement les travaux réalisés lors des projets de R&T cités précédemment
ainsi que les résultats des théses de M. Kara-Zaitri et G. Deaconu. Il se concentre donc sur la résolution
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du probléme de commande optimale et impulsionnelle avec et sans contraintes.

Apreés avoir présenté le probléme de rendez-vous orbital comme un probléme de commande optimale
(chapitre 7 nous consacrerons le chapitre [2[ au probléme de rendez-vous sans contraintes résolu par des
méthodes indirectes. Puis, aprés avoir introduit le principe et exposé la démarche des méthodes directes
pour le rendez-vous en considérant des bornes sur les actionneurs, le chapitre |3| propose une comparaison
entre les résultats obtenus par une méthode directe et une méthode indirecte issue du chapitre 2] Nous
aborderons ensuite la problématique de la robustesse du plan de guidage vis-a-vis des erreurs de navigation
et d’actionnement des propulseurs dans le chapitre [l Le terme de robustesse est entendu ici au sens de
I'insensibilisation des plans de guidage. Nous chercherons a répondre a la question suivante : existe-t-il
un plan permettant la moindre dispersion des états finaux sous incertitudes ou erreurs ? Dans le chapitre
nous proposerons un algorithme qui permet de calculer un plan de guidage et la trajectoire associée
respectant formellement des contraintes linéaires sur 1’état. Rappelons que les techniques de discrétisation
usuelles dans le champ des méthodes directes ne permettent pas le respect formel des contraintes.

Nous conclurons finalement par un état des travaux en cours (essentiellement les théses en cours de
L.S. Urbina, C. Gazzino et P. Arantes-Gilz) et des perspectives de recherche & moyen et long termes.



CHAPITRE 1

Formalisation du probléme de rendez-vous orbital

Le probléme de rendez-vous spatial consiste essentiellement & calculer les profils de trajectoires d’état
et de commande qui permettent de relier une position relative & vitesse donnée & partir d’un état relatif
de départ.

Ces trajectoires relatives satisfont la dynamique relative linéarisée décrite par une équation différentielle
linéaire de premier ordre (cf. ’annexe |B)) :

dX(t) <. s _

di) = A(t)X(t) + B(t)u(t). (1.1)
X € RO est I’état relatif du chasseur par rapport a la cible et le signal de commande % € R? représente
la poussée rapportée & la masse du véhicule,

(1)
u(t) = 1.2
) = ) (12
ou la fonction F(t) = [F,, F,, F.]T € R3 représente la poussée des actionneurs et m(t) la masse

instantanée du véhicule. Le rendez-vous est précisé par les conditions initiale et finale :

X(to) = Xo et X(ty) = Xy. (1.3)

Si cette manceuvre peut se réaliser en temps fixe ou en temps libre, 'objectif prioritaire est qu’elle
soit effectuée & consommation minimale. Dans le cadre des véhicules spatiaux, nous pouvons définir la
consommation comme la masse d’ergols (carburant/comburant) éjectée par le véhicule afin de créer une
poussée. Ainsi, le débit massique d’ergols est directement lié & la poussée :

d F(t
4oty = 1Ol (1.4)
dt glsp
ol g est la constante gravitationnelle et I, I'impulsion spécifique de I'ergol et moteur considérés. La
fonction R” — R,y — l4(y) = ||y||p représente la norme d’ordre p telle que

P

)
lylly = D lul” (1.5)
j=1
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ol y € R". La masse d’ergols encore présente dans le véhicule est alors décrite par :

1 t
m(t) = m(to) ~ —— [ |F ()]t
g sp Jitg

Ainsi, 'objectif de consommation minimale implique la minimisation du terme Jg :

t
I = [ IF@ It (1.6)

0

La consommation représentée par la fonction objective (1.6|) définit aussi une norme sur Ezl)([to, te], R").
E;([to, tf], R") désigne ici 'ensemble des fonctions de [tg, tf] dans R" et de norme [, intégrable au sens
de Lebesgue sur I'intervalle [to, t7]. Nous noterons cette norme fonctionnelle de type intégrale || -[|z1 telle
que

p

t '
v e Lillio 1R, IOl = [ [ Slwer | a (1.7)
to j=1

L’ordre p de la norme utilisée dans les expressions du débit massique d’ergols ([1.4]) et dans la fonction
objective (|1.6)) est généralement précisé par la géométrie du véhicule. Dans nos travaux, nous considérons
deux cas de figure représentés sur les figures [I.1]

(a) Propulsion unidirectionnelle (b) Propulsion tri directionnelle

Fi1GURE 1.1 — Configurations envisagées d’implantation de propulseurs

Dans le premier cas, une seule tuyére, possédant une petite capacité d’orientation, est fixée sur le corps
du satellite. La poussée étant unidirectionnelle, ’orientation de la poussée nécessite la réorientation du
satellite préalablement a la manceuvre (figure [1.1al). Dans ce cas, la norme du vecteur de poussée est

|F|l2 = \/F2 + F2 + F2. (1.8)

Dans le second cas, un satellite dispose de six propulseurs, ce qui lui autorise un contréle dans les trois
directions de espace (figure [1.1b]). Dans ce cas, la norme est d’ordre p = 1 et fait intervenir la valeur

donnée par la norme d’ordre p = 2,

absolue des composantes de F' :
[Fly = [Fe| + [Fy| 4 | F2]. (1.9)

Par ailleurs, I’hypothése selon laquelle la masse totale du véhicule varie peu malgré les poussées permet
de considérer la masse m constante lors d’'une manceuvre. Cette hypothése se justifie notamment par les
valeurs élevées d’impulsion spécifique. Elle permet d’écrire la fonction objective équivalente & et
dépendante du signal de commande w :

@:Z”M@Mﬁzmwm; (1.10)

0



Des contraintes d’origine technologique peuvent étre ajoutées au probléme, telles que les capacités
des actionneurs ou des contraintes de visibilité sur la trajectoire. Cependant, ces contraintes ne seront
abordées et détaillées que dans la seconde partie de ce manuscrit.

En résumé, le probléme de rendez-vous peut étre formalisé comme un probléme de minimisation d’une
fonctionnelle £1 sous contraintes. Ces contraintes sont composées de la dynamique propre au systéme et
des conditions aux bords telles que :

ming Jg {X(t) = A(t)X(t) + B(t)u(t), contrainte dynamique, (111)

sous : X(to) = Xo, X(tf) = Xf, conditions initiale et finale.

Nous verrons dans la suite de nos travaux que les méthodes de résolution du probléme font
un usage intensif de la transition d’état. Dans le cadre du mouvement képlérien général, cette transition
peut étre décrite formellement & la suite d’'un changement de variable indépendante. Ainsi, dans les
développements a venir, la variable indépendante temporelle, t, sera remplacée par 'anomalie vraie du
véhicule cible, v. Ce changement de variable, décrit précisément dans l’annexe ameéne & réécrire la
dynamique relative en fonction & 'anomalie vraie, v :

—X(v) = X'(v) = AW)X () + B(v)u(v) (1.12)

ainsi que les conditions de rendez-vous équivalentes aux conditions ([1.3))

X(v) = Xo et X(vg) = Xy. (1.13)
Aprés le passage de variable indépendante de ¢t & v, le probléme de commande optimale (1.11f) est
reformulé
miny, Jy, X'(v) = A(v)X (v) + B(v)u(v), contrainte dynamique, (1.14)
sous : X(vo) = Xo, X(vy)= Xy, conditions initiale and finale. .
ou la fonction objective est donnée par :
vy
To= [ @)l = uly. (1.15)
Vo

Dans ce manuscrit, nous nous intéresserons exclusivement au rendez-vous en temps fixé : les instants
initial £o et final ¢; ainsi que les positions associées de la cible vy et vy seront des parametres d’entrée du
probléme de rendez-vous.
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CHAPITRE 2

Algorithmes indirectes pour le rendez-vous sans
contraintes

2.1 Introduction

Le probléme de guidage en rendez-vous est un probléme typique de génération de trajectoires. Un
tel probléme peut se formaliser comme un probléme de commande optimale : nous souhaitons calculer
les profils de commande permettant de rallier un état relatif visé depuis un état relatif courant. Lawden
a étudié spécifiquement ce probléme dans les années 50 dans une série de travaux [93] 04, 05, [92] en
déployant la théorie de la commande optimale développée quelques années auparavant. Faisant ’hypo-
these forte d’'une commande impulsionnelle, il a adapté les résultats de Pontryagin et obtenu un corpus
de résultats que 'on nommera théorie du primer vector. Les résultats de Lawden se résument en un
ensemble de conditions de régularité sur I’évolution du vecteur des états adjoints associés a la vitesse,
appelé primer vector, et en une contrainte de borne sur la norme de ce vecteur. Ces conditions, nécessaires
et suffisantes uniquement dans un contexte d’orbites circulaires (excentricité nulle), proposent un cadre
pour la construction du primer vector. Une fois le primer vector obtenu, le plan de guidage optimal peut
étre reconstruit. Nous qualifierons d’indirectes I’ensemble des méthodes qui se basent sur la construction
d’un signal contraint pour déduire ensuite le plan de guidage optimal.

Dans ce premier chapitre, nous nous intéresserons a trois méthodes de construction du primer vector
ou signal équivalent dans un contexte de mouvement relatif képlérien ('orbite de la cible est possiblement
elliptique).

Dans la section deux méthodes, issues de [79, [7] d'une part et |79 8] d’autre part, mettent en
jeu les conditions nécessaires et suffisantes de T. Carter (exposées dans I'annexe [C)). Si les résultats de
Lawden ont un intérét historique indéniable, nous leur préférons les travaux plus récents de Carter qui
fournissent des conditions équivalentes, mais élargies aux orbites elliptiques. Les deux méthodes exploitent
ces conditions d’optimalité en les couplant & un algorithme de sélection de dates d’impulsions et & des
techniques de résolution de systémes polynomiaux. Notons que ces travaux ont fait ’objet des projets
de R&T CNES 71372/00 et R&T CNES 104148/00 entre 2008 et 2012 ainsi que de la thése de M.
Kara-Zaitri.

Dans la section [2.3] nous prenons le parti de nous baser sur les résultats de Neustadt. Ces derniers se
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distinguent des résultats de Lawden ou Carter. Neustadt identifie dans le probléme de rendez-vous comme
un probléme d’optimisation sous contraintes de moments sur la commande [IT3]. Si les travaux de Claeys
et al. [42),[43] utilisent les méthodes de relaxation de Lasserre [89] pour résoudre ce probléme de moments,
nous proposons ici de revisiter les travaux de Neustadt pour en déduire une méthode alternative. Sans
faire plus d’hypothéses sur la nature de la commande, Neustadt montre que le probléme de moments
a une contrepartie sous forme de programme mathématique de dimension semi-infinie. A I'occasion de
cette démonstration, il montre le bien fondé de solutions optimales impulsionnelles ainsi que ’existence
d’une borne sur le nombre d’impulsions optimales nécessaires. Cependant, la résolution du programme
semi-infini soutenant la méthode est laissée a la charge de son lecteur. Notre contribution consiste alors a
démontrer que ce probléme peut étre résolu par des algorithmes spécifiques. Nous exposons cette démarche
récente [6] plus en détail dans la section

Nous concluerons ce chapitre avec une comparaison des algorithmes présentés dans les sections [2.2.2]
et au travers de différents scénarios de rendez-vous.

2.2 Meéthodes basées sur les conditions d’optimalité de Carter

Nous proposons, dans cette section, deux approches basées sur les conditions d’optimalité de T. Carter
exposées dans 'annexe [C]. Nous en rappelons ici simplement le théoréme principal.

Théoréme 1 (CNS de Carter [35],[40]). — Soient les impulsions décrites par leurs vecteurs directeurs
B(vi) € R™ tels que BT =1 et leurs amplitudes Av;. Soit la matrice Y (v) liée a la matrice fondamentale
o(v) de la dynamique par

Y(r) = 6~ ()B (2.1)

On suppose que le vecteur ¢~ (tf) X ¢ — ¢~ (t1) X1 = ¢y est non nul.
Alors, les variables

(Vla"' 7VTaAU17"' 7AUT76(V1)7“' 75(1/7“))

sont des solutions normales du probléme d’optimisation de Carter (cf. (C.6))) si et seulement s’il existe
un vecteur non nul A € R™ tel que les conditions ci-dessous sont vérifiées.

CNS 1 Les directions de poussée optimales sont déterminées par :

Avi =0 ou B(v;) =Y (v)A, Vi=1,--- N (2:2)

CNS 2 Les poussées optimales sont effectuces quand A et v; vérifient :

Av; =00u NTY ()Y ())TA=1,Vi=1,--- N (2.3)

CNS 3 Les instants de poussée optimauz intérieurs v; (i.e. vy < v; < vy) vérifient :

Avy, =0 ou v; = 1y ou v; = vy ou

¥ () (2.4)
ATT’Y(Vi)TAzo, Vi=2,-,N—1
1%

CNS 4 Les poussées optimales doivent vérifier le probléme aux deux bouts défini par les conditions ini-
tiales et finales :

N
> Y)Y (vi)] M = ¢ (2.5)

=1



2.2. METHODES BASEES SUR LES CONDITIONS D'OPTIMALITE DE CARTER 11

CNS 5 L’amplitude des poussées optimales doit étre positive ou nulle :
Av; >0, Vi=1,--- N (2.6)
CNS 6 La consommation totale doit étre positive :

N
Z Av; = C}F/\ >0 (2.7)
i=1

CNS 7 —c?)\ est un minimum sur ’ensemble :

{Ae€R" : CN1 — CNG6 sont valides} (2.8)

CNS 8 La norme du primer vector \,(v) = YT (V)X est inférieure ou égale a1 sur la durée du rendez-
vous :
@) <1V v € [, (2.9

2.2.1 Approche par optimisation polynomiale et recherche combinatoire de dates

Cette sous-section revient briévement sur les publications |79, [7] qui sont une premiére approche pour
résoudre les problémes de commande optimale proposé dans le chapitre [I} Ces travaux exploitent les
conditions (2.3), et de T. Carter (cf. annexe [C|) sont vues comme un ensemble de contraintes
a satisfaire.

En rappelant que les variables & déterminer sont le vecteur de paramétres A ainsi que les dates de poussée
{vi}, les conditions et forment un systéme d’équations non linéaires

MY ()Y ()T A =1, Vi=1,---,N ( |
Y (v; 2.10
)\Tdd(Vz)Y(uZ-)T)\:O, Vi=2---,N—-1
1%

et la condition ([2.9) est une inégalité de dimension semi-infinie
M) <1V 0 € vg,] 2.11)

Rappelons que la matrice Y (v) est donnée par Y (v) = ¢~1(v)B ot ¢(v) est la matrice fondamentale de
la dynamique . Une fois A et {vy} déterminés, les directions et les amplitudes de poussée, respectivement
B(vi) et Av;, peuvent étre reconstruites grace, notamment, aux conditions et . Notons que
dans l'approche décrite ici, 5(;) et Av; ne sont pas considérées comme des parameétres de décision. La
résolution de et s’avére difficile en raison de la structure de ces conditions. En effet, les
dates d’impulsions, {v}, et le vecteur \ interviennent respectivement dans et de fagon
transcendantale et polynomiale.

Afin de surmonter cette difficulté, ’approche suivie dans [79] et [7] a été de relacher certaines condi-
tions. Dans un premier temps, le nombre d’impulsions est fixé. Dans un second temps, il est nécessaire
de se départir de la nature transcendantale des conditions et en imposant, a priori, les dates
d’impulsions. Dans ce contexte, les contraintes et (2.11) sont respectivement un systéme d’équa-
tions polynomiales et une condition polynomiale de positivité en A. Ce probléme est ensuite résolu par
des techniques d’optimisation polynomiale globale basées sur une hiérarchie de relaxations de Lasserre
[88] et la librairie Gloptipoly [68].

La démarche décrite dans [79] [7] propose par ailleurs de coupler & cette résolution polynomiale un algo-
rithme de recherche de nombre et de dates optimales d’impulsions. Cette recherche de dates est réalisée
par un balayage de combinaisons de dates prélevées sur une grille temporelle. Une telle approche com-
porte plusieurs inconvénients majeurs. Le premier vient du fait que, si le probléme polynomial formé
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de et (2.11]) peut étre résolu globalement en théorie, la résolution numérique par les solveurs ap-
propriés se heurte rapidement a des problémes de dimensions trop importantes. Dans ce cas fréquent,
nous ne pouvons pas conclure & I’existence ou non de solutions. Par ailleurs, en plus d’étre coftiteuse, la
recherche de dates est réalisée sur une grille temporelle qui ne comporte peut-étre pas formellement les
dates optimales.

Cependant, si elle n’est pas sans défauts, I'approche proposée dans [79] et [7] met en avant la structure
polynomiale des conditions de Carter par un découplage entre 'optimisation des dates d’impulsions {vy }
et le calcul du paramétre de Lagrange .

2.2.2 Approche par la résolution de systémes polynomiaux et heuristiques de sélec-
tion de dates

Cette section expose la contribution des travaux publiés dans [79] et [8] et s’appuie essentiellement
sur les résultats énoncés dans annexe [C] L’algorithme itératif proposé est constitué de deux étapes :
(i) sélection des dates d’impulsion candidates, (ii) construction du profil de primer vector compatible avec
les dates sélectionnées et analyse des conditions d’optimalité. La principale différence avec les travaux de
la section précédente provient du remplacement de la recherche combinatoire de dates par l'algorithme
ad hoc présenté ci-aprés.

Sélection de dates

L’algorithme de sélection de dates proposé construit itérativement une séquence de dates candidates.
I1 démarre d’un plan a deux impulsions initiale et finale et ajoute/déplace/fusionne des impulsions inter-
médiaires a chaque itération, en fonction des régles vues dans la section [C.3] Dans un premier temps, la
logique de I’algorithme consiste a ajouter une impulsion intermédiaire a la date

v = Arg | max ([3)]) (2.12)
tant que || Ay(vm)|| > 1 et tant que la borne supérieure sur le nombre d’impulsions, définie par le théoréme
[I1] n’a pas été atteinte. Une fois cette borne atteinte, une analyse des conditions associées a la trajectoire
courante permet d’énoncer 'action & produire parmi les deux actions élémentaires : (i) déplacement d’une
impulsion ; (ii) fusion de deux impulsions. La fusion ou le déplacement des impulsions s’effectuent a partir
des conditions calculées sur les anomalies voisines, v, et v} de v, avec les résultats énoncés dans la section
d’annexe Soient les anomalies v, et 1, correspondant aux dates d’impulsions voisines de vy, telles
que
[Av(va)ll = [[Au(ws)] = 1 (2.13)
et dp, et dpy les dérivées de la norme du primer vector évaluées en ces instants telles que dp, = d”d);’” (Va)
w(ub). La logique de I’algorithme est présentée au graphe ol Tjmp représente 'ensemble
courant des dates de poussée.

et dpp =

Remarque 1: L’analyse des différents chemins montre que la séquence de coit associé est monotone
non croissante & l’exception d’un chemin pour lequel il n’y a pas de stratégie optimale. En effet, quand
dllAll dl|Al

les conditions =" (va) < 0 et lll—y(ub) > 0 sont conjointement vérifiées et que N = Npqz, il nexiste pas

a priori de stratégie permettant de diminuer le cott a l’itération suivante.

Calcul du vecteur ) et reconstruction du primer vector

Contrairement a la section précédente, seule la condition (2.3 est ici exploitée dans un premier temps
pour évaluer des vecteurs candidats A. La contrainte (2.3),

MY @)Y ()TA =1, Vi € Timp, (2.14)
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T‘imp = T%mp U {Vm} |

T‘imp = Tlimp U {Um}\{Vb}|

Emp — T:imp U {Vm}\{ya} |

fimp — T%mp U {Vm}\{’/m Vbl}

Timp = Timp U {vm}\{va)
u Emp = Emp U {Vm}\{ybw
T’imp — T‘imp ) {I/m}\{l/a} |

Emp = ,I%mp U {VM}\{VIJH

dimp — Tz'mp U {Vm}\{yaa Vb[}

FIGURE 2.1 — Arbre de décision pour la sélection des dates

est un systéme d’équations multivariées quadratiques en fonction des éléments de A. La résolution
d’un tel systéme d’équation nécessite des outils spécifiques tels que PHCPack, un outil de résolution
d’équation polynomiale par continuation homotopique développé par J. Verschelde [139)]. La résolution
de I'équation produit un ensemble, noté A, de 8 solutions appartenant & ’ensemble de nombres
complexes :

A={N | A)TY(15)Y ()TN =11, (2.15)
Certains éléments de A doivent étre éliminés afin de ne retenir que les solutions réelles pouvant avoir un
sens physique. Cet ensemble de solutions Ag est tel que
Ar = {\' € A | X e R™}. (2.16)
A chaque élément de Ag, une amplitude de poussée Av; peut étre associée grace a la condition de Carter
4 ([2.5) :

N
[Y(I/z)YT(l/z)} )\A’Ul = Cf.
i=1
La résolution de avec certains éléments de Ar peut produire des jeux d’impulsions { Av; } ne vérifiant
pas la condition 5 de Carter (2.6))
A’Ui > 0, Vi.

Nous définissons alors I’ensemble des solutions Agry tel que
Ary = {\ € Ag | Av; vérifie (2.6)}. (2.17)

Enfin, parmi les éléments de Ar,, la solution minimisant le critére de consommation ([2.7)), Zf\i 1 Ay =
)\Tuf est sélectionnée :

N = arg LirgAin c}’x} . (2.18)
R+

A\* permet par propagation d’obtenir le primer vector sur I'intervalle de la mission :

Mo(v) = YT ()N, v € [vo, vy (2.19)
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La condition 8 de carter , [I\w|| < 1, peut, ensuite, étre analysée sur I’évolution du primer vector
. Si cette condition est vérifice, alors les valeurs de A*' et les dates d’impulsions associées sont
optimales. Les impulsions optimales sont alors reconstruites en associant aux amplitudes de poussée
calculées précédemment les directions de poussée calculées grace a la condition 1 de Carter :

ﬁ(yl) :YT(V’L)Av Vi= 17 7N

Si la condition (2.9) n’est pas validée avec la valeur de \** sélectionnée, nous cherchons une autre com-
binaison de dates en suivant la logique exposée dans le paragraphe (C.3)).

En pratique, la condition (2.9), [[As| < 1, est remplacée par ||A,|| < 1+ €, e définissant le critére
d’arrét de ’algorithme.

La démarche algorithmique compléte est proposée a la figure 2.2] Cette démarche itérative doit étre
initialisée par un ensemble de dates Tjn, = {0, v¢}. Dans les exemples illustratifs qui vont suivre, la
séquence initiale sera Tj,y = {10, vy}

2.3 Résolution du probléme de Neustadt : Approche par les moments
et la programmation semi-infinie

Dans cette section, nous présentons une approche récente [6] qui se fonde sur les résultats de L.
Neustadt [I13]. Nous donnons les grandes lignes de sa démarche qui traite le probléme de rendez-vous
comme un probléme de moments. Les détails de cette approche sont donnés dans I’annexe [D| Puis, nous
proposons une méthode de programmation semi-infinie [124] pour résoudre le probléme d’optimisation

obtenu mais non résolu par Neustadt.

2.3.1 Formulation du probléme de guidage comme un probléme de moments

La formulation du probléme de rendez-vous comme un probléme de moments a été proposée en 1964
par Lucien Neustadt dans [113]. Le probléme de rendez-vous décrit dans sa forme la plus générique (|1.14))

est repris :

(2.20)

miny, Jy, {X'(V) = A(v)X(v) + B(v)u(v). contrainte dynamique
sous :

X(v) = Xo, X(v5) =Xy conditions initiale and finale

L’utilisation de la matrice de transition ®(v,19) = ¢(v)¢ ' (vg) (cf. annexe permet d’associer la
contrainte de la dynamique aux conditions aux bords afin d’en tirer une unique contrainte de rendez-
vous :

vy
Xy = o(vs)o™ (1) Xo +/ $(vp)e~ (V) B(v)u(v)dy (2.21)

En déclarant la variable additionnelle ¢, la condition de rendez-vous (2.21]) peut étre réécrite en mettant

en exergue le terme intégral :
vy
c=¢ ()X (vy) — 07 (0) X (o) = / ¢~ (V) BW)u(v)dv. (2.22)

Le vecteur c¢ représente les conditions de rendez-vous et est totalement décrit par la connaissance des
états relatifs initial et final ainsi que les instants initial et final de la manceuvre. Par ailleurs, en posant
Y (v) = ¢~ (v)B(v), il vient que la contrainte de rendez-vous peut s’écrire comme une contrainte
de moments :

/ Y Wyu)dy = c. (2.23)
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Probléme 1 (Probléme de moments):
Le probléme de rendez-vous (2.20) peut alors se reformuler comme un probléme de norme minimale sous
une contrainte de moments :

min [|uf|z1 sous / Y (v)u(v)dv = c. (2.24)

0]

ott la norme |[u/[z1 est définie par

m P

fulley = [ twwr | (2.29

(0] j=1

Remarque 2: 1l est intéressant de noter que lordre de la norme, p, n’est pas spécifié. Cela ouvre
la possibilité de considérer chacune des deux configurations d’actionneurs présentées dans le chapitre [1]
Alors que les approches précédentes ne sont valides que dans une configuration mono-propulseur (p = 2).

En envisageant la contrainte de moments (2.23)) comme un ensemble de contraintes scalaires :

vy
/ yi()u(v)dv =¢;, Vi=1,...,n (2.26)
Vo
ot les ¢; sont les composantes de ¢, le probléme ([2.24) consiste ainsi a chercher la fonction intégrable au
sens de Lebesgue, u(v), de norme minimale, définissant la fonctionnelle linéaire f — [/ fT(v)u(v)dv

0
qui envoie chaque vecteur y; vers ¢;.

2.3.2 Transformation du probléme de moments par isomorphismes et principe de
dualité

Neustadt apporte une contribution majeure dans [113] en résolvant le probléme [1| par I'intermédiaire
d’un probléme d’optimisation paramétrique semi-infinie. La contribution de Neustadt est détaillée dans
I’annexe [D] Nous rappelons toutefois les grandes lignes ici.

Le premier constat établi par [I13] est que le problémene trouve généralement pas de solutions si I'es-
pace de recherche est I'ensemble des fonctions de norme intégrable au sens de Lebesgue, £} ([vo, v¢], R™).

L’idée de Neustadt est alors de plonger le probléme [I] dans un espace de recherche plus "complet"
au sens oul celui-ci serait équivalent par isométrie & un espace de Banach doté d’un espace dual. Le
probléme trouvera ainsi dans ces deux espaces des transcriptions duale et primale concordantes.
Cette démarche de transport du probléme est résumée par le schéma L’espace de recherche d’une
solution optimale est maintenant celui des fonctions a variations bornées, noté G,. Il est équivalent
a 'espace des fonctionelles linéaires, noté C*. L’espace C* et 'isomorphisme le liant & l’espace G, sont
définis précisément dans annexe (D] Enfin, Neudstadt démontre que le probléme des moments retranscrit
dans ’espace C* posséde un probléme primal dans ’espace des fonctions engendrées par les lignes de la
matrice Y (v).

Probléme 2 (Probléme d’optimisation semi-infinie):
Le probléme [I| posséde une contrepartie paramétrique qui est un probléme d’optimisation convexe de
dimension infinie :
min —\T¢
A (2.27)
sous  [|[Y()TAll, <1
Le caracteére infini du probléme ([2.27) provient de la dépendance de la contrainte en v. Celle-ci doit étre
vérifiée pour toute valeur de v € [vy, vy| et donne lieu & un ensemble d’inégalités infiniment nombreuses.
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FIGURE 2.3 — Analyse topologique de la démarche de résolution de Neustadt

Si une solution au probléme primal est obtenue, il reste a reconstruire la commande optimale u*(v)
(cf. annexe |D.2.4). Nous pouvons montrer que la commande et non nulle uniquement si ||Y (v)TA|| = 1.
Soit le sous-ensemble fermé de I'intervalle [vg, vy] défini par

P={v| YTl =1, v € [w, v} (2.28)

Cet ensemble dont on peut prouver qu’il est non vide comporte des dates isolées et/ou des intervalles.
Les instants d’impulsions correspondent aux dates isolés de I'. Dans le cas ot I' ne comporte que des
dates isolées, il est montré formellement dans [113] que leur nombre 7 est borné par n, la dimension de
I’état. Les impulsions sont ensuite calculées par inversion du systéme :

n

c=Y Y (@)AV() (2.29)

i=1

Notre contribution, exposée dans la sous-section suivante, consiste a proposer une méthode de réso-
lution du probléme

2.3.3 Reésolution du probléme d’optimisation semi-infinie

Les paragraphes précédents ont retranscrit le probléme de commande optimale comme un
probléme d’optimisation paramétrique . Malgré un travail complet et rigoureux, Neustadt laisse
a ses lecteurs le soin de résoudre le probléme [2] d’optimisation semi-infinie. Notre contribution, publiée
dans [6], consiste a fournir une approximation de la solution optimale. Notre méthodologie a l’avantage
de garantir I’erreur commise et ainsi de permettre la localisation de la solution optimale & une précision
pres fixée par 'utilisateur.

L’approche développée ici s’appuie sur une méthode décrite dans [124] et propose d’approcher la
solution d’un probléme de programmation semi-infinie par une séquence de solutions & des problémes
d’optimisation de dimension finie. Ces problémes sont, dans les faits, des discrétisations du probléeme
semi-infini. Dans [124], il est montré que, sous certaines conditions, un choix approprié des programmes
discrétisés permet la convergence globale de la méthode.
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Programmation semi-infinie et autres définitions

Dans ce chapitre, un probléme d’optimisation semi-infinie est défini comme suit [124] :

Définition 1 (Probléme d’optimisation semi-infinie). — Soient x un vecteur de variables de déci-
sion et, I un vecteur de parameétres. On considére le probléeme d’optimisation suivant

min f(z)

(2.30)
sous g¢g(x,l) <0, lelL

ou f(-) € C(R™,R) et g(-) € C(R™ x L,R) sont des fonctions continues définies sur [’ensemble de leurs
domaines respectifs. Si l’ensemble de paramétres L est un ensemble compact non réduit a un singleton
ou un ensemble de singletons, le probléme est appelé probleme d’optimisation semi-infinie. Dans
le cas contraire, le probleme d’optimisation est un probléeme de dimension finie.

Le probléme (2.27)), noté par la suite P(V),

p= min —ATe¢
) . , (POV))
sous |[Y(v)"Allg <1

correspond a cette définition des problémes semi-infinis. En particulier, le probléme P(V) est un probléme
d’optimisation paramétrique en A car il consiste & minimiser un coiit linéaire sous une contrainte convexe
de norme bornée. De plus, le paramétre temporel du probléme, v, appartenant a I'intervalle V = [vg, vy],
la contrainte de norme bornée doit étre vérifiée sur un continuum de valeur de v et donne donc lieu
a un ensemble de contraintes infiniment nombreuses. Dans ce contexte, nous noterons M (V) l'espace
admissible associé au probléme P(V),

ME)={A YTl <1, veV} (2.31)
La définition suivante décrit les problémes discrétisés et sous-optimaux associés a P())

Définition 2 (Probléme d’optimisation discrétisé). — Soient le vecteur de variable de décision \
et le parameétre temporel v appartenant & Vs un sous-ensemble discret (i.e. constitué de singletons) de V.
On nomme P(Vs) le probléme d’optimisation paramétrique de dimension finie suivant :

p® = min —\c

A (2.32)
sous [|[Y()TAll, < 1,v € Vs.

Dans notre cas, I'ensemble discret Vs, appelé aussi grille de discrétisation, peut étre par exemple
donné par Vs = {v1,...,vs} tel que

v <wvp <o <vg <y (2.33)
L’espace admissible associé au probléme discrétisé (2.32]) est noté
M®Vs) =M [YTWN, <1, veV} (2.34)

Définition 3 (Ensemble de niveau). — Soient A un point admissible M (V), s’il existe, et un ensemble
Vs tel que Vs C V. On définit A(-), l'ensemble de niveau

AN V) = MW)Nn{xeRY ¢IA < T (2.35)



RESOLUTION DU PROBLEME DE NEUSTADT 19

2.3.4 Grille initiale V, et ensemble de niveau A(-,))) circonscrit

La méthode proposée dans [124] se base sur un algorithme itératif qui résout une séquence de pro-
blémes discrétises, P(Vs), dont les solutions doivent tendre vers celle du probléme originel, P(V). La
convergence de cet algorithme est assurée si 'ensemble de niveau A(+, V) est borné :

Hypothése 1: 1l existe une solution admissible A € M (V) et une grille Vo C V telles que ’ensemble
de niveau A(\,Vy) est borné.

L’hypotheése [1| nécessite a son tour que l'ensemble M (Vp) soit borné. Afin de vérifier que M (V) est
borné, il nous faut étudier la contrainte ||Y (v)TA||; < 1 ot v € V. Nous détaillerons plus particuliérement
les cas ¢ = 2 et ¢ = oo qui correspondent respectivement aux cas d’un satellite mono propulseur (p = 2
et ¢ = 2) et d'un satellite propulsé suivant chacun des axes (p =1 et ¢ = 00).

Cas g=o00, p=1

Dans le cas o la consommation est donnée par la norme d’ordre 1 (p =1, ¢ = o0), la contrainte de
dimension finie du probléme P(Vy) s’écrit :

yf (A <1

—y; (A <1

YT (Ao € 1= |yf (V)A] < 1= { , veEVy j=1,...,m, (2.36)

ot y;(v) € R™ sont les m colonnes de la matrice Y (v). Nous pouvons démontrer que les colonnes y; sont
linéairement indépendantes (le rang de la matrice Y est égal & m) par analyse du Wronskien de la matrice
Y .

W () = det ([Y %D £0, V. (2.37)

La condition contient 2m - card()}) contraintes linéaires. Or, afin de définir un polytope borné
de dimension n, n + 1 plans sont nécessaires. Si Vy contient une seule valeur, le nombre de contraintes
linéaires égale la dimension ce qui est insuffisant pour définir un polytope borné. Ainsi, la grille
Vo doit comporter un minimum de deux éléments dans 1'objectif de définir un ensemble M (V) borné :
v={V "}

Cette premiére condition nécessaire vérifiée, les contraintes linéaires (2.36)) sont au nombre de 4m.
Une condition suffisante pour que le polytope M (V) soit borné est que ces contraintes soient linéairement
indépendantes. Ce fait peut étre vérifié si

det([Y(v') Y(")]) #0 (2.38)

Cette condition est vérifiée si v — v/ # km ot k € Z. Les colonnes de la matrice Y () sont indépendantes.
Ainsi il suffit que Y (/) # Y (V") pour la matrice [Y (/) Y (")] soit de rang plein. Or, les premiéres
lignes de Y (v) comportent le terme divergent et monotone J(v) parmi les autres termes trigonométriques
(cf. annexe [B). Ainsi si v/ # V", alors Y (V) # Y ().

Casqg=2,p=2

Le cas ¢ = 2 est plus difficile & traiter. Afin de simplifier 'analyse, le découplage du mouvement relatif
en un mouvement dans le plan d’orbite (plan zz) et un mouvement hors du plan (axe y) est exploité.

YTl < 1<= ATY)YT (A <1, ve, (2.39)

Dans le cadre du mouvement dans le plan d’orbite, la matrice Y (v) € R(®=2*("=1) est de rang m —1 = 2
et, par conséquent, la matrice YY7 est aussi de rang de m — 1 = 2. D’un point de vue géométrique, le
fait que la matrice Y (/)Y (2/) ne soit pas de rang plein indique que ellipsoide décrit par (2.39) est
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dégénérée et correspond a un cylindre de I'espace de R* contenant 0 et ouvert dans deux directions de
cet espace. Ainsi, a l'instar du cas ¢ = oo, I’espace admissible M (V) ne peut étre borné si Vy ne contient
qu’un seul instant v/

Considérons maintenant le cas ou Vy = {¢/, v’}. Nous savons que pour chaque élément de )y,
la contrainte ATY (v)YT(v)A < 1 décrit un cylindre ouvert. Intuitivement, il suffit que les directions
d’ouverture des deux cylindres ne soient pas colinéaires pour que leurs intersections forment un ensemble
borné.

Par la suite, nous prouvons que pour toutes valeurs v/, 1" € [vy, vy| telles que v"" — v/ # w[x], M (V)
est un ensemble borné.

Proposition 1. — Soient £ € R™ et les formes quadratiques q1(€) = £TQ1€ et qa(€) = E7Q2€. Les
matrices Q1 et Qo appartenant & R™™™ sont semi-définies positives. Si ker(Q1) Nker(Q2) = {0} alors
Uintersection {£ € R" | q1(§) <1} N{{ € R™ | ¢2(§) < 1} est bornée.

Démonstration. Soient les ensembles Fp = {€ € R" | ¢1(§) < 1}, Ea = {£ € R" | ¢2(&) < 1} et un vecteur
€ appartenant a leur intersection, ¢ € E; N Fs. Considérons, de plus la boule unité en dimension R,
B(0,1) = {¢ € R™ | ||£]|]2 < 1} et la sphére associée S(0,1) = {£ € R™ | ||¢||2 = 1}. Définissons la fonction
f telle que

f: 8§0,1) =R

. 1 1
¢ Hf(&)—mm{\/@’ q2<5>}

Par ailleurs, en prenant pour hypothése que ker(Q1) Nker(Q2) = {0}, il vient que seul un vecteur £ nul

(2.40)

permet d’annuler les formes quadratiques ¢ et go car les matrices Q; sont semi-définies positives et non
nulles pour i = 1,2. Ainsi, pour tout vecteur £ € S, nous avons f(£) > 0. En effet, la fonction f étant
continue sur le compact S, il existe une constante w > 0 telle que

veEeS, f&)>w (2.41)

Nous pouvons déduire de 'assertion précédente qu’il existe une constante r = % telle que

SO
VEER™, ||€] > 7= < ou >rfw=1 (2.42)

£ Q¢

La conclusion de cette preuve est que 'intersection Fy N Es C B(0,7) et est en conséquence bornée. [

La proposition [1| nous indique que I’ensemble admissible M (V) est borné si I'intersection des espaces
noyaux de D' =Y (V) YT (V) et D" =Y ()Y T (V") se résume au vecteur nul.
Nous pouvons montrer que ’espace noyau de D, s’écrit
ker(D) = {v € R%, D(v)v = 0} = {Ae1(v) + Aaea(v) + Azes(v), A1, Ao, A € R}, (2.43)

Proposition 2. — Soit V', V" € (v, vf]. Siv'—v" # kn avec k € Z alors ker(D(v'))Nker(D(v")) = {0}.

Démonstration. Tout d’abord par définition, le vecteur nul appartient aux deux noyaux ker(D(v')) et
ker(D(v")). Si ker(D(v')) Nker(D(v")) # {0} alors il est possible de définir des constantes

ap, 2, s, Bla 527 ﬁ3> (244)
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telles que

arer (V) 4+ agea (V') + azes(v') = Brei (V) + Baea (V) + Baes(V') &

ai
o
as
B
B2
| 35

Si & = det([er(v) ea(V)) es(v') er (V') ea(”) es(V)]) est différent de zéro alors nous avons une

[e1(V) ea(V) e3(V) er (V") ea(V") es(v")] =0. (2.45)

solution triviale en 0. Aprés calculs, nous pouvons montrer que § s’annule uniquement si et seulement si
v=v"'—V+#kn.

O

Grace aux propositions|l|et 2} nous venons de montrer que tout choix de grille initiale Vy = {v/, "} €
[vo, vy] telle que v — v/ # 7[x], permet de définir M (Vy) comme un ensemble admissible initial borné.

2.3.5 Approximation de P(V) par une séquence de problémes discrétisés

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que, pour le probléme considéré, 'hypothese []
pouvait toujours étre validée avec un choix adéquat de Vy. Notons que, dans le cadre de I'optimisation
convexe I’hypothése [I| permet, de conclure & I'existence d’une solution optimale au probléme [2| d’optimi-
sation semi-infinie. En effet, pour tout vecteur admissible A € M (V) et une grille Vo C V, il vient que
AN, V) C A(X Vy). Ainsi hypothése [1] implique que I'espace admissible M (V) est borné et non vide :

Théoréme 2. — 5i l’hypothése est satisfaite, le probleme P(V) posséde une solution, \*.

L’approche développée dans [124] consiste & résoudre une séquence de problémes discrétisés ,
P(Vs), s = 0,1,2,..., a l'aide d’outils spécifiques d’optimisation convexe. Sous certaines conditions,
notamment la construction des grilles Vs, il peut étre alors démontré que la séquence de solutions A\%*
générée posséde un point d’accumulation . Ce point d’accumulation est solution du probléme originel
PV).

En premier lieu, posons les contraintes sur la construction des grilles V. La premiére condition est
que la grille Vs tende a recouvrir le domaine du paramétre temporel V avec 'indice s croissant :

lim dist(Vs, V) = 0. (2.46)

§—00

Les grilles seront construites de maniére cumulative
Vi CVsy1 CV, s=0,1,2,... (2.47)
De plus, nous pouvons garantir ’existence de solutions pour les problémes discrétisés P(Vs).

Lemme 1. — Si A(\,V) est bornée pour un vecteur X € M (V) et s’il existe une séquence de grilles
{Vs} €V telle que ([2.46|) est vérifiée, alors, pour un indice s suffisamment grand, l’ensemble de niveau
A(X,Vs) est compact et le probleme P(Vs) admet une solution.

Ce lemme peut étre facilement démontré en s’appuyant sur ’existence d’un ensemble de niveau
A(X, Vo) borné (démontré dans le paragraphe précédent) et sur les assertions (d) et (e) de la référence
[124, Lemme 2.4].

En s’appuyant sur les conditions ([2.46)) et , nous proposons 'algorithme délivrant la séquence
des solutions {\%*}.
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Un choix possible de récurrence pour la construction des grilles est donné par :
Ver1 = Vs U {arg [max HYT(V)Mq] } (2.48)
vey

La grille V représente l'intervalle V a la résolution numérique prés de 1'outil de calcul. L’introduction de
V ala place de l'intervalle V va permettre de démontrer la convergence de I’algorithme de résolution dans
un contexte numérique. On pourra alors observer que les conditions de convergence ne sont pas dégradées
au regard des résultats exposés dans [124].

Théoréme 3 ([124]). — En considérant vérifiée I’hypothése |1 d’ensemble de niveau A(-,Vp) borné,
Ualgorithme m géneére une séquence de solutions {\**} ayant un point d’accumulation A qui est la
solution \* du probleme originel P(V) si A € M(V). De plus, la séquence de coit associé {u*} aux
problémes P(Vs) croit de fagcon monotone vers le codt optimal p associé a P(V).

Entrées : Interval V = [y, vy], matrice Y (v), conditions aux bords ¢, tolérance e
Sorties : u® et A%*
Initialisation :

(i) i« 0;
(i1) Vo < {v1, o} tel que v1, 1o €V et vy — 1) # 77];
(iii) Calculer la commande AV & partir de la condition de rendez-vous :
cardVy

c= Y Y()AV(v),vi € W;
=1

(iv) Calculer \° & partir du systéme d’équations :

AV (v)

T (N0 —
A TNz

VeV

1 tant que max ||[Y7 (v)\|, — 1 > ¢ faire
vey
— i1+ 1
— V; « Visg U {arg [maxyev YT (v)N]|q] }
— Résoudre le probléme discrétisé (2.32]) :
m)\in e
sous |[Y()TA|l, <L, ve

2 fin
3 retourner u’, \’

Algorithme 2.3.1 : Algorithme des discrétisations convergentes [124]

Démonstration. Soit un vecteur admissible A € M (V). La grille de recouvrement V étant inclus par
définition dans V, il vient :

A} S AN Y) CTANY CAN V1) CAN V) €A W)) (2.49)

Par hypothése, A(), Vs) est compact et le probléme P(V;) admet une solution dans 'ensemble A(), V).
De plus de part les inclusions successives (2.49), nous avons ¢ \** < ¢ AT < ¢ \*. Ainsi, la séquence
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de solutions {\**} converge vers un point d’accumulation A tel que 'A< T2 De méme, si \ vérifie
YT ()A*||, < 1, alors X est solution de P(V).

Par ailleurs, nous pouvons définir deux séquences d’instants {v.} et {v”} appartenant a la grille de
recouvrement V telles qu’elles tendent respectivement vers les valeurs 2/ et " appartenant a I’intervalle
continu V. En posant |[YT(W)N||, < [[YT(W)A|g, il vient |[YT (@), < YT (@), De plus, si
YT (YA, < 1 pour s suffisamment grand, alors nous pouvons conclure que ||[Y7(2”)A|l, < 1 ce qui
implique [[YT (2|, < 1. O

2.3.6 Analyse de précision des sorties

L’un des principaux intéréts de la méthode est de permettre une analyse rigoureuse et certifiée de
la précision de la solution \! extraite de 1’algorithme Cette analyse se concrétise par un bornage
certifié du cott optimal p en fonction des sorties de 'algorithme [2.3.1]

Dans un premier temps, une borne supérieure sur le cotit optimal peut étre évaluée en remarquant
que la discrétisation du probléme lui procure des approximations extérieures. En effet, I'espace
admissible M (V) est inclus dans 'espace admissible du probléme discrétisé M (Vs). Ce fait indique que
la solution \** au probléme P(Vs) n’est généralement pas une solution admissible pour le probléme P(V)
et qu’elle vérifie

S— inf —eIA<uf= inf —cf) 2.50
a )\e}\ffl(vs) cAsH Aell\r}(V) ¢ ( )

On en déduit la borne supérieure sur le terme ¢’ \* :

I\ <t (2.51)
Dans un second temps, une borne inférieure sur le cofit optimal peut étre certifiée.
Lemme 2. — Supposons que ’algorithme [2.3.1] délivre une solution A\* vérifiant rigoureusement
YT )Nl < 14 (2.52)

ou € représente la tolérance définie par Uutilisateur. Il vient alors

L Ty (2.53)
14+¢€ ™~

Démonstration. La preuve consiste simplement a remplacer le probléme ([2.27) par

M S T \s

- min - > — (2.54)
Y ()T Aq<1+e 1+€ 1+€
Ce qui meéne a la conclusion :
T \s Ty %
c' A c' A T
— < — < —c' A 2.55
14+4e ™ 14€— ¢ ( )
O

2.3.7 Reconstruction des impulsions
Une fois 'ensemble T' = {v7], ..., v} calculé, la condition de rendez-vous,
n

c=Y Y(V)AV(), (2.56)

i=1
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doit permettre de reconstruire I’ensemble des impulsions AV (). Nous pouvons remarquer que 'équation
(2.56)) est sous déterminée au dela de n = 2 impulsions. En effet, ¢ € R™ et AV; € R™ ou m = n/2. Cette
indétermination sera lévée par la résolution du probléme d’optimisation paramétrique suivant

minay, i1 1AVl

2.57
sous  c= Y1, Y(v)AV;, (2.57)

Si p =1, le probléme (2.57)) pourra étre réduit & un probléme de programmation linéaire. Dans le cas ou
p = 2, ce probléme est un probléme de programmation conique d’ordre 2 qui peut étre résolu efficacement
avec des algorithmes de point intérieur par exemple.

2.4 Application des algorithmes et analyse de cas

Dans cette section, nous analysons les résultats obtenues pour plusieurs missions par les deux algo-
rithmes décrits dans les sections et afin de valider et comparer les méthodologies. Ainsi, nous
fixerons p = 2 pour nous situer dans le méme contexte. le cas p = 1 sera abordé dans le chapitre suivant
& des fins de comparaison. La notation A4, correspond dans le cas de I'algorithme de la section a

Amaz = mMax ]H)\v(V)HQ. (2.58)

v€lvo, vy

Dans le cas du second algorithme, la valeur de A4, est donnée par

Amaz = max ||V (1) X'[|2 (2.59)
vey
Dans les deux cas, ce paramétre permet d’évaluer la transgression des contraintes ||\, |l2 < 1 ou |[|[Y T (1)l
selon I’algorithme.

PrisMma 1

La mission PRISMA 1 est décrite au tableau [E.I] page [137} Les résultats de chacune des méthodes sont
compilés dans le tableau La méthode de la section [2.2.2| proposent une solution & 4 impulsions pour
un cotit de 43.257e¢m/s. L’algorithme permet d’obtenir les figures . Pour une précision attendue
de 1072, algorithme obtient une solution & 4 impulsions réparties de maniére symétrique dans le
temps une a chaque extrémité et deux impulsions intermédiaires. Les impulsions aux extrémités de la
manoeuvre concentrent la majeure partie de la consommation. Les solutions des deux méthodes sont
éuivalentes a la fois en termes de consommation et de structure de plan de guidage mais aussi en termes
de trajectoire obtenue (non reproduite ici).

Tandis que ’algorithme de la section ne permet pas d’obtenir une précision inférieure a 5-1073,
I’algorithme développé dans la section délivre toujours une solution a la précision € prés au prix
d’une accumulation de contraintes. Nous avons ainsi étudié 'influence du paramétre d’arrét e sur les
résultats (cf. tableau . Lorsque la tolérance € est réduite a 1074, le plan de guidage présente toujours
quatre impulsions mais la structure est transformée. En effet, la premiére impulsion est déplacée vers
I'intérieur de l'intervalle de temps. La seconde impulsion s’est fortement rapproché de 'emplacement de
la troisieme qui s’est aussi légérement décalée vers vy. Seul l'instant de I'impulsion terminal n’est pas
modifié. Nous pouvons remarquer que le colit en consommation a augmenté avec la précision. En effet,
'algorithme approche le cotit optimal par valeur inférieure. Enfin, lorsque € = 107°, la solution calculée
est trés proche de la solution optimale car Aj,q; = 1 & la précision machine prés. Nous obtenons alors
un plan de guidage & 3 impulsions (voir les figures et : les premiére et derniére impulsions
sont situées autour de 0.2 rad et en vy comme précédemment. Les deux impulsions intermédiaires ont
fusionné : la nouvelle impulsion se situe entre les deux emplacements précédents. Dans cette configuration,
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le colit est légérement amélioré. Alors que 'on s’attend & une dégradation du cotit en raison de ’ajout
de contraintes, il s’avére que le comportement observé correspond aux résultats de Lion et Handelsmann
sur 'ameélioration du cotit d’une trajectoire (cf. la section [C.3)).

Algo. section I2.2.2l Algo. section 2.3
Paramétre d’arrét e 102 102 1074 106
Nb. d’itérations 6 6 10 14
0 1.09095, 0 1.08196 0.20993, 18.49036,

: [rad ’ : ’ : : U1 L0.10378, 18.51459, 19.36240}

vi [rad] {18.29646, 19.36220} {18.29658, 19.36240} {18.60341, 19.36240} { 2
AV()T em/s] | [17048 0 —0252] 17041 0 —0.25 [18.392 0 —0.340] [18.387 0 —0.335)]
AV (12)7 [em)/s] [1.297 0 —0.043] 1303 0 —0.040 3911 0 —0.072 [—4.765 0 —0.091]
AV (v3)T [em)/s] {—6.086 0 —0.207] [—6.079 0 —0.211] —0.441 0 —0.007 [—20.182 0 —0.461]
AV ()T [em)/s] [718.819 0 70.218} [718.826 0 70.200} 220,602 0 —0.473 X X X

Cottt [em/9] 43.257 43.257 43355 43.344
Amaz 1.005638 1.005581 1.000045 1—-7-10716

TABLE 2.1 — Résultats pour le cas PRISMA 1

ATV 3

La mission ATV 3 présentée dans le tableau page consiste en une manceuvre d’approche de
30 km & 100 m. La durée de cette manceuvre est de 10 orbites. L’algorithme de la section donne une
solution a 3 impulsions qui a la caractéristique d’étre distribuée principalement sur 'impulsion initiale
et suivant laxe = (cf. tableau . Cette solution est obtenue aprés 6 itérations pour une précision
€ = 10~%. L’erreur commise sur la condition A\qe < 1 est de ordre de 6-107°. Avec I’algorithme , le
probléme est résolu en 5 itérations avec une erreur sur la condition || Y (v)Al; < 1 de Pordre de 107°. Une
sixiéme itération permet d’assurer numériquement cette méme condition. Le plan obtenu comporte trois
impulsions dont deux sont situées aux extrémités v et vy. De nouveau, La premiere impulsion concentre
la plus grande partie de la consommation. Les deux derniéres impulsions, de plus faible amplitude,
sont situés en fin de mission. Pour cette mission, les solutions fournies par les deux algorithmes sont
équivalentes en termes de consommation et de structure de plan de guidage. Les résultats graphiques ()
sont donnés par les figures [2.5

Algo. section |2.2.2| Algo. sectionlﬁl
Parameétre d’arrét e 102 102 10~4 1076
Nb. d’itérations 6 2 5 6
0 59.84451,
: [rad . 59, 2.1} 68730, 62.8314 ’ ’ 89691, 62.8314
v [rad] {0, 50.8868, 62.8313 {0, 59.68730, 62.83 9} {59.949317 62.83149} {0, 59.80691, 62.83 9}
AV ()T [m/s] [—7.55418 0 0.23360] [—7.55414 0 0.23633] [—755410 0 0.23877] [—7.55410 0 0.23877]
AV (13)7 m/s| 0.14408 0 0.00103 [0.14263 00.0()262] 0.06001 0 0.00039 0.14422 0 0.00086
AV (v3)" [m/s] 0.04166 0 0.00129 [0.04406 0 0.00104] 0.08444 0 0.00039 0.04147 0 0.00130
AV (vg)T [m/s| X X X X X X 0.04121 0 0.00130 X X X
Cottt [m/s] 7.74356 7.74307 7.74357 7.74356
Amaz 1.000068 1.007312 14+6-107° 1—-2-10710
TABLE 2.2 — Résultats pour le cas ATV 3
ATV 2

Dans la variation courte de la mission ATV, la durée du rendez-vous est ramenée & 2 heures soit 1.3
période d’orbite. Les conditions initiale et finale sont identiques & la mission précédente. Cette mission
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ATV 2 est décrite en annexe a la page [I39L’algorithme de la section [2.2.2] ne parvient pas a trouver une
solution acceptable. En effet, a la troisiéme itération, la valeur de A4, est clairement supérieure a 1
(voir tableau . Cependant, & la quatriéme itération, le solveur polynomial n’a pu fournir de solution
appartenant & Agy a savoir des solutions \ réelles vérifiant la condition de Carter CNS5 (Av; > 0
V 7). En d’autres termes, il n’existe pas de controle exécuté aux instants représentés sur la figure
permettant de remplir la condition de rendez-vous . Par ailleurs, ’algorithme de la sectionpermet
de calculer des solutions qui sont exposées dans le tableau [2.3] Les figures [2.6] reproduisent la solution
calculée avec € = 1079, Cette solution obtenue aprés 8 itérations vérifie numériquement la condition
|Y (v)A|lq < 1. La structure optimale du plan de guidage comporte quatre impulsions réparties de maniére
grossierement symétrique sur la durée de la mission : deux impulsions sont positionnées en vy et vy et les
deux impulsions intermédiaires sont situées a distances équivalentes de ces extrémités. La consommation
se réalise majoritairement lors des deux premiéres impulsions.

Algo. section |2.2.2| Algo. sectionlﬁl
Parameétre d’arrét ¢ 102 102 1074 10-6
Nb. d’itérations 3 5 7 8
+e rad] 0,  2.30457, 0, 156973 0,  1.39228, 0,  1.38545,
i 5.53231, 8.18283 6.81808, 8.18306 6.66792, 8.18305 6.66792, 8.18305
AV()T [m/s] | [-845481 0 054169] | [-7.38310 0 0.67563] | [-7.53677 0 0.70244] | [-753902 0 0.70317]
AV()" [m/s] | [-070285 0 0.16458] | [~167822 0 0.13208] | [~1.52296 0 0.09271] | [-1.52074 0009163
AV (15)7 [m/s] 0.85472 0 0.19205] | [0.35575 0 0.01306 [0.64735 0 0.03204] 0.65621 0 0.03250
AV ()" [m/s] 0.93528 0 0.10461 133841 0 015255 | [1.04505 0 o0.11875] | [1.03622 0 011770
Cott [m/s] 11.01117 10.80040 10.79516 10.79515
Mna 1.112288 1.00254 1+1-1076 1-3-10710

TABLE 2.3 — Résultats pour le cas ATV 2
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2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons parcouru diverses méthodes indirectes pour la résolution du probléme
de commande optimale impulsionnelle. Les deux premiéres exploitent les conditions d’optimalité déve-
loppées par Carter & nombre et dates d’impulsions fixés. En particulier, la seconde méthode leur associe
un algorithme de sélection des dates coordonnant des actions d’ajout, déplacement et fusion de dates.
Testé sur différentes missions, I'algorithme s’est montré efficace. Il échoue toutefois & trouver une solution
optimale pour la mission ATV 2. Malheureusemet, cet algorithme de sélection de dates ne permet pas de
couvrir tous les cas possibles et peut conduire & des impasses. Cela semble s’expliquer par le fait que nous
imposons la condition ||A,(v;)|| = 1 (condition CNS2) pour chaque instant de la sélection Tj,,. Ainsi
pour certains ensembles Tjy,, 'ensemble Ay (cf. ) est vide. Une piste & explorer est la relaxation
de cette contrainte en imposant la condition CNS2 sur un sous-ensemble de T}, en cas d’échec puis
réinitialiser Ty, & partir d’une séquence d’'instant {v;} délivrant un ensemble Ag+ non vide.

Nous avons ensuite développé une méthodologie compléte permettant de résoudre le probléme de
commande impulsionnelle optimale lié au rendez-vous orbital en revisitant les travaux de Neustadt. Dans
cette approche le probléme de rendez-vous est formalisé comme un probléme de moment pour lequel une
contrepartie sous la forme un programme mathématique de dimension semi-infinie.

L’une des forces de cette approche est de pouvoir optimiser indifféremment la consommation au sens
L1 et £1 de telle sorte que différentes configurations de propulseurs peuvent étre envisagées.

Notre contribution originale consiste a proposer une séquence de programmes en dimension finie dont
les solutions tendent de facon monotone vers la solution optimale du programme semi-infini. De plus, la
solution optimale étant approchée par l'extérieur, nous montrons que l'erreur commise sur la solution
optimale et le conservatisme sur le cofit optimal peuvent étre certifiés.

Si la méthodologie proposée ici semble donner satisfaction, elle produit une séquence de programme
fini dont la taille augmente a chaque itération en raison l'addition de contraintes supplémentaires. La
solution étant obtenue & la limite, il est possiblement nécessaire d’accumuler un trés grand nombre de
contraintes afin de converger vers la solution. Aussi il peut étre judicieux de travailler avec un nombre
fixe de contraintes que ’algorithme chercherait a placer de fagon opportune.
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3.1 Introduction

Rappelons qu’étant données la vitesse et la masse du véhicule chasseur a un instant spécifié, le
probléme de guidage en rendez-vous consiste & déterminer la loi de propulsion amenant le satellite chasseur
a un état terminal (position et vitesse) & une date terminale fixée. L’objectif principal étant de minimiser
la consommation de carburant durant la manceuvre, le probléme de guidage se formalise comme un
probléme de commande optimale :

v [fO=20x0+

X(to) = Xo, X(t

y(t, X (t),u(t) <0 contraintes sur la commande et la trajectoire

+ B(t (t)u(t). contrainte dynamique
7)) =

Xy conditions initiale et finale . (3.1)
SOus :

La formulation est enrichie vis-a-vis de la formulation initiale par I’addition d’une contrainte

statique supplémentaire sur 'état et la commande y(-) < 0 définie par la fonction y(.) : RxR" x R™ —
R™ . L’opérateur < représente l'inégalité élément par élément.La fonction + permet de regrouper sous
une méme abstraction I'’ensemble des contraintes d’ordre technologique. Le probléme de guidage sous
contraintes a été abordé par R.G. Brusch a la fin des années 70 [34], puis, par I’équipe de J.P. How du
MIT depuis la fin des années 90 [127, [134] 135].
Si la premiére contrainte considérée est liée aux limites des actionneurs [34], les autres émanent des condi-
tions technologiques sur la mission telles que la sécurité [125] ou la visibilité entre les véhicules [28] [51].
Nous verrons que la robustesse du plan de guidage & I'imprécision des chaines de mesures et d’actuation
peut aussi étre abordée comme une contrainte incertaine & satisfaire.

Les méthodes directes visent a transformer le probléme initial , probléme dynamique et de dimen-
sion infinie, en un probléme d’optimisation paramétrique, de dimension finie si possible. Contrairement
aux méthodes indirectes qui énoncent des conditions d’optimalité au probléme de commande optimale,
les méthodes directes ont pour objectif de calculer une séquence de solutions pour des problémes d’op-
timisation approchant le probléme de commande optimale et conduisant & une décroissance stricte du
critére d’optimisation [24].

De fagon plus générale, la transformation d’un probléme de commande optimale en un probléme
d’optimisation paramétrique s’obtient en deux étapes :

a. Paramétrage des variables du systéme et de leur évolution : les paramétres sont ensuite utilisés
comme les variables d’optimisation.

b. Discrétisation de I’horizon temporel : les contraintes dynamiques et statiques sur la trajectoire sont
prises en compte uniquement sur cette grille de discrétisation.

Concrétement, les méthodes directes utilisent les algorithmes de programmation mathématique et les
conditions d’optimalité (par exemple, les conditions Karush-Kuhn-Tucker) pour :

a minimiser la fonction de cofit ;
b vérifier les conditions aux limites et les contraintes sur la trajectoire ;
¢ assurer la bonne intégration de la dynamique pour le cas des méthodes de transcription.

Les méthodes directes présentent un certain nombre d’avantages sur les méthodes indirectes [136].
Les premiéres ne mettent pas en jeu d’état adjoint. Par conséquent, leur mise en ceuvre est plus simple.
Elles sont, en général, numériquement robustes et peu sensibles au choix de I’itéré initial pour le probléme
d’optimisation paramétrique. Enfin, contrairement aux méthodes indirectes, il est assez simple de prendre
en compte des contraintes sur la trajectoire. La contrepartie est que, si elle est généralement admissible,
la solution produite peut ne pas correspondre & la solution optimale, voire en étre éloignée. En effet, dans
le cas d’un probléme d’optimisation non linéaire, il peut exister plusieurs minima locaux vers lesquels
I’algorithme peut converger. De plus, la discrétisation du probléme tend a rendre moins précise la solution
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obtenue, méme en cas de raffinement de la grille de vérification des contraintes. Betts en fait un inventaire
assez complet dans [23]. On distingue deux familles de méthodes directes qui se différencient notamment
par les méthodes de paramétrage [72] et d’intégration de la dynamique [24] section 3.5] utilisées :

- Pour les méthodes de tirs [73], 34, 22], seules les entrées de commande sont considérées comme des
variables d’optimisation et discrétisées. Les trajectoires sont alors propagées de fagon analytique ou
grace a des schémas explicites d’intégration numérique [26].

- Pour les méthodes de transcription [115], les états et les commandes sont considérés comme incon-
nus et discrétisés, l'intégration de la dynamique étant prise en charge par des techniques numériques
et implicites d’intégration de type Runge-Kutta [67, [56, [10] ou par interpolation de Legendre [54].

Comme dans les travaux de la premiére partie de ce manuscrit, nous nous appuierons sur la connaissance
formelle de la transition d’état. Cette connaissance permet d’exploiter au mieux les méthodes de tirs
tandis que les méthodes de transcription constituent un meilleur choix si une solution formelle & la
dynamique ne peut étre écrite.

Remarque 3 (Commentaires sur les méthodes de transcription pour le guidage impul-
stonnel): Les méthodes de transcription ont été largement étudiées et plusieurs techniques ont méme
abouti a la distribution de librairies logicielles libres et commerciales. Toutes se basent sur un algorithme
de programmation non linéaire. On peut notamment citer le logiciel OTIS [67]] qui implante la méthode de
collocation basée sur le schéma d’intégration implicite d’Hermite-Simpson [52]. Il permet de résoudre de
nombreuzx problémes liés a la thématique spatiale [23]. Plus récentes, les librairies BOCOP [1353], ACADO
[70] peuvent aussi étre citées.

A notre connaissance, il n’existe pas de travauzx appliguant des méthodes de transcription au probléme
de rendez-vous dans le cadre de poussées impulsionnelles, tandis que la littérature est riche d’exemples
liés a la poussée continue.

La thématique du transfert orbital a donné lieu a la résolution de plusieurs problémes intéressants :
les travaur de Enright et Conway [53)] font référence. Ils appliquent au probléme de transfert orbital
la méthode de collocation d’Hermite-Simpson. Dans [83], plusieurs logiciels ont été comparés pour le
probléme de transfert orbital avec des poussées faibles. La problématique des trajectoires de lanceurs a
ausst été abordée du point de vue des méthodes de transcription. Une librairie a notamment été développée
pour le compte de 'ESA [128].

L’absence de travaux dans le cadre tmpulsionnel peut se justifier comme suit. Les méthodes directes
de transcription ont pris leur essor en résolvant des problémes non linéaires pour lesquels le principe du
mazimum de Pontryagin est difficile a appliquer, notamment parce que la transition ne peut étre obtenue
formellement. Or, dans les travauz sur le probléme du rendez-vous orbital, le modéle de dynamique relative
et issu d’ume linéarisation posséde un modéle de transition formellement décrit.

Les méthodes de tirs se distinguent des méthodes de transcription par le fait que seules les commandes
sont paramétrées et que la trajectoire est obtenue par propagation des équations différentielles de la dyna-
mique & partir des conditions initiales. Or, lorsque la transition est formellement exprimée, l'intégration
numérique n’est plus nécessaire, ce qui rend ces méthodes particuliérement efficaces en ce qui concerne
le temps de calcul. Dans le contexte du mouvement relatif entre deux véhicules en orbite, la dynamique
est généralement linéarisée et les matrices de transition ont pu étre développées (cf. 'annexe . Nous
verrons dans ce chapitre comment les méthodes de tirs permettent d’établir le probléme de guidage pour
le rendez-vous orbital sous contraintes de bornes sur la commande en un probléme de programmation
linéaire.
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3.2 Paramétrage et discrétisation du probléme d’optimisation

Le probléme de commande optimale, exprimé avec I’anomalie vraie comme variable indépendante et
les contraintes sur I'état et la commande apparaitront de maniére distincte :

X'(v) = A(wv)X(v) + B(v)u(v). contrainte dynamique

min, J, X(w) = Xo, X(vy) =Xy conditions initiale et finale (3.2)
sous : lu(v)| < umax contrainte sur la commande ‘
v, X(v),u(v)) <0 contraintes sur la trajectoire
Ici, nous faisons I’hypothése d’une commande impulsionnelle décrite par
N
u(v) = Z AVid(v — 1) (3.3)
=1

ot AV; € R3 représente le saut de vitesse conséquente a la propulsion, (v — ;) la fonction de Dirac aux
N instants de poussée v; et N étant fixés a priori.

En se référant aux critéres de Betts [23], les méthodes de tirs semblent ici tout particuliérement
adaptées. En effet, le nombre de variables d’optimisation est limité aux variables AV;, v;.

Dans ce chapitre et les suivants, la contrainte dynamique issue de est donnée par les équations
de Tschauner-Hempel ; celles-ci décrivent le mouvement relatif sur la base d’orbites képlériennes dont
I’excentricité est possiblement non nulle. Pour cette modélisation du mouvement relatif, une formulation
analytique de la transition peut étre écrite :

N
X(v) =®(v,0)X () + > _ (v, i) B(ri)AV;, i€N (3.4)
=1

ou v; < v et (v, ;) est la matrice de transition de v; a 'instant v (cf. annexe [B.3.2)).

Remarque 4: Le choix du modéle dynamique de Tschauner-Hempel et de la matrice de transition
associée n’est pas un facteur de restriction du champ applicatif des méthodes développées ci-aprés. Tout
modéle de dynamique relative dont la transition est formellement décrite est éligible a l'application des
techniques présentées ci-apres.

La premiére étape consiste ainsi a substituer dans (3.2]) la contrainte dynamique par la relation de
transition (3.4)). Dans ce cadre, les valeurs optimales AV*, v} sont alors calculées par résolution du
programme non linéaire :

X(v) =@, 0)X () + SN, ®(v, 1) B(1;)AV;,  transition forcée

3 J — — .. e ey
Ar\r/lil,nw u X(v) = Xo, X(vy) =Xy, conditions initiale et finale (3.5)
SOus : IAV;| < AViae, i=1,...,N , contrainte sur la commande,
v(v, X (v), AV (v;)) <0, contraintes sur la trajectoire.

Notons que AVj,4, n'est généralement pas une valeur constante. En effet, la contrainte sur la com-
mande est généralement exprimée en m/s en considérant le temps ¢ comme variable indépendante. Or,
le passage de la variable indépendante du temps & ’anomalie se traduit par

(1 _ 62)3/2

AV () = mAV(ti) (3.6)
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ot n est le mouvement moyen de I'orbite de la cible, AV I'impulsion de commande exprimée en m/s.
Ainsi, la borne sur I'impulsion AV}, dépend de la position de la cible sur son orbite :
(1 _ 62)3/2

A ima:v:A max\Vi :—Aimam .
Y Vinaa (v1) n(1+ ecosv;) Vi (37)

Une simplification intervient lorsque la séquence des instants {v;} est fixée a priori. Le probléme ((3.5))
devient alors linéaire en fonction des variables AV;.

La seconde étape de la méthode de tirs consiste a transformer le probléme de dimension semi-
infinie en probléme de programmation non linéaire par discrétisation du probléme de satisfaction de
contraintes (-) < 0. On entend ici par discrétisation, I'imposition des contraintes en un ensemble fini
d’instants {7;}, appelé grille de discrétisation, et non sur le continuum de temps [vg, v¢]. La grille {7;}
doit vérifier :

WT<mn< - <7N Sy (3.8)

Le nombre N; et la distribution des instants {7;} sont des degrés de liberté de la résolution choisis
indépendamment des instants d’impulsion {v;}. Il vient que le probléme discrétisé de satisfaction de
contraintes prend la forme :

’y(TJWX(Tj)JAVVi) =0, jzl,...,NT (39)

ou les états aux instants de collocation X (7;) sont donnés par

X(T1> q)(Tl,V()) Q’(Tl,lll)B 0 0
X T2 @(TQ,V() P 2,1 B 0 0
(. ) . ) ( . ) . . AV,
. . . . . AV2
X(rj) | = | ®(r5,v0) | X(wo)+ | ®(r5,11)B O(15,10)B ... 0 ) (3.10)
X(Tj+1) (I)(TjJrl,l/[)) (P(Tj+1,V1)B @(Tj+1,V2)B 0 )
. . . . ) AV
X(TNT)_ _@(TNT,V())_ _‘I’(TNT,I/l)B (I)(TNT,I/Q)B @(TNT,VN)B_
N—————
P, B
On pourra écrire de maniére compacte I’équation (3.10)) sous la forme
X =®X() +BAV (3.11)
ou
X = [XT(r) XT(m) ... XT(rn )" (3.12)
et
AV = AV AV AVET (3.13)

En particulier, la condition de rendez-vous pourra étre décrite en utilisant la notation adaptée suivante :

X(vp) = (v, 10)X (o) + BfAV (3.14)
ou By = {@(Vf,yl)B O(vy,19)B ... ®(vy,vn)B|. En associant (3.14) aux conditions initiale et fi-

nale, X (v9) = Xo, X(vf) = Xy, il vient une condition synthétique de rendez-vous :

Xf = @(l/f,l/g)Xo —I—BfAV. (3.15)
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L’introduction du schéma de discrétisation ((3.8)), (3.10))) présenté ci-dessus dans le probléme (3.5)), abou-

tit au probléme d’optimisation de dimension finie :

. Xy =®(vs,1109)Xo +BrAV  condition de rendez-vous
min J

AV |AV;| < AV mag contrainte sur la commande, 71 =1,..., N (3.16)
Sous :
v;(15, X, AV) <0 contrainte sur la trajectoire, j = 1,..., N,
Remarquons que la qualité du probléme d’optimisation est liée a la fonction de cotit J et aux fonctions
contraintes v; € R™ en AV. S’il s’avére que ces applications sont linéaires, alors le probléme (3.16) est
un probléme d’optimisation linéaire.

Remarque 5: Par la suite, nous parlerons de solutions optimales au sens du programme (3.16]).
Cependant, nous oublions pas que les solutions calculées sont sous-optimales au sens du programme ([3.5)).

3.3 Application au rendez-vous sous contraintes de saturation sur la
commande

Les méthodes directes de tirs aménent a traiter le probléme de guidage en rendez-vous comme un
probléme d’optimisation . L’intérét d’une telle reformulation est de fournir des certificats d’opti-
malité sur les résultats obtenus tout en ayant une charge numérique raisonnable. De plus, si la fonction
de cofit et les contraintes sur la trajectoire sont linéaires, elles représentent une solution numériquement
attractive, car le probléme (3.16]) peut alors se réécrire en termes de programmation linéaire.

A ce stade, nous pouvons préciser la fonction de cotit. Nous situons les travaux de ce chapitre et des
suivants dans le contexte d’un satellite chasseur disposant de six propulseurs lui autorisant un contréle
dans les trois directions de l'espace (cf figure m page @ Le cotit associé a cette configuration est donc
une norme d’ordre 1 sur le vecteur des impulsions de controle, AV :

N
J= AV = |AViu| + |AViy| + |AV; .. (3.17)
=1
Par ailleurs, dans ce chapitre, le probléme de guidage sera traité en considérant uniquement les contraintes
sur la commande représentant les limites physiques des actionneurs :

%1‘111 |AV]|; {Xf = ®(vy,19)Xo + BfAV  condition de rendez-vous (3.18)

sous : |AV;] < AV maz contrainte sur la commande, ¢ = 1,..., N

Les contraintes sur la trajectoire seront plus particuliérement abordées dans le chapitre
Nous allons maintenant montrer que le probléme (3.18]) est équivalent & un probléme de programma-
tion linéaire de la forme

min Cc'y
Y
A Y = b, 3.19
sous g g ( )
AinY < by,

Le probléme (3.18]) ne répond pas a priori & cette définition notamment & cause de la fonction de

cott, [|[AV]|; qui est une fonction linéaire par morceaux. Il est ramené a la formulation linéaire classique

par l'utilisation d’un vecteur de variables additionnelles Z € R3Y qui vérifie [21] :

AV, < Z;

. Vi=1,---,3N (3.20)
—-AV; < Z,
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On notera AV et Z; le i élément du vecteur AV et Z respectivement.
Le probléme (3.18)) se reformule alors

N s Xy =®(vs,110)Xo +BrAV condition de rendez-vous

min ;

AV.Z ! AV, < Z;, —AV, < Z contraintes sur la commande, [ = 1,...,3N
sous : [ Z3j4+1, Z3j+2, Z3j+3]THoo < AVji1maz » contraintes sur la commande, j =0,--- ,N —1

(3.21)

Remarque 6: Les probléemes (3.18) et (3.21) sont équivalents au sens ot ils ont le méme optimum
et si l'un est non réalisable, lautre ne [’est pas non plus. A cet optimum, nous avons AV; = Z; ou
AV, = —Z;.

Le probléme (3.21]) peut maintenant étre reformulé sous la forme (3.19)) en reconstruisant les matrices
et vecteurs Agg, beg, Ain, bin et C. Pour ce faire, posons le vecteur de variables de décision Y tel que

Z
Y = 3.22
AV (3.22)
Le cott (3.21) s’écrit au format matriciel :
3N
> Zi= [le?)N 01><3N} Y (3.23)
i=1

ou Ogxy € REX7 est la matrice nulle, la notation O¢ désignant la matrice carrée de dimension §. I¢y,, € RE*7
est la matrice dont tous les éléments sont égaux a 1. De plus, les trois contraintes du probléme (3.21)) se
réécrivent respectivement :

[@(uf,yl)B @(yf,yN)B] [ogN Ly|Y = X(v)— ®(vs, 0)X () (3.24)
Iy gy |
BN Y < Ogva (3.25)
Iy —Ian |
. AVl,mazI?)Xl
|:]:[3N 03N Y S : :AVmax®I3><1 (326)

AVN,maa:ISX 1

ol 'opérateur ® représente le produit de Kroneker et I¢ la matrice identité de dimension £. Nous pouvons
maintenant écrire le programme linéaire associé a (3.21)) :

H%}H [IIX3N OIXBN} Y

(@ )B . B(rpon)B| |0sy Tan| Y = X(vg) = ®(vy,00) X (1)
—Iszy  Isn 03N x1 (3.27)
sSOous
—Iay —In| Y < 038 %1
Isny O3y AViaz @ I3x1

3.4 Analyse numérique

Dans cette section, nous étudierons trois missions particuliéres, PRISMA 1, PRISMA 2 et PROBA3
(voir I'annexe |Ef pour le détail des missions). Le premier objectif est d’exposer les résultats obtenus
par résolution du probléme (3.21) et du programme linéaire associé . Le second objectif est de
comparer ces résultats & ceux que nous obtenons en appliquant par la méthode de résolution du probléme
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de moments développé dans la section 2.3] Nous considérerons un satellite mi suivant les trois directions
de 'espace (p = 1 et ¢ = co dans la méthode de la section [2.3)). Pour ces trois exemples, nous fixons le
nombre d’impulsions N & 500. En conséquence, le programme ({3.27)) comporte 3000 variables de décision
et les matrices Aeq et Ay, sont respectivement de dimensions (6 x 3000) et (4500 x 3000). Ces dimensions
sont tout & fait acceptables pour un solveur de programmation linéaire. Cependant, une restriction sur
N doit étre faite. En effet, lorsque N augmente, les deux matrices ®(v¢,v;) et ®(vf,v41) vont tendre
I'une vers I'autre. Ce fait peut poser des problémes numériques dans la résolution de la condition de

rendez-vous ((3.24]).

PrisMma 1

Le plan de guidage et les trajectoires de rendez-vous associées obtenus par résolution du programme
sont exposés aux figures Malgré le nombre important de variables d’optimisation (500 im-
pulsions possibles), la résolution de met en exergue uniquement quatre impulsions non nulles. Ce
constat est cohérent avec la condition d’un nombre d’impulsions limité énoncée dans la section d’annexe
D24 Les figures [3.1] montrent un plan de guidage a quatre impulsions dans la seule direction x. Les
premiére et derniére impulsions concentrent la grande majorité de la consommation. Les deux impulsions
intermédiaires consécutives, et situées peu de temps avant la fin de mission, laissent apparaitre une longue
période de dérive libre. A I'instar des résultats observés dans le chapitre précédent, la premiére impulsion
intervient aprés une courte période de dérive et non au début de la mission. Les cotlits optimaux sont par
ailleurs équivalents. Les structures des plans de guidage sont trés semblables. Dans ce cas de mission,
I’approche directe fournit une bonne approximation de la solution optimale identifiée par le biais du

probléme de moments et de la programmation semi-infinie.

Algorithme Pb. de moments et Prog. Semi-infinie Méthode directe
. fead] {0.16791 18.48405} {0.15520 18.46994}
18.49697 19.36240 18.50875 19.36240
AV (11)T [em/s] 18.330 0 0 18.329 0 0
AV (v2)T [em/s] -3.640 0 0 -1.535 0 0
AV (v3)T [em/s] -1.026 0 0 —3.458 0 0
AV (v4)T [em/s] —20.225 0 0 -19.898 0 0
Coiit [cm/s] 43.22017 43.22027

TABLE 3.1 — Plan de guidage pour la mission PRISMA 1 (AV,00 = 26cm/s)

ProBA 3

La mission PROBA 3 est une mission a forte excentricité et un demi-grand axe important. Cela conduit
a une dilatation importante du temps vis-a-vis de ’anomalie vraie, notamment & I’approche de ’apogée.
Les figures [3.2) illustrent le plan de guidage calculé par programmation linéaire et la trajectoire associée.
La résolution de ([3.27) met en exergue un plan de guidage a trois impulsions. Si les structures de plan
du guidage sont équivalentes, le cotlit obtenu ici est légérement supérieur au cotit optimal certifié. De

nouveau, I’approche directe délivre une bonne approximation du plan optimal.
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FI1GURE 3.1 — Plan de guidage et trajectoires pour la mission PRISMA 1
Algorithme Pb. de moments et Prog. Semi-infinie Méthode directe
v; [rad] 2.04204 2.94820 3.14024 2.04204 2.92896 3.14024
AV (v1)T [em/s] —22.717 0 58.740 —21.181 0 59.728
AV (v2)T [em/s] —24591 0 O —25475 0 O
AV (v3)T [em/s] 0 0 8.289 0 0 0.07975
Cotit [em/s] 114.34 114.36
TABLE 3.2 — Plan de guidage pour la mission PROBA 3 (AVpez = 26cm/s)
PRrRISMA 2

Dans les cas précédents, les plans de guidage permettent de réaliser le rendez-vous sans saturer les
impulsions. Pour la mission PRISMA 2, le plan de guidage optimal est constitué de deux impulsions aux
instants initial et terminal (voir tableau . Ces impulsions optimales sont légérement supérieures &
la capacité des actionneurs fixée & 26 cm/s. Lorsque le probléme est résolu, le plan contraint de
guidage obtenu est un plan & quatre impulsions (figures . Ces impulsions sont groupées par pairs en
début et fin de manoceuvres. Pour chaque paire, les instants d’impulsions sont des instants consécutifs sur
la grille de discrétisation. Il est intéressant de remarquer que la consommation optimale est répartie sur

chacune des paires d’impulsions du plan contraint.
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FIGURE 3.2 — Plan de guidage et trajectoires pour la mission PROBA 3

Algorithme Pb. de moments et Prog. Semi-infinie Méthode directe
1.7381-1073
vi [rad] [0 0‘86647] 0.86?473 75.88664;)
AV ()T [em/s] —27.571 0 —25.524 —25.999 0 —25.523
AV (v2)T [em/s] X X X —1.5754 0 0
AV (v3)T [em/s] X X X 1.5302 0 O
AV (vg)T [em/s] 27.525 0 —25.487 26.000 0 —25.486
Cotit [em/s] 106.11 106.12

TABLE 3.3 — Plan de guidage pour la mission PRISMA 2 (AV,4z = 26cm/s)

3.5 Conclusions

Ce chapitre a démontré qu’il était possible d’utiliser les méthodes directes pour résoudre le pro-
bléme de commande optimale. Ces méthodes fournissent une solution admissible, mais généralement
sous-optimale. Rappelons que les méthodes directes consistent & transformer le probléme d’optimisation
en dimension infinie sous contrainte dynamique en un probléme de programmation mathématique. Dans
le cadre du rendez-vous, cette transformation est possible grace & la connaissance formelle d’un modéle
de propagation du mouvement relatif. Selon ses hypothéses, les méthodes directes présentent les qualités
d’étre suffisamment flexibles pour appréhender des contraintes sur ’état relatif et/ou la commande et
de proposer des algorithmes de complexité numérique faible lorsque la structure (nombre et répartition
des impulsions) du plan de guidage est connue. Dans les chapitres suivants, nous nous appuierons sur ce
programme et nous l’enrichirons de contraintes d’incertitude dans le chapitre [4 et de contraintes sur la
trajectoire dans le chapitre
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CHAPITRE 4

Guidage sous contraintes d'incertitudes et d'erreurs
par programmation convexe robuste
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4.1 Introduction

Le chapitre [3| a montré que le probléme de commande optimale formalisant le guidage en rendez-vous
orbital se prétait avantageusement & une résolution par des méthodes directes. De fait, un plan de guidage
prenant en compte les limites en amplitude des impulsions peut étre calculé grace a la résolution d’un
programme linéaire.

Ce chapitre pose le probléme de la robustesse de 'algorithme de guidage vis-a-vis d’éventuelles per-
turbations non modélisées initialement. En effet, les différents aléas technologiques peuvent amener un
plan initialement optimal & ne plus remplir les objectifs du rendez-vous (voir les résultats du projet CNES
R&T 71372/00 [82] et la publication associée [25]). Les aléas suivants ont été identifiés parmi les causes
d’incertitudes les plus influentes sur le déroulement du plan de guidage :

Les erreurs de navigation rendent incertaines la position et la vitesse relatives au moment de 'appel
a la fonction de guidage. Elles sont liées & la chaine de mesures et de reconstruction de 1’état.

Les erreurs d’application des manceuvres sont liées aux erreurs d’interprétation et d’exécution des
commandes calculées par le module de propulsion. Elles prennent différentes formes : I’anticipation
ou le retard de I'instant d’exécution de la manceuvre et la corruption possible de 'amplitude et de
Iorientation de chaque impulsion commandée.

Par ailleurs, nous pouvons citer les erreurs de modélisation qui peuvent étre vues comme des incertitudes
sur la transition utilisée dans le cadre du probléme de guidage.

Toutes ces erreurs ont pour conséquence de générer des incertitudes dans les données du programme
développé. Il est pourtant nécessaire de trouver une solution de consommation minimale qui garantisse
un niveau de précision vis-a-vis des objectifs initiaux.

L’objectif de ce chapitre est donc de conférer a ’algorithme initial des propriétés de robustesse face
& de variations paramétriques dans les données du probléme d’optimisation.

Nous parlerons ici de robustesse du plan de guidage comme l'insensibilisation de la commande de
boucle ouverte aux erreurs décrites antérieurement. Cette notion se rapproche de la notion de commande
robuste largement étudiée et enseignée par la communauté des automaticiens et qui tend a rejeter grace,
& une contre-réaction, les perturbations dans un probléme de stabilisation par exemple. Ici, nous nous
attardons uniquement sur la boucle ouverte et I'existence d’'une commande qui minimise la propagation
des erreurs.

Si la robustesse des plans de guidage a été peu abordée dans la littérature, les erreurs de navigation
(i.e. les erreurs sur I’état initial) l'ont été a plusieurs reprises. Dans cette catégorie, on note les travaux
de How et Tillerson [71] d’une part et les travaux plus récents de Mueller et Larsson [I09] d’autre part.
Bien entendu, dans le cadre d’'une commande impulsionnelle en boucle fermée, la robustesse aux erreurs
de navigation a été étudiée plus largement et le lecteur pourra se référer notamment a [29, 50]. Par
ailleurs, les erreurs d’exécution des impulsions ont été abordées par Luo et al. dans [I05] sur la base
d’une modélisation stochastique.

Plusieurs techniques sont envisageables pour fournir une solution fiable a un probléme d’optimisation
affecté par des données incertaines : la programmation stochastique et la programmation convexe robuste
sont les méthodes les plus connues.

La programmation stochastique [20] permet de prendre en compte des incertitudes lorsque celles-ci
sont modélisées par des variables aléatoires dés lors que leur loi de distribution est connue ou estimable.
Les solutions alors obtenues sont généralement admissibles vis-a-vis des contraintes et des objectifs pour
une majorité des cas de perturbation sans étre garanties pour I’ensemble des réalisations d’incertitude. Au
contraire, s’il est possible de borner les incertitudes, une approche déterministe, appelée dans la littérature
«optimisation convexe robuste», permet d’obtenir, une solution satisfaisant I’ensemble des contraintes et
objectifs, quel que soit le scénario de perturbation rencontré [15].

Nous proposons, ici, de traiter les incertitudes de guidage par la méthode d’optimisation convexe
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robuste pour plusieurs raisons. Tout d’abord, cette méthode fournit un certificat de réussite global de la
mission pour n’importe quelle combinaison d’incertitudes. De plus, elle ne nécessite pas de connaissance
approfondie du comportement statistique des différentes incertitudes auxquelles nous devrons faire face :
seules les bornes sont nécessaires. Notons toutefois que ces bornes peuvent étre déduites d’une descrip-
tion statistique de l'incertitude (voir . Enfin, 'optimisation robuste permet de considérer, a partir
du programme nominal de guidage, les problémes de programmation convexe (programmation linéaire,
programmation sur le cone de second ordre et programmation semi-définie) pour une majorité de struc-
tures classiques d’incertitudes (polytopique et ellipsoidale). D’un point de vue numérique, cela permet
de proposer des algorithmes attractifs pour la résolution du probléme de guidage sous incertitudes.
Dans un premier temps, nous présenterons le concept d’optimisation robuste ainsi que les principaux
résultats utilisés par la suite. Puis, nous aborderons notre contribution : le probléme de guidage en
rendez-vous sera résolu en tenant compte des erreurs de navigation et d’exécution de la commande.
Enfin, nous proposerons des exemples numériques qui mettront en lumiére qu'un choix approprié permet
d’insensibiliser le plan de guidage et de réduire I'impact des incertitudes. La contribution de ce chapitre a
donné lieu & une communication [I01] et une version améliorée et étendue a été publiée en journal [100].

4.2 Optimisation convexe robuste

Cette section présente le concept d’optimisation robuste, ainsi que les formes convexes de programme
robuste qui pourront étre employées dans des algorithmes de guidage robuste.

4.2.1 Programmation incertaine

Le principe d’optimisation robuste met en jeu la notion de programme incertain. Elle est déduite de
la définition de programme paramétré.

Définition 4 (Programme paramétré). — Soit le probléme d’optimisation paramétré suivant :

min - fo(z)

(4.1)
Sous fl(x7u’b(pl)) Soa Z:1777n

Ici, x € R™ représente le vecteur des variables de décision. Les fonctions fy et f; nous donnent la structure

usuelle du probleme, et p; € RF est un vecteur de paramétres influencant les données du probleme, u;.

La forme standardisée veut que les données de la fonction objectif f soient parfaitement connues
et non sujettes a des incertitudes au moment du calcul. Si ce n’est pas le cas, il est toujours possible
d’utiliser une variable de décision additionnelle, ¢, qui sera minimisée et d’augmenter le probléme avec la
contrainte t — fo(z,up) > 0.

Un programme incertain est un programme paramétré dont la structure est fixée et dont les
données u;, inconnues, appartiennent & un ensemble fermé U; telles que u; € U;. Nous appellerons ensemble
d’incertitudes 'ensemble U tel que U = Uy x --- X U, ot U; C R”. Les variables p; paramétrant les
données u; seront nommées variables de perturbations. Ces variables de perturbations p; appartiennent &
des ensembles de perturbations fermés, P;.

Définition 5 (Programme incertain). — Il se définit comme la collection des programmes (4.1) :

min fo(z)

(4.2)
sous  fi(z,ui(p;)) <0, Yu; €U;, i=1,...,m

Ces notions générales d’optimisation robuste peuvent étre illustrées par 'exemple de la programmation
linéaire
min{y"x : Az <b}.
x
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Si la structure de ce programme est donnée par les dimensions de la matrice A, les données du probléme
u sont les valeurs des singletons du triplet (v, A, b). Le programme linéaire incertain est alors la collection
des problémes min{y"z : Az < b} pour lequel (A4,b) € U :

T

min{y?z: Az <b}, (A,b) €U.

4.2.2 Contrepartie robuste : formulation min-max

L’approche déterministe peut se définir par opposition aux approches probabilistes et stochastiques
présentées succinctement dans ’annexe grace & I'analyse pire-cas qu’elle réalise. Conceptuellement,
I'optimisation robuste déterministe repose sur trois hypothéses au moment de la prise de décision et du
calcul des variables de décision [I7, page xii] :

— Les variables de décision x doivent étre déterminées par résolution du probléme (4.2)) avant que les
données réelles du probléme ne soient révélées.

— Les garanties qui peuvent étre obtenues ne sont valables que si les données du probléme u; appar-
tiennent a ’ensemble U4;.

— Les variables de décision doivent satisfaire les contraintes f;(x, u;(p;)) < 0 dans tous les cas possibles
de réalisation de valeurs de u; appartenant a ’ensemble U;.

Sous ces hypothéses, la résolution du probléme permet d’obtenir une solution dite «immunisée
face aux incertitudes des données du problémey. En effet, si la premiére hypothése reléve de la nature
incertaine du probléme, les deux autres indiquent que toute solution admissible doit garantir sans faille les
contraintes, quelle que soit la réalisation d’incertitudes w; inscrite dans ’ensemble d’incertitudes ;. Une
telle solution est appelée solution admissible robuste [I5]. Enfin, pour une solution admissible robuste
donnée, la valeur du critére correspond au cofit de la réalisation d’incertitudes la plus défavorable :
Htax{ fo(x) : u; € U;,Vi}. Ce dernier fait illustre I’approche pire cas utilisée dans 'optimisation robuste.

Ainsi, optimiser de maniére robuste consiste & obtenir la meilleure solution admissible robuste grace a
une architecture de programmation min-maz .

min max fo(x

sous fl(x7ul(pl)) SO? vuz eu’iv = 17"'7m
Le probléeme (4.3) est appelé, dans la littérature, contrepartie robuste au programme incertain (4.2)).
L’ensemble des solutions admissibles du probléme (4.3) forme I’ensemble admissible robuste X (i) tel que

X(Z/[) = {x]f@(:v,ul(pl)) <0, Vu; elU;, 1=1,... ,m} (4.4)

La(les) meilleure(s) solution(s) est(sont) appelée(s) solution(s) optimale(s) robuste(s).

En considérant que le probléme de guidage est un probléme d’optimisation linéaire, nous
abordons plus particuliérement la programmation linéaire robuste et proposons des formulations convexes
du probléme dans la suite de la section.

4.2.3 Programmation linéaire robuste

La programmation linéaire affectée de données incertaines a été étudiée dans [I31]. Le probléme de
programmation linéaire s’écrit sous la forme

min 'z
T

(4.5)
sous Az <b
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Les incertitudes portent sur les données du programme linéaire a savoir la paire (A,b) € U C R™*™ x
R™. Nous parlerons de programme linéaire incertain :

min ’yT:):
€T

(4.6)
sous Az <b, [A;bel

Afin de décrire les contreparties robustes associées au programme incertain , il est maintenant
nécessaire de préciser la structure de I’ensemble /.
Dans la suite de ce chapitre, les ensembles d’incertitudes sont paramétrés de maniére affine en p € R¥, le
vecteur des variables de perturbations :

k
U= (A0 = A% + ) p[A00], pe P C R (4.7)
j=1

ou P, I'espace de perturbation, est ’ensemble dans lequel les variables de perturbations évoluent. La paire
(AY, %) représente les données nominales et les paires (A7, b) caractérisent les dépendances vis-a-vis des
variables de perturbations.

En nous reportant aux notions présentées dans la section précédente, nous pouvons établir les défi-
nitions suivantes. Un vecteur z € R représente une solution admissible robuste du probléme g’il
vérifie les contraintes pour toutes les réalisations d’incertitudes :

Az <b V(A,b)elU (4.8)
On notera X (U) l'espace admissible robuste tel que

X(U) = {z € R"|Az < b, V[A;b] € U} (4.9)

(A(P3)7b(103))

WIF l/

(A(p2), b(p2))

(A(p1),b(p1))

FIGURE 4.1 — Espace linéaire admissible et robuste & trois réalisations de perturbations pi, po2, p3 dans
un cas polytopique

La contrepartie robuste au programme incertain (4.6)) est alors le probléme d’optimisation min-maz

suivant :
min  max fyTac
T (Ab)eU (4.10)

sous Az <b,

En pratique, la construction de la contrepartie robuste d’un programme linéaire incertain est obtenue
contrainte par contrainte. En remarquant que (Az < 0) < (az < b;, i = 1,...,m), a; étant la i€ ligne
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de la matrice A, nous pouvons réécrire la contrepartie robuste :

min  max 7Tx
T (Abeu (4.11)
sous  a;x <b;, i=1,....,m, Y(a;,b;) EY;

ot U; est la projection de I’ensemble d’incertitudes U sur 'espace des données de la i¢™€ ligne de la matrice
A et du vecteur b. La reformulation a Iavantage d’apporter de la flexibilité dans la description de
U en autorisant notamment que chaque contrainte a;x < b; puisse étre affectée par son propre ensemble
d’incertitudes U; affines en fonction des variables de perturbations p; :

U = < [as, bi] = [a?, 0Y] + Zp] al,bl], p' e P (4.12)
et U = Uy X -+ X Upy,. Une fois la structure des ensembles d’incertitudes fixée, 1’élément déterminant

pour 'existence et la construction d’une contrepartie robuste numériquement efficace est la structure de
I’ensemble de perturbations P;.

4.2.4 Ensembles d’incertitudes et contreparties robustes

Les études menées dans la suite de ce chapitre se basent sur les ensembles d’incertitudes dits ellipsoi-
daux. Ces derniers ont été étudiés parallélement par Ben-Tal et Nemirovski [15] d’une part et El Ghaoui
et al. [53] d’autre part dans le but de développer des contreparties robustes.

Définition 6 (Ensemble ellipsoidal d’incertitudes [15]). — Soit I’ensemble de perturbations P € R¥
décrit par la boule unité,
P ={peRF |plls <1}, (4.13)

on définit par ensemble d’incertitudes ellipsoidal I’ensemble U € R™*™ x R™ tel que

U={(A,0) =T(p) , lplla <1} (4.14)

ot p — II(p) est une application affine de R¥ vers R™*™ x R™ qui peut prendre la forme particulicre
(4.7) ou encore (4.12]).

Cette définition permet, notamment par un choix judicieux de lapplication II(p), de décrire des
ensembles U, dits plats, qui décrivent le cas ot certaines données du probléme sont connues avec précision
ou encore des ensembles U, dits cylindriques, ot chaque condition ellipsoidale affecte seulement un sous-
ensemble des éléments de p [I5]. Par exemple, un ensemble d’intervalles d’incertitudes est I'intersection
de k cylindres ellipsoidaux [16].

Trois cas présents dans la littérature sont exposés ci-aprés.

Cas d’un seul ellipsoide d’incertitudes U =U; X --- X Uy,

Théoréme 4 ([14]). — Soit l'ensemble U;, associé a la contrainte a;x < b;, et donné par
k
U = [aiv bl] [az ) bg] Z [az?bz] HpH2 <1 (4'15>
j=1
La contrepartie robuste s’écrit alors
min Tz
k
‘ . 4.16
sous ayw + b)) < Z(agxﬂ—b])Q =1,...,m (4.16)
j=1

Différentes démonstrations pour le cas d’un ellipsoide simple sont détaillées dans [14] 16], 53].
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S
Cas de l’intersection de plusieurs ellipsoides U = ﬂZ/{l
1=0

Théoréme 5 ([16]). — Soit ’ensemble

k
U = [A7 b] = [Alovblo] + Zuj[Aljvblj]7 Hp||2 <1

o (4.17)

ZUZJX'-‘XULm

ou chaque ensemble Uy j répond a la définition (4.15)). Pour ce cas, la contrepartie robuste est équivalente
au programme suivant :

min 'yTa:
sous adz + b0 + Z (tr [(aéo — a?O)T)\li] + (blo — bOO)TMé)
=1
@z 09 = 37 (o (AN + () )
=1
<

(4.18)

AP 4+ =37 (b (AN + (04 4
=1
o[t AN+ )T

+>° : Li=1,....,m

=] e (A0 + (047

2

avec AL € R™™ et pb € R™.

Une preuve pour ce second cas est disponible dans les annexes de [16].

Cas particulier des intervalles de perturbation

Considérons a présent une contrainte ax < b pour laquelle les perturbations sont contenues dans une
boite, i.e. tous les éléments de u appartiennent & des intervalles :

P={uecR":|plo <1}. (4.19)

Les intervalles sur R peuvent étre envisagés comme la projection des ellipsoides sur la droite réelle. Ainsi,
un espace de perturbations sous la forme peut étre vu comme le produit cartésien d’ellipsoides
n’ayant d’effet que sur une seule des composantes du vecteur de perturbation simultanément. Dans ce
cadre, la contrainte robuste issue de se réécrit

k k
a%+§:wﬂxSW+§:ﬂw Ipj| <1,V

j=1 j=1
k . .
& aox—i-ij(ajx—b])gbO Ipj| <1,V
j=1

k
& aox—i-”rﬁlax ij(aj:c—bj) <
Plleo<1 X
7=1



50 CHAPITRE 4. GUIDAGE ROBUSTE

k

k
En remarquant que | rﬁlaX E uj(d?z =V) | = E |a’x — V7|, il vient alors une nouvelle représentation
Plloo<1 .
J=1 J=1

convexe de la contrainte robuste du probléme (4.11)) :

k
aox—i—Z]aja;—bj] <0 (4.20)
j=1

Cette derniére forme peut aussi s’écrire a ’aide d’inégalités linéaires :

k
a0x+2yj§b0

=t (4.21)
—y; <ddx -V <y;, j=1,...,k

0<yj, j=1,....k

Théoréme 6 ([18]). — Lorsque les incertitudes sur les données évoluent dans des intervalles, alors la
contrepartie robuste du probléme (4.11)) est équivalente au programme linéaire suivant :

min ’}/T:L‘
T

k
adz + Zyij <

= (4.22)

sous a=1,...,m

—yy <alw—b <y, j=1,....k
0§yz]7 ]:177]{:

Ce dernier probléme est un programme linéaire de n + k - m variables et (2k + 1)m contraintes. Le
schéma d’optimisation robuste est & rapprocher de celui obtenu par Soyster au début des années
70 |[I31]. 11 a été démontré dans [16] que le cas d’incertitudes polyédrales peut étre pergu comme un cas
particulier d’incertitudes ellipsoidales.

Les outils présentés dans cette section vont étre exploités pour développer des algorithmes de calcul
de plan de guidage robuste.

4.3 Objectifs relachés de rendez-vous : ensemble d’arrivée polytopique

Si des incertitudes et erreurs doivent étre prises en considération lors de la synthése du plan de
guidage, il devient impossible d’assurer que le rendez-vous s’effectuera en un point particulier de I'espace
d’état. Il nous faut alors considérer des objectifs de rendez-vous relachés au sens ou 'état final devra
appartenir & un sous-ensemble dit de tolérance.

Nous proposons de considérer une condition finale dite polytopique au sens ot 'état final X (v¢) doit
appartenir & un sous-ensemble polytopique de I’espace d’état (cf. ﬁgure. Cette condition va s’exprimer
sous la forme d’une inégalité matricielle linéaire :

HX(vy) < K < H(BfAV +O(vf,19)X (1)) < K (4.23)

H et K représentent les coordonnées cartésiennes du polytope de tolérance.
Le probléme (3.21)) est ainsi modifié :

3N H(®(vy,v0)Xo +BfAV) < K condition polytopique de rendez-vous
min Z;
AV,Z ! AV, < Z;, —AV; < Z; contraintes sur la commande, 1 = 1,...,3N
sous : [ Z3j+1, Z3j+2, Z3j+3]T||oo < AVji1maz , contraintes sur la commande, j =0,--- ,N —1

(4.24)
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Etat initial

FIGURE 4.2 — Schéma d’un rendez-vous vers un ensemble d’arrivée polytopique

Cela aboutit au programme linéaire suivant

. 7
&I{;HZ [ISN 01><3N] AV
H | By [@ ]I3N] ? +@(vy,0)X(vo) | £ K
AV (4.25)

sous —Isny  Isn O3nx1

—I —I < 0

3N 3N AV] 3Nx1
H3N @) Avmax ® I3

Par la suite, nous nous intéresserons a un programme différent par le cotit qu’il minimise. Ce nouveau
programme doit mettre en avant, non plus l'objectif de consommation minimale, mais celui de précision
maximale. L’intérét de ce changement est multiple. Cela décharge 1'utilisateur du choix de la zone de
tolérance & modifier itérativement en fonction de la nature et de 'amplitude des erreurs et perturbations
considérées. De plus, en recherchant la plus petite région de tolérance, nous calculerons la structure de
plan de guidage la moins sensible aux incertitudes considérées ainsi qu'une prédiction certifiée de la
dispersion des trajectoires due aux erreurs éventuelles.

Afin de mettre en place ce nouveau programme, nous allons préciser les coordonnées du polytope de
tolérance de maniére & décrire un parallélogramme :

I

T
Le vecteur de paramétres I' vient augmenter ’ensemble des variables de décision déja présentes dans le
programme (4.25) et le critére de cotit est donné par

6
Y T (4.27)
i=1

Cependant, la consommation ne peut étre négligée au vu des enjeux. Ainsi, il est décidé d’imposer une

'+ Xy

o X, avec I' € RO (4.26)

contrainte supplémentaire de budget telle que

3N
1AV <> Z < May (4.28)
=1

May étant le quota autorisé pour la manceuvre. Le probléme (4.24)) est ainsi remplacé par

Is r+ Xf
((I)(Uf7V0)X0—|-BfAV) < o )
aN —Is - Xy condition polytopique de rendez-vous
min I; o<L’r
AV, ZT 4
= AV, < Z;, —AV; < Z; contraintes sur la commande, i = 1,...,3N
Sous :

||[Z3j+1, 23542, Z3j+3}T||OO < AVt maz contraintes sur la commande, j = 0,--- , N — 1
2551 Zi < Mav contrainte de budget

(4.29)
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Le probléme garde une structure linéaire et peut étre programmé de la maniére suivante :

A
Ar\rfl,i?,F [031\1 O1x3n I6] AV
T
Osxsn By  —lg Xy —®(vp,10) X ()
Osxsy  —By =g — X5 — ®(vp, 10) X () (4.30)
I3y Iy 06 Z O3nx1
sous —Isy —Isy  Og AV | < 03nx1
HgN 03]\[ 06 r AVmaac ® I3
O3y O3y —Ig O1x6
| [ixan Oixav O i Mav i

Le probléme d’optimisation linéaire (4.29) et le programme associé (4.30)) deviendront par la suite le
probléme de référence pour lequel nous envisagerons les différentes incertitudes présentées en introduction.

4.4 Guidage robuste aux incertitudes de navigation

L’algorithme de génération de plan de guidage, tel qu’il est envisagé jusqu’a présent, nécessite une
connaissance précise des conditions initiales composées par la position et la vitesse relatives initiales. Ces
données sont généralement estimées par le module de navigation & partir des mesures de capteurs. La
reconstruction de I’état étant soumise aux bruits et aux biais de mesure, le module de navigation fournit
I’état estimé & un écart-type prés.

Dans [71], une approche dite «multimodéle» est décrite. Cette méthode consiste a calculer un plan
de guidage qui satisfait les contraintes et objectifs simultanément pour différents états relatifs initiaux.
Si les garanties de robustesse de cette technique n’ont pas été prouvées dans [71], elle semble efficace
en pratique. En fait, la linéarité de la propagation du mouvement relatif et des contraintes explique
lefficacité de cette méthode. En effet, si les objectifs de rendez-vous sont assurés pour un certain nombre
d’états initiaux, ils le sont aussi pour tout état initial appartenant a ’enveloppe convexe des états initiaux
testés pour la robustesse.

Espace initial perturbé

N

A >
e
Espace d’arrivée robuste ible

FIGURE 4.3 — Schématisation de I'approche multimodéle d’un rendez-vous

Mueller et Larsson considérent, quant a eux, que les erreurs sur 1’état initial sont confinées dans
un ellipsoide [109]. Ils ont ainsi pu utiliser les résultats de Ben-Tal et Nemirovski [15] pour décrire un
algorithme robuste aux erreurs de navigation basé sur la résolution d’un programme linéaire. Méme si le
comportement statistique des erreurs de navigation est généralement connu, la description déterministe
de l'ensemble d’erreurs proposée dans [109] est préférée, notamment parce qu’une relation entre les
descriptions déterministe et statistique existe (voir l’annexe . Soient les états initiaux probables
appartenant & un ellipsoide d’incertitudes tels que

X(v) = X°(vo) + Rp, |pl2 <1 (4.31)
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ot X0 est l'estimation de I’état, R la matrice décrivant ellipsoide d’incertitudeslﬂ et p la variable de
perturbations.

Il est possible de décrire un algorithme de calcul d’un plan robuste de guidage comme dans [109].
Cependant, nous pouvons montrer que tout plan de guidage propagera ’ellipsoide d’incertitudes (4.31)
vers une seconde ellipsoide contenant I’ensemble des points d’arrivée possibles. De plus, nous montrerons
ultérieurement que le plan de guidage n’a pas d’influence sur la dispersion des points d’arrivée et que
celle-ci est uniquement déduite du temps de propagation.

Reprenons la condition de rendez-vous exacte et la description des erreurs de navigation .
Il vient une description de ’ensemble des points d’arrivée probables :

Er = {X|X = (v, ) (X (vo) + Rp) + BfAV, |pll2a <1}, X(vf) €€ (4.37)

L’équation précédente décrit £y comme étant 'image de la boule unité par une application linéaire. Ainsi
& est un ellipsoide. Le théoréme suivant permet par ailleurs de décrire formellement £.

Théoréme 7 (Image d’un ellipsoide par une application affine [129]). — Soit lapplication affine
x € R™ — y € R" vérifiant Az + Cy + d = 0 tel que rang (A) = rang (C) = r = min{n, m}. L’image
d’un ellipsoide E1(x0, Q1) € R™, de centre xg et définie par la matrice semi-définie positive Q1, par cette
application affine est Uellipsoide E2(yo, Q2) € R™ telle que

Azg+ Cyo+d =0 (4.38)
Qo = CT(ANT(Q1 — QINA(NIQiNA) T NEQ))A"C (4.39)

ot A" = AT(AAT)~1 est linverse a droite de la matrice A de rang plein, (-)* désigne la matrice pseudo-
inverse et N4 est le noyau de A tel que ANy = 0.

Dans notre cas, ’application affine est composée par

A= CI)(I/f, Vo)R
C=1I, (4.40)
d=®(vs,v0) X" (v) + ByAV

L’ellipsoide & centré autour de I’état initial X°(1q) correspond a Dellipsoide d’incertitudes défini par la
matrice 7 = R™2. En remarquant que dans notre cas A" = A~ et N4 est une matrice vide, il vient

Q2= (®(vs,10) )T R>®(vy,10) "

= (®(vs,v0)" BT RO(vy, 1)) ! (441)

Ce dernier résultat permet de conclure que la propagation de I’ellipsoide d’incertitudes donne lieu a
un autre ellipsoide dont la forme est indépendante du plan de guidage. L’ellipsoide d’arrivée est donc
I'image par la transition de l'ellipsoide d’incertitudes centré par le plan de guidage autour du point
d’arrivée nominal.

1. Un ellipsoide £ est un sous-ensemble de R™ défini comme suit

E(xe,Q)={z e R"|z"Qz + 22" ¢+ s <0} (4.32)
={zeR"(z—z.)"Q(z — z.) <1} (4.33)
— {o € RY||P(x —z0)]| < 1} (43)
={zeR'fc=Ry+ux., y y<1} (4.35)

On peut noter la relation entre les matrices P, @, et R

Q/?=P=R" (4.36)
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Remarque 7 (Rejet des incertitudes de navigation par commande prédictive): Siles erreurs
de navigation ne peuvent étre rejetées par aucune loi de commande en boucle ouverte, il est possible d’en
minimiser les effets a l’horizon particulier de la mission. En ce sens, nous avons développé dans [50] une
loi de commande prédictive combinant une commande en boucle ouverte et une loi par retour d’information
en exploitant les techniques de commande prédictive basée sur la notion de tube [85]. Notons que, dans
le cadre du rendez-vous autour d’une orbite circulaire (dynamique linéarisée invariante), les méthodes
classiques de commande prédictive [106] permettent de maintenir toutes les trajectoires perturbées dans
un tube autour de la trajectoire nominale. Dans le cadre générique des orbites elliptiques, les gains de la loi
par retour d’information et de la trajectoire nominale doivent étre calculés simultanément. Ce probléme
est généralement difficile a résoudre de par sa non-convexité. Toutefois, en imposant une structure affine
pour le retour d’information, le probléme devient convexe [63)]. Dans [{6], chapitre 5], G. Deaconu met en
ceuvre et compare deux variantes de cette méthodologie. La premiére combine la commande nominale en
boucle ouverte et un retour d’état tandis que la seconde combine la commande nominale avec un retour
des effets de la propagation des incertitudes sur l'intervalle entre deux impulsions. En outre, cette derniére
variante a fait l’objet de la publication [50).

4.5 Guidage robuste aux erreurs d’exécution des manceuvres impul-
sionnelles

Jusqu’a présent, le plan de guidage est idéalisé, ce qui se traduit par I’hypothése selon laquelle les
différentes impulsions sont réalisées avec une extréme précision. En pratique, cet objectif de réalisation
parfaite des impulsions est impossible & tenir pour plusieurs raisons. Tout d’abord, I’hypothése de com-
mandes purement impulsionnelles se trouve invalidée dés la simulation du rendez-vous lorsque chaque
impulsion est modélisée par une fonction porte. De plus, dans la réalité, le module de propulsion fournira
un profil de poussée avec des régimes transitoires. Ensuite, les impulsions étant calculées dans un repére
local 1ié a la position de la cible (LVLH dans nos travaux), le satellite doit souvent adopter l'attitude
nécessaire avant de solliciter les différents propulseurs qui ne sont généralement pas alignés sur un repére
orthogonal. Enfin, les coordonnées impulsionnelles sont souvent calculées avec une précision numérique
importante (précision flottante) qui ne peut pas étre reproduite par le module de propulsion qui intro-
duira une erreur de quantification dans ’exécution. Il apparait donc nécessaire de prendre en compte
dans l'algorithme les erreurs de modélisation de la commande ainsi que les erreurs de quantification et
de réalisation. Celles-ci seront étudiées sous deux formes : les erreurs sur la date d’impulsion d’une part,

les erreurs sur 'amplitude et 'orientation des impulsions d’autre part.

4.5.1 Incertitudes sur la date d’application
Modélisation des incertitudes

Les incertitudes sur la date d’impulsion se traduisent par des erreurs sur la date réelle d’application
de I'impulsion exprimée en anomalie vraie :

On note ici 19 € RV le vecteur des dates nominales d’application des impulsions, p € RN le vecteur des
variables de perturbations et dv; la perturbation maximale attendue. Nous supposerons que les variables
de perturbations sont indépendantes les unes des autres. Une telle perturbation provoque deux effets
indésirables. Tout d’abord, la matrice de transition ® étant dépendante de 'anomalie vraie d’impulsion,
elle devient aussi incertaine. Ensuite, les valeurs des saturations, AV 4., s’exprimant en fonction de
lanomalie vraie (voir équation ), s’en trouvent aussi affectées. Cependant, dans la suite de 1’étude,
seules les incertitudes sur les matrices de transition seront étudiées. L’incertitude sur les valeurs de
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saturation peut étre simplement appréhendée par I'utilisation de la borne la plus restrictive sur 'intervalle

de perturbation.

Etat initial

FIGURE 4.4 — Rendez-vous avec incertitudes sur les dates d’impulsion et ensemble d’arrivée polytopique

Dans un souci de cohérence, les bornes sur l'intervalle de perturbation sont d’abord exprimées en
secondes puis traduites séparément en anomalie vraie par résolution de 1’équation de Kepler (cf équation
(B.6)). Les dates nominales en anomalie, Vl(-), sont alors le centre de l'intervalle en anomalie dont les bornes
ont été calculées précédemment. Ainsi, les dates nominales en anomalie ne correspondent pas en général
aux dates nominales temporelles d’impulsions. Les rayons, dv;, sont exactement la moitié de 'intervalle
de perturbation en anomalie.

La variation de l'instant d’impulsion implique une variation de la matrice de transition. Afin de
construire la contrepartie robuste, il est nécessaire d’encadrer a minima les variations de la matrice de
transition. A cet effet, ’analyse par intervalles permet un calcul d’une fonction d’inclusion de la matrice de
transition (cf. 'annexe |F.3)). Nous noterons [®](v¢, [14]) la fonction d’inclusion de la matrice de transition
® entre 'instant incertain [1;] et I'instant final v;. Cette fonction d’inclusion est calculée par la méthode
de la fonction d’inclusion centrée (cf. (F.21))).

Contrepartie robuste au probléme de rendez-vous polytopique

Si les dates d'impulsion {v;}i=1,. n sont affectées par des incertitudes, alors le probléme de rendez-
vous (4.24) devient incertain, car la matrice By de ce probléme est une matrice inconnue appartenant a

la matrice d’intervalles [B] donnée par

By] = | (@], ) B .. (@), [on])B | (4.43)
Ainsi, la condition incertaine de rendez-vous est donnée par
N
H (@(yf, )X (v0) + > ®(vy, ui)BAV(ui)> <K (4.44)
i=1

ol

[@](vy, [i]) 2 ®(vy,14) = <I>0(1/f, vi) + 0®(vs, ;)

La matrice ®°(vf, ;) est la matrice milieu de la matrice d’inclusion [®](v¢, [1;]). La matrice de perturba-

tion 6® (v, ;) appartient & la matrice d’intervalles [—0®;, d®;] ott 6P; est la matrice rayon de [®](vy, [v4]).
Dans le cadre posé, nous pouvons définir I’ensemble d’incertitudes U tel que

U= {(I)(vayi”q)(yfv Vi) = CDO(Vf?Vi) + uir{)iv |ul’ < 1a L= 17 s 7N - 1} (445)
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Il vient alors la formulation du probléme de rendez-vous incertain :

- 3N
min el
AV.ZT 2.z T

( N
H (Z{(q)()(Vfa Vi) + pid®;) BAV ()} + O (vy, V())X(l/o)) <K,
=1

ol <1 (h16
AV(v) < Z;, —AV(v) < Z;

(Zsit1, Zsiv2, Zsivs)t < AVimazit1 ,Vi=0,--+ , N—1

Z?ivl Z; < My

sous

ou H et K sont donnés par (4.26]). Selon [18], la contrepartie robuste de la condition incertaine de
rendez-vous (4.44]) peut s’écrire sous la forme suivante

N
H (q)(uf, vo) X (o) + Z ®%(vy, 1) BAV (1) + %&X{Ui(s(}%BAV(W)}> <K (4.47)
i=1 ’

En notant que le terme de maximisation max{uiEBAV(yi)} vérifie
max{u;0®; BAV (v;)} = [6®; BAV (1)] (4.48)

et que les variables Z; vérifient |AV (v;)| < Z;, nous obtenons une formulation linéaire de la contrepartie

robuste au probléme (4.46]) :

. 3N
min e
AV.ZT 2z T

( N

> @ (v, vs) BAV (i) + |09,B|Z; | < K
i=1 (4.49)

Ho(vp,10)X () + H

sous AV, < Z;,, —-AV, < Z
(Z3it1, Zsiv2, Zsits]’ < AVmaziyr ,Vi=0,--- N —1
(SN Z; < May

Le probléme (4.49)) est en fait le programme linéaire suivant

VA
AV [031\1 O1x3n Iﬁ] AV
T
EB Bf _]IG Xf — (I)(Vf, I/())X(Vo)
—-0®B -By - — Xy — ®(vy,10) X (0) (4.50)
—]IgN ]13]\/ 06 Z O3N><1
sous *]13]\] *Hg]\/ 06 AV < 03N><1
IEYY O3y Og r AVipae @ I3
O3n Osyv  —Ts O1x6
| lixan  Oixan Oixe] i Mav |
ou
56 = [[®1] ... [5G, (4.51)
0 = [¢O(Vf,y0) ...<1>0(yf,yN)], (4.52)
B 0
B — . (4.53)

0 B
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4.5.2 Erreurs de réalisation des impulsions
Modélisation des erreurs

Chaque impulsion calculée doit étre réalisée par le module de propulsion. Cette réalisation nécessite
une attitude particuliére du véhicule ainsi que la répartition de la commande calculée dans le repére
LVLH sur les différents moteurs. Ainsi, une erreur de pointage est toujours possible et la répartition de la
poussée peut introduire un biais. Cette incertitude sur 'impulsion réellement appliquée peut se modéliser
comme une erreur en amplitude et en orientation (voir figure :

AV; = (1 4+ \) My AVP (4.54)

FIGURE 4.5 — Erreur de réalisation d’une impulsion

ou le paramétre de dilatation \; est compris dans Uintervalle [—¢, €] et la matrice de rotation de
Cardan, M,;, permet de modéliser l'erreur d’orientation. La matrice de Cardan dépend de trois angles,
Vi, 0;, ¢; qui décrivent la rotation schématisée aux figures [£.6] Dés lors que ces angles restent petits, a

savoir bornés par I’amplitude angulaire (3,

Wil < B, 16:] < B, |¢il < B, (4.55)

la matrice de Cardan, M,;, peut s’approcher au premier ordre :

T =y 0
Me= v 1 —¢; (4.56)
—0; & 1

Définissons maintenant la matrice de perturbation M; telle que

14X —(1+)\Z‘)¢i (1+)\Z‘)9i
M; = (1 + )\i)Mci = (1 + )\z)wz 14+ N —(1 + /\z)¢1 (457)
—(14+X)0;  (1+X\)os 14+ A\

Les parameétres incertains de dilatation, \; et d’orientation, ;, 6;, ¢;, appartenant & leurs intervalles
respectifs, la matrice M; peut se réécrire en fonction de quatre variables de perturbation, p;;

4
M;=T3+Y pyM?, |py| <1, i=1,...,N (4.58)
j=1
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ou les matrices M; sont données par

e 00 0 —(1+¢)B 0 0 0 (1+¢)B 0 0 0
M=10 ¢ 0|, M = |(1+¢)8 0 o, M?= 0 0 0 , M*= |0 0 —(1+¢)B

00 ¢ 0 0 0 —(1+¢)B 0 0 0 (14+¢)8 0
(4.59)

Zo=72 Zo y1 =1 21 Ty = X3 Y2

(a) Premiére rotation (b) Seconde rotation (c) Troisiéme rotation

FIGURE 4.6 — Angle de Cardan

Contrepartie robuste
Le probléme de guidage sous contrainte d’erreurs de réalisation des impulsions est illustré sur la figure
2%}
Ay

Etat initial
AV

AV,

FIGURE 4.7 — Schéma de manceuvre de rendez-vous sous erreurs de réalisation de la commande

La condition polytopique de rendez-vous tenant compte des erreurs de réalisation de la commande
s’écrit
Ho(vy,19) X (vo) + HByM(p)AV <K (4.60)
ou
> piMI
Z? pj M7

M(p)

Nous en déduisons le probléme de rendez-vous sous erreurs de réalisation de la commande

: 3N
W 2=
(H® (v, 10)X (vo) + HB;M(p))AV < K,

<

1Pl <1 (4.62)
sous AV(vi) < Zi, —AV(y) < Z;
[Z3iv1, Zsive, Z3ivs]” < AViagip1 ,Vi=0,--- N —1
SN Zi < May
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La condition robuste de rendez-vous associée a la condition incertaine (4.60) peut étre formulée en
exploitant les résultats issus de [17]

H®(vs,10)X (0) + HB;AV + max {HBM(p)AV} < K (4.63)

lIpllo <1

Le terme & maximiser dans la condition robuste (4.63) trouve une expression analytique :

N 4
||;ﬁ1a§1{HBfM(p)AV} = Jax > HO(vp,u)B | Y pyMI | AV, (4.64)
o= = i=1 j=1
N 4
= ZZ max {H®(vs,v;) BMI AVip;;} (4.65)
= = llw=t
N 4
= > > |H®(vs,vi)BMIAV] (4.66)
i=1 j=1

A partir de I'expression (4.66)), la contrepartie robuste au probléme (4.62)) est finalement donnée par

. 6
. FZ
AP 2in
O(vs,10)X (v0) + HBeAV + 8 32| |[HO(vy, 1) BMIAV;| < K
AV(v)) < Zi, —AV(v) < Z; (4.67)
sous

(Z3it1, Zsiv2, Zsits]t < AVimagiv1 ,Vi=0,--- N —1
SN Zi < May

Posons le vecteur de variables additionnelles Y € R?*V. Ces variables nous permettront d’encadrer
les termes de la somme (4.66) afin de linéariser 'expression de la condition robuste de rendez-vous du
probléme (4.67) :

~Y;; < ®(vy, ) BMIAV; <Yy, i=1,...,N, j=1,2,34. (4.68)

Le probléme (4.67)) trouve alors une forme linéaire

Ay, Tl
D(vp,10)X (v0) + HBAV + HY N Vi < K
~Yy; < HO(vy,v) BMIAV; <Yy, i=1,....N, j=1,234,
sous AV(v) < Z;, —AV(y) < Z;,
(Z3iv1, Zsit2, Z3i+3]” < AViagitr ,Vi=0,---, N —1
(300N Zi < May

(4.69)
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Le probléme (4.69) peut étre programmé sous la forme suivante :

A
. r AV
A\?%%‘,Y _03N O1x3v  1e Orx24n I
Y
[ O6x3n By —Ig Iyxan ® T | [ X — ®(vp,v0) X (W) |
Osxsn  —By  —Ig —Iixun®Ig — Xy — ®(vy,1v0) X (v0)
—Isn Isn Os O6x 24N 7 O3nx1 (4.70)
—I3ny I3y 06 Opx24n AV 03nx1
sous I3n O3n 06 Opx 24N I < AVipaz @ I3
O3n O3n —Is Opx24N v O1x6
Iixan Oixan O1xe Opx24N May
Oganxan @ O2nxe —losn 024N %1
[O2anvxsy —® O2awxe —loan | i 024N x1 |
ot @ est la matrice donnée par le produit de Kronecker suivant
(I)(Vf,V1)B 0 0 M1
— 0 (v , V2 B ... 0 M?
F = vy v2) . o\, (4.71)
0 0 . 0 M
0 0 0 ®(vs,vn)B M*

4.6 Etude numérique

Cette section a pour objet, non seulement la validation numérique des résultats présentés précé-
demment, mais aussi la comparaison des plans robustes de guidage vis-a-vis de plans «nominaux» afin
d’évaluer la pertinence de cette approche. Le protocole d’étude comprend en plusieurs étapes. La premiére
consiste a calculer les plans nominaux et robustes par la résolution respective de d’une part et de
(4.50)) ou d’autre part. Les missions sont ensuite simulées dans un environnement képlérien prenant
en compte les perturbations sur la commande énoncées plus haut. Lors de la simulation, la perturbation
est tirée aléatoirement & chaque impulsion dans les bornes dv;, € et 5. Les erreurs sur 'instant d’impulsion
dv; correspondent & une seconde d’avance ou de retard. Les erreurs d’amplitude et d’orientation sur les
manceuvres sont respectivement fixées a ¢ = 0.1% et 8 = 1°. Pour chaque plan de guidage, 500 simula-
tions dans I'environnement décrit ci-dessus sont réalisées en boucle ouverte afin de ne pas masquer l'effet
des perturbations. Nous comparons ainsi la dispersion des états en fin de mission lorsqu’ils sont conduits
par un plan robuste et un plan & consommation minimale. Les principaux critéres d’analyse seront le
colit optimisé, Z?:1 I';, qui représente une dispersion maximale garantie et la dispersion effective des
états finaux. Cette dispersion effective est calculée en sommant les dimensions du plus petit paralléloide
incluant le nuage de points. Ce calcul permettra la comparaison avec le cofit.

Dans ce contexte, 'influence du budget alloué sera analysée. Rappelons que ce budget est calculé

comme une portion de la consommation optimale, J*, obtenue par la résolution (3.21)) :
Msy = aJ* (4.72)

Par ailleurs, si le nombre d’impulsions N est fixé nominalement & 50, l'incidence de ce nombre sera
toutefois évaluée sur les critéres précédents. Dans ce cas d’étude, la contrainte de budget sera relachée et

la consommation sera un critére supplémentaire d’analyse.
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FIGURE 4.8 — Rendez-vous sous incertitudes de dates : mission ATV 2

4.6.1 Incertitudes sur les instants d’impulsions
ATV 2

La mission ATV2 présente un plan optimal a quatre impulsions. Lorsque le programme robuste
est résolu, un plan de guidage a quatre impulsions est également obtenu avec ou sans contrainte de bud-
get (voire figures et . Notons que a = 100% indique que la consommation du plan robuste est
égale & celle du plan optimal. S’ils présentent le méme nombre d’impulsions, les deux plans robustes de
guidage ont tendance a avancer les deux premiéres impulsions et retarder la derniére. De plus, la seconde
impulsion prend une part plus importante de la consommation.

Les figures et montrent aussi la dispersion des états finaux en position et en vitesse ainsi que
la boite de tolérance calculée. Comme attendu, le plan robuste permet une dispersion moins importante
des états finaux perturbés notamment dans les directions z en position et x en vitesse.

D’autres informations peuvent étre tirées de la figure [1.9] Cette derniére expose, pour des budgets dif-
férents, les niveaux de tolérance garantie et de dispersion effective pour les plans robustes ainsi que la
dispersion effective pour le plan nominal. L’ensemble des chiffres est normalisé a la valeur de colit obtenu
pour un budget égal a la consommation du plan nominal. Le premier constat est qu’en pratique, les plans
robustes permettent une dispersion moins importante que le plan nominal. Cependant, pour garantir ce
résultat, un budget au moins égal a celui du plan nominal est nécessaire. Dans ce cas, le gain est de 10%
entre la dispersion effective nominale et la dispersion garantie. Il est intéressant d’observer que pour cette

mission particuliére le gain en robustesse n’implique pas une augmentation de la consommation.
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FIGURE 4.9 — Rendez-vous sous incertitudes de dates : mission ATV 2

ProBA 3

L’intérét d’une approche robuste est plus manifeste dans le cas de la mission PROBA 3. Les figures
et montrent une dispersion trés importante des états finaux obtenus par propagation du
plan nominal. La dispersion de prés de 1800m en position et 5m/s en vitesse ne permet plus d’assurer
le rendez-vous. Dans le méme temps, le plan robuste permet de certifier une précision de 1 et 7 m en
position et de 20 mm/s et 1 mm/s en vitesse, suivant les axes x et z en position respectivement. Cette
précision est obtenue grace & un changement de structure du plan de guidage. D’un plan nominal & quatre
impulsions, les plans robustes proposés passent & sept et cinq impulsions respectivement pour un budget
illimité et égal & la consommation du plan nominal (voir figures et [4.10c)). Dans le cas nominal, les
deux impulsions centrales sont prépondérantes. Tandis que la consommation est plus répartie pour les
plans robustes, le graphe permet d’observer que la tolérance garantie et la dispersion effective sont
liées & la consommation. Ainsi les performances observées a la figure sont réalisées au prix d’une
consommation triplée par rapport a la consommation nominale. Cependant, dans le cadre de cette mission,
un compromis est possible entre une précision garantie satisfaisante et une consommation moindre. Le
graphe indique aussi le niveau de dispersion 80.5 pour le plan nominal par un triangle. Cela correspond
aux observations de la figure [4.10

Incidence du nombre d’impulsions

Dans le but d’évaluer I'incidence du nombre d’impulsions sur les résultats, nous avons fait varier
N entre 10 et 200 unités (50 correspondant aux résultats analysés ci-dessus). Pour cette expérience,
le budget est illimité. Nous obtenons les graphiques [£.12a] et Dans le cas de la mission ATV
2, la consommation ne semble pas affectée par le nombre d’impulsions et le niveau de précision et la
dispersion ne sont que peu améliorés. La mission PROBA 3 peut étre encore plus précise si I'on accepte
une augmentation du nombre d’impulsions et de la consommation. L’amélioration peut aller jusqu’a 40
% en multipliant par 4 le nombre d’impulsions et en doublant la consommation.

Enfin, sur 'ensemble des graphiques, nous pouvons observer un certain conservatisme entre la pré-
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FIGURE 4.11 — Rendez-vous sous incertitudes de dates :
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FIGURE 4.12 — Rendez-vous sous incertitudes de dates : Influence du nombre d’impulsions

cision garantie et la dispersion effective. L’écart entre les deux valeurs se situe autour de 10 points de
pourcentage.

4.6.2 Erreurs de réalisation des impulsions

Afin d’illustrer les caractéristiques du programme , nous considérons sur chaque impulsion des
erreurs d’amplitude et d’orientation bornées respectivement par € = 0.001 et 8 = 1°. Lors des simulations,
les paramétres d’erreurs \;, ¥;, 6; et ¢; sont tirés aléatoirement dans leurs intervalles respectifs. Puis, les
impulsions perturbées AV; sont calculées selon 1'équation (4.54)). Remarquons que, si les résultats sont
présentés uniquement dans le plan d’orbite, les erreurs de réalisation vont amener les manceuvres a sortir
de ce plan.

ATV 1

La résolution des programmes et permet d’obtenir les résultats exposés sur les figures
et Leurs simulations produisent les figures et [£.13dl Nous savons que le plan nominal
est une structure & quatre impulsions avec une longue période de dérive libre entre la seconde et la
troisiéme impulsions. Avec un budget illimité, I’algorithme robuste délivre lui aussi un plan de guidage
& 4 impulsions. La seconde impulsion de forte amplitude est placée a la mi-temps de la mission. Si 'on
intégre une contrainte sur la consommation, le plan robuste montre une stratégie légérement différente
en remplagant I'impulsion centrale par deux impulsions de moindre amplitude. Il semble donc préférable
d’avoir des manoeuvres autour de la mi-temps de la mission plutét qu’une longue période de dérive si ’on
cherche & robustifier le plan de guidage. Nous pouvons aussi observer une dispersion importante du plan
nominal de 'ordre de 500 m suivant ’axe x, contre une dispersion effective de ’ordre de 150 m pour le
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FIGURE 4.13 — Rendez-vous sous erreurs de réalisation : mission ATV 1

plan robuste. On peut ici constater un écart conséquent en la précision garantie et la dispersion effective
aussi bien en position qu’en vitesse.

Ce constat est confirmé sur le graphique [£.14] qui montre une différence importante entre les deux
valeurs allant d’un facteur 2 a 3 suivant le budget alloué. En conséquence, il n’est pas possible de garan-
tir une meilleure précision que celle obtenue avec le plan nominal, méme si pratiquement les dispersions
effectives sont meilleures. On peut toutefois observer que la propriété de robustesse n’implique pas une sur-
consommation. Il est méme possible d’obtenir de meilleures dispersions avec une consommation moindre.
Ce fait est imputable & diverses causes. La premiére est sans doute liée au conservatisme engendré dans
I’analyse par intervalle, & I'instar de ce qui a été observé dans la section La seconde réside dans le
couplage du mouvement dans et hors du plan d’orbite impliqué par les erreurs d’orientation. En effet,
celles-ci transforment toute impulsion dans le plan en impulsion tridimensionnelle par exemple.

ProBA 3

De nouveau, les résultats sur la mission PROBA 3 sont plus explicites. Ils sont présentés aux les figures
[4.I5H] et ainsi que sur le graphique [£.16] Lorsqu’il est perturbé, le plan nominal ne permet plus de
réaliser le rendez-vous. L’approche robuste permet de fournir des bornes certifiées assez laches (750 m
suivant I’axe ), mais la dispersion reste raisonnable avec une dispersion effective d’environ 320 m. Le plan
robuste sans condition de budget propose une structure & cinq impulsions dont les trois derniéres sont
situées en fin de mission (voir les figures et . Si 'on tient compte de la contrainte de budget
de consommation, quatre impulsions sont nécessaires. Il est intéressant d’observer sur le graphe que,
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si Paugmentation du budget, et donc de la consommation, permet de resserrer les bornes certifiées sur
la dispersion, elle entraine une détérioration sensible de la dispersion effective. Cela s’explique par le fait

que les perturbations sont induites par la consommation de AV'.

Incidence du nombre d’impulsions

L’influence du nombre d’impulsions a été analysée et les résultats sont reportés sur les graphiques
Dans le cas de la mission ATV 1, 'augmentation du nombre d’impulsions s’accompagne d’une amélioration
de la précision garantie et de la dispersion effective ainsi que d’une diminution de la consommation. Dans
le cadre de cette mission de durée relativement courte, le nombre d’impulsions permet d’affiner la position
des impulsions robustes. Dans le cas de la mission PROBA 3, si augmenter N permet une amélioration
significative de la précision garantie et de la dispersion, cela implique aussi une augmentation de la
consommation. En effet, pour cette mission de longue durée, cela permet de déclencher plus d’impulsions
aux instants stratégiques du point de vue de la robustesse

4.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé dans ce chapitre la robustesse des plans de guidage aux erreurs
d’exécution. Nous avons montré que, s’il n’est pas possible de rejeter ces perturbations sans boucle fermée,
il est toutefois envisageable de calculer un plan de guidage en boucle ouverte qui soit le moins sensible
possible & ces erreurs bornées. Nous avons pu observer qu’en pratique les plans robustes améliorent
sensiblement les performances en termes de dispersions des états finaux (précision).

Cependant, le conservatisme important entre la mesure de dispersion effective et les tolérances garan-
ties ne permet pas toujours d’anticiper ces bons résultats.

Ce conservatisme est propre aux méthodes d’optimisation pire-cas employées dans ce chapitre. Aussi,
une approche probabiliste de type «Chance-constraints» est une piste & explorer si I’'on souhaite réduire
ce conservatisme. Si elle nécessite la connaissance des lois de probabilité pour chaque incertitude, elle
implique que l'on accepte la satisfaction des contraintes a une probabilité preés.
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Une autre source de conservatisme est liée aux outils utilisés pour encadrer les données incertaines
telles que 'analyse par intervalles pour le calcul des matrices de transition perturbées notamment. Les
techniques d’intégration certifiée peuvent éventuellement encadrer plus finement ces matrices perturbées.

Enfin, nous pouvons nous demander quel peut étre 'impact positif de ces algorithmes robustes dans
un schéma de commande prédictive.
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5.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre le probléme des contraintes sur la trajectoire. Comme il a été vu dans
le chapitre |3} lorsque des contraintes sur la trajectoire sont considérées, I'usage est de les discrétiser dans
I’application des méthodes directes. Cette procédure consiste a vérifier leur satisfaction sur un ensemble
discret d’instants, appelé grille de discrétisation, plutot que sur le continuum de temps. L’avantage d’une
telle démarche est d’obtenir un programme de dimension finie lorsque le probléme originel est généra-
lement de dimension semi-infinie (cf. la méthode de programmation semi-infinie de la section [2.3). La
démarche mise en place dans ce chapitre est donc différente, et se base sur 'analyse de la transition.
En remarquant que le rendez-vous est une succession d’arcs libres, nous proposons de caractériser les
conditions initiales de ces arcs de propagation libre afin qu’ils vérifient les contraintes. Remarquons que
la commande impulsionnelle correspond alors & la différence entre I’état final et 1’état initial de deux arcs
successifs (il n’y a bien entendu pas de saut en position, mais seulement en vitesse). Dans ce chapitre
nous exprimerons cette caractérisation au travers de conditions de positivité polynomiale et exploiterons
les résultats de Nesterov [I112] afin de fournir une description finie des trajectoires admissibles. Notre
approche a permis de proposer des solutions garanties sur un intervalle de temps lorsque les méthodes
directes classiques ne permettent pas d’assurer la satisfaction des contraintes que de maniére discréte.
Cette contribution issue des travaux de thése de Georgia Deaconu a fait ’objet de deux communications
[47, 48] et d’une publication en journal [51].

Dans la section [5.2] nous analyserons les expressions de la transition afin de mettre en exergue un
vecteur d’état particulier dont I'intérét est de pouvoir décrire les orbites relatives sur une base particuliére.
Nous en déduirons les expressions rationnelles des trajectoires. Puis, dans la section [5.3] nous décrirons
les contraintes sur la trajectoire comme un probléme de positivité polynomiale pour lequel il existe une
contrepartie sous forme de programmation semi-définie positive. Enfin, la section [5.4] proposera différents
scénarios dans lesquels nous exploiterons les résultats établis.

5.2 Paramétrisation de la transition et transformation similaire

Rappelons que sous hypothése képlérienne, la dynamique du mouvement linéarisé est représentée sous
la forme des équations de Tschauner-Hempel (cf. 'annexe 77),

X' =A(v)X,
ou
[0 0 0 1 0 0]
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
AW)=1o o 0 0 0 2 (5.1)
0 —1 0 0 00
00 —3 990 0
L 1+ ecosv ]

Si généralement les systémes dynamiques linéaires a temps variant ne possédent pas de solution de forme
close, plusieurs méthodes décrites dans la littérature [36, 140} 60, [33] 107] ont permis d’exprimer une
solution formelle aux équations de Tschauner-Hempel. Cette solution formelle permet la propagation de
I’état relatif depuis l'instant 1y jusqu’a I'instant courant v & partir d’'une condition initiale arbitraire,
X(I/(]) .

X(v) =0(v,v9)X (), v >uwp.
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La position relative courante peut alors s’exprimer explicitement :

x(v) = (2 + ecosv)(dy sinv — dy cos v) + d3 + 3dgJ (v)(1 + e cos v)?
y(v) = dycosv + dssinv V> 1 (5.2)
z(v) = (1 4+ ecosv)(dasinv + dj cosv) — 3edoJ (V) sinv(1 + ecosv) + 2dy

ou les scalaires d; représentent les constantes d’intégration et le terme J(v) est donné par

tan( % Ve—1 v
P S P ) e
C I (T4ecosT)? | (e2-1) (1—e) tan(%)*+e+1) (e2-1)% (1 —e2)3/2°
)
(5.3)
Ainsi, en posant le vecteur de ces constantes d’intégration,
T
D(v) = [do(vo) di(s0) da(w) ds(vo) da(wo) ds()] (5.4)

nous introduisons un vecteur de paramétrisation de la trajectoire en position de ’état relatif. Notons que,
par dérivation, nous pouvons obtenir de la méme maniére la paramétrisation de la trajectoire en vitesse.

Cette paramétrisation présente l'intérét d’autoriser une interprétation physique associant directement
les valeurs & la configuration de l'orbite relative. En effet, les paramétres d; et do modifient 'amplitude
de la composante périodique du mouvement relatif. ds représente par ailleurs le biais de ce mouvement
suivant 'axe x. Nous retrouvons la nature purement périodique du mouvement hors plan tandis que
I’amplitude de ce mouvement est fixée par les constantes dy et ds. Enfin, le paramétre dg vient pondérer
I'apport du terme intégral J(v) sur le mouvement dans le plan d’orbite en méme temps qu'il caractérise
le biais de ce dernier suivant 'axe z. En remarquant que J(v) est strictement croissant en fonction du
temps t, la présence d’une constante dy de valeur non nulle assure la divergence du mouvement relatif.

Il est aussi possible de montrer que les constantes d; sont ici directement liées aux conditions initiales
X (vp) par la relation linéaire

D(v) = C(vo) X (v0)- (5.5)

La matrice C(v) € R6%6 est définie en fonction de I’excentricité de 1'orbite de la cible et de ’'anomalie
vraie courante :

-O 0 —(3ecosv + €2 + 2) (14 ecosv)? 0 —esinv(l + ecosv)
e?—1 e2—1 e?—1
3(e+ cosv) —(2cosv +ecos?v + e) sinv(1 + ecosv)
0 0 —_— 0
ez —1 ez —1 ez —1
0 3sinv(1 + ecosv + €2) —sinv(2 + ecosv) 0 —(cosv + ecos? v — 2e)
Clv) = (e2—1)(1+ ecosv) e2—1 e2—1
1 —3esinv(2 + ecosv) esinv(2 + ecosv) 0 e? cos? v+ ecosv — 2
(€2 —1)(1+ ecosv) e2—1 e2—1
0 cosv 0 0 —sinv 0
10 sinv 0 0 cos v 0
(5.6)
La matrice C' présente la propriété d’avoir un déterminant non nul,
1
det(C(v)) = o2 #0, V0 <e<1, (5.7)
—e

et d’étre ainsi inversible pour toute valeur d’anomalie. Ce fait notable permet d’affirmer que la relation
(5.5]) est une transformation similaire variant dans le temps et de conclure que le vecteur D est un vecteur
d’état.

La transformation inverse est donnée par

X(v)=C ' (v)D(v) = F(v)D(v) (5.8)
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oit F(v) € R6%6 est définie par

0 sinv(2 + ecosv) —cosv(2+ecosv) 1 0 0
0 0 0 0 cosv sinv
2 cosv(1l+ecosv) sinv(l+ecosv) 0 0 0
Fv) = 3 2ecos?v +2cosv—e  2sinv(l +ecosv) 0 0 0 (5.9)
0 0 0 0 —sinv cosv
__Sesinv —sinv(1+2ecosv) 2ecos?v —e+cosv 0 0 0
L 1+4ecosv i
Nous pouvons ainsi définir une équation dynamique pour le vecteur d’état D tel que
D' = Ap(v)D(v) (5.10)
ou la matrice dynamique Ap est décrite par
i 0 00 0 0 O]
0 00000
3
——————5 00000
Ap(v) = C'W)C™ (W) + CAW)C () = | 1 FgeosV) (5.11)
—F 0 0 0 0 O
(14 ecosv)?
0 00000
i 0 0 00 0 0]
La structure creuse de Ap permet le calcul de la transition
D(v) = ®p(v,v9)D () (5.12)
ou
[ 1 0 0 0 0 O]
0 10 000
—3eJ(v,1p) 0 1 0 0 O
P = 5.13
p) =\ 5r0 ) 00 1 0 0 (5.13)
0 00010
| 0 0 00 0 1]

De nouveau, nous retrouvons les propriétés du mouvement relatif qui seront exploitées par la suite. Tout
d’abord, les paramétres dy4 et ds qui décrivent le mouvement hors plan sont constants dans le temps, ce
qui implique que cette composante du mouvement est bornée et périodique. Si les états dy et dy sont
aussi constants dans le temps, I’évolution de dy et ds est conditionnée par la valeur de dy (et linéaire en
fonction du temps). Il vient alors que tout état D est un point d’équilibre du modéle , D' =0,y
vérifie o
0
dy
da
D = ds ,Vdi,do,ds,dy,ds € R (5.14)
dy
| ds |

Si ’on reprend les expressions des trajectoires en position en considérant un vecteur d’état a I’équilibre
vérifiant (5.14)), le terme J(v) disparait et la trajectoire est décrite par

x(v) = (2+ecosv)(dysinv — dg cosv) + ds
y(v) = dycosv + dssinv (5.15)
z(v) = (14 ecosv)(desinv + dj cosv)
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Les expressions montrant une périodicité de 27, les positions propagées décrivent des orbites
relatives périodiques. Ce constat méne & la conclusion que les états d’équilibre, D, représentent des
orbites périodiques.

En observant la transition de I’état D, nous pouvons analyser que la constance de dy dans le temps a
une autre implication forte. Les trajectoires propagées & partir d’une condition initiale Dy arbitrairement
proche d’un état d’équilibre vérifiant , divergeront naturellement de cet état d’équilibre. Ainsi, les
points d’équilibre de I’équation dynamique sont instables.

5.2.1 Expressions rationnelles du mouvement relatif

Dans notre démarche, nous devons réécrire chaque contrainte sur la trajectoire en conditions de posi-
tivité polynomiale. Nous montrons ici que la transition peut s’exprimer en termes rationnels notamment
grice & une approximation des termes qui ne s’expriment pas dans la base appropriée.

En effet, observation des équations (5.2) montre que les trajectoires s’expriment principalement
en termes de polyndmes trigonométriques auxquels s’ajoute un terme intégral J(v) défini par .
La présence du terme de dérive J(v) nous pose alors probléme puisqu’il ne s’écrit pas dans la base
des polynoémes trigonométriques. Ce probléme particulier sera résolu en remplagant le terme J(v) par
une approximation polynomiale certifiée sur un intervalle fini. La certification sur ’erreur commise par
I’approximation sera utilisée dans le probléme de guidage.

Changement de variable

Soit le changement de variable transformant les termes trigonométriques en termes rationnels dans
I'expression de la transition (5.2)) :
1 — w? . 2w

14
w:tan(§>, COSI/:m, Slnuzm,

(5.16)
Notons que ce changement de variable posséde une singularité en 7 [27]. Cela implique que 'intervalle
de travail [vg, v¢] doit étre inclus dans l'intervalle [—7, 7] ou, a défaut, étre translaté.

A partir de (5.16)) et (5.2)), il vient les expressions suivantes pour les positions relatives :

1

z(w) = m [Py(w) + 3do Pyy(w) J(w)]

y(w) = o 111)2 Py(w) ,W > Wy (5.17)
(w) = (TR [P, (w) 4+ 2dy Py, (w) J(w)]

ou le terme J(w) est obtenu en introduisant le changement de variable (5.16) dans (5.3)) :
v 27242
= d 1
J(w) / (- ter12” (5.18)

Les polynémes P,(w), Py(w) et P,(w) sont donnés par

mew Py( Zpyzw P.(w me (5.19)

Les vecteurs de coeflicients,

T
Px = [pa:O Pzl P22 Pax3 pac4]
T
Py:{pyo Py1 pr} (520)

T
pz:[pzo P21 DPz2 Dz3 pz4]
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dépendent linéairement du vecteur de paramétres D(vp) :

pz = Cy D(vy) py=CyD(vy) p.=C.D(v) (5.21)
Les matrices Cy, Cy et C, dépendent seulement de I’excentricité de 'orbite de référence et sont données
par :
0 0 —2-e 1 0 0] [0 e+1 0 0 0 O]
0 4+2e 0 000 000O0O 1 O 0 0 2+2 0 0 O
C:=10 0 2¢ 2 0 0 Cy=|0 0 0 0 0 2| C.=|0 —2e 0 000
0 4—2e 0 000 0000 =10 0 0 2-2 0 0 O
10 0 2—e 1 0 0] [0 e—1 0 000

(5.22)
Les polynémes Py, (w) et Py, (w), quant a eux, dépendent uniquement de l’excentricité de I'orbite de
la cible :

Pr(w) = ((1+e)+(1-euw?) (5.23)
Pr.(w) = —3e((1—e)w+ (1 —e)w®) (5.24)

Approximation polynomiale du terme intégral J(w)

A la suite du changement de variable (5.16|), les expressions des positions relatives (5.17)) montrent
une structure rationnelle si nous faisons abstraction du terme intégral J(w) qui posséde une forme close
transcendantale

ve—1 Y

2arctanh w

J(w) = | — 2ew —~ <Ve+1 > : (5.25)
@ Dier1+1—ew) G

wo
L’approximation polynomiale de ce dernier terme permettrait d’obtenir une expression complétement
rationnelle pour les positions relatives.

Nous utiliserons ici des résultats issus du calcul formel et certifié afin d’obtenir cette approxima-
tion [77]. Ces résultats, ainsi que la librairie SOLLYA [41], nous permettront de calculer, sur l'intervalle
[wo, wy], une approximation polynomiale de degré fixé ainsi que Ierreur d’approximation maximale
certifiée associée.

Soit O4(w) un polynéme de degré ¢ tel que :

O4(w) —e < J(w) < O4(w) + €, Yw € [wo, wyl, (5.26)

oil € représente I'erreur maximale d’approximation dans l'intervalle. A partir de (5.26]), nous pouvons
définir deux bornes polynomiales du terme J(w) dans I'intervalle [wg, wy] :

Ou(w) = Og(w) +¢, B)(w) = BOy(w) —e. (5.27)

Ces bornes polynomiales peuvent étre combinées avec les expressions ([5.17)) afin d’obtenir un enca-
drement rationnel pour la trajectoire relative dans le plan xz :

zi(w) < z(w) < zu(w)
a(w) < 2(w) < m(w) Ywe W (5.28)

ou

1
To(w) = ———= [Pr(w) + 3dp Pjp(w) On(w)]
(1 +1w2)2 o , Yw € [wo, wy], a€ {l,u} (5.29)
za(w) = m [Pz<w) + 2dO PJz(w) @a(w)]
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Dans la section suivante, nous nous intéresserons & définir une caractérisation des orbites relatives
appartenant a un sous-ensemble de 'espace. Pour ce faire, nous nous appuierons sur la propriété de la
transition & pouvoir étre écrite sous forme rationnelle.

5.3 Orbites relatives contraintes en espace

Cette section propose une description mathématique formelle des orbites relatives incluses dans un
sous-espace polytopique. Nous étudierons successivement le cas des orbites génériques puis le cas des
orbites périodiques aprés avoir formalisé les contraintes sur ces trajectoires. Les descriptions développées
ci-aprés se basent sur une analyse de la positivité des polynémes univariés.

5.3.1 Contraintes sur la trajectoire libre

Nous souhaitons contraindre les trajectoires d’état & l'intérieur d’une région polytopique de ’espace
d’état possiblement non borné. Ces régions polytopiques sont décrites par un ensemble de contraintes
linéaires telles que

H(v)X(v) < K(v), Vv e [ vy (5.30)

Remarque 8: La notation des contraintes (5.30) laisse la possibilité de considérer une dépendance
en temps des coordonnées cartésiennes du polytope qui sera & caractériser.

L’ensemble des trajectoires incluses dans le polytope donné par (H,V') durant 'intervalle de temps
(10, v¢] est noté

S(H,V,v,vy) ={X(v) € RS | X'(v) = AW)X (v), X(n) = X0, Hv) X(v) < K(v), Vv € [, vil}.
(5.31)
En rappelant qu’'un arc de propagation libre est entiérement décrit par ses conditions initiales, il vient
que qualifier les trajectoires appartenant & un polytope donné équivaut & définir I’ensemble des condi-
tions initiales telles que les trajectoires propagées soient d’intérét. Nous allons alors donner une seconde
description de I’ensemble des trajectoires satisfaisant :

S(H,V,v,vs) = {Xo €R® | X(v) = (v, 1) X0, H(v) X(v) < K(v), Vv € [w, vy]}. (5.32)
Enfin, une forme équivalente a (5.32)) mettant en jeu le vecteur d’état D peut étre définie par
Sp(H,V,vg,vs) = {Dy € R® | D(v) = ®p(v,10) Dy, H(v) F(v)D(v) < K(v), Vv € [w, vs]}. (5.33)

ol la matrice F'(v) est définie par (5.9).

Notre objectif est maintenant de calculer les trajectoires définies sur I'intervalle [vg, v¢] qui respectent
les contraintes sur le continuum de temps. Cette condition implique la vérification de I'inégalité
matricielle en un nombre infini d’instants v en fonction d’un nombre fini de variables (soit Xy pour (5.32))
ou D pour I'ensemble Sp, ) Nous faisons ainsi face & une condition semi-infinie pour laquelle
nous souhaitons écrire une contrepartie formelle permettant la discrimination et le calcul de trajectoires

satisfaisant ([5.30)).

5.3.2 Description finie des trajectoires admissibles & ’aide de polyndémes non néga-
tifs

Nous souhaitons produire une description d’arcs de trajectoire admissibles qui puisse étre plus fa-
cilement utilisable dans le probléme de guidage. Cette description doit permettre, avec un nombre de
parameétres fini, de satisfaire les contraintes ([5.30)). Notre démarche consistera a exploiter la structure de
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la transition du mouvement relatif afin de transformer les contraintes sur 1’état en probléme de positivité

polynomiale,
d

T(w) =Y yi(d)w' >0, Yw € W = [wy, wy], (5.34)
i=0
pour lequel Nesterov a montré qu’il était équivalent a un probléme de définition positive de matrices
[112].

Contraintes sur la position et polynémes non négatifs

Afin de développer notre approche, nous allons considérer des contraintes uniquement sur la position
relative sans perte de généralité. Ainsi, l'inclusion de la trajectoire & I'intérieur d’une région polytopique
s’écrit, en intégrant le changement de variable (5.16)), comme ’ensemble de contraintes

1+e+(1—e)w?
1+ w?

higx(w) + hi2 y(w) + hig z(w) < v, Yw € [wo wy], i=1...s, (5.35)
ou h;j et v; sont les éléments des matrices H et V' qui définissent le polytope et s est le nombre de
contraintes.

Soient les expressions =;(w) telles que les contraintes ([5.35)) peuvent s’écrire implicitement =; > 0 :

L+e+(1—e)w?
1+ w?

El(w) =—hi1 x(w) —hio y(w) - hi73 Z(’LU) + v, t=1...s. (536)
En réduisant les termes au plus petit diviseur commun, une forme compacte peut étre obtenue pour
Ei(w) :

(1_‘_1102)2Fi(w),i:1...5 (5.37)

ot les polynomes I';(w) sont définis par

Fi(w) = —hi71 [Px (w) +3dy PJx(w) J(w)} — hig Py(w) — hi73 [Pz(w) +2dy PJZ<'U)) J(w)] + v; T(w) (5.38)

4
oit Py(w) = (1 + w?)Py(w) et T(w) = Zti w' = (1 - e)w* + 2w? + 1 + e. Les coefficients des autres
=0
polynémes de (5.38)) dépendent du vecteur de paramétres D (cf. (5.21))). Le terme (1 4+ w?)? dans les
expressions ([5.37)) étant non-négatif pour tout w € R, il vient

0 <Ei(w) & 0 <Ti(w),w € [wy, wyl. (5.39)

Ainsi, I'ensemble des vecteurs d’état D(wg) donnant lieu aux trajectoires admissibles peut étre décrit par

Sp(H,V,wy,wy) = {D(wp) € RS | Ty(w) >0, Y € [wo wy], i =1. s} (5.40)

L’ensemble Sp est difficile & décrire du fait de la présence du terme J(w). En remplagant ce terme intégral
J(w) par ses bornes certifiées O; et O, dans les expressions I';(w), il vient un encadrement polynomial
certifié des fonctions I'; :

Th(w) < Ti(w) < T¥(w) (5.41)

ol

Tl(w) = —hi1 [Pe(w) + 3do Prz(w) O1(w)] — hiz é(w) — hi 3 [P.(w) +2dy Py, (w) ©1(w)] + v; T'(w)
F?(’LU) = _hi,l [Pm(w) + 3dp ij(w) @u(w)] — N2 Py(w) — N3 [Pz(w) + 2dy sz(w) @u(w)] =+ v; T(w)

(5.42)
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Remarquons que le degré des polyndémes Fé(w) et I'! (w) dépend du degré de 'approximation polynomiale
de J(w). De plus, nous pouvons noter que les coefficients des polynomes , ’yll- et ;' respectivement,
dépendent linéairement des valeurs du vecteur d’état D en wy.

En étudiant la positivité des bornes polynomiales I't(w) et T'%(w), nous pourrons conclure & la posi-
tivité des polynomes I';(w) :

Tl(w) >0, et T%w) > 0= T;(w) > 0. (5.43)
L’ensemble des vecteurs d’état D(wp) permettant la satisfaction de I'i(w) > 0 et T¥(w) > 0, est noté

Sp(H, V,we,ws) = {D(wg) € RS | Th(w) > 0, T*(w) > 0, Yw € [wo wy], i =1.. .s} (5.44)

Il faut noter que Sp C Sp du fait de P'implication dans D’assertion (5.43).
Nous exploitons maintenant le lien entre les polynémes positifs et les matrices semi-définies positives
décrites dans [112]

Théoréme 8 (Non-négativité des polynémes sur un intervalle fini [112]). — Soit Ky, le cone
conveze, fermé et pointé des coefficients des polyndmes non négatifs sur un intervalle fini [a, b] € R :

Kap= {p R P(w) =) piw' > 0,Yw € a, b]} (5.45)
1=0

Un polynéme P(w), représenté par son vecteur de coefficients p = [po ... pn)T, appartient a Ko si et

seulement s’il existe deux matrices symétriques semi-définies positives Y1 et Yy telles que :
pEICa,b < Y1, Y, EO/p:A*(Yl,}/Q) (546)

La définition de 'opérateur linéaire A* et les dimensions des matrices Y7 et Y5 dépendent de la parité
du degré du polynéme P(w) (voir 'annexe pour plus de détails).
Nous pouvons maintenant donner une nouvelle description de ensemble Sp :

FYH, Vi = 0 tq. 95(D) = A*(Y};, V)

SD(Ha V) wWo, W ) = D(’w()) € RG u u u * u U
d 1Y = 0tq. (D) = A" (Y1, V33)

,\72'21...8}. (5.47)

Cette description est finie, au sens ou le nombre de conditions a satisfaire est fini comme le nombre de
variables de décision. En effet, chaque contrainte de non-négativité polynomiale a été remplacée par une
contrainte d’inégalité matricielle linéaire.

5.3.3 Caractérisation des orbites périodiques contraintes

La description des trajectoires admissibles est simplifiée dans les cas du mouvement relatif périodique.
En effet, dans le cas d’orbite périodique, le terme intégral J(v) disparait de I’expression de la transition
(cf. ) Ainsi, la démarche précédente peut étre appliquée en omettant I’étape d’approximation. Dans
le cas périodique, les expressions deviennent :

I?(w) = —h;1 Py(w) — hig Py(w) — hig Py(w) + v; T(w). (5.48)

Nous en déduisons une premiére description de ’ensemble des trajectoires périodiques appartenant & un
polytope en termes de contraintes de non-négativité de polynémes :

SP(H,V)={D€eR® | dy=0,T(w) >0, Vwe R, i =1...5}. (5.49)

La non-négativité des polynomes I'V(w) doit étre vérifice sur la droite réelle une fois le changement de
variable (5.16]) effectué. En effet, ce changement de variable envoie U'intervalle [—m, 7] vers R.
De nouveau, nous mettons a profit les résultats de Nesterov [I12] afin d’écrire une description finie

de ST,.
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Théoréme 9 (Non-négativité d’un polynéme sur R [112]). — Soit K le cone conveze, fermé et
pointé des coefficients des polyndémes non négatifs sur R :
n

Koo = {p e R P(w) = Zpiwi > 0,Yw € R} (5.50)
=0

Un polynome P(w) est non-négatif sur R si et seulement s’il existe une matrice symétrique semi-définie
positive Y € RMTDX(mHD) telle que p, le vecteur des coefficients de P(w), vérifie :

PpEKw & FY =0/ p=AY) (5.51)
L’opérateur linéaire A* est défini par :
ANY)G)=tr(YHp ), j=1 ... 2m+1 (5.52)

ot H,,; sont des matrices de Hankel décrites par les expressions (G.3)).

5.4 Cas d’applications

Nous proposons dans cette section deux applications possibles de la méthodologie présentée ci-dessus.
Le premier scénario est une mission de rendez-vous sous contraintes de visibilité. Dans ce scénario, le
véhicule doit atteindre une position proche de la cible tout en maintenant sa position & 'intérieur d’un
cone de visibilité. Ce cone de visibilité lié aux capteurs de la cible (caméra, etc.) permet notamment
d’assurer la continuité de la communication entre les satellites. Le second scénario met en jeu la sécurité
passive pour une manoeuvre d’approche. La sécurité passive est entendue ici comme la garantie que méme
en cas de probléme déclenchant la désactivation du systéme propulsif, le satellite chasseur ne viendra pas

percuter la cible. Ces deux scénarios sont issus de |28, [57].

5.4.1 Rendez-vous orbital sous contraintes de visibilité

Pour ce scénario, nous devons résoudre un probléme de rendez-vous pour lequel nous imposons au
satellite chasseur de rester dans une sous-région de ’espace durant ’ensemble de la mission. En rappelant
que le nombre N et les instants d’impulsion v; sont fixés a priori, ce probléme particulier se formalise de

la maniére suivante :
. N
min >iz1 1AVil
X; = ®(v,10)Xo + S, ®(v, ;) B(vi)AV;
tel que IAV;|| < AVimaz, Vi=1..N
(x(v),y(v),2(v)) € Xis, Vv € [0y, vy]

(5.53)

L’ensemble X5 décrivant le cone de visibilité est donné ici par un polytope non borné situé derriére le
satellite cible (voir figure [5.1)). Ce cone est décrit par un angle au centre § et une distance de sécurité
Tsqfe entre le centre de masse du satellite cible et le port d’accroche. La condition de visibilité peut

s’écrire comme une contrainte linéaire matricielle

T
Hyis |y | < Kuis (554)
z
ou ) ) ) )
1 0 »p 0
1 0 —p 0
Hyis = |1 0 Kyis = 0 (555)
1 —p O 0
_1 0 0 ] | Tsafe |
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Cone de
visibilité

8

T T

Mé/ .

Ny

FIGURE 5.1 — Schéma du cone de visibilité

et p= tan(g - f).

Nous allons maintenant dérouler la procédure de résolution du probléme .

Tout d’abord, afin de mettre en place la méthodologie présentée dans ce chapitre, nous allons considé-
rer la contrainte de visibilité sur chaque segment de propagation libre délimité par les instants d’impulsion.

(@), y(v), 2(v)) € Xyis, Vv € [0, 1],

(), y(v), 2(v)) € Xyis, Vv € [11, va],

(z(v),y(v), 2(v)) € Xyis, YV € [, vf] = (' (5.56)
(x(v),y(v), z(v)) € Xyis, Vv € [vN_1, VN],

(), y(v), 2(v)) € Xyis, Vv € [un, vy

\

Sans perte de généralité, nous imposons dans la suite vy = v1 et vy = vy. Nous allons détailler le
processus de transformation d’une contrainte de visibilité en contrainte LMI. En particulier, nous nous
concentrons sur la premiére contrainte de visibilité :

—z(v) —pz(v) >0, WYve€y, vigl], i=1,...,N—1. (5.57)

En exploitant les changements de variables (5.16)) et les expressions associées de la transition ((5.17)), la
contrainte ((5.57)) peut se réécrire :

I(w) >0, Vw € [w; wiq], Vi=1,...N—1 (5.58)

ot I'indice ? indique le segment temporel et

I(w) = — [P;(w) + 3d, Pya(w) Ji(w)}—p [P;(w) + 2d} (Py.(w) JZ)] >0,YVw € [w;, wiy1], Vi=1...N-1
(5.59)

Le terme intégral J(w) est remplacé sur chaque segment [w;, w; 1] par ses bornes d’approximation ©¢,(w)

et ©(w) dans l'expression de I'| (w) afin d’obtenir les contraintes de positivité polynomiale suivante :

i _ _[pi i _ ¢ >
Fé(w) [Pxi(w)+ppzi(w)] d4 [3PJx(w)+2pPJz] @é(w)—o ,Vwe[wi, wi+1]a Vi=1...N—1
I (w) = — [Pi(w) + p P{(w)] — dy [3 Pye(w) +2pPy.] O} (w) >0
(5.60)
Le degré des polynémes (5.60) est ¢ + 4 ou q est le degré du polynéme d’approximation @fz(w) de J(w)

sur le segment [w;, w;+1]. Les vecteurs de coefficients v et 4/ des polynomes respectifs I', (w) et T'}(w)
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Excentricité 0.023776
Demi-grand axe |km)] 7011
Anomalie initiale v _Tpi

Anomalie finale v %i
Etat initial [m, m/s| | [~50; —10;15;0;0;0]"
Etat final [m, m/s| [—6;0;0;0;0;0]"

TABLE 5.1 — Données de la mission sous contraintes de visibilité

sont linéairement liés aux les coefficients de P:(w), Pi(w) (cf. (5.42)). De plus, les vecteurs de coefficients
p’ et pi dépendent de I’état aprés 'impulsion :
ph = CuDV (1) = C, C(v3) X" = C. C(1) (A; AV + By) (5.61)
p.=C.DV (1) = C.C(v)X;" = C.C(vi) (A; AV' + B;) (5.62)
ot T indique I’état aprés I'impulsion et
A;=[0)B ... ¢y B B] B;=o X(1) AVi=[AV; ... AV;]T ji=1...N (5.63)
Par conséquent, les vecteurs 7% et '7{ sont aussi liés linéairement aux variables de décision AV. Ce fait

implique qu’un choix approprié¢ de AV doit permettre de vérifier la contrainte de positivité (5.58)) s’il

satisfait au théoréme [§] de positivité sur un segment :
FAM(YE, V) on (Y =0,Yd =0
=AYy, Ya) ot (Y 2 0,Y = ) Vi=1...N—1 (5.64)
Yo =N (Y1, Ya,) ot (Y(, = 0,3, = 0)

Finalement, le probléme contraint peut étre réécrit comme la compilation de condition LMI ([5.64)) pour
chaque contrainte de visibilité et pour chaque segment temporel [w;, w;i1] :

. N
By 2 Z
Xy = ®(v,10)Xo + 1, (v, 1) B(r) AV,
t —Z; < A‘/z < Zia Z; < A‘/i,mam ’ Vi=1...N (565)
= A*(szl.l’ jz??)’ ju = 0 Yy =0 . Vi=1,....N—1Vj=1,...,5
’Y;u = A (Y;'Zlvﬁ }/}22’U,)7 valu = 0’ ijl2u =0

Les coordonnées de la mission considérée sont renseignées dans le tableau [’approximation du
terme intégral J(v) a été réalisée a 'aide de la librairie SOLLYA [41] qui permet de fixer a priori le degré
d’approximation et de garantir une erreur minimale. Ici, nous avons choisi ¢ = 2 et en avons obtenu une
erreur maximale certifiée de 0.25% (figure

Les solutions obtenues par résolution de ont été comparées a celles calculées avec les méthodes
classiques (i.e. basées sur la discrétisation des contraintes telles qu’elles ont été présentées dans le chapitre
3.

Les figures et exposent les tracés obtenus avec la méthode développée dans ce chapitre et
avec la méthode discrétisée avec 10 points de collocation équitablement répartis. Nous avons produit, ici,
une trajectoire respectant contintiment la contrainte de visibilité. En comparaison, 1’algorithme discrétisé
fournit une trajectoire qui transgresse le cone de visibilité entre certains points de collocation. Pour parer
& cet inconvénient, il apparait naturel d’augmenter le nombre de points de collocation afin d’éliminer
I'excursion. Les résultats de cette expérience sont reportés dans le tableau[5.2} Il est intéressant de noter
qu’avec 'augmentation du nombre de points de collocation, le cotit du probléme discrétisé tend vers
celui du programme . Ce fait rappelle que les problémes discrétisés résolus sont des relaxations du

probléme (5.53]).
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Segment n°1 Segment n°2 Segment n°3 Segment n°4
T T T 08
0.6
S 0.4
3
0.2
0 |
| | | | | | | | | |
-1 —0.8—-0.6 -04 —-02 O 0 0.2 04 0.6 0.8 1
W w w w
FIGURE 5.2 — Approximation du terme intégral J(w) par segment
Prog. (5.63) Pb. discret Pb. discret Pb. discret Pb. discret
5 pts 10 pts 20 pts 50 pts
Consommation [m/s| 10.99 9.33 10.67 10.97 10.98
Durée d’excursion | 0 1133 307 249 47

TABLE 5.2 — Comparaison entre les différentes méthodes

5.4.2 Rendez-vous orbital sous conditions de sécurité passive

Une part essentielle de 'autonomie des satellites durant le rendez-vous vient de leur capacité a gé-
rer les comportements anormaux du systéme. La sécurité passive est une maniére d’aborder un grand
nombre de problémes sur les chaines d’actuation ou de navigation. Par sécurité passive, nous entendons
le calcul de trajectoires qui, en cas d’apparition de défauts amenant & ’arrét de tous les propulseurs,
garantissent 1’évitement de collision [28]. Pour ce faire, la contrainte de sécurité doit étre vérifiée a la fois
sur la trajectoire nominale, mais aussi sur les trajectoires éventuelles aprés apparition de défauts. Nous
proposons d’imposer, sur les S derniéres étapes du rendez-vous, que la trajectoire aprés 'impulsion soit
périodique et évolue dans une sous-région stire de ’espace. En considérant les contraintes de bornes sur
la commande, le probléme de sécurité passive peut s’écrire :

. N -
min > i1 1AVill1
”A‘/ZH < A‘/i,maz’ Vi=1...N
Xp=®(v,10) X0 + 1L, D(v,13) B(vi) AV, (5.66)

M(vi)X(v;) =0

. Ni=N-S..N-1
Xéef(u) € Xoate, VU > 15

La matrice M(v;) correspond & la premiére ligne de la matrice C(v;) (voir (5.6)). La condition
M (v;) X (v;) = 0 impose la périodicité aux instants d’impulsion v;. Xéef(u) désigne une trajectoire suppo-
sée défaillante et propagée librement & partir de 'instant v;. La sous-région X,s. est choisie arbitrairement
comme le demi-espace

Xsafe = {($, Y, 2) € RB ’ x < xsafe} . (567)
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I I
—— Approche discrétisée
20 —— Approche SDP b
oS
£
w
—10k
-920 i
—60 0

x [m]

FIGURE 5.3 — Trajectoires de rendez-vous sous contraintes de visibilité : projections dans le plan xz

I I
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20 | —— Approche SDP ’
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—10 |

—920 | i

| | | |
—60 —50 —40 -30 —20 —10 0
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FIGURE 5.4 — Trajectoires de rendez-vous sous contraintes de visibilité : projections dans le plan zy



5.4. CAS D'APPLICATIONS 85

La condition de sécurité s’écrit alors comme un ensemble de S contraintes :
i (V) < Toate, Y >v;, VYi=N-S...N-1. (5.68)

Les orbites relatives entre les instants d’impulsions étant périodiques, une procédure similaire & celle
développée lors du précédent scénario permet d’écrire la contrainte (5.68)) comme des conditions de
positivité

Ii(w) >0, VYweR, (5.69)
ou

Ii(w) = T(w) Tsafe — P!

x

(w), i=N-8...N—1 (5.70)

ot P,(w) est donné par (5.19). Les vecteurs de coefficients 4* des polynémes I'(w) sont fonctions des
variables de décision AV; au travers de leur dépendance en X; :

v = —Cy Cp(Vi)Xi + Zgate = —C Cp(Vi) (AZAV; + B,’) + Tgatet, 1=N-S5...N—1 (5.71)

L’exploitation du théoréme [J] permet d’écrire une contrepartie sous forme de conditions LMI aux
contraintes ([5.69) :

—Cy Cp(1i) (AJAV + By) + are t = A*(Y;) tel que Y; =0, i=N-S...N—1 (5.72)

. N
min )iy Zi
—7Z; < AV; < Z; .
- Vi=1...N
Zi < AV (5.73)
s.t. X(l/l = 0) — XO

M(v;) (A;AV +B;) =0

. , Vi=N-S...N-1
Y; = 0, —Cy Cp(Vi> (Azsz + Bz) + Tsafe t = A*(Y;)

Les conditions de la mission sont établies dans le tableau [5.3]

Excentricité 0.023776
Demi-grand axe [km] 7011
Anomalie initiale v 0

Anomalie finale vy 27

Etat initial [m, m/s] | [30;0;3;0;0;0]"
Etat final [m, m/s] [5;0;0;0;0; 0]
Tsafe [m] 5

TABLE 5.3 — Données de la mission sous conditions de sécurité passive

Dans un premier temps, nous identifions I’horizon nécessaire & assurer. Pour ce faire, nous calculons
une premiére trajectoire sans contraintes de sécurité et nous propageons toutes les trajectoires défaillantes.
Nous obtenons ainsi la figure [5.5 Il apparait que les quatre trajectoires défaillantes doivent percuter la
cible. Nous posons ainsi S = 4 afin d’éliminer le risque de collision.

Une fois I’horizon de sécurité fixé, nous résolvons le programme et obtenons les trajectoires de
la figure Les trajectoires défaillantes évoluent de maniére périodique dans la sous-région indiquée et
assurent ainsi I’évitement de collision en cas d’arrét de la propulsion.

Enfin, nous évaluons l'incidence de I'horizon de sécurité sur le cott (voir tableau . Il apparait
clairement qu’assurer la sécurité passive par la méthode proposée a un cotit non négligeable qui doit étre
pris en compte dans le processus de calcul de la trajectoire.
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8 I I
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traj. déf. 1
61f--- traj. déf. 2
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FIGURE 5.5 — Rendez-vous sans conditions de sécurité passive
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FIGURE 5.6 — Rendez-vous sous conditions de sécurité passive
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S | Consommation [m/s| | Accroissement du coiit
0 0.0116 X X X

1 0.0121 5%

2 0.0135 16%

3 0.0146 25%

4 0.0156 34%

) 0.0163 40%

6 0.0168 45%

7 0.0174 50%

TABLE 5.4 — Influence de I’horizon de sécurité sur la consommation

5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons pu résoudre le probléme de rendez-vous sous contraintes sur la trajec-

toire sans avoir & discrétiser celles-ci. Cette méthode repose sur trois étapes : (i) I'écriture de la transition

dans une base rationnelle, (ii) la transformation des contraintes sur la trajectoire en probléme de po-

sitivité polynomiale, (iii) l'utilisation du lien entre les polynomes positifs et les matrices semi-définies

positives (résultats de Nesterov). Fort de ces résultats, nous avons pu proposer des solutions garanties

pour différents scénarios.

Les résultats de ce chapitre forment un socle pour une partie de nos recherches actuelles (voir par

exemple [2]) et ont pu étre appliqués a d’autres scénarios de rendez-vous [4].
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90 TRAVAUX EN COURS ET PERSPECTIVES DE RECHERCHE

Ce chapitre de conclusion expose les travaux en cours et recense quelques prolongements de nos
travaux. Il mettra en lumiére les nouvelles orientations de mon travail de recherche. Notons que ces
derniéres années, nous nous sommes particulierement intéressés a la problématique de commande en
boucle fermée a travers des méthodologies telles que la commande prédictive et la commande hybride.

La commande hybride apparait dans les travaux de thése de Laura Sofia Urbina-Iglesias. La consi-
dération des méthodes de commande hybride émane du constat que les systémes impulsionnels entrent
dans le formalisme des systémes dynamiques hybrides sans plus de manipulations [II]. Ce formalisme
nous a permis d’analyser la stabilité d’une loi de commande issue de [49] et d’autres lois originales.

L’étude de la commande prédictive pour le rendez-vous orbital apparait dans la continuité des travaux
menés sur les lois de commande en boucle ouverte. Cette activité a d’ailleurs démarré avec les travaux
de thése de G. Deaconu [49, [50]. Elle se poursuit dans les travaux de P. Arantes-Gilz. L'un des objectifs
de cette these est le développement d’algorithmes de commande prédictive numériquement efficaces en
vue de leur chargement sur un calculateur de faible puissance. Un second objectif est la certification de
ces algorithmes.

Clément Gazzino emploie aussi dans ses travaux de thése la résolution du probléme de commande
optimale et les stratégies de commande prédictive pour étudier le maintien & poste des satellites de
télécommunications en orbite géostationnaire. Ce maintien est réalisé grace a des propulseurs électriques
dont les poussées ne peuvent plus étre modélisées comme des impulsions sur la vitesse.

Sur la base de ces travaux actuels (section , nous mettrons en avant nos perspectives de recherche
a moyen terme dans la section [2 Enfin, nous proposerons, dans la section [3| quelques axes de recherche
potentiels & explorer a long terme.

1 Travaux en cours

1.1 Rendez-vous impulsionnel et formalisme des systémes dynamiques hybrides

La theése L.S. Urbina Iglesias, co-encadrée avec D. Arzelier, traite des problématiques de couplage
du mouvement orbital et d’attitude [9] et des méthodes de commande pour les manceuvres de proximité
telles que le glideslope [5]. La partie de la thése décrite ici est le fruit d’une collaboration avec Luca
Zaccarian, directeur de recherche au LAAS-CNRS, et Mirko Brentari, étudiant en thése a 1’Université de
Trento en Italie. Ce travail a abouti & une publication en conférence [30] et & une soumission en journal
[31].

Nous avons considéré le probléme de commande en boucle fermée pour le maintien d’une orbite pério-
dique d’intérét. L’orbite périodique a proximité de la cible est calculée a 'aide des méthodes présentées
dans le chapitre [5] et notamment la section [5.3.3] Cette orbite présente l'intérét pratique de fournir de
maintenir le satellite dans une zone de parking & consommation nulle en I’absence de perturbations. Cela
est utile lorsque le chasseur doit attendre un ordre de poursuite de la mission ou faire une observation de
la cible, notamment quand celle-ci est non coopérative ou incontrolée.

Le contexte d’'une commande impulsionnelle pour le rendez-vous se préte particulierement bien & une
modélisation de la dynamique dans le formalisme hybride. En effet, la phase de rendez-vous consiste en
une succession d’arcs de propagation libres délimités par des instants de sauts dans 1’état, répondant
ainsi a la description des systémes dynamiques impulsionnels faite par Bainov dans [12, Chapitre 1] :

{x_A(m EATe 1o (5.74)

Ar=ILLx t=m

ou les instants 7 sont fixés a priori et équidistants (i.e. période fixe d’appel a la commande). Nous
pouvons remarquer que cette définition est incluse dans la définition des systémes dynamiques hybrides
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que proposent Goebel et al. dans [64, chapitre 1| ou encore Haddad et al. dans [66, chapitre 2] :

{y—f@) yeC (5.75)

yt=gly) yeD

ouy = [x,t].

L’idée de ce travail est d’exploiter la théorie des systémes dynamiques hybrides afin de définir et
d’analyser la stabilité de lois de commande pour des manceuvres de proximité. Notre démarche s’est
déroulée en plusieurs étapes.

La premiére a consisté a simplifier le modéle dynamique. La dynamique relative dépend explicitement
de l'anomalie vraie, ce qui en fait un modéle & temps variant périodique. En utilisant la théorie de
Floquet-Lyapunov, nous avons mis en exergue une transformation similaire définissant un nouvel état
permettant de caractériser simplement les orbites périodiques, a 'instar du vecteur d’état D utilisé dans
le chapitre |5 Ce nouvel état, noté f dans [30], présente toutefois I'intérét de posséder une dynamique
invariante dans le temps. Dans ce cadre, maintenir une orbite périodique particuliére revient a controler
un systéme instable autour d’un point d’équilibre particulier (rappelons que toute orbite périodique est
associée & un point d’équilibre pour les vecteurs d’état D et é ).

Dans une seconde étape, nous proposons trois lois de commande linéaires différentes dans [31]. L'une
d’entre elles est reprise d’un travail précédent [49] tandis que les deux autres sont originales. La stratégie
adoptée pour les deux derniéres lois citées est de guider 1’état courant vers le sous-espace des états
d’équilibre puis de rallier I’état d’équilibre désiré. En nous appuyant notamment sur les résultats de
stabilité décrits dans [64], chapitre 7], nous montrons que, dans le contexte des systémes dynamiques
hybrides, ces trois lois sont stabilisantes.

Les résultats obtenus en simulation montrent, dans un contexte de simulation linéaire idéale, une
convergence du chasseur vers son orbite relative d’assignation. Dans un contexte de simulation non li-
néaire mettant en jeu une dynamique inertielle pour chaque véhicule et prenant en compte les limitations
d’actionneurs, les lois de commande se montrent encore stabilisantes lorsque la distance initiale est rai-
sonnable méme si elles affichent une perte de performance. Ce constat pose la question de la robustesse
de ces lois de commande vis-a-vis de différentes incertitudes et perturbations. Nous détaillons ce point
ultérieurement dans la section [2

1.2 Mise en ceuvre d’'une commande prédictive sur un calculateur embarqué

Les travaux présentés ci-apreés relévent de la thése de Paulo Arantes-Gilz, co-encadrée avec M. Joldes.
Ils ont débuté aprés les travaux de thése de G. Deaconu a l'occasion du stage de fin d’études de P.
Arantes-Gilz en 2014, et se sont poursuivis avec le stage de fin d’études de Bruno Benetti en 2015. A
partir de février 2015, Frédéric Camps, ingénieur d’études au LAAS-CNRS, nous a rejoint avec 1’objectif
d’embarquer un algorithme de commande prédictive sur un calculateur de bord certifié pour le vol spatial.
Il est notre principal support sur tous les aspects concernant le matériel (achat et mise en place des
calculateurs, chaine de compilation, interfacage réseau et simulateur...). Ce calculateur est une carte
FPGA d’architecture LEON 3. Si cette derniére supporte les conditions de vol et 'environnement spatial,
ses capacités numériques, s’agissant de la vitesse de calcul et du stockage de données, sont trés faibles
en comparaison des autres cartes FPGA disponibles sur le marché. Si on ajoute & ce premier constat
qu’un créneau fixe de disponibilité est alloué périodiquement & chaque application, le développement
d’un algorithme de commande prédictive est un défi scientifique et technologique.

L’objectif affiché est d’exploiter les résultats obtenus lors de la résolution du probléme de guidage sous
contraintes sur ’état et la commande. Dans le chapitre |5, nous avons proposé une description formelle des
trajectoires périodiques inscrites dans un sous-espace polytopique puis nous avons utilisé cette description
pour résoudre de maniére efficace le probléme de guidage sous contraintes sur ’état. Dans le cadre de la
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commande prédictive, 'utilisation de ce type de probléme permet de générer une commande qui respecte
les limites de saturation et qui va rallier 'orbite périodique la moins cotiteuse. En d’autres termes, nous
ne controlons pas le systéme autour d’un point d’équilibre particulier, mais nous cherchons a stabiliser un
sous-ensemble de 'espace d’état. L’intérét pratique est que si une perturbation éloigne le véhicule d’une
orbite périodique d’intérét, la commande ne tentera pas de le ramener sur cette méme orbite, mais sur la
plus proche en terme de consommation (éventuellement une orbite passant par la position du chasseur).
Ce travail a fait 'objet d’une premiére publication [2].

Nous avons ensuite travaillé & I’embarquabilité des programmes mathématiques associés aux pro-
blémes de commande. Ces programmes reprennent en grande partie la formulation LMI développée dans
le chapitre [5| Lors du stage de B. Benetti, les programmes proposés ont été transposés en langage C a
partir du code Matlab. Puis, dans une premiére expérience, une chaine de compilation a été construite
pour la carte STM32F2 comportant un processeur ARM3. Si 'exécution des algorithmes fut possible,
les programmes exécutables obtenus possédaient une empreinte numérique trop importante, les rendant
incompatibles avec une exécution sur une carte de type LEON 3. La thése de P. Arantes a démarré sur le
constat qu’il était nécessaire de repenser les algorithmes de guidage tout en conservant les bonnes proprié-
tés déja obtenues. La formulation des contraintes en programmation semi-infinie souléve notamment un
probléme de dimension des données s’agissant du stockage et de I'occupation de la mémoire vive. Ainsi,
nous avons proposé dans [I] de remplacer les contraintes LMI par leur représentation semi-algébrique
dans Iespace des variables de décision (ici, 'espace d’état D). L’idée est d’utiliser dans ’algorithme de
commande la forme algébrique décrivant la frontiére de l’espace admissible. Nous avons calculé cette
représentation en reprenant les contraintes linéaires d’espace, par exemple

z(v) < z(v) <Z(v)
y(v) <yv) <yv) v=>uw, (5.76)
2(v) < z2(v) < z(v)

En remarquant qu’elles décrivent des contraintes linéaires en D et paramétrées par l’anomalie vraie

V’
z < SU(V) _ (2+ecy)(cifg;dgcu)+d3 < 7
y < yl) = o grtds oy <y W, (5.77)
z < Z(V) = dlcy+d2$y < z

nous avons calculé enveloppe de cette famille de droites décrites par (5.77) (voir figure . Sil’enveloppe

‘ mm Frontiere de 5%, —— Enveloppe — Droites paramétrées ‘

7/
7]
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NS ]|
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I | |
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FIGURE 5.7 — Famille de droite pour la contrainte z(v) < Z(v), enveloppe et frontiére de l'espace admis-
sible

a pu s’écrire comme polynome en ds vyz(dy, da, d3) = 0;(d1,ds) di, une attention particuliére a été
0<i<4
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donnée au fait qu’'une partie seulement de ’enveloppe décrit la frontiére de ’espace admissible. La frontiére
de P'espace admissible a la contrainte z(v) < Z(v) est alors donnée par la fonction :

gz(d1,da, d3) = d3 — rz(d1, d2) (5.78)

ou rz(d1,dg) renvoie a la plus petite valeur racine réelle du polynéme ~z. Nous avons ainsi redéfini dans
I'ensemble admissible S7, donné par (5.49) grace un ensemble de conditions algébriques :

o :{ DER® | go(D) <0, gy(D) <0, %<D>go}

5.79
st.doy=0 | gu(D) <0, g,(D) <0, g.(D) <0 (5.79)

Si nous savons que S¥, est un ensemble convexe, sa description met en exergue la non-
différentiabilité des contraintes (les fonctions racines 7.(-) ne sont pas lisses en fonction de ses entrées).
Afin de résoudre le probléme d’optimisation comportant la contrainte D € S%, nous avons employé des
algorithmes de programmation non lisse : nous avons combiné une méthode de sous-gradient [27] & une
méthode quasi Newton [97]. Puis, aprés avoir codé et compilé ces algorithmes pour la carte LEON 3,
nous avons simulé la loi de commande prédictive dans un environnement non linéaire [3].

Les premiers résultats rassemblés dans [I] sont encourageants notamment en termes de temps de calcul
et de convergence de la commande prédictive, méme si elle n’a toutefois pas été démontrée formellement.

1.3 Meéthode de commande "tout ou rien" pour le maintien & poste électrique et
géostationnaire

La these de Clément Gazzino, co-encadrée avec D. Arzelier, est réalisée en partenariat avec le CNES
et Thales Alenia Space. Elle s’intéresse a la problématique du maintien & poste géostationnaire des
satellites de télécommunications équipés de propulseurs électriques en plus de propulseurs chimiques.
L’idée est de réaliser le maintien a poste uniquement & 1’aide de la propulsion électrique afin d’allonger
considérablement la durée de vie des satellites. Un premier objectif scientifique fixé par les partenaires est
de générer un plan annuel de manceuvres maintenant le satellite de télécommunications dans le secteur
d’orbite qui lui a été assigné. Le second objectif est de coupler & ces manceuvres & ce maintien & poste, le
contréle du moment cinétique des roues a réaction. Les derniers actionneurs sont utilisés pour maintenir
lattitude du satellite (orientation angulaire autour du centre de masse). Cet effort provoque néanmoins
une augmentation de la vitesse des roues. Lorsque les roues a réaction atteignent leur vitesse maximale,
une manceuvre spécifique, appelée manceuvre de désaturation, doit étre effectuée par le satellite sous la
surveillance d’opérateur au sol. On souhaite ainsi exploiter le bras de levier des propulseurs électriques
et le couple résultant pour maintenir le moment cinétique en dessous d’un certain seuil.

Notre approche se fonde sur le calcul de plans de guidage hebdomadaire pour une année compléte.
Ces plans sont obtenus par la résolution d’un probléme de commande optimale.

Le probléme proposé comporte un certain nombre de difficultés. La premiére est liée a la dynamique
géostationnaire. En effet, cette dynamique prend en compte des phénomeénes qui ont pu étre négligés
dans le cadre képlérien tels que les harmoniques de gravitation terrestre et 'attraction lunaire. Nous
ne possédons pas par ailleurs de transition formelle, contrairement aux autres travaux cités dans ce
manuscrit. De plus, nous devons considérer la nature des propulseurs électriques : ceux-ci peuvent étre
activés sur de longues périodes, mais produisent des poussées faibles en comparaison avec la propulsion
chimique. Par conséquent, le signal de commande ne peut plus étre considéré comme impulsionnel, mais
doit étre modélisé comme une fonction constante par morceaux pouvant prendre les valeurs 0 ot Fj,qz.
Par ailleurs, les satellites de télécommunications ont pour particularité de posséder I'’ensemble de leurs
propulseurs sur une seule face de leur bus. En schématisant le satellite comme un cube faisant face a la
Terre, les propulseurs se situent sur la face opposée a la Terre (voir figure .

Enfin, il existe un ensemble de contraintes liées aux conditions technologiques d’utilisation des propul-
seurs électriques : (i) deux propulseurs ne peuvent pas pousser simultanément ; (ii) un temps de latence
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FIGURE 5.8 — Schéma de placement des actionneurs

doit étre observé entre deux activations de propulseurs, et ce que le propulseur sollicité soit le méme ou
non ; (iii) la durée d’activation d’un propulseur ne peut étre inférieure & un temps minimal.

Ce cadre de travail rend particuliérement complexe la résolution du probléme de commande optimale.
Dans une premiére approche, nous proposons deux étapes de résolution. La premiére consiste & résoudre
le probléme de commande optimale sans tenir compte des conditions d’utilisation des propulseurs élec-
triques ni de leur nature "tout ou rien". Cette premiére résolution est réalisée dans le cadre d’un schéma
classique d’initialisation d’une technique indirecte de tirs par une technique directe de transcription et
permet d’aboutir & une structure d’activation des différents propulseurs. Cette structure ne satisfait gé-
néralement pas les différentes contraintes. La seconde étape consiste & affiner le plan de structure obtenu
précédemment de maniére a satisfaire les différentes contraintes technologiques. Ce travail a été publié
dans [61].

Dans une seconde approche [62], nous nous basons sur une modélisation particuliére alliant 5 modes
de fonctionnement distincts : un mode de propagation libre et quatre modes de propagation forcée par
un seul propulseur parmi les quatre. Cette modélisation permet de prendre implicitement en compte la
condition (i) d’utilisation des propulseurs électriques. Le probléme va ainsi consister a trouver le meilleur
agencement de ces différents modes afin de remplir les objectifs de maintien & poste. Pour ce faire, nous
avons discrétisé puis formalisé le probléme de commande optimale en un probléme d’optimisation en
nombres entiers. En effet, un choix entre les différents modes doit étre opéré sur chaque intervalle de
temps. De plus, les conditions (ii) et (iii) se formalisent aisément comme des contraintes en nombres
entiers. Avec cette approche par enchainement de plans hebdomadaires, nous avons pu obtenir des plans
de manceuvre annuels. Ce résultat a été néanmoins obtenu grace a 'inclusion de nouvelles conditions sur
I’état final afin d’assurer I'existence d’un plan de manceuvre pour la semaine suivante. Nous avons pu
remarquer que certains états de départ, bien qu’appartenant au secteur d’assignation, ne permettent pas
de trouver un plan de maintien a poste pour la semaine suivante. La question est alors de savoir comment
calculer ou estimer l’ensemble des points de départ assurant I'existence d’'un plan qui maintienne le
véhicule dans son secteur.

2 Axes de recherche & moyen terme

Cette section se propose de dresser la liste des axes qui structureront notre recherche & moyen terme.
Certains axes s’inscrivent dans la continuité des travaux en cours et permettent leur approfondissement
(paragraphes . Un autre axe (paragraphe a pour ambition de généraliser les méthodes pré-
sentées dans ce manuscrit en élargissant leur cadre aux systémes périodiques.
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FIGURE 5.9 — Exemple de fonction de Lyapunov admissible dans [32]

2.1 Commande hybride et saturée du rendez-vous et robustesse

Au cours des travaux de thése de L.S. Urbina, nous avons fait I'expérience du formalisme hybride
dans le contexte du rendez-vous orbital. Cette approche fournit un cadre d’analyse de stabilité pour
les lois de commande impulsionnelle. Ces derniéres aboutissent a des résultats probants s’agissant de la
convergence dans un contexte de simulation linéaire. Toutefois, nous avons pu observer que l'introduction
d’incertitudes dans les simulations dégrade les performances jusqu’a la divergence du systéme bouclé.
C’est notamment le cas pour des états de départs éloignés de l'orbite d’assignation. De plus, nous avons
souligné que les erreurs d’exécution de la commande mettent en péril les objectifs de rendez-vous. Dans le
chapitre [4] nous avons modélisé ces erreurs et tenté de minimiser leurs effets dans le contexte de la boucle
ouverte. Une premiére perspective de recherche est donc I’étude de la stabilité robuste. Les travaux de C.
Briat et A. Seuret [32] proposent des conditions suffisantes caractérisant la période d’appel entre deux
commandes assurant la stabilité robuste vis-a-vis d’incertitude sur A(t) et Ij, (voir équation (5.74))). Ces
conditions suffisantes autorisent I'utilisation de fonctions de Lyapunov globalement décroissantes, mais
non monotones (éventuellement croissantes lors des phases de propagation libre par exemple) comme
sur la figure [5.9] Si la stabilité robuste pour les systémes impulsionnels donne lieu a une littérature déja
riche (par exemple [IT11 (110} [45]), il en va de méme pour la notion de stabilité robuste des "sample-data
systems" pour laquelle une étude bibliographique approfondie peut faire émerger des pistes intéressantes
pour notre probléme de contréle de rendez-vous.

Par ailleurs, lors de I’étude soumise a publication [31], 'importance des saturations a été mise en avant.
En effet, leur seule présence dans un environnement de simulation linéaire peut déstabiliser le systéme
lorsque la loi de commande demande un effort trop important pour atteindre ’orbite d’assignation. Du
point de vue de la stabilité, il est important de pouvoir décrire le bassin d’attraction d’une orbite donnée
en présence de saturation des actionneurs. Les travaux de M. Fiacchini et al. [58] considérent ainsi que
la commande est déclenchée lorsque 'état vérifie certaines conditions non plus & période donnée :

t=A(t)x d(z)<0
-0’

E=1,2,..., (5.80)
Az = Iz d(x)

La fonction d(x) étant choisie quadratique dans ces travaux, ’espace de saut est un ellipsoide. Leur
approche étant basée sur la théorie des ensembles et le principe d’invariance, I’étude [58| cherche a
déterminer le plus grand ellipsoide possible autour de I’état visé assurant sa stabilité asymptotique.
Si ces résultats paraissent opportuns au regard du probléme posé, il est nécessaire de les adapter au
caractére variant dans le temps du systéme. L’utilisation de la théorie de Floquet-Lyapunov comme dans
[30L B1] ne sera pas suffisante, car elle reporte la variation dans le temps de la matrice dynamique vers
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la matrice de commande. Ainsi, une étude approfondie est nécessaire pour étendre ces résultats aux
systémes périodiques.

2.2 Stabilité et robustesse de I’algorithme de commande prédictive pour le rendez-
vous impulsionnel

L’algorithme de commande prédictive développé dans [1] allie a la fois un faible nombre de données a
stocker et des performances numériques intéressantes lorsqu’il est embarqué sur la carte LEON 3. Cepen-
dant, plusieurs questions sont laissées en suspens. La premiére concerne la stabilisation de I’ensemble des
orbites périodiques d’intérét par I’algorithme. Du point de vue de la commande prédictive, des conditions
de stabilité portant sur la structure du probléme d’optimisation ont été proposées dans [118], 116, (9]
et résumées dans [117]. Ces résultats se basent sur 'invariance et la faisabilité récursive du probléme
d’optimisation. En d’autres termes, la stabilité est assurée si, & chaque appel de la commande, I'espace
& atteindre est accessible par le systéme commandé. Nous posons le probléme différemment : le systéme
impulsionnel bouclé peut-il converger méme si ’espace d’arrivée n’est pas atteignable (absence de solu-
tions admissibles) & chaque appel? Ce probléme renvoie aux questions suivantes : quelle décision doit
étre prise et quelle commande doit étre appliquée si ces cas défavorables apparaissent ?

La seconde question concerne la période entre deux commandes consécutives. Dans les travaux précé-
dents sur le rendez-vous, elle a toujours été fixée a priori. Cependant, en forcant la fréquence d’appel a la
commande, certains phénoménes peuvent apparaitre. Par exemple, le systéme peut fortement perturbé
sans que leurs effets puissent étre rejetés, car la prochaine commande est trop éloignée dans le temps. A
contrario, lorsque le systéme est trés proche de I'objectif, la commande sera calculée & mauvais escient :
elle aura un colit numérique et sa faible amplitude empéchera sa réalisation par la chaine de propulsion.
Le formalisme hybride est suffisamment souple pour pouvoir considérer tous types de rétroaction, en
particulier les lois de commande basées sur un processus d’optimisation sous contraintes. La commande
prédictive telle qu’abordée dans nos travaux précédents [2] [I] est généralement non linéaire en fonction
de I’état courant et méne a la formulation suivante

{x—A(t)w ta)go 1o (5.81)

Ax = Ix(z) (t,z)€o
[’analyse du systéme est en général complexe méme si des résultats formels basés sur la théorie
de Lyapunov existent [66, théoréme 2.1]. Dans le cadre générique des systémes linéaires périodiques, une
piste serait d’exploiter la structuration des solutions (une partie périodique et une partie divergente) pour
définir 'ensemble de saut o.

Un dernier probléme ouvert est lié au contexte d’une exécution au sein d’un logiciel de vol. Il est
vraisemblable que, suivant les performances de l'algorithme, le nombre d’itérations autorisées & chacun
des appels de 'application embarquée soit limité. Dans ce cas, il sera nécessaire de donner une estimation
de lerreur commise sur 'optimum et éventuellement de la satisfaction des contraintes. Un premier travail
consiste & analyser les algorithmes d’optimisation non lisse et & développer une démarche de certification
a postertori de ces derniers. Nous envisageons 'utilisation de la notion de contraction d’opérateurs pour
fournir un encadrement sur la distance entre un itéré courant et la solution optimale, certifiant ainsi
I'itéré. La notion de contraction d’opérateurs est tirée de celle utilisée dans les techniques de certification
a posteriori pour les méthodes de point fixe. Cette démarche passe donc par ’assimilation des techniques
exploitées ci-dessus en algorithme de point fixe. Ainsi, il peut s’avérer que notre premier choix d’algo-
rithmes de programmation non lisses est remis en cause au profit d’autres algorithmes plus enclins & étre
certifiés a posteriori. Une analyse plus approfondie de la littérature sur la programmation non lisse est
nécessaire afin d’identifier les algorithmes candidats qui offrent le meilleur compromis entre 'efficacité
numérique et la possibilité de certification des sorties. Une fois le travail de certification effectué, 'impact
des erreurs certifiées sur la qualité de la commande devra étre analysé du point de vue de la robustesse.
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2.3 Analyse des systémes périodiques et description finie des trajectoires d’intérét

Le mouvement relatif étudié dans ce manuscrit présente une dynamique linéaire variante dans le
temps et périodique. Par conséquent, ses trajectoires se décomposent en une partie périodique et une
partie divergente [I2, chapitre 2|. Cette propriété de périodicité du mouvement relatif a été exploitée
au chapitre [5| de ce manuscrit, mais aussi dans plusieurs travaux présentés précédemment. En outre,
les solutions périodiques ont été utilisées pour le maintien & consommation nulle du systéme dans des
sous-régions particuliéres de I'espace d’état en ’absence de perturbations. Dans différents exemples, les
stratégies de commandes ont consisté a éliminer les composantes divergentes de la transition et & faconner
la composante périodique qui satisfait un ensemble de contraintes sur 1’état.

Les propriétés précédentes sont partagées par de nombreux systémes naturels ou artificiels. Ainsi, I'idée
exposée précédemment peut certainement étre appliquée dans divers domaines. Cet objectif demande
toutefois un effort particulier de généralisation. Premiérement, une fois le travail de modélisation réalisé,
il conviendra d’obtenir la transition d’état. Deuxiémement, il importera d’analyser de cette transition et
d’identifier la base fonctionnelle dans laquelle les solutions s’écrivent. Il est & noter que dans le cas des
systémes linéaires, cette base existe. De plus, la théorie de Floquet-Lyapunov devrait aider & reconnaitre
les modes divergents et les modes périodiques. Troisiémement, il conviendra de caractériser les trajectoires,
périodiques ou non, inscrites dans un sous-ensemble linéaire de ’espace d’état. A l'instar du chapitre[5], il
semble envisageable d’obtenir ce type de certificat sur la base de positivité de polynémes et des conditions
SDP associées. Cependant, nous avons remarqué dans [I] que l'utilisation de conditions algébriques en
remplacement des conditions SDP du type [2] est numériquement plus efficace, notamment dans dans un
environnement de calcul limité en capacité. Dans le cas général, ’obtention de ces conditions peut passer
par I’analyse des mineures des matrices devant étre semi-définies positives. Mais cela génére un grand
nombre de conditions qu’il faudra discriminer pour obtenir une description minimale de la géométrie de
I’ensemble admissible

Par ailleurs, 'une des principales difficultés de la démarche décrite ci-dessus est l'obtention de la
transition d’état. En effet, dans le contexte d’un modéle linéaire en temps variant, la transition n’est
généralement pas connue formellement. Dans ce cas, il est alors nécessaire de posséder a minima une
approximation certifiée de la transition. Le développement de tels outils utilisant les approximations de
Tchebychev de la solution fait I’objet des travaux de thése de Florent Bréhard encadrée par D. Pons du
LIP a ’ENS Lyon et M. Joldes du LAAS-CNRS. A ce jour, une transition certifiée pour le modéle de
Tschauner-Hempel a pu étre calculée en exploitant sa structure.

3 Perspectives de recherche a long terme

Nous conclurons ce manuscrit en proposant deux perspectives de recherche a plus long terme. Si ces
propositions sont éloignées des travaux précédents, elles permettent une ouverture vers d’autres commu-
nautés scientifiques.

3.1 Commande optimale par platitude pour les systémes de grandes dimensions

Lors du projet réalisé avec F. Gouaisbaut pour le compte de 'ESA dans le cadre d’une sous-traitance
d’AIRBUS DS [103], nous avons étudié le mouvement d’attitude d’un satellite avec un objectif de temps
minimal de transfert. Le modéle du satellite comprenait a la fois les modes de dynamiques rigides liés
au bus du satellite, mais aussi les modes dynamiques souples liés aux panneaux solaires. Le modéle
dynamique fourni par l'industriel est issu d’un logiciel d’analyse et de calcul mécanique du type PA-
TRAN/NASTRAN. A partir des plans du satellite et grace a une analyse par éléments finis, ce logiciel
génére un modéle dynamique linéaire de la forme :

Mij(t) + Cy(t) + Ky(t) = Bu(t) (5.82)
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ou le vecteur y(t) représente les coordonnées généralisées du modéle aux éléments finis. Ce modéle est no-
tamment utilisé pour ’analyse vibratoire, car il fournit les coefficients de raideur et d’amortissement pour
chaque mode souple. On peut remarquer que le modéle peut s’écrire sous une forme polynomiale
"entrée/sortie" |7§] :

(Ms? + Cs+ K)y(t) = A(s) = Bul(t) (5.83)

ol s représente 'opérateur de dérivation %.

Le probléme de manceuvre d’attitude a été formalisé comme un probléme de commande optimale :

. (y,u) A(s)y(t) = Bu(t) Dynamique
miny o, J(y, u .
. to) = yo, y(to) =0, u(to) = u 5.84
subject to : y(to) = bo y( 0) (to) 0 Conditions initiale et finale ( )

La méthode de résolution du probléme a employé la théorie de platitude différentielle pour les
systémes linéaires [96]. Cette approche permet de transformer le probléme dynamique en un probléme
d’optimisation statique. Elle remplace les coordonnées généralisées par un jeu de sorties plates associées
au modéle . De plus, la platitude permet de choisir la base de représentation des trajectoires de
sorties plates et par conséquent des états et de la commande. Par exemple, conformément aux méthodes
développées dans [119, [120), 102], nous avons opté pour une base de B-splines dans le cadre du projet
cité plus haut et ainsi calculé des profils de commande dont I'avantage principal est d’amener les modes
souples & ne pas vibrer en fin de parcours et donc d’autoriser une prise de vue trés rapidement aprés la fin
de manceuvre. L’inconvénient est que les profils générés sont plus longs en temps que des profils optimaux
de type bang-bang. En contrepartie, le temps de tranquillisation des modes souples est beaucoup plus
important et représente une part non négligeable du temps optimal de manoeuvre.

Ce travail met en lumiére plusieurs aspects prospectifs intéressants. Les logiciels de modélisation
mécanique ou plus généralement multi-physique utilisent intensivement les techniques éléments finis et
savent produire des modéles dynamiques de la forme . Ces modéles sont généralement de trés grandes
dimensions (le nombre de coordonnées généralisées peut atteindre plusieurs milliers). Si la littérature sur
les outils théoriques d’analyse de dynamique polynomiale existe (voire notamment [I30, [78]), les outils
numériques libres n’existent pas. Le développement d’une bibliothéque libre répondant au challenge de
la grande dimension est un premier objectif. Cette librairie devra permettre 'analyse préalable de la
commandabilité et le calcul des sorties plates.

Un second objectif scientifique est 1ié au probléme de 'optimalité des transferts. Aprés un travail
bibliographique sur les études utilisant les propriétés de la platitude différentielle pour la recherche du
temps optimal, la base de représentation des sorties devra étre déterminée en considérant le nombre de
variables & optimiser. Le troisiéme point concernera l'intégration de la librairie de commande aux outils de
modélisation mécanique telle que le logiciel libre HOTINT [63] développé au LCM Gmbh de I'université
J. Kepler de Linz.

3.2 Cinétiques atomistiques et dynamique moléculaire

Ce théme de prospection s’inscrit dans le cadre de 'aze Espace, I'un des quatre axes stratégiques
du LAAS-CNRS. Il a pour vocation a présenter les activités spatiales du laboratoire et & encourager et
développer des synergies internes.

Ainsi, j’ai récemment débuté des discussions avec la chargée de recherche Anne Hemeryck sur ses
thémes de travail, a savoir la cinétique atomistique et la dynamique moléculaire au sein des matériaux.
L’objet est d’étudier dans le temps l'effet de contraintes et des conditions extérieures sur la structure des
matériaux. Cette branche de la physique peut aider & comprendre les phénomeénes de diffusion moléculaires

dans le matériau notamment lors de son élaboration. Ces phénoménes peuvent étre ou non bénéfiques pour
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les caractéristiques du matériau créé comme les alliages de métaux ou les composites de films métalliques
minces.

S’il m’incombe dans un premier temps de comprendre les dynamiques moléculaires aux diverses
échelles de temps et de dimensions, il pourra étre intéressant dans un second temps, d’estimer les condi-
tions, favorables ou non, & la diffusion moléculaire.
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ANNEXE A. BILAN D'ACTIVITES DE MAITRE DE CONFERENCES

Cette annexe présente un bilan d’activités. Elle constitue une synthése des activités d’enseignement et
de la production scientifique. Rédigé a la premiére personne a la maniére d’un Curriculum Vitae, il recense
en particulier les encadrements, publications, participations & des projets et autres faits marquants de

notre activité scientifique.

A.1 Bref Curriculum Vitae

Etat civil

Christophe LOUEMBET - 36 ans (1 aotit 2016) marié 3 enfants

Situation actuelle

Maitre de Conférences de classe normale (

5eme leme

échelon) en 6

I"Université Paul Sabatier (UPS) - Toulouse III, Faculté des Sciences de I'Ingénieur.

Recherche effectuée au Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS-CNRS), UPR 8001

dans le groupe Méthodes et Algorithmes pour la Commande (MAC).

Mots clés

Recherche Automatique, Commande de systémes, Systémes spatiaux, Méthodes directes
et indirectes pour la commande optimale, Commande prédictive

Enseignement  Automatique des systémes linéaires (Approche fréquentielle, Espace d’état),
Commande optimale

Formation

2007 Doctorat en Automatique de I’Université de Bordeaux I, spécialité : Automa-
tique, sous la direction d’Ali Zolghadri
IMS — Bordeaux
titre : Génération de trajectoires optimales pour systémes différentiellement
plats

2004 Dipléme d’'Ingénieur de PTESTACA (Levallois-Perret, France)

2004 Diplome d’études Approfondies (DEA) en Automatique de I’Université Techno-

logique de Compiégne

section recruté en septembre 2008 par
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A.2 Activités d’enseignement

Je suis en poste a I'Université Paul Sabatier depuis septembre 2008. Hormis la premiére année (2008 —
2009) durant laquelle j’ai bénéficié d’une décharge de 64 heures équivalentes a des heures d’enseignement
de travaux dirigés (HTD), je me suis acquitté chaque année de mon service statutaire. L’ensemble de
mon service a été effectué dans le cadre de la 61° section et de mon département d’affectation, EEA
(Electronique, Electrotechnique, Automatique).

A.2.1 Profil d’enseignement

Les données présentées dans ce paragraphe se rapportent aux années universitaires 2011 — 2012 a
2015 — 2016 (seules années disponibles a ce jour sur le serveur de I'Université). J’ai été en présence
des étudiants en moyenne 201 heures annuellement pour environ 214 HTD (cf. le graphe . Ainsi,
mon service annuel compte en moyenne 22 HTD d’heures complémentaires. Ces heures complémentaires
s’expliquent notamment par les besoins importants en Automatique de mon département d’affectation,
EEA | en seconde et troisiéme année de Licence.

Sur la période 2011-2016, mon profil d’enseignement se compose de travaux pratiques a prés de 55% et de
travaux dirigés a plus de 25%. J’ai dispensé mes premiers cours magistraux lors de I’année 2012 — 2013 en
automatique et mon service s’est depuis équilibré entre les différents postes d’enseignements (cf. le graphe
. Mon service se compose a plus de 75% d’enseignements en automatique (cf. figure réalisés
entre la deuxiéme année de Licence & a la seconde année de Master. Les autres enseignements réalisés
comportent un enseignement au niveau L3 en Techniques matricielles et analyse numérique linéaire, et
un enseignement un niveau L2 d’assitance aux étudiants dans la construction de leur projet professionnel
intitulé Projet Professionnel.

Mes interventions sont essentiellement réalisées en Licence (deuxiéme et troisiéme années) pour répondre
aux forts besoins d’heures a ce niveau (voir figure . En effet, les promotions de L2 et L3 ont connu
une forte augmentation de leur effectifs (environ 180 en Licence 2, commune & 3 départements et environ
90 en Licence 3 EEA).Les enseignements de Master comptent pour un tiers de mon service global. Au
sein du Master EEA, il s’agit d’automatique et de commande avancée pour la filiére de formation ISTR,
Ingénierie des Systemes Temps Réel. Cette filiére forme les étudiants aux thémes de 'automatique, des
systémes numériques et de I'informatique industrielle et /ou embarquée.

Enfin, depuis septembre 2016, je suis en délégation au CNRS pour une période d’un an. Ainsi, je
dispose d’'une décharge compléte d’enseignement pour ’année universitaire 2016-2017.

A.2.2 Responsabilités d’unités d’enseignement

Je suis responsable de trois Unités d’Enseignement (UE) depuis la rentrée 2010-2011 :

— Master 1 EEA : 2010-2016, Systémes Linéaires Invariants : Espace d’état et Observation (30-45
étudiants ; ce module concerne d’autres parcours que ISTR de fagon optionnelle)

— Master 1 EEA/ISTR : 2010-2016, Initiation a la recherche (25-35 étudiants)
— Master 2 EEA/ISTR : 2010-2016, Optimisation et Méthodes numériques (10-15 étudiants)

Les UE Systémes Linéaires Invariants et Optimisation et Méthodes numériques sont des modules
classiques composés d’un cours magistral et de séances de travaux dirigés et pratiques. Pour ces modules,
la responsabilité consiste a former I’équipe pédagogique (4 a 6 intervenants pour 'UE Systémes Linéaires
Invariants), valider 'emploi du temps, réserver les moyens pour les travaux pratiques, établir le procés-
verbal et organiser le jury de module.

L’unité d’enseignement Initiation a la recherche est différente puisqu’elle désigne le module de projet
semestriel des étudiants du Master EEA. Ma responsabilité se limite aux étudiants du parcours ISTR (25
a 35 étudiants) de la formation EEA toulousaine. Dans un premier temps, je dois collecter et compiler
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FIGURE A.1 — Composition du service effectué sur la période 2011-2016 en HTD

une quinzaine de sujets de projet auprés des enseignants intervenant dans la formation. Il convient alors
de veiller & ce que les sujets couvrent de maniére équilibrée 'ensemble des thématiques du parcours.
Dans un second temps, je répartis les étudiants en groupes de projet, leur présente la démarche de
projet et les sujets, et leur attribue les projets. Pour ce dernier point, j’essaie de respecter les souhaits
des groupes formés et les avis de ’équipe enseignante. En fin de projet, il faut s’assurer de la bonne
soumission des rapports de projets, et trouver, parmi I’équipe enseignante, des rapporteurs non liés au
projet mais ayant suffisamment de compétences pour sanctionner équitablement le document. Enfin, il
faut organiser les soutenances & la maniére d’un séminaire scientifique et animer les délibérations du
jury sur les présentations orales des étudiants. Il est & noter que ces soutenances sont promues au sein
des formations L2 et L3 EEA afin que les étudiants puissent envisager davantage les perspectives de
notre parcours de formation. De mon point de vue, la responsabilité de ce module ressemble & un travail

éditorial au sein d’'une communauté scientifique.

A.2.3 Projet d’innovation pédagogique

Depuis mon entrée en fonction, j’ai participé a plusieurs projets de création de contenus pédagogiques
en ligne pour la formation en autonomie des étudiants de niveau Licence. En coordination avec le Service
Universitaire de Pédagogie (SUP), des ressources pédagogiques ont été créées sur la plateforme MOODLE
de T'université Paul Sabatier. Ces ressources sont utilisées a la fois comme outils d’évaluation mais aussi
comme outils de formation. Parmi ces ressources, deux projets de plus grande envergure peuvent étre mis
en exergue.

Le premier projet répondait & un appel a idées financé par le SUP en 2010. Il s’agissait de produire
un jeu didactique ("serious game") a I'intention des étudiants en automatique de L2. F. Gouaisbaut, J-C.
Pascal et moi-méme avons défini, au travers d’un cahier des charges, un jeu et ses objectifs pédagogiques.
La réalisation a été prise en charge par une entreprise tiers que nous avons suivie pendant 18 mois
jusqu’a la mise en production. Nous avons ensuite créé une ressource accompagnant le produit fini afin
de l'intégrer aux travaux pratiques.

Le second projet, dont j’ai été le coordinateur, répondait & un appel a projets du SUP, Innovations
Pédagogiques, en 2012. Il a été réalisé conjointement avec S. Durola et F. Gouaisbaut. Il consistait a
développer une resource interactive permettant aux étudiants de tous niveaux (L2 et L3 principalement
visés) de se former en autonomie & la résolution des équations différentielles ordinaires & coefficients
constants. Ce projet a duré 18 mois et a abouti a la mise en ligne de la ressource http://moodle.


http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
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FI1GURE A.2 — Evolution du service sur la période 2011-2016

univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046.

A.3 Responsabilité et implication dans la vie de 1'université

Depuis septembre 2013, je suis membre élu du collége scientifique 61 — 63 de I’Université Toulouse 3.
Le collége m’a nommé au sein de la commission de recrutement des Attachés Temporaires d’Enseignement
et de Recherche (ATER). De plus, je me suis porté volontaire pour faire partie du groupe d’avancement
(GA) des sections CNU 60 a 64 pour le collége B. Ce GA évalue et donne un avis sur les dossiers d’avance-
ment de carriére des enseignant-chercheurs, tels que la titularisation et le passage hors-classe des maitres
de conférences (Mcf). Dans un contexte de réduction du nombre de postes de professeur des universités
ouverts au concours, le passage a 1’échelon hors-classe est une voie d’avancement de carriére de plus en
plus privilégiée pour les maitres de conférences. Ainsi, le GA a pu constater une augmentation sensible du
nombre de dossiers déposés. Ce fait coincide avec la diminution de ’Age des candidats lors de leurs primo-
candidatures : en effet, les candidats déposent leurs candidatures dés leurs passage au 7¢ échelon. Cela
souligne toute I'importance de cette commission dans laquelle je souhaite continuer & m’investir si je suis
réélu au sein du colleége scientifique. Enfin, j’ai été mandaté par le collége pour constituer le comité de re-
crutement des maitres de conférences au sein d’un comité ad hoc lors de la campagne de recrutement 2016.

Par ailleurs, je suis membre élu du Comité de Poéle MSTII depuis le dernier renouvellement opéré
fin 2015. Je participe ainsi a ’ensemble des travaux du comité, comme 1’évaluation et le classement des
dossiers de CRCT (Congé pour Recherche et Changement Thématique), l'attribution des dotations de
I"Université & ses laboratoires affiliés, 'arbitrage sur les demandes de moyens des laboratoires (postes de
professeurs invités, recrutement de personnels; ...) avant qu’elles ne soient remontées et attribuées par le
Conseil Scientifique de la Faculté des Sciences et de 'Ingénierie. Aussi, je me suis porté volontaire pour
représenter le Comité de Pole au Conseil Scientifique de la Faculté des Sciences et de I'Ingénierie en tant
que suppléant de Patrice Bacchin, responsable du comité.


http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
http://moodle.univ-tlse3.fr/course/view.php?id=1046
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A.4 Animation scientifique

Dans un second temps je me suis impliqué dans I’animation scientifique de mon laboratoire. Depuis
septembre 2012, je suis membre du conseil scientifique du département Décision et Optimisation (DO).
Au sein de ce conseil, je suis responsable de 'animation scientifique et des séminaires depuis la fin 2013.
Le travail consiste en une veille scientifique afin de recenser et organiser les séminaires de chercheurs
dont les travaux sont susceptibles d’intéresser l’ensemble des 3 équipes de recherche qui composent le
département DO. La page web https://www.laas.fr/public/fr/séminaires-do recense I’ensemble des
séminaires du département. A ce titre, je fais partie du comité d’organisation des LAAS R&T Conferences
qui sont les séminaires de "prestige" du LAAS (voir la page web https://www.laas.fr/public/fr/
laas-research-technology-fr).

Depuis le début de 'année 2017, je suis délégué scientifique adjoint de I'axe stratégique Espace du
LAAS. Ce nouvel axe axe stratégique lancé début 2017 et qui est sous la responsabilité du Directeur de
Recherche au CNRS Olvier Llopis fédére ’ensemble des activités du LAAS en lien avec la thématique
spatiale. Cet axe est un fort enjeu pour le laboratoire. En effet, plus d’une cinquante de théses ont été
soutenues et une quarantaine de projets ont été financés sur ces thémes. Les objectifs de cet axe sont
multiples. L'un de ceux-ci est d’accroitre la visibilité du LAAS-CRS dans ce domaine en développant
des outils de communication adéquats et en représentant les intéréts du laboratoire dans les différentes
STAE, les Communautés de Compétences Techniques (CCT) du CNES, etc. Un second objectif est
d’imprimer une dynamique scientifique en encourageant les rencontres entre les chercheurs impliqués les
thématiques spatiales. Nous espérons ainsi faire émerger des axes de nouveaux travail thématiques ou
interdisciplinaires. Enfin, I’axe se devra aussi de soutenir les initiatives scientifiques et technologiques qui

naitront de ces interactions.

Depuis 2010, je suis membre du bureau CCT SCA (Systémes de Commande et Automatique) du
CNES. En tant que membre de ce bureau, je participe au dialogue entre le milieu académique et les
industriels du secteur. Notamment, nous échangeons sur les sujets scientifiques pouvant avoir des réper-
cussions positives chez les industriels tandis que ces derniers exposent leur problématiques technologiques.
De plus, le bureau a vocation & animer la communauté en organisant des séminaires réguliers dont le
programme annuel est discuté en bureau. Dans ce contexte j’ai pu organiser plusieurs séminaires :

— Workshop sur les Outils et méthodes d’optimisation sur le GNC, http://homepages.laas.fr/
clouembe/documents/optimisation_workshop_SCAORB.pdf|;

— Workshop on Advances in Space Rendezvous Guidance, http://homepages.laas.fr/clouembe/
rdv_workshop.html;

— Workshop sur les missions vers les astéroides, http://cct.cnes.fr/content/cct-sca-orb-mission-ast’
C3%A9ro07,C3%AFde

— Workshop on Hybrid Dynamical Systems Control and Applications 19-20 Juin 2017, http://cct.
cnes.fr/content/sca-hybrid-dynamical-systems-control-and-applications|;

A.5 Encadrement et production scientifique

Nous faisons le bilan de I'activité de recherche en termes d’encadrement, de publications et d’activités

contractuelles.


https://www.laas.fr/public/fr/s�minaires-do
https://www.laas.fr/public/fr/laas-research-technology-fr
https://www.laas.fr/public/fr/laas-research-technology-fr
http://homepages.laas.fr/clouembe/documents/optimisation_workshop_SCAORB.pdf
http://homepages.laas.fr/clouembe/documents/optimisation_workshop_SCAORB.pdf
http://homepages.laas.fr/clouembe/rdv_workshop.html
http://homepages.laas.fr/clouembe/rdv_workshop.html
http://cct.cnes.fr/content/cct-sca-orb-mission-ast%C3%A9ro%C3%AFde
http://cct.cnes.fr/content/cct-sca-orb-mission-ast%C3%A9ro%C3%AFde
http://cct.cnes.fr/content/sca-hybrid-dynamical-systems-control-and-applications
http://cct.cnes.fr/content/sca-hybrid-dynamical-systems-control-and-applications

A.5. ENCADREMENT ET PRODUCTION SCIENTIFIQUE 109

A.5.1 Encadrements doctorales et d’étudiants de Master
Théses de Doctorat

Mounir Kara-Zaitri (Thése soutenue le 17 novembre 2010, durée de trois ans, co-encadrée par D.
Arzelier, HDR, A. Théron)
Modélisation et guidage robuste et autonome pour le probléme du rendez-vous orbital.
J’al participé a 'encadrement de cette thése dés mon arrivée dans le laboratoire en 2008. Cela s’est
notament traduit par la co-signature de plusieurs article dont les références [J3, J5, C2, C3|.
Georgia Deaconu (Theése soutenue le 29 octobre 2013, durée de trois ans, encadrée avec prise de déro-
gation avec la participation d’A. Théron a 20%)
On the trajectory design, guidance and control for spacecraft rendezvous and proximity operations.
G. Deaconu a regu le prix Amelia Earhart de ’association Zonta.

Laura Sofia Urbina-Iglesias (Soutenance prévue au ler semestre 2017, thése encadrée a 50% avec D.
Arzelier, HDR)
Méthodes de Guidage/Controle robuste pour la phase d’approche entre deux véhicules orbitaux
avec couplage des mouvements de translation et de rotation.

Clément Gazzino (Soutenance prévue en décembre 2017, thése encadrée a 50% avec D. Arzelier, HDR)
Stratégie de Maintien & poste pour satellite géostationnaire par commande prédictive.

Paulo Ricardo Arantes-Gilz (Soutenance prévue en octobre 2018, thése encadré a 50% avec M. Joldes
qui bénéficie d’'une dérogation)
Validated and onboarded Impulsive Spacecraft Rendezvous Algorithm.

Stages de Master

Cédric Leboucher Juin-Octobre 2009, 2¢ année Ingénieur, EISTI.
Mise en place d’un outil de génération de perturbations sur un satellite dans le cadre de rendez-vous
spatiaux.

Daniel Dolz Algaba Juin-Septembre 2010, 2¢ année Ingénieur, INSA.
Analyse de performances de solveurs d’optimisation linéaire pour le rendez-vous orbital.

Supatcha Chaimatanan Avril-Septembre 2010, 3¢ annee ISAE ENSICA, co-encadrée a 50% : D. Ar-
zelier.
Generation of Robust-Optimized Impulsive Trajectory for Orbital Rendezvous.

Cordelia Robinson Avril-Septembre 2011 (M2P Ingénierie Mathématique, Univ. Toulouse 3), co-encadrée
a 50% avec D. Arzelier.
Mise en oeuvre d’un algorithme de rendez-vous orbital sous hypothéses de poussées impulsionnelles.

Alessia Cristaldi Octobre 2013-Juin 201, M2 Univ. Tor Vergata Rome Italie, co-encadrée a 50% avec
D. Arzelier.
Trajectory control for spacecraft rendezvous using MPC et LQG techniques.

Paulo Ricardo Arantes Gilz Mars-Juillet 2014, 3¢ année ingénieur ENSTA.
Controle impulsionnel pour une classe de systémes linéaires & temps variant.
Bruno Benetti Février-Aout 2015, 3¢ année ingénieur ENSHEEIT.
Analysis of an Impulsive Control Strategy for Time-Variant Linear Systems.

A.5.2 Publications
Articles de Journaux a comités de lecture

J1 C. Louembet, F. Cazaurang, A. Zolghadri, C. Pittet, and C. Charbonnel. "Path planning for satellite
slew maneuvers : a combined flatness and collocation based approach", IET Control Theory &
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J2

J3

J4

J5

J6

J7

J8

J9

Applications, 3(4), 2009

C. Louembet, F. Cazaurang, A. Zolghadri, C. Pittet, and C. Charbonnel. "Génération de trajectoire
d’attitude sur orbites : approche par platitude et collocation", Journal Furopéen des Systémes
Automatisés, 44(1), 2010.

C. Louembet, F. Cazaurang, A. Zolghadri. "Motion planning for flat systems using positive B-
splines :An LMI approach", Automatica, 46 , pp. 1305-1309, 2010.

D. Arzelier, M. Kara-Zaitri, C. Louembet, A. Delibasi. "Using polynomial optimization to solve the
fuel-optimal linear impulsive rendezvous problem", Journal of Guidance, Control, and Dynamics ,
34, pp 1567-1572, 2011.

D. Henrion, C. Louembet. "Convex inner approximations of nonconvex semialgebraic sets applied
to fixed-order controller design", International Journal of Control , 85(8), pp 1083-1092, 2012.

D. Arzelier, C. Louembet, A. Rondepierre, M. Kara-Zaitri. "A New Mixed Iterative Algorithm to
Solve the Fuel-Optimal Linear Impulsive Rendezvous Problem", Journal of Optimization Theory
and Applications 159(1), pp 210-230, 2013.

G Deaconu, C. Louembet and A. Théron. "Minimizing the effects of the navigation uncertainties
on the spacecraft rendezvous precision", Journal of Guidance, Control, and Dynamics, Vol. 37, No.
2 (2014), pp. 695-700.

C. Louembet, D. Arzelier and G. Deaconu. "Robust rendezvous planning under Maneuvering er-
rors", Journal of Guidance, Control, and Dynamics , Vol. 38, No. 1 (2015) pp. 76-93.

G. Deaconu, C. Louembet and A. Théron. "Designing continuously constrained spacecraft relative
trajectories for proximity operations", Journal of Guidance, Control, and Dynamics, Vol. 38, No.
7 (2015), pp. 1208-1217.

Articles en conférences avec actes

C1

C2

C3

C4

C5

C6

c7

C. Charbonnel, C. Louembet, F. Cazaurang, A. Zolghadri. "Satellite attitude trajectory planning
using the flatness framework ", 7th International ESA Conference on Guidance, Navigation and
Control Systems, Tralee, County Kerry, Ireland, June 2008.

C. Louembet, M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Théron. "Solving fuel-optimal orbital homing problem
with continuous thrust using direct methods", International Symposium on Space Flight Dynamics,
Toulouse, France, September 2009.

M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, C. Louembet, A. Théron. "Solving fuel-optimal impulsive rendezvous
problem using primer vector theory and real algebraic geometry ", International Symposium on
Space Flight Dynamics, Toulouse, France, September 2009.

D. Henrion, C. Louembet. "Convex inner approximations of nonconvex semialgebraic sets applied to
fixed-order controller design", Proceedings of the International Symposium on Mathematical Theory
of Networks and Systems, Budapest, Hungary, 5-9 July 2010

M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Delibasi, C. Louembet, "Mixed Iterative Algorithm For Solving
Optimal Impulsive Time-Fixed Rendezvous problem", AIAA Guidance, Navigation, and Control
Conference, Toronto, Ontario, Canada, August 2010.

M. Kara-Zaitri, D. Arzelier, A. Delibasi, C. Louembet, "Polynomial optimization for the solution of
fuel-optimal impulsive rendezvous using primer vector theory", J9th IEEE Conference on Decision
and Control, Atlanta, GA, USA, December 2010.

C. Louembet, D. Arzelier , G. Deaconu and P. Blanc-Paques. "Robust Rendezvous Planning under
Navigation and Maneuvering Errors", 8th ESA International Conference on Guidance, Navigation
and Control System, Carlsbad Czech Republic, 2011.
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C8

C9

C10

C11

C12

C13

C14

C15

C16

C17

C18

C19

C. Louembet, G. Deaconu. "Collision Avoidance in Low Thrust Rendezvous Guidance Using Flat-
ness and Positive B-Splines", 30th American Control Conference (ACC), San Francisco, USA, 2011.

G. Deaconu, C. Louembet, A. Théron. "Constrained periodic spacecraft relative motion using non-
negative polynomials", 31st American Control Conference (ACC), Montreal, Quebec, Canada, 2012.

G. Deaconu, C. Louembet, A. Théron. "Sécurisation passive du rendez-vous orbital par des poly-
némes non négatifs", Conférence Internationale Francophone d’Automatique (CIFA2012), Grenoble
(France), 4-6 Juillet 2012, pp.811-816

G. Deaconu, C. Louembet, A. Théron. "A two-impulse method for stabilizing the spacecraft relative
motion with respect to a periodic trajectory", 51st IEEE Conference on Decision and Control, Maui,
Hawaii, USA, 2012.

J.C.Berges, A.Cristaldi, C.Louembet, P.R.Arantes Gilz, D.Arzelier. "Robust rendezvous planning
using model predictive control : some results from research and technological studies", International
ESA Conference on Guidance, Navigation & Control Systems, Porto, Portugal, 2014.

P.R.Arantes Gilz, C.Louembet. "Predictive control algorithm for spacecraft rendezvous hovering
phases", Furopean Control Conference, Linz, Austria, 2015.

M.Brentari, D.Arzelier, C.Louembet, L.Zaccarian. "A hybrid control framework for impulsive control
of satellite rendezvous", American Control Conference, Boston, USA, 2016.

D.Arzelier, F.Brehard, N.Deak, M.M.Joldes, C.Louembet, A.Rondepierre, R.Serra. "Linearized im-
pulsive fixed-time fuel-optimal space rendez-vous : a new numerical approach", 20th IFAC Sympo-
sium on Automatic Control in Aerospace, Sherbrooke, Canada, 2016.

Y.Ariba, D.Arzelier, L.Urbina Iglesias, C.Louembet. "V-bar and R-bar Glideslope guidance algo-
rithms for fixed-time rendre-vous : a linear programming approach", 20th IFAC Symposium on
Automatic Control in Aerospace, Sherbrooke, Canada, 2016.

C.Gazzino, D.Arzelier, D.Losa, C.Louembet, C.Pittet, L.Cerri. "Optimal control for minimum-fuel
geostationary station keeping of satellites equipped with electric propulsion", 20th IFAC Symposium
on Automatic Control in Aerospace, Sherbrooke, Canada, 2016.

C.Gazzino, C.Louembet, D.Arzelier, N. Jozefowiez, D.Losa, C.Pittet, L.Cerri. "Integer Program-
ming for Optimal Control of Geostationary Station Keeping of Low-Thrust Satellites", 20th IFAC
World Congress, Toulouse, France, 2017.

P.R. Arantes-Gilz, M.M. Joldes, C.Louembet. "Model predictive control for rendezvous hovering
phases based on a novel description of constrained trajectories", 20th IFAC World Congress, Tou-
louse, France, 2017.

A.6 Activités contractuelles

Les activités en relation avec 'industrie représentent une part importante de mon activité de recherche.

Cette activité s’est concrétisée par ma participation active a plusieurs projets listés ci-apreés.

De plus, je participe depuis 2014 au projet ANR FASTRelax coordonné par Bruno Salvy du LIP &
I’ENS Lyon.

A.6.1 Liste des projets

Projet ESA ITI : Optimal guidance and control for flexible and maneuvring spacecraft. Coordinateur
LAAS : Christophe Louembet. Avec la participation au LAAS de F. Gouaisbaut.

Projet R&T CNES 71372/00. Guidage autonome et robuste pour le rendez-vous orbital en orbite
elliptique, Période : 12/2007-12/2009. Coordinateur LAAS : D. Arzelier (LAAS-CNRS). Avec la
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participation de Alain Theron (LAAS-CNRS), C. Louembet (LAAS-CNRS), S. Kerambrun (As-
trium), P. Blanc-Paques (Astrium), H. Charbonnel (Astrium ST), E. Gogibus (Astrium ST).

Projet R&T CNES 104057/00. Optimisation linéaire pour le rendez-vous orbital en vue d’embarca-
tion sur calculateur de bord. Période : 09/2010 - 03/2011. Coordinateur LAAS : D. Arzelier (LAAS-
CNRS). Avec la participation de C. Louembet (LAAS-CNRS), N. Jozefowiez (LAAS-CNRS), P.
Lopez (LAAS-CNRS), J.C. Berges (CNES).

Projet R&T CNES 104148/00. Algorithme de guidage robuste pour le rendez-vous orbital. Période :
2010-2012. Coordinateur LAAS : D. Arzelier (LAAS-CNRS). Avec la participation de C. Louembet
(LAAS-CNRS), A. Falcoz (Astrium), J.C. Berges (CNES).

Projet R&T CNES 130841. avec le support de Thales Alenia Space et la Région Midi-Pyrénées.
Commande robuste et optimale pour le mouvement en 6 degrée de liberté pour les opérations
spatiales de proximité. Période : 07/2013 — 11/2015. Coordinateur LAAS : D. Arzelier. Avec la
participation de C. Louembet (LAAS-CNRS), S. Urbina (LAAS-CNRS), D. Losa (TAS), J.C. Berges
(CNES).

Projet ANR : FASTRelax. Période : 11/2014 — 11/2018. Coordinateur LAAS : Mioara Joldes. Avec
la participation au LAAS de D. Henrion et C. Louembet.

A.6.2 Rapports d’activités contractuelles

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

D. Arzelier, C. Louembet, A. Théron. "Etude bibliographique sur le probléme du rendezvous".
Rapport LAAS-CNRS N°08552, Convention ASTRIUM /CNES/LAAS-CNRS R-S07/VF-0001-065,
71372/00, 93 pages, Novembre 2008.

D. Arzelier, C. Louembet, A. Théron. "Deux algorithmes pour le probléme du rendezvous impul-
sionnel". Rapport LAAS-CNRS N°09638, Convention ASTRIUM/CNES/LAAS-CNRS R-S07/VF-
0001-065, 71372/00, 87 pages, Novembre 2009.

D. Arzelier, N. Jozefowiez, P. Lopez C. Louembet. "Etude bibliographique sur la programmation
linéraire". Rapport LAAS-CNRS N°11124, Convention 104057/00, 85 pages, Mars 2011.

D. Arzelier, N. Jozefowiez, P. Lopez C. Louembet. "Evaluation des performances des solveurs de
programmation linéaire sur le probléme du rendez-vous orbital impulsionnel”. Rapport LAAS-
CNRS N° 11605, Convention 104057/00, 43 pages, Mar 2011.

D. Arzelier, C. Louembet. "Algorithmes de guidage en rendez-vous sous contraintes d’incerti-
tudes et d’erreurs par programmation convexe robuste". Rapport LAAS-CNRS N°12359, EADS-
Astrium/LAAS-CNRS/CNES R-S07/VF-00001-065 Convention CNES N°71372/00, 126 pages,
Juillet 2012.

D. Arzelier, C. Louembet, A. Rondepierre. "Algorithme indirect mixte pour le probléme du rendez-
vous". Rapport LAAS-CNRS N°2433, EADS-Astrium/LAAS-CNRS/CNES R-S07/VF-00001-065
Convention CNES N°71372/00, 104 pages, Juillet 2012.

D. Arzelier, C. Louembet, P. Arantes-Gilz, L.S. Urbina. "Méthode de survol pour le rendez-vous
orbital". Rapport LAAS-CNRS N°15409, LAAS-CNRS/CNES R-S13/BS-0005-014 Convention
CNES N°130841/00, 104 pages, Novembre 2015.

C. Louembet, F. Gouaisbaut. "Optimal guidance and control for flexible and maneuvring space-
craft". Rapport LAAS-CNRS N° 16247, Contrat AIRBUS DS 4500543955, 26 pages, Juillet 2016.
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B.1 Introduction

Le mouvement relatif entre satellites fait référence a 1’étude de la dynamique d’un satellite, désigné par
le terme de chasseur, vis-a-vis d’un autre satellite en orbite, appelé cible. Afin de décrire complétement
ce mouvement relatif, il est nécessaire de caractériser a la fois le mouvement inertiel du véhicule cible
puis le mouvement du chasseur vis-a-vis de cette cible. Ces deux mouvements peuvent étre représentés
de différentes maniéres, chaque représentation ayant ses propres avantages. Nous faisons le choix de
représenter le mouvement de la cible au travers de ses paramétres orbitaux, présentés dans la section
et le mouvement du chasseur relativement a la cible de maniére cartésienne. Les développements de ce
chapitre fournissent une représentation adaptée au probléme que nous souhaitons traiter dans un cadre
de mécanique képlérienne.

B.2 Mouvement képlérien de la cible

La dynamique képlérienne d’un satellite a la Terre décrit son mouvement dans le champ de gravité
terrestre composé uniquement du terme d’attraction centrale. Cette dynamique est issue du principe

AR -
s IR

ou R représente le vecteur partant du centre de la Terre en direction du centre de masse du satellite et

fondamental de la dynamique :

1 la constante gravitationnelle terrestre. La dynamique est exprimée par rapport dans le repére inertiel
géocentrique By = (0, X , 17, Z ) illustré a la figure . Le plan fondamental By est le plan équatorial de
la Terre. L’axe Z coincide avec l'axe de rotation de la Terre et est orienté vers le pole Nord. L’axe X
passe par le point vernal et ’axe Y est orthogonal au plan XZ.

L’équation différentielle décrivant la dynamique entre les deux corps est non linéaire. Cependant,
elle admet une solution générale analytique [I3]. Les constantes d’intégration associées aux solutions sont
appelées éléments orbitaur du mouvement du satellite et sont importantes dans 1’étude des propriétés
des trajectoires.

On désigne par plan orbital le plan qui contient la trajectoire du satellite en orbite (voir Figure .
L’équation de la trajectoire du satellite exprimée en fonction des coordonnées polaires par rapport & ce
plan est donnée par [13] :

a(l —e?)

R=|R| =
H H 1+ ecosv

(B.2)

ol a est le demi-grand axe de l'orbite, e est ’excentricité et v est 'anomalie vraie. L’orbite du satellite
est bornée si e < 1 et non bornée si e > 1. Pour e = 0 la trajectoire du satellite est un cercle de rayon
a et pour 0 < e < 1 la trajectoire est une ellipse. L’anomalie vraie v représente ’angle entre la position
courante du satellite et la direction du périgée (Figure .

Les paramétres a et e définissent la dimension et la forme de 'orbite du satellite, tandis que v indique
la position instantanée du satellite dans son orbite. Trois autres quantités sont nécessaires pour définir
I'orientation spatiale du plan orbital et caractériser complétement la trajectoire du satellite. Un choix
usuel est 4, ) et w, trois angles définis par rapport au plan équatorial terrestre, comme indiqué sur la
figure [B1]

La ligne des neuds dénote l'intersection entre le plan orbital du satellite et le plan équatorial. Le
neeud ascendant fait référence au point oul le satellite croise la ligne des noeuds vers le nord. La longitude
du neud ascendant, ), est 'angle entre 'axe X du repére Ry. Le nceud ascendant, I’argument du périgée,
w, est 'angle entre le noeud ascendant et le périgée tandis que l'inclinaison, i, est 'angle entre le plan
orbital et le plan équatorial.
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FIGURE B.1 — Le repére inertiel géocentrique et définition des éléments orbitaux classiques

L’ensemble des éléments orbitaux est défini par :

oe:[a e 1 Q w V}T. (B.3)

Il décrit complétement ’état d’un satellite évoluant sur une orbite autour de la Terre. Sous hypothéses
képlériennes, les cinq premiers parameétres sont constants, et, seule I’ anomalie vraie évolue en fonction
du temps [13] :

. K 2

V=,/————3 (l+ecosv B4

Ty (1 ecos) (B.4)

Il est possible de remplacer, dans le vecteur des éléments orbitaux, ’anomalie vraie, v, par ’anomalie

excentrique, F, ou 'anomalie moyenne, M. L.’anomalie excentrique et la vraie anomalie sont liées par des

transformations géométriques représentées sur la figure [B.2] :

tan — (B.5)
tandis que I’anomalie excentrique et I’anomalie moyenne sont liées par ’équation de Kepler :
M =FE —esinE = My + n(t — to) (B.6)

D’apres , I’anomalie moyenne peut étre définie comme une fonction linéaire du temps, o n =
Vit/a? est le mouvement moyen du satellite, ¢y est le temps de référence et My ’anomalie moyenne a t.

I1 faut noter que dans le cas d’orbite circulaire ou quasi circulaire (e =~ 0) ou dans le cas d’orbite
appartenant au plan équatorial (i ~ 0), certains éléments orbitaux classiques oe peuvent ne pas étre
définis. Dans ces cas, I'état du satellite doit étre représenté différemment afin d’éviter ces singularités.
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\

Plan d’orbite

>« Cercle tangent

FIGURE B.2 — La définition de 'anomalie excentrique

B.3 Mouvement relatif cartésien

La dynamique du chasseur relativement & la cible est exprimée dans un repére local, tournant et centré
sur le satellite cible. Parmi les différents repéres disponibles, le repére Local Vertical Local Horizontal
(LVLH) B, = (8,7, ¥, Z) est utilisé dans ce manuscrit (voir la figure (B.3)). L’axe Z est orienté radialement
du satellite cible en direction au centre de la Terre. L’axe ¥ est orthogonal au plan orbital, dans la direction
opposée a celle du vecteur moment angulaire, et 'axe & se trouve dans le plan orbital de la cible dans la
direction de la vitesse du satellite.

Perigée . £ O _4{Apogée

Chasseur

FI1GURE B.3 — La position relative du chasseur et le repére LVLH de la cible

—
La position relative entre la cible S; et le chasseur Sy est représentée par = S;Sy (voir figure .
Dans le contexte de dynamique képlérienne, ['accélération inertielle relative est donnée par :

dZF) K 5 K 33
<dt2 By  |R+7IP 1R]?

L
ou R = OS} représente la position inertielle de la cible. Le terme a gauche de 'égalité peut étre
développé dans la base locale & I’aide de la loi de composition des accélérations usuelle :

a7 a7 - d7 dSp,5 L . R
<dt2) — (dt2> -+ 2 QBZ/BO X (dt) —+ (d; 0 X r—+ QBZ/BO X (QBZ/BO X ’I") (B8)
Bo By By By
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Les termes de la somme correspondent respectivement & ’accélération relative du chasseur dans le
repére local, 'accélération d’Euler, accélération de Coriolis et ’accélération centrifuge. Le terme 0 By/Bo
représente la vitesse de rotation de la base locale B; par rapport a la base inertielle By.

En supposant que la dynamique de la cible est exprimée a 'aide des éléments orbitaux définis par

(B.3) et que 'état relatif entre les satellites est donnée par la position et la vitesse relatives locales

T
X = [:E Yy Z Up Uy 1‘)4 , les différents termes de (B.8) peuvent étre calculés individuellement. Dans

le cas du mouvement képlérien, on a :

0 0 x

QBZ/BO = |—-v R = 0 F: y (Bg)
0 B, R B, z B,
En introduisant dans (B.8), on a :
2 §—2D§iﬁ2417i

(w) =, .Y (B-10)

BooF+2vit+vz—07z|

l

En développant les termes a droite de I'égalité , nous arrivons aux équations non-linéaires sui-

vantes pour la dynamique relative des satellites :

. 1y
4 V@ + 2+ (R—2)%)3 (B.11)
E4208+ 0T — 12 = — plt — 2) + L

V@ +2+(R-2)?)? R

Dans les cas ot la distance entre les satellites est beaucoup plus petite que la distance entre la cible
et le centre de la Terre (||F] < |||, les équations peuvent étre linéarisées. La condition de
linéarisation précédente est notamment valide lorsque les satellites se trouvent dans le méme horizon
visuel et peuvent utiliser la navigation relative. Les équations ainsi obtenues, dites de Tschauner-Hempel,

peuvent étre utilisées pour décrire le mouvement relatif entre les satellites [137] :

T=20z4+0VZ+ 10T ik

.. o

Y= 739 (B.12)
z:—2u:7;—yi;+u2z+2%z

On peut constater que pour les équations linéarisées de Tschauner-Hempel, la dynamique en § est
découplée de la dynamique dans le plan ZZ et définit un oscillateur harmonique.

Dans le cas ou l'orbite de la cible est circulaire, une forme simplifiée peut étre obtenue pour les
équations . Sie =0, alors R = a = const, ¥ = n = const et ¥ = 0. En introduisant ces valeurs dans
, on retrouve les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire pour le mouvement relatif entre satellites par
rapport & une orbite circulaire de référence [44] 69] :

rT=2nz%
U= —n2y (B.13)
Z=—-2nz+3n%z

On peut remarquer que, dans ce cas, la dynamique relative des satellites correspond & un systéme

linéaire invariant dans le temps.
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B.3.1 Représentation sous forme d’espace d’état

Soit le vecteur de I’état relatif entre les satellites constitué de la position et de la vitesse relatives pro-
_ T

jetées sur chacun des axes du repére LVLH de la cible : X (t) = [aé(t) g(t) z(t) vx(t) 7y(t) @z(t)]
Si dans (B.12) la variable indépendante temps est remplacée par ’anomalie vraie de la cible, une forme

simplifiée des équations décrivant la dynamique relative entre la cible et le chasseur peut étre obtenue.
Les dérivées par rapport au temps sont remplacées par :

) d()dv . &0  d*(0.., d0.
W‘Ea_(')” W_WVMEV (B.14)

et le changement de variable suivant est utilisé :

(14+ecosv)ls 03 ~
X(v) = : (1+ecosv) | X(t) (B.15)
—esinvis -1
V o~
T(v)

ot I3 € R3*3 est la matrice identité et 03 € R3*3 est la matrice nulle. Cette opération méne & un espace
d’état périodique pour la dynamique relative entre satellites :

X'(v) = AW)X(v) + Bu (B.16)

ou la matrice décrivant la dynamique du systéme A(v) est donnée par :

0 0 0 1 00

0 0 0 0 10

0 0 0 0 01
A) =10 o 0 0 0 2 (B.17)

0 -1 0 0 0 O

3

0 — =2 0 0

L 1+ ecosv J
la matrice des entrées B est définie par B = [03 I3]7 et u = [u; uy, u.]? représente les accélérations

produites par les propulseurs des satellites.
Des solutions explicites peuvent étres calculées pour le systéme homogéne associé a (B.16]),

X'(v)=AW)X(v) (B.18)

B.3.2 La matrice de transition d’état

La dynamique linéarisée (B.18)) admet une solution de forme close. Cette transition formelle pour le
mouvement permet, dans le cadre du probléme de rendez-vous orbital, d’éviter le recours aux méthodes
d’intégration numérique. Elle s’écrit :

X(v)=®(v,1)X (), v> 1y (B.19)
Par définition, la matrice de transition d’état vérifie I’équation différentielle suivante :
& (v, 1) = A(v)®(v, 10), O(v,v) =1, Vv (B.20)

Pour les systémes variants dans le temps, comme dans (B.18]), il n’existe pas d’expression analytique pour
la matrice de transition d’état en général. Cependant, certaines méthodes numériques développées pour
le calcul de ® sont usuellement basées sur la résolution d’une équation différentielle (B.20)). Dans le cas
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du mouvement relatif, la structure particuliére de la matrice dynamique A(v) permet le calcul explicite
d’une solution analytique.

Pour le mouvement relatif linéarisé, la dynamique en y n’est pas affectée par la dynamique dans le
plan zz et elle est décrite par I’équation différentielle homogéne du second ordre suivante :

y' =~y (B.21)

La solution de (B.21)) est la réponse d’un oscillateur harmonique et peut étre directement exprimée en
fonction des conditions initiales :

Xy(v) = Oy (v, 10) Xy (10) (B.22)

ol vy est 'anomalie vraie initiale pour le mouvement non commandé et :

y(v) cos(v —1p)  sin(v — vp)
X = o, (v,19) = B.23
o) [vy(y) v(v;10) [— sin(v — vy) cos(v — 1p) ( )
Les équations différentielles homogénes pour le plan xz sont données par :
o = 27 (B.24)
3
T T, B.25
: 1+ ecos z/Z v ( )
En intégrant (B.24) une fois, il vient
¥ =22+K (B.26)

ou K est une constante d’intégration. En introduisant (B.26]) dans (B.25), une équation différentielle du

second ordre uniquement fonction de z est obtenue :

1+ ecosv

e <4 _ 3) P— K (B.27)

Comme rappelé par Carter dans [36], la méthode pour résoudre ce type d’équation différentielle
consiste & trouver une famille de solutions particuliéres @1, o pour ’équation différentielle homogéne
telle que :

15 — o’ = constant (B.28)

puis & appliquer la technique de variation de paramétres [126]. Le choix des solutions particuliéres @1, 2
détermine la forme de la matrice fondamentale ¢,... Il est a noter que la matrice de transition est unique.
Une matrice fondamentale pour le systéme périodique a été proposée par Carter dans [30].
Une solution un peu différente, donnée par Yamanaka et Ankersen dans [140], présente I'avantage d’avoir
une forme plus simple. Les solutions proposées par Yamanaka-Ankersen sont reproduites ci-dessous.

En posant X,.(v)=|z(v) 2z(v) v.(v) vy(y)}T, la propagation de I'état relatif est donnée par :
Xipz(V) = @pz (v, 19) X iz (10) (B.29)
ou la matrice de transition ®,,(v, 1) peut étre écrite comme :
a2 (v, 110) = oz (V)07 (0) (B.30)

La matrice ¢, (v) est définie par [140)] :

[1 —cosv(2+ ecosv) sinv(2 + ecosv) 3(1 + ecosv)?J
0 sinv(l+ecosv) cosv(l + ecosv) 2 —3esinv(l +ecosv)J
$22(V) = |0 2sinv(l+ecosv) 2cosv(l+ecosv)—e 3 —6esinv(l + ecosv)J
0  cosv+ecos2v —sinv — esin 2v —3e ((cosy+ecos21/)J+ smu)
i 1+ecosv

(B.31)
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Le terme J est lié au choix de la solution particulier (o et est donnée ,dans le cas de la matrice de

transition de Yamanaka-Ankersen, par :

v dr n(t—t
Tw) = /,,0 (1+ ecosT)? - (1 (— 62)232 (B32)

D’aprés (B.32]) pour 'anomalie vraie initiale vy, on a J(v9) = 0. Cela permet le calcul analytique de
I'inverse de la matrice ¢,.(v) a vy :

3esinvg(2 4 ecosvyp)

21 — rpr— 2 esinvy(2 + ecos ) —2-+ecosvy(l+ecosvy)
3 si 1
o ()= 621_1 0 S V(itfzss;: <) sinvp(2 + ecosvp) —(cos vg+ecos? vy—2e)
0 3(e+ cosvyp) —(2cosvy+ecos? vy+e) sinvp(1 + e cos vy)
| 0 —(3ecosvy + €%+ 2) (14 ecosp)? —esinvg(1+ecosry) |
(B.33)

La matrice de transition compléte ® correspondant au vecteur d’état X (v) peut étre obtenue par un
regroupement des coefficients des matrices ®, et ®,..
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C.1 Introduction

Le probléme de rendez-vous impulsionnel a été largement étudié sous 'angle d’un probléme de com-
mande optimale depuis la fin des années 50. Lawden, Prussing, Jezewski, Lion, Handelsmann, Donaldson,
Maret, Carter et Brient se sont plus particuliérement penchés les conditions d’optimalité et d’amélioration
du cotlit d’une trajectoire, contribuant ainsi a la théorie du primer vector.

Dans les publications [80, [7, [§], les conditions nécessaires et suffisantes de Carter ainsi que les condi-
tions nécessaires d’amélioration développées par Lion et Handelsmann sont exploitées. Nous résumons
ces résultats dans cette annexe.

C.2 Conditions d’optimalité de Carter

Thomas Carter a publié, dans une série d’articles [35] 40}, 37, 38|, des conditions qui présentent 1’avan-
tage d’étre a la fois nécessaires et suffisantes dans le contexte du mouvement relatif képlérien contraire-
ment aux conditions uniquement nécessaires issues de [91]. Dans ces travaux, I'hypothése d’une poussée
impulsionnelle est d’emblée posée. La dynamique du rendez-vous est vue comme une succession d’arcs de
propagation libre entrecoupés par des impulsions de vitesse modélisant la poussée des actionneurs [40)] :

N
X'(v) = AW)X(v) + B(v) Y _ B(vi)Avid (v — 1v5) (C.1)
i=1
Notons que I'impulsion AV (;) est décrite par son vecteur directeur 8(v;) € R™ tel que 73 = 1 et son
amplitude Awv;.
En exploitant la transition et les conditions aux bords, la condition de rendez-vous prend la forme
suivante :

N
X =)o ()Xo + Y ¢ (v;)B(v;)B(vi)ov;. (C.2)
j=1
ou la matrice ¢(v) représente la matrice fondamentale du systéme dynamique (C.1)) telle que %(ﬁ(u) =

Ap(v) et ®(v,19) = ¢(v)¢p~ (o). Ainsi le probléme de probléme de commande optimale est transformé
en un probléme d’optimisation non linéaire :

. a 16l =1
min  J, = ZAW sous . N . . (C.3)
vi,0vi,B(vi) P Xp=0o(vp)o (vo)Xo+>_;=1 d(vp)ed— (v;)B(v;)B(vs)ov;

Dans [39)], Carter introduit une variable supplémentaire ¢ qui représente 'effort de commande & fournir
pour remplir la condition de rendez-vous et qui permet de reformuler la condition de rendez-vous exprimée

dans 'équation (C.2)) :

cf = o ) X(vy) = ¢ ()Xo (C.4)
N

= Yo ) B)B)ou: (C.5)
j=1

Ainsi, dans [39] et les travaux suivants, la condition de rendez-vous est prise en compte dans le probléme
de commande optimale abordé est le suivant.

Probléme 3 (Probléme de Carter):
Etant donné le nombre d’impulsions N, calculer les instants d’impulsions V = {vy, -+ , vy} appartenant
a la période de mission © = [vy, vf| ainsi que les poussées AV; au travers de leurs amplitudes et de leurs
vecteurs {dvy,...,0vN, B(v0), ..., B(ryN)} minimisant le coit J,, sous la contrainte de rendez-vous (C.5)).

a 18l =1
min J, = Z Av; sous N . (C.6)
v;,00;,8(v;) i—0 cf = Zj:l (Z)_ (l/j)B(l/j),B(Vi)(s’Ui
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Remarquons que le probléme [3|est un probléme d’optimisation statique sans contraintes différentielles
liées & la dynamique du systéme. De notre point de vue, cette approche se démarque clairement des travaux
de Lawden [93] 95], Prussing [121], 122] et Jezewski [75, [76]. En effet, nos travaux n’utilisent ni le calcul
variationnel ni le principe du maximum de Pontryagin. Cependant, nous verrons que la notion de primer
vector issue des approches classiques citées précédemment est reprise.

Carter proceéde a I’analyse du probléme d’optimisation (3)) dans [35] reprise dans [39, 40]. Sa démarche
consiste a écrire les conditions d’optimalité pour un probléme sans contraintes déduit de grace a
I'introduction de multiplicateurs de Lagrange \ € R" :

min J Z Av; + A ZY (vj)B(vi)ov; — cf (C.7)

vi,0v5,6(vi),

ol la matrice Y est donnée

Y(v) = ¢~ (vy)B(v)). (C.8)
En programmation mathématique, 'annulation du gradient de la fonction J vis-a-vis des variables d’op-
timisation (v;, dv;, B(vi), A) constitue une condition nécessaire d’optimalité. Selon [40, théoréme 2],
pour qu’une solution candidate réponde & cette premiére condition nécessaire, il suffit que la fonction
Ay(v) = Y (V)X soit bornée en norme. Les conditions nécessaires et suffisantes peuvent alors étre établies.

Théoréme 10 (CNS de Carter [35), 40]). — On suppose que le vecteur ¢~ (ts) X ¢ — ¢~ (t1)Xo = ¢
est non nul. Les variables (v, -+ , vk, , Avi, -+, Avp, B(Vg, ), -+, B(Vk,.)) sont des solutions normales du
probléme d’optimisation st et seulement s’il existe un vecteur non nul A € R™ tel que les conditions
ci-dessous sont vérifiées.

CNS 1 Les directions de poussée optimales sont déterminées par :

A’UZ':OOU B(VZ'):YT(Vi))\a VZ:L 7N (Cg)

CNS 2 Les poussées optimales sont effectuées quand \ et v; vérifient :

Av;=00u XY ()Y () "A=1,Vi=1,--- N (C.10)

CNS 3 Les instants de poussée optimaux intérieurs v; (i.e. vg < v; < vy) vérifient :

Avg, = 0 ou v; = vy ou v; = vy ou
(C.11)

Y (v .
)\Tdd(y)Y(yi)T)\:(), Vi=2---,N—-1
1%

CNS 4 Les poussées optimales doivent vérifier le probléme aux deuz bouts défini par les conditions ini-
tiales et finales :

N
Z vi)| MAv; = ¢y (C.12)

=1

CNS 5 L’amplitude des poussées optimales doit étre positive ou nulle :
Av; >0, Vi=1,--- N (C.13)
CNS 6 La consommation totale doit étre positive :
N

Z Av; = c?)\ >0 (C.14)

=1
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A .
Il - frace a
SN e tracé b
1 o — tracé c

140 11 1%} Uf V‘
FiGURE C.1 — Illustration de primer vector optimal
CNS 7 —03:/\ est un mintmum sur ’ensemble :
{A€R"™ : CN1— CNG6 sont valides} (C.15)

CNS 8 La norme du vecteur A, (v) = YT (V)X est inférieure ou égale a 1 sur la durée du rendez-vous :
Ao(@)]| £1 Vv e v, vy (C.16)

Ces conditions nécessaires d’optimalité sont illustrées a la figure dans laquelle la norme du primer
vector, || Ay || est tracée en trait plein pour un cas optimal. Les deux tracés en pointillés représentent des cas
non optimaux. Dans le cas optimal, les instants optimaux de poussée sont v, 13 et v¢. Les tracés pointillés
b et c représentent des manoeuvres non optimales, car la norme du primer vector transgresse plusieurs
conditions nécessaires. Le tracé b comporte un point de rebroussement qui indique la non-continuité de
A\, contrairement a ce que nécessite la condition 1. Dans le tracé ¢, nous observons quel|A,|| > 1 sur
un intervalle temporel non vide. Dans le tracé a, ||\, || répond aux conditions de Carter. La solution au
probléme ((C.6)) peut étre reconstruite & partir de ce résultat graphique. Les instants de poussée vy, 1o
et vy, sont relevés sur le graphe Les directions de poussées [(v;) sont par ailleurs calculées grace a
la condition Les amplitudes Av; sont quant & elles obtenues par la résolution du systéme et
doivent satisfaire simultanément la condition .

C.3 Optimisation du nombre et des dates de poussées

Le probléme de rendez-vous spatial impulsionnel en consommation minimale s’avére particuliérement
difficile & résoudre quand le nombre de dates de poussée n’est pas fixé a priori. De trés nombreux travaux
de la littérature recherchent des solutions pour un nombre d’incréments de vitesse fixé a priori [121],
[122], [123], [35], [40], [37], [38]. Parmi les travaux s’intéressant & ’optimisation du nombre d’impulsions,
nous pouvons noter ceux de Lion et Handelsman [98]. Ces derniers proposent un résultat essentiel de la
théorie du primer vector. Ils analysent, grace aux techniques de calcul variationnel, I'impact sur le cotit
d’une trajectoire non optimale de certaines manipulations du plan de guidage. L’analyse variationnelle
permet d’évaluer V'effet des manipulations suivantes : (i) I'introduction d’une période de propagation
libre avant la premiére ou aprés la derniére impulsion, (ii) ’ajout d’une impulsion intermédiaire, (iii) le
déplacement d’une impulsion intermédiaire. Lion et Handelsman en ont déduit des conditions nécessaires
d’amélioration de la consommation.

Avant de présenter ces conditions, rappelons un résultat qui donne une borne supérieure sur le nombre
d’impulsions nécessaires & I’obtention d’une trajectoire & cotit minimal.
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ol o u

1

121 Um vy v

FI1GURE C.2 — Tracé d’un primer vector non optimal et localisation de I'impulsion intermédiaire & ajouter

Borne supérieure sur le nombre d’impulsions optimales

Dans les travaux de Carter présentés précédemment, il est clairement indiqué que le nombre d’impul-
sions est connu a priori. Il en est de méme pour les conditions d’optimalité de Lawden qui n’apportent
pas davantage de précisions quant au nombre optimal d’impulsions nécessaire a la réalisation d’une ma-
noeuvre. Seule une borne supérieure a été proposée par Stern.

Théoréme 11 ([132]). — Si le nombre de variables d’état fizées a la date finale vy du rendez-vous est
q alors la trajectoire optimale comptera q impulsions au maximum.

Condition de Lion-Handelsmann pour I’addition d’une impulsion

La condition nécessaire d’addition d’une impulsion de Lion-Handelsmann est présentée dans [76]. Le
principe est de calculer la variation de consommation dans le cadre d'une trajectoire & deux impulsions
initiale et finale puis d’en tirer une condition d’amélioration du cofit par I'addition d’une impulsion
intermédiaire a l'instant v,,. Cette condition doit également permettre de calculer et de localiser cette
impulsion. A la suite du calcul des variations présenté en détails dans la section d’annexe 77, 1'écart dJ
entre la consommation d’une trajectoire a deux impulsions, J et celle d’'une trajectoire & trois impulsions
J* est évalué au premier ordre.

* + - T Uy — vy,
dJ = J" = J = ||6vy, = dvp, || (1= Ao(vm)" ——F— (C.17)
|0V, — dvm|
ou les incréments de vitesse au point intermédiaire dv,, et dv;, représentent la différence a l'instant de
I'impulsion v, entre le vecteur vitesse de la trajectoire originelle, v et celui de la trajectoire & trois
impulsions v* :

v (v,,) = v(vm)+ov, (C.18)
v wh) = v(vm) + out (C.19)

Les exposants + et — indiquent que ces incréments sont évalués a droite et gauche de 'instant d’impulsion

Théoréme 12 (Condition nécessaire d’addition d’une impulsion). — Une condition nécessaire
afin que la trajectoire perturbée soit meilleure que la trajectoire de référence :

[ Ao (vm)|| > 1 (C.20)

Si I’analyse variationnelle permet de construire un test d’optimalité donnant une condition nécessaire
d’addition d’une impulsion intermédiaire pour I’amélioration d’une trajectoire de référence, il indique
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aussi la date v, de la poussée supplémentaire :

Um = Arg | max (|| Ay(vm)]) (C.21)

vo<v<vy

En d’autres termes, ’amélioration sera maximale a la date ot le module du primer vector est maximal

et supérieur a 1 (cf. Figure|C.2).

Condition pour I’addition de périodes de "coasting" initiale

Nous présentons dans ce paragraphe une condition d’amélioration de la consommation par 'introduc-
tion d’une période de propagation libre avant I’impulsion initiale ou aprés I'impulsion finale. Ces périodes
initiale et finale sont appelés "coasting arcs" dans la littérature anglo-saxonne.

Théoréme 13 (Condition nécessaire pour le retard de I'impulsion initiale). — Retarder la date
de poussée initiale permet d’améliorer le cotit de la trajectoire si la condition suivante est vérifiée :

df| Ao
S 0 C.22
W e (C.22)
La condition [T3| est illustrée par la figure [C-3]
Al _,
dv [v1
A
Il /\
1
V1 vi U

FiGURE C.3 — Tracé de la norme d’un primer vector non optimal avec période de coasting initiale

Théoréme 14 (Condition nécessaire pour ’anticipation de I’impulsion terminale). — Avancer
la date de poussée finale permet d’améliorer le coit de la trajectoire si la condition suivante est vérifiée :

d|| Al
dv lv=vy

La condition [I4] est illustrée a la figure [C.4]

<0 (C.23)

Aol dl[ A

1 \

121 l/f 14

F1GURE C.4 — Tracé de la norme d’un primer vector non optimal avec période de coasting finale
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Condition pour le déplacement d’une impulsion intermédiaire

Une des originalités est I'extension de ces conditions et cette analyse au cas des impulsions inter-
médiaires ne vérifiant pas la condition (tangence de la norme du primer vector a 1). Le calcul
variationnel mené pour les études des arcs de propagation initial et final permet également d’analyser
leffet du déplacement d’une impulsion intermédiaire (cf. paragraphe ?7). Les conditions des théorémes
et peuvent donc étre appliquées pour déplacer (retarder ou avancer) une date de poussée en cas
de non vérification de la condition nécessaire d’optimalité de tangence nulle. Les deux cas possibles sont
illustrés par la figure : 'impulsion en vy peut étre retardée tandis que 'impulsion en v3 peut étre

anticipée afin d’améliorer le coit.

d|[Ao|] df[ A
0 -0 0 -0
dv v, > dv s

1 N%

A
[ A]] <0

141 1) 128} vy v

F1GURE C.5 — Tracé de la norme d’un primer vector non optimal avec périodes de coasting intermédiaires
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D.1 Introduction

La méthode de résolution du probléme de rendez-vous de la section est fondée sur les travaux de
Neustadt. Ceux-ci visent & établir le probléme de commande optimale impulsionnelle comme un probléme
d’optimisation sur les moments d’une fonction mesure représentant la commande.

Or, dans [I13], le probléme de moments n’est pas directement résolu. Il est plongé dans ’espace
plus "complet" des fonctions & variation bornées puis un isomorphisme et la dualité sont exploités pour
obtenir un probléme de programmation de dimension semi-infinie (section . La résolution de ce
dernier probléme permet de déterminer les instants optimaux d’impulsion puis de reconstruire le plan
optimal de guidage.

Nous résumons ici les travaux de Neustadt [I13] afin de convenablement établir le probléme d’opti-
misation semi-infini résolu dans la section 2.3]

D.2 Résolution dans I’espace des fonctions & variations bornées

Le probléme de rendez-vous a été converti un probléme sur les moments :

Probléme 4 (Probléme de moments):
Le probléme de rendez-vous se reformule comme un probléme de norme minimale sous une contrainte de
moments :

v
minHuH% sous / Y (v)u(v)dv = c. (D.1)
w 14
ou la norme ||ul| ¢y est définie par

p

vy m
lulles = / S )P |t (D.2)
vo j=1

Le premier constat établi par [I13] est que le problémene trouve généralement pas de solutions si I’es-
pace de recherche est ’ensemble des fonctions de norme intégrable au sens de Lebesgue, EII)([I/O, vel,R™).
Plusieurs phénoménes peuvent étre a ’origine de ce constat.

le probléme E| est plongé dans l'espace de Banach des fonctions a variations bornées, noté G,, afin
d’étre résolu.

Définition 7 (Fonction a variations bornées). — Une fonction g : [to, tf] — R" est dite a variations
bornées si et seulement st

sup 1—9 < 400 D.3
lolg, =, swp tf;ug 1= 90ty (D.3)

lgllg, représente la variation totale de g sur l'intervalle [to, ty]. Cette quantité est calculée sur I’ensemble
de toutes les partitions finies possibles de [to, tf] a savoir [t1, ta], [t2, t3],..., [tn—1, tN].

Définition 8 (Espace des fonctions & variations bornées). — On note par Gy([vo, v¢],R™) l'espace
des fonctions a variations bornées, nulles en vg et continues a droite sur [vg, vy[. La variation totale ||-||g,
décrite par (D.3) définit une norme sur cet espace.

Le lien entre ’ensemble des fonctions de normes intégrables Ell, et les fonctions & variation bornées se
concrétise par I'application linéaire suivante :

v Ezl,([yg, v, R™) — Gp([vo, vy,
u— Y(u):v— / (D4
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Cette application linéaire a I’avantage de conserver la norme :||¥(u)|lg, = ||u|\% De plus, nous pouvons
déduire de que d¥(u)(t) = u(t)dt. Par ailleurs, il est & noter que I'application ¥(-) n’est qu’injective.
En d’autres termes, 'espace des fonctions a variations bornées G, contient 1’ensemble des fonctions de
normes intégrables, Ellj a isométrie ¥ pres.

Probléme 5 (Probléme relaché dans G,):
Nous cherchons la fonction ¢g* solution optimale du probléme de moments (D.1f)formulé dans 1’espace des
fonctions a variations bornées G, et donné par :

vy
min ||g||g, sous / Y(v)dg(v) = c. (D.5)
g o

Dans ce nouveau cadre, la réécriture du probléme@ dans I’espace G, apporte ’assurance que l'espace de
recherche comporte la solution si elle existe. Les solutions admissibles contiennent une solution optimale.
Un autre intérét de 'espace Gy ([vo, v¢], R™) est qu'il est isomorphe a I'espace de Banach des fonctionnelles
linéaires noté C*([vo, v¢], R™). Par ailleurs, I'espace des fonctionnelles linéaires est ’espace dual de I'espace
de Banach des fonctions continues, noté C([vy, v¢], R™). L'utilisation des espaces C* et C va permettre la
description de programmes mathématiques duals. Nous déploierons par la suite une méthode spécifique

pour résoudre le programme primal.

D.2.1 Théoréme de représentation de Riesz et établissement du probléme dual

Dans la démarche exposée dans [I13], la résolution du probléme de rendez-vous n’est pas réalisée dans
Gp, I'espace des fonctions a variations bornées. Le probléme est déplacé dans l'espace des fonctionnelles
linéaires grace & un isomorphisme.

Le théoréme de la représentation de Riesz [104, Theoréme 1, section 5.5] établit qu’a toute fonction

g € G, correspond une fonctionnelle linéaire [ définie par
l/f T I/f m
W(y(-)) = / y (v)dg(v) = / >y (v)dg;(v) (D.6)
vo vo j=1

ou y(v) € R™. Réciproquement, il existe une unique fonction g € G, pouvant étre associée a chaque
fonctionnelle . Cette fonction g est alors définie par ’équation .

Définition 9 (Espace des fonctionnelles linéaires, C*). — On note C*([vg, vs],R"™) l’espace des
fonctionnelles linéaires définies par (D.6). L’espace C* est muni de la norme || - ||c« définie par

[l = sup |i(y) (D.7)

ly(llg<1

L’isomorphisme entre les espaces G, et C* conserve de plus les normes :

[tllex = llgllg, (D.8)

Remarque 9: Le théoreme de la représentation de Riesz établit une équivalence entre l’espace G, et
lespace des fonctionnelles linéaires qui est noté C*. Cette équivalence permet d’affirmer que G, est un
espace de Banach comme étant équivalent a C*.

Le probléme 5] peut alors étre réinterprété en considérant C* comme espace de recherche d’une solution
optimale.

Probléme 6 (Probléme dual, minimisation de norme sur C*):
Nous recherchons la fonctionnelle linéaire [* de norme minimale, solution du programme mathématique

suivant
Inlin Illlcs sous I(y') = ¢;, Yi=1,...,n (D.9)

oil 3/ représente la i€ ligne de la matrice Y (v) = ¢~ (v)B(v) utilisée précédemment.
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D.2.2 Théoréme de dualité

L’étape suivante consiste a écrire le probléme primal lié au probléme [f] dans 'espace de Banach C.

Définition 10 (Espace des fonctions continues, C). — C([vy, v¢],R™) désigne l’espace des fonctions
engendré par les vecteurs y1(v) a yn(v) correspondant auzx lignes de la matrice Y (v)

y(v) = Awi(v), v €[, vl (D.10)
=1

C est muni de la norme Suivantem

lylle = sup ly()llq (D.12)

veE(vo, vyl

[113, Théoréme 1] établit une relation de dualité entre le probléme de minimisation et un
probléme maximisation sur C([vo, v¢], R™). Ce résultat se construit notamment sur le théoréme suivant

Théoréme 15 (J[104], Dualité pour les problémes de norme minimale). — Soient M un sous-
espace de l’espace normé L et x* € L* un point de l'espace dual L*. Il vient alors que

min |z* —m*||= sup (z,z%) (D.13)
m*eM e M
el <1

ot (-,-) représente le crochet de dualité.
De plus, en notant m** et x* les solutions optimales respectives du probléme minimisation et de
mazimisation telles que

m*™ = arg| min |z —m"|||,
m*eM-+
¥ = arg| sup (z,z%)|,
reM
=l <1
il vient que les solutions x* — m*™* et x* sont alignées :
(2%, 2" —=m™) = [la" —m™|[|27| (D.14)

Afin d’appliquer le théoréme il nous faut dans un premier temps reformuler le probleme .
Soit I € D une fonctionnelle vérifiant I(y;) = ¢;, i = 1, ..., n. Toute fonctionnelle linéaire I appartenant a
lensemble D s'écrit I =1 — [ si | (yi) = 0. La fonctionnelle [ est alors orthogonale & I’espace ) engendré
par les vecteurs y1 & yp, YV = vec{y1(v),...,yn(v)} :

eyt (D.15)
1. Les indices p € N et ¢ € N sont liés par la relation suivante :
1 1 .
—+-=1 si2<p<o00,2<¢g¢g< 0
p q
p =00 sig=1, (D.11)
q =00 sip=1,
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Nous pouvons ainsi reformuler le probléme :

min [|I]|ex min I = Ic- min |7 =]
D.9) <= = T = 1 (D.16)
sous  l(y;) = c sous I(y;) =0 sous [ €Yt

Il est & noter que les trois derniers problémes possédent les mémes valeurs optimales. Le dernier terme de
la chaine d’équivalence a exactement la configuration du probléme de minimisation de 1’équation
ot 'ensemble M correspond & l'espace ), z* a la fonctionnelle [ et m* & la fonctionnelle l.
L’application du théoréme [I5] permet d’écrire

min [-le s ()
l . = yey (D.17)
sous [ € Y+ sous |yl <1

Probléme 7 (Probléme primal, maximisation de norme sur C):
Le probléme posséde une contrepartie primale formulée comme un probléme de maximisation dans
I’espace C :

sup  (y,[)
yey (D.18)

sous lyllg <1

D.2.3 Structure paramétrique du probléme primal

Nous mettons en exergue la structure paramétrique du probléme primal (D.18]) ci-aprés. Tout d’abord,
le vecteur y(v), comme élément de Y, est donné par

y(r) =D Ay =Y"A AeR" (D.19)
=1

De plus, le crochet de dualité (y,[) est défini ici par
(y,l) = <Z )\iyivl_> = N+ (i,l)
i=1 i=1

= En: )\ici = )\TC.
i=1

En introduisant les équations (D.19) et (D.20) dans le probléme primal, nous pouvons le reformuler en

probléme d’optimisation paramétrique :

avec (yi, 1) = l(y;) = ¢ (D.20)

sup (y,1) max Me
yey = A T . (D.21)
sous |lyllq <1 sous  [[Y(v)"Allg <1

En associant les équivalences (D.16]) et (D.21) au résultat de dualité (D.17)), le théoréme |16 peut étre

établi.

Théoréme 16 ([113]). — Soient y;(-) € C([vo, v¢],R™) oui =1,...,n et D un sous-ensemble de C*
tels que

D:{ZEC*:l(yi):ci,izl,...,n} (D.22)
1l ment alors que
min ||lllcx = max T\ (D.23)
leD YT ()Allg<1

ou A € R™,
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Ce théoréme est le plus important de notre démarche, car il nous permet de formuler le probléme de
commande optimale en un probléme d’optimisation paramétrique sans pertes d’informations, contraire-
ment aux méthodes directes de résolution du probléme de commande optimale.

Probléme 8 (Probléme d’optimisation semi-infinie):
Le probléme primal exprimé ([D.18) posséde une contrepartie paramétrique qui est un probléme d’opti-
misation convexe de dimension infinie :
min  —AT¢c
A (D.24)
sous  [|[Y()TAll, <1
Le caractére infini du probléme (D.24)) provient de la dépendance de la contrainte en v. Celle-ci doit étre
vérifiée pour toute valeur de v € [y, vf] et donne lieu & un ensemble d’inégalités infiniment nombreuses.

Remarque 10: Si le probleme d’optimisation paramétrique n’est pas strictement équivalent au
probléme de moments posé par (D.1)) d’un point de vue topologique, l'intérét de l’approche de Neustadt
est de montrer que ces solutions sont aussi celles du probléme originel (D.1)).

Remarque 11: Le vecteur y(v) = YT\ € R™ utilisé dans le probleme @ dit primal, et dans le pro-
bleme[§ d’optimisation semi-infinie peut étre assimilé au vecteur d’efficacité, ou primer vector, introduit
dans les travauz de Lawden [91] et exploité par la suite dans les travauz de Carter [{0, [35] (cf. section

D.2.4 Reconstruction de la fonction mesure et la commande

Lorsque les problémes primal et dual ont été résolus, leurs solutions y*(v) et I* peuvent étre exploitées
pour calculer la fonction mesure g*(v) dans un premier temps puis, dans un second temps, la commande
optimale u*(v).

La seconde partie du théoréme [15| permet d’affirmer que y* et [*, les solutions des problémes primal
et dual, sont alignées :

w17 = Iy llelli - (D.25)

La propriété d’alignement indique que les comportements de la fonctionnelle optimale [* et de la fonc-
tion y* sont liés. Plus précisément, cette propriété indique que la fonction mesure g*(v) définissant la
fonctionnelle [*(y) = fy”of y(v)dg * (v) n’évolue qu’aux instants ou la fonction y(v) vérifie

lylle =" sup [ly"(W)llq =1 (D.26)

veElvo, vyl

Ce fait est notamment établi par [113, Théoréme 3| et illustré dans [104, Exemple 2, section 5.7]. Notons
que ce résultat implique que ¢g*(v) soit constant si (D.26)) n’est pas vérifiée.
Soit I" un sous-ensemble fermé de l'intervalle [vg, v¢| défini par

P={v] llyWllq =1, v € v, vsl} (D.27)

Cet ensemble dont on peut prouver qu’il est non vide comporte des dates isolées et/ou des intervalles.
Dans le cas otl un instant isolé v donné appartient a I, I'évolution de g* en v/ est instantanée et indique
donc la présence d’une discontinuité dans le profil g*(v). Si l'intervalle [/, v"] appartient a T, g*(v) y
évolue de facon continue. Ces deux cas sont illustrés sur la figure
Pour le cas particulier on 'ensemble I' est un ensemble discret (i.e. uniquement constitué d’instants
isolés) tel que
L={v,...,v;}, n<n (D.28)

la fonction ¢g* est une fonction créneau ayant un nombre fini de discontinuité égal au cardinal de T', 7.
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Y ()" A4 o m— Ag*(t)

Yo

FI1GURE D.1 — Relation d’alignement entre y* et g*

Remarque 12: En outre, [1153, Corollaire du théoreme 4] démontre qu’il existe une fonction g* de
norme minimale ayant au plus n points de discontinuité. Ce résultat est connu sous le nom de borne de
Neustadt et a déja été exploité par ailleurs dans ce manuscrit sous la forme donnée par Stern et Potter

H32].

Le théoréme 3 de [I13] précise aussi dans quelle proportion la fonction g*(v) évolue en un point isolé
deI':

. o asign (Y5 (v])) sip=1
95 (V) — g5 (vV; ):{ L T (D.29)
ayrsign (y (v)|ys (v))] sil<p<oo
ois=1,...,m,et V;-‘_ = lim v. Les coefficients s sont solutions du systéme linéaire :
v< Vj’-k
v — 1/;k
n
Zﬁi(uj’-‘)ay;_« =¢, i=1,...,n (D.30)
j=1
ou
o S st (), sip=1 - S
Bz(yj)_ m % e . * (1 4 [g—1 . ) ]_17777 ( 31)
Dot Yis (V7 )sign (ys (V7)) |ys (V)77 sil<p<oo

Schématiquement, nous pouvons retenir de [I13, Théoréme 3| que I’évolution des fonctions g; est de
méme signe que les fonctions de yj.

Enfin, la commande optimale u* peut étre déduite de la connaissance de ¢g* en rappelant que Eé est
plongé dans G, par I'isomorphisme ¥ tel que d¥(u)(t) = u(t)dt. Ainsi si I'hypothése d’une fonction g*
de type créneau (I' étant un ensemble discret) est posée, on peut naturellement écrire que wu(t) est une
combinaison linéaire de fonction de Dirac (§(¢)) située en I :

n
ut = AV —v). (D.32)
j=1

N K\ k(L% (0 k— . . . P . (T2
ot AV(vy) = g*(vj) — g"(v; ). Ce fait est établi avec précision dans [I13]. En pratique les différentes

impulsions AV (v}) peuvent étre calculées lorsque les dates optimales {v7} ont été déterminées en vérifiant
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la condition de rendez-vous ([2.22)) :

n
c=) _Y@)AV(). (D.33)
i=1
Remarque 13: Physiquement, une commande impulsionnelle u* sur le systéeme considéré implique des
sauts instantanés de vitesse. Ce signal particulier pour la commande u* est une idéalisation raisonnable
des poussées exécutées dans le cadre d’une propulsion chimique.



ANNEXE E

Recueil de missions de rendez-vous orbital

E.1 Les missions PRISMA

Les missions PRISMA sont le fruit de coopérations entre ’agence spatiale suédoise SNSB, le CNES,
l'agence spatiale allemande DLR et l'université technique danoise DTU [86, [19, [87, 114]. Elles visent
a valider les algorithmes de guidage et de navigation pour le controle de trajectoires en formation et
le rendez-vous autonome de deux satellites, ainsi que pour les opérations de proximité. Cela inclut les
manoceuvres d’approche et d’éloignement des satellites. Les deux satellites de PRISMA (appelés MANGO
et TANGO) ont été mis en orbite par le lanceur ukrainien Dnepr le 15 Juin 2010. Quatre configurations
différentes sont testées ici. Ces configurations différent par leur durée respective ainsi que par les conditions
initiales et finales.

La mission PRisMA 1

Cette mission correspond au scénario 1 de la mission PRISMA proposé dans la référence [81]. Les
conditions initiales et finales de cette mission définissent un rendez-vous dans le plan orbital. La durée
est de trois périodes orbitales. Une borne maximale de 0.26 m/s est fixée pour chaque manceuvre.

Demi-grand axe a = 7011 km
Inclinaison t = 98 deg.
Argument du Périgée w = 0 deg.
Ascension droite du nceud ascendant Q =190 deg.
Excentricité e = 0.004
Anomalie vraie vy = 0 rad.
to 0s
X =l ol [10 0 0 0 O O ]km -km/s
ty 18000s
X7 =[r} v]] [330 0 30 0 0O —0.0158 | m -m/s
AVax 0.26 m/s

TABLE E.1 — Données du rendez-vous PRISMA 1

137
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La mission PRisMA 2

Cette derniére variante de la mission PRISMA correspond & un rendez-vous trés proche de la cible
et de faible amplitude avec des distances relatives suivant I'axe x assez faibles et de 'ordre de quelques
centaines de métres & quelques dizaines de métres. La durée de la mission de rendez-vous est donc plus
faible que dans les autres scénarii PRISMA avec une durée d’un quart d’une période d’orbite. Cette
configuration est également extraite de la référence [81].

Demi-grand axe a = 7011 km
Inclinaison 1 = 98 deg.
Argument du Périgée w =0 deg.
Ascension droite du nceud ascendant Q =190 deg.
Excentricité e =0.004
Anomalie vraie vy = 0 rad.
to 0s
X =[rd of) [300 0 0 0 0 O] m-m/s
tr 800s
X%z[r?v?] [20 0 0 0 0 O0]m-m/s
AVinax 0.26 m/s

TABLE E.2 — Données du rendez-vous PRISMA 2

E.2 Les missions ATV

Le véhicule automatique de transfert européen (en anglais, Automated Transfer Vehicle ATV) est un
engin spatial destiné a ravitailler la station spatiale internationale [84]. Il a remplacé les vaisseaux russes
Progress M & partir de mars 2008. I’ATV est en mesure de transporter 7,6 tonnes de charges. ATV
permet également d’effectuer des corrections d’orbite de la station internationale. La phase du homing
du rendez-vous de I’ATV avec la station internationale est reprise ici dans différentes configurations.

La mission ATV 1

Le premier scénario de la mission ATV 1 est défini dans citeKerambrun09a mais légérement modifié.
La durée du rendez-vous est approximativement d’une demi-période T'/2 = 2767.5 s ramenée a 2702 s
afin d’éviter la singularité des composantes hors-plan lors du calcul de la solution & deux impulsions.
De méme, la date de départ a été placée 7 s aprés le début du rendez-vous pour des raisons identiques.
L’amplitude maximale autorisée pour chaque manceuvre est définie par 5 m/s.
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Demi-grand axe a = 6763 km
Inclinaison 1 = 52 deg.
Argument du Périgée w = 0 deg.
Ascension droite du nceud ascendant Q) =0 deg.
Excentricité e = 0.0052
Anomalie vraie vp = 0 rad.
to 0s
X =[rd o] [ =30 0 5 8514 00 0 ]km-m/s
iy 2702
X[ =[r] vf] [-35 0 —0.1 0 0 0]m-m/s
AViax 5m/s

TABLE E.3 — Données du rendez-vous ATV 1

La mission ATV 2

Dans le cadre de la mission ATV 2, la durée de rendez-vous est ramenée & 2 h ou 1.3 périodes d’orbite.
Les conditions initiales et finales sont strictement identiques & la mission précédente.

Demi-grand axe a = 6763 km
Inclinaison 1 = 52 deg.
Argument du Périgée w = 0 deg.
Ascension droite du noeud ascendant Q =0 deg.
Excentricité e = 0.0052
Anomalie vraie g = 0 rad.
to 0s
X =l ol [ -30 0 0.5 8514 0 0 ]km-m/s
ty 72008
X7 =[r] vf] [-100 0 0 0 0 O]m-m/s
AViax 5m/s

TABLE E.4 — Données du rendez-vous ATV 2

La mission ATV 3

La durée de la mission ATV 3 a été allongée a 10 périodes orbitales avec des conditions initiales et
finales modifiées.
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Demi-grand axe a = 6763 km
Inclinaison 1 = 52 deg.
Argument du Périgée w =0 deg.
Ascension droite du nceud ascendant Q =0 deg.
Excentricité e = 0.0052
Anomalie vraie vy = 0 rad.
to 0s
X =[rd o [ =30 0 0.5 8514 0 0 ]km-m/s
Ly 55350's
X[ =[r] v]] [-100 0 0 0 0 0]m-m/s
AViax 5m/s

TABLE E.5 — Données du rendez-vous ATV 3

E.3 La mission PROBA-3

Il s’agit d’une mission a forte excentricité [99]. Le rendez-vous est d’une durée de 1.5 période orbitale.
Il démarre au périgée et se termine a ’apogée.

Demi-grand axe a = 37039.887 km
Inclinaison 1 = 60.15 deg.
Argument du Périgée w = 180.6 deg.
Ascension droite du nceud ascendant Q =173 deg.
Excentricité e = 0.80621
Anomalie vraie Vo = 2.042 rad.
to 0s
X =[rd of) [ =5000 0 0 O O O]m-m/s
ty 31872 s
X7 =1[r} vj] [—=20 0 0 0 0 O0]m-m/s
AVinax 10 m/s

TABLE E.6 — Données du rendez-vous PROBA-3
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F.1 Alternatives a ’approche déterministe pour 'optimisation robuste

Nous présentons ici briévement deux alternatives pour 'optimisation robuste & 'approche pire cas
utilisée dans le chapitre [4

F.1.1 Approche par satisfaction des contraintes en probabilité

L’approche probabiliste s’appuie sur des modéles de probabilité des données et/ou des variables de
perturbations. Lorsque les distributions de probabilité sont disponibles, il est possible de résoudre par
différentes méthodes le programme mathématique incertain (4. 1))

min fo(z)

(F.1)
sous  fi(x,ui(p;)) <0, i=1,...,m.

Une méthode consiste a résoudre le probléme incertain en considérant la probabilité de satisfaction
des contraintes :

Prob(fi(z,u;) < 0) = niveau de satisfaction

Ainsi, on imposera un nouveau jeu de contraintes en probabilité tel que le probléme incertain (4.1)) est
remplacé par le programme suivant

min fo(z)

(F.2)
sous Prob(fi(z,u;) <0)>1—-a, i=1,....,m

ol a > 0 représente le risque toléré de violation de contrainte. La mise en ceuvre d’un tel probléme
nécessite la connaissance de la distribution de probabilité des données u; et une estimation fiable des
paramétres du modéle de probabilité. Le principe de résolution repose sur I’évaluation des probabilités
Prob(fi(z,u;) < 0). Ce calcul peut s’avérer difficile en général. Dans le cas de la programmation li-
néaire, si les données suivent une distribution normale de moyenne et d’écart-type donnés, il est possible
de décrire explicitement les contraintes en probabilité sous une forme de contrainte déterministe. Les
contraintes obtenues sont d’ailleurs & mettre en relation avec ce qui sera obtenu par I'approche pire cas
(cf. Pannexe . Cependant, si la distribution des données devient uniforme, le calcul des probabilités
Prob(fi(x,u;) < 0) ne permet pas d’obtenir de contraintes déterministes équivalentes et nécessite un
travail spécifique pour chaque contrainte.

F.1.2 Programmation stochastique

Dans le cadre de la programmation stochastique, les contraintes doivent étre satisfaites avec une
probabilité de 1 et le critére d’optimisation est ’espérance mathématique du cotit sur I'ensemble des
réalisations des données u. Le programme stochastique est ainsi un probléme de minimisation en moyenne

min [E T, u
i Bufole,w) (F.3)
sous fi(x,u) <0, i=1,....m

inE
min plo(z, u)

ou

B, folw, u) = /M folw, u)dp(u)

u est la mesure de probabilité sur &. De maniére générale, ce type de probléme est difficile & résoudre.
Cependant, des algorithmes efficaces sont disponibles notamment lorsque les données w prennent des
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valeurs discrétes {u',...,u’} associées aux probabilités connues {r!,...,7%}. Le probléme se formule
alors
L
win 3 o) -
Jj=1 '

sous  fi(x,A) <0, di=1,....m, j=1,...,L
L’obtention du programme précédent induit un accroissement important du nombre de contraintes. En
effet, le nombre de contraintes est Lm ou L est le nombre de scénarios de réalisation des données A. 11
faut noter que les L scénarios sont obtenus a partir de la discrétisation de loi de probabilité ou par tirage
aléatoire (Monte-Carlo).

F.2 Modéliser des ensembles d’incertitudes

Dans le cadre de perturbations ellipsoidales, il est possible de déduire d’une description probabiliste
de lincertitude, la définition de l'ellipsoide de perturbation. Il s’agit de décrire 'ellipsoide £ contenant
py, des réalisations des perturbations décrites par une distribution de probabilité.

Soit le vecteur de variable aléatoire X € R™ dont la distribution gaussienne X ~ N (mx, X x) suit la
loi de densité de probabilité suivante

fx(a) = !

(27T)”/2\/ det EX

oit mx = E(X) est le vecteur des moyennes de la variable aléatoire X et X x = E((X —mx)(X —mx)7)

exp~H @m0 I @oma) (F.5)

est la matrice de covariance de cette distribution. On souhaite définir I’ellipsoide contenant I’ensemble
des réalisations de la variable aléatoire X & la probabilité p & savoir

Pr{(e = mx) "S5} @ - mx) <33} =» (F.6)

Si Xy est donnée par la distribution, il nous faut déterminer la constante X129' Déclarons K comme une
variable aléatoire définie par la forme quadratique

(z —mx)'S¢ (r —mx) = K, (F.7)

alors K suit une distribution de type x? a n degrés de liberté. La loi de densité de probabilité de la
variable aléatoire K est donnée par

k21 _k
frx(k) = —F——exp 2

Q%F(%) (F.8)

La fonction I'(2) est la fonction généralisant la notion de calcul factoriel & 'ensemble des réels décrite
par

I'(z) = /000 et dt (F.9)

et vérifiant I'(z + 1) = 2I'(2) et I'(1) = 1. Il vient que la probabilité que la variable aléatoire K soit
inférieure ou égale a la constante X;Q; est telle que

Pr{K < xp} = Pr{(z —mx)"Sx' (¢ —mx) <xp} =p (F.10)
La constante X;Q; est alors la solution de I’équation :
X5
/ fr(x)dx =p (F.11)
—00

Les solutions de I’équation précédente sont obtenues numériquement.
Les matrices de définition des ellipses se définissent & partir des considérations précédentes par les
relations suivantes : .
s
Q="%X =R*=p? (F.12)
Xp
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Probabilité | 0.95 | 0.90 | 0.80 | 0.70 | 0.50 | 0.30 | 0.20 | 0.10 | 0.05 | 0.01 | 0.001
1 0.004 | 0.02 | 0.06 | 0.15 | 0.46 | 1.07 | 1.64 | 2.71 | 3.84 | 6.64 | 10.83
2 0.10 | 0.21 | 0.45 | 0.71 | 1.39 | 241 | 3.22 | 460 | 599 | 9.21 | 13.82
3 0.35 | 0.58 | 1.01 | 1.42 | 2.37 | 3.66 | 4.64 | 6.25 | 7.82 | 11.34 | 16.27
4 0.71 | 1.06 | 1.65 | 2.20 | 3.36 | 4.88 | 5.99 | 7.78 | 9.49 | 13.28 | 18.47
) 1.14 | 1.61 | 2.34 | 3.00 | 435 | 6.06 | 7.29 | 9.24 | 11.07 | 15.09 | 20.52
6 1.63 | 2.20 | 3.07 | 3.83 | 5.35 | 7.23 | 8.56 | 10.64 | 12.59 | 16.81 | 22.46
7 217 | 2.83 | 3.82 | 467 | 6.35 | 838 | 9.80 | 12.02 | 14.07 | 18.48 | 24.32
8 2.73 1349 | 459 | 553 | 7.34 | 9.52 | 11.03 | 13.36 | 15.51 | 20.09 | 26.12
9 3.32 | 417 | 5.38 | 6.39 | 8.34 | 10.66 | 12.24 | 14.68 | 16.92 | 21.67 | 27.88
10 3.94 | 486 | 6.18 | 7.27 | 9.34 | 11.78 | 13.44 | 15.99 | 18.31 | 23.21 | 29.59

TABLE F.1 — Table de valeurs du x? en fonction du degré de liberté et de la probabilité désirée

F.3 Analyse par intervalles

Nous proposons une introduction succincte & l’analyse par intervalles [108].

Définition 11. — Soit l'intervalle [x], l'ensemble conneze et fini de R tel que
7] =[xz, 2] ={z eRlz™ <z < 2"}
On définit mid ([x]) comme milieu de lintervalle [z] et rad ([x]) le rayon de l'intervalle tel que

mid ([z]) = 42

rad ([z]) = Z5% (F.14)
L’ensemble des intervalles sur R est noté IR.

On peut aussi définir facilement un vecteur d’intervalles de dimension n et une matrice d’intervalles

R™ ™ respectivement.

de dimensions n X m comme un élément de IR" et de I
Les opérations mathématiques élémentaires sont étendues aux intervalles. Le résultat d’une opération
entre deux intervalles est un intervalle qui contient tous les résultats des opérations entre les éléments
des deux intervalles. Le résultat d’une opération entre deux intervalles de bornes finies est obtenu en

travaillant uniquement sur leurs bornes.

Définition 12 (Opérations élémentaires). — Soient [z], [y] € IR,et o € {+, —, %, /}, alors :

[z] o [y] = {z oylz € [z],y € [y]} (F.15)

La définition [12|est valable pour toutes les opérations a ’exception de la division lorsque 0 € [y]. Dans
ce dernier cas, le résultat n’est pas un intervalle. Détaillons I’équation (F.15]) pour les quatre opérations

élémentaires :
[z] +[y] = [z7+y 2" +y'] (F.16)
(2] — [y] 27 =yt 2T —y7] (F.17)
(2] * [y] (min(z"y~, 27y, 2Ty, 2y, max(e Ty, a7y, Ty, 2ty )] (F.18)
[2)/ly] = [x]*[1/y",1/y7], si 0 & [y] (F.19)

Nous pouvons aussi définir d’autres grandeurs caractéristiques d’un intervalle [z] € R :
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Définition 13. — Soit f : R®™ — R™ la fonction contenant un nombre fini d’opérations arithmétiques et
de fonctions élémentaires. On appelle fonction d’inclusion de f, la fonction, [f], de IR"™ dans IR™ telle

que
IR" — IR™ : [z] = [f]([z]) D f([z]) = {f(2)|x € [x]} (F.20)

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la maniére dont f est exprimée. Si
la fonction d’inclusion, dite naturelle, s’obtient en remplagant chaque variable réelle x par son intervalle
[x] correspondant, elle est la plupart du temps trés pessimiste notamment lorsque les fonctions sont
complexes. Afin de réduire le conservatisme, différentes alternatives de calcul des fonctions d’inclusion
peuvent étre utilisées telles que les fonctions d’inclusion centrée ou encore les fonctions d’inclusion de
Taylor [74]. Dans le cadre de cette étude, nous avons utilisé la fonction d’inclusion centrée qui se définit
par le calcul suivant :

f)(()) = £0m) + (9] () () = m) (F.21)
ot R™ 5 m = mid ([z]) est le vecteur milieu du vecteur d’intervalles [z] et [g] est la fonction d’inclusion
naturelle de g, le gradient de f.
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ANNEXE (5

Annexes au chapitre

G.1 Propriétés des polynémes non-négatifs

Les définitions suivantes présentent les concepts nécessaires & la compréhension du chapitre [5] Elles
sont issues de [112].

Non-négativité des polynémes sur un intervalle fini

Soit Ky p le cone convexe, fermé et pointé des coefficients des polynémes non-négatifs sur un intervalle
fini [a, b] € R :

Kap = {p eR"™ P(w) =) pw' >0,Yw € [a, b]} (G.1)
=0

Un polynome P(w), représenté par son vecteur de coefficients p = [po ... p,]T, appartient a Ko si et

seulement s’il existe deux matrices symétriques semi-définies positives Y] et Y3 telles que :
peEyp & I,Y2 -0/ p=A(Y1,Y>) (G.2)

La définition de I'opérateur linéaire Ax et les dimensions des matrices Y7 et Y5 dépendent de la parité
du degré du polynéme P(w).

Pour n impair, on prend Y7, Y € ROMHDX(m+D) 0 oft m = (n — 1)/2. Soit Hy,; € REFDX(k+D) Jeg
matrices de Hankel ne contenant que des uns dans la i-éme antidiagonale et des zéros ailleurs :

_ o O
S = O
S O =

147
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Dans ce cas, 'opérateur A* est défini comme :

t’l“(Yl(—aHmvl)) + tr(YQ(meJ))
t?“(Yl(HmJ — aHm,Q)) =+ tr(}é(me,Q — Hm,l))

A (Y1, Ys) = : G4
Y2 = (it — ) + tr(Ya(bHos — Hynin) (G4)

tT(Yle,Qerl) + tT(YZ(_Hm,Qerl)) i

Pour n pair, on prend Y; € RMTDX(m+D) = (et Yy € R™™ = 0, on m = n/2. Dans ce cas,
lopérateur A* est défini par :
i t’f’(Ylevl) + t’l“(YVQ(—amele))

t’l“(}/le’g) + t?“(YQ((b + a)Hm,Ll — ame,LQ)
tr(Y1Hp3) +tr(Yo((b+a)Hpm—12 — Hyp—1,1 — abHy—13)

A (YV1.Ys) = ‘
( ! 2) tT(Yle,i) + tT(YQ((b + a)Hm_M_l - Hm_Li_Q — ame_Li)
tr(Y1Hpom) +tr(Ya2((0+ a)Hpm—12m-1 — Hmn—12m—2))
tr(Y1Hpmom+1) + tr(Yo(—Hm—12m-1)) i

Non-négativité des polynémes sur un intervalle infini

Un polynéme P(w) est non-négatif sur R si et seulement s'il existe une matrice symétrique semi-définie
positive Y € R(mHDxm+1) telle que p, le vecteur des coefficients de P(w), vérifie :

PEKw & Y =0/ p=A"(Y) (G.6)
ou l'opérateur linéaire A* est défini par :
NY)y)=tr(YHp;), j=1 ... 2m+1 (G.7)
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