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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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pi,k ∈ IPi ⇔
{ ∃pE,j ∈ PEi | pi,k = st(pE,j)

pi,k /∈ OP i F��*G

pi,k ∈ PP i ⇔ �pE,j ∈ PEi | pi,k = st(pE,j) F���,G
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� �	����	�� 
���� �� ��� ��� �����"���� 
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 ��
 �����1���
 �� 
	��	
��� Ci �
� �	�� Ri� 9�����������2 ��
 ����
 
	��
�� �� /	��� 6
( r(pi) = [αi, βi] ���
 (αi, βi) ∈ R2 �� αi ≤ βi F
	�����G H
( r(pi) = {s1, s2, . . . , sn} F��

���2 �������������� �		����G�
�� �����1��� ���� ���/	�
 �	����
�� ��� �������� �����
����� ��� �� ��
����� + �
� �� 
�
 ���
������� � �� 
����� ������� ���
 �� ����
2 �	����
� ��� �� �����1��� ��� �	�� �����
����� 5 ��
/	�
 
	� ���������2 
� ���
�2 
� /������
� 
 �� �
� ����	�����2 	� ��
	�� 
�
 ��P�����
 ����	�����

�� ����
 ���������
�

3:������ 9	�� Ci �� ���������� 4� ��� �����"���� R� U �� I 	�� 
�� ������� ����������� ���������
������ �� 7.��� C	���� �� A��"���� ��� ������� 
� U �� I �	�� �������� ��� �� ������ ��:�����
�
�������� �	�� ���� ��	
��� U × I� ��� ��� �� #��� �� ��������� � ������ 
� �������� �� ����������
��� 
�������� 9� �� ���� 
� �� �����	� ��� [0; 50] �� ��� �� ���������� ����	��� ��� ��������� 
�
200W � �� ���� �	�� �� �	����� ���� [0; 4]� 9� 	� � �-���� � 
�� �����	�� �����	D
����� �� ���� ����

� �� #	��� 

�� ������� ���� �� ���� �	�� �
�������
� ��� �:����� �	�0	��� [0; 50]� �� �� ����
�	�� �� #�������� ��� �:����� [49; 51] ��� 2���8 �

����� ��� )
����
�� 
+,����)� �� �'��(��

� �����;� �� ����	���� ��
 
	�
(����������
 �	�� /	���� �� ���������� �
� �� �����
�� ��
 /	�
(
��	�
 	���
��/
 �� 
	������� ��
 /	�
��	�
 �����������
� � ��
����� ��
 /	�
��	�
 �� 
0
�1�� �
�
�	�� FU = {Fui,k}� ��
 /	�
��	�
 	���
��/
 
	�� �	���
 FuΣ,k�

�'
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	��
	��

�� �� �;�� ����1�� ��� ��
 �����1���
 � ������ �� 
	���� 
	�� �����
 5 � �
����� ��
 
	��	
���
2
	� ������ 5 � �
����� �� 
0�1�� ��
 �����1���
 � �
����� ���
 � �����	������� �� 
0
�1��� +�

�����1���
 � �
����� 
	�� �5 ��

� ����
�
 �� �����1���
 � ������ �� �� �����1���
 �� 
	����2

������ ��
 
��
�����
 ������
 ��� ��
 /	�
��	�������
 ��������
 ���
 �� 
0
�1�� 6

pi,k ∈ OPΣ ⇔ ∃FuΣ,k ∈ FUΣ|pi,k = FuΣ,k(arΣ,k) F����G

pi,k ∈ IPΣ ⇔
{
∃pE,j ∈ PEΣ | pi,k = st(pE,j)
pi,k /∈ OPΣ F����G

�+�+�+� &��"	��	��� 
�
	��� �� �����	���

�� 
	������
	� ��
 /	�
��	�
 �� 
0
�1�� �
� �����
����� ��� �� /	�
��	� Cb 6{
Cb : P (FU) −→ P (FU)
{Fui1,k1, ..., Fuil,kl}�−→{Fuim,km, Fuin,kn} = Cb({Fui1,k1, ..., Fuil,kl}) F���'G

Cb �
� ��� /	�
��	� ����
����� 7� /	�
��	� �����
� Pred = Cb−1 ��������� ��
 �����
�

���
 ��
/	�
��	�
� �� �	����	� Pred({Fuim,km}) = {Fui1,k1, . . . , Fuil,kl} 
������ ��� Fuim,km �
� ���

	������
	� ��� Cb �� � ��
����� ��
 �����
�

���
 {Fui1,k1, . . . , Fuil,kl}�
�� 
	������
	� �
� ��� ������	� �	�����2 
	��	
�� �� $A �� �� B: �	�����
� $��� ������ � �
����
��
 /	�
��	�
 
	�
 �� /	��� � ��� 
	������
	� �	����� � �����
 /	�
��	�
 �� 
0
�1�� 6

FuΣ,1 = Cb(Fui,1, Fuj,1, Fuj,2, Fuk,1) = (Fui,1 ∧ Fuj,1) ∨ (Fuj,2 ∧ Fuk,1) F����G

+��� ������ �� 
	�
������ �� ����� ��
 /	�
��	�
 �	�� 
����� /	�
��	� 	���
��/� ��
 ����
	�
 B:
�����
������ ��
 ���	����
�
 /	�
��	������
�

:� ������� � ����� ��
 /	�
��	�
 �
� ��	�	
� 
�� �� ����� ���� .� 
	���
�	�� 5 � �����

�	�

������� 6

FuΣ,1 = FuΣ,1 ∨ (Fu1,1 ∧ Fu2,1) ∨ (Fu2,2 ∧ Fu3,1) F���!G

������ ��� M +	������
	�
 �� /	�
��	�
 �����������
 �	�� /	���� ��� /	�
��	� 	���
��/2 ��
�����
������	� 
	�
 /	��� � ����� ��
 /	�
��	�


��



%�#� ����
	��
	�� )���
	����

� �
 �
���
���

� �� �*�
!��

�+�+�+� &��"	��	��� ���
4�	��� �� �����	���

4	�� 
����� /	�
��	� Fui,k 	� �

	
�� ��� 	� ���
����
 ������	�
 ����0�����
 ari,kx 
	��	
��

�� ������	�
 ����0�����
 �� ���
����
 
	��	
���
 arj,l 6

{
ari,kx : P (P) −→ A
({pj,l}) �−→ ari,kx({pj,l}) = 0

F���#G

{
Fui,k : P (P) −→ OP i

{pm,p
m∈{1,...,n}} �−→ opi,k = Fui,k({pm,p

m∈{1,...,n}})
F���-G

ari,kx �
� 
	��	
�� ��
 arjy,ly �����
 ��� Fui,k = Fuj1,l1 ∧ . . . ∧ Fujs,ls� ?	�	�
 �� ari,kx � �
�
��
 ������ 
 �� 0 � ��
 ���	����
�
 ���
 �� 
0
�1���

4	�� 
	������ ��
 ������	�
 ����0�����
 
	���
�	����� 5 ���
����
 /	�
��	�
2 ��� 
	��	
���	� ��
/	�
��	�
 �
� �����
��� ��
 �����1���
 � ������ ipi,j ∈ IPi 
	�� ������
�
 ��
��
������� ��� ��

������	�
 ����0�����
 �

	
���
 ��� �����1���
 �� 
	���� opm,n = st(ipi,j)�

3:����� @� 9	�� �� �!��"�� �	������� 
� 
��: �	��	����� 5 �� �	���� �� ��� �	���� �� #	����	�
	�0����# 
� �!��"�� ��� 
� #	����� �� ������� 
���� Q� ����� #	����	� ��� �������� �� �	������� ���
#	����	�� 
� ��� 
��: �	��	������ �� #	����	� ����������� 
� �	���� ��� 
� �����#	���� �� �����
����� ���������� �� ��������� ���������� �� #	����	� ����������� 
� �� �	��� ��� 
� �����#	����
�� ��������� ��������� �� ��������� .!
�������� �� ���
������ ��� �� 
����� ��� 
��: #	����	��
������������ �� �	������� �	�� #	���� �� #	����	� 	�0����# 
� �!��"��� 9	���� ��� #	����	�� ����
������ 5 Fum,1EF����#	���� U �� Ω� �
������	� ���	���� ��� Ω = Ke×U < Fup,1EF����#	���� Ω
�� Q� �
������	� ���	���� ��� Q = Cyl×Ω < FuΣE1	����� Q� A�	�� ��� ���
��������� 
�� #	����	��
�	�� Pred({FuΣ}) = {Fum,1, Fup,1}� Pred({Fup,1}) = {Fum,1}� �� Pred({Fum,1}) = {φ}� ��
#	����	� 
� �!��"�� ��� 	������ ��� �	�������	�� ��� Cb({Fum,1, Fup,1}) = FuΣ� �� �� ������	�
�	����� ���	���� ��� FuΣ = FuΣ ∨ (Fum,1 ∧ Fup,1)� �
������	� ����!����� ���	���� � �� #	����	�
��� ��	���� �� �	������� ��� 
��: ������	�� 
�� 
��: #	����	�� ������������ 5 Q = Cyl×Ke×U �

3:����� B� �
�� 
�� ����������� 
� ����������������=	G�!� �� ����	����� 3�A 

���������
���� ��	����� '��	���� 
� 9!��"��� 

A���	������� 
� �	����
�� 
� �	�� ���	�
����� ��

� 9������
��� )H3C@B, � ���� #	����	���� �� �	
� �	���� 	� �� �	
� ���	���� �� ��� ����
��� 

��������� ��� ��
	�
����� #	����	�������� '� �
���� 

�� ����	����� 

�:�����	�&��������	�

� ����� 

������������� 3� �	
� �	����� �� �	���� ���������� #	����� �� ��������� ����������
�� �!��"�� �������	� �	�� �����/��� �� ��� �� ���������	� �� 
�����
�� 	� �	���� �� ����� 

���
����������� �� �	
� ���	��� ��� ������� �� ��� 
� �������� 
� �!��"�� �������	�� 	� �� ��� 
�

�#�������� 
� �	����� =��� �� ���� �� �	�	��
������ ������ �� �	
� ���	��� �� ���"�� �� �!��"��
�������	�� ��� ��� ��	�� �����/�� ��� �� �������� �� �	
� ���	��� �� #	����	��� ��
�� �:�����	�� 9�
�	�� �	���
��	�� ��� #	����	�� ��������� 5 FuEMAE 4������� �
�:�����	� 
� ����� 

������������
Funorm,1EF����#	���� �� ��������� ���������� �� ��������� ���������� Funorm,2EF����#	����
�� ��������� ��������� �� ���������	� 
� �� ���� Fusec,1EF����#	���� �� ��������� ���������� ��
��������� ���������� Fusec,2E������� �� �!��"�� �������	�� ��	�� �
����� 
�� #	����	�� 
��	��� 
�
FuEMA = (Funorm,1 ∧ Funorm,2) ∨ (Fusec,1 ∧ Fusec,2)

�!
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%� 
	��
 �� 
	� �����
���	� �� ���������� ��������2 �� �
� ���	������ �� �������

����� �
� �) 5
��
 
���

2 ��� ������� ;��� �� ��P������
 ������
 6 ���������2 ���
������2 ��
������ 	� 
��������

3:������ �� ������������ ��� �	��������� ����������� 	� ���	�� �� �	�����	� 
��� �� ?��
�
�
��
��� ��� � �� #	����	� ���� �	��������� �� ���������������

���
 �	��� ����	
�� ��
 
���

 
	�� �	����
�
 ��� ��
 �����1���
 ������
 ��
 /�
����
 � ���	�(
��������� � ��
����� ��
 /�
����
 � ���	��������� � �� 
	��	
��� Ci �
� �	�� Di = {df i

l }�
� ��
����� ��
 /�
����
 � ���	��������� �� 
0
�1�� Σ �
� �	�� DΣ =

⋃n
i=1Di�

��
 /�
����
 � ���	��������� 	�� ��� ������ ������ ��� �� /	�
��	� v 6{
v : (D, T ) −→ C

(df, t) �−→ v(df, t) ∈ C
F���&G

�� �� �;�� ����1�� ��� �	�� ��
 �����1���
2 ��
 ����
 
	�� �����
 �	�� ��
 /�
����
 � ���	�(
��������2 ��
 
	�� �	��
 r(df i

l ) �� ���
 ��� ∀t, v(df i
l , t) ∈ r(df i

l )�

����� �	���
��
������

�� �������

����� �� � ���������� �
� 
���
����
� ��� 
	� ���	���������� 4	�� �� ������ ���	(
���� ��
 
0
�1��
 
	�
�����
 ��� � �	��� � ���	��������� �
� �������
����2 ��
 �P��
 ��
 ��1��(
����
 ���	��������
 
� 
�������� � ���	��������� �
� ��� �� ����� �� �� ��� �� � ����������
�� 
�	C� �� /�� �� 5 ��
��� �� �������

������

��
 �����1���
 �����
 �� ����
 ������
 �����
������ � ���� �� 
���� �� 
0
�1�� 6 ��
 �	����
���
��� 
���
����
����� ��0
���� ������
1��� 5 �� 
	��	
��� F��� ������� �� ��
�
���
� � �� 
T���
���
������2 �� ��� ��������� ����� �� ��
�	� �� 
� 
����
�G2 �� �� �	���
���	� �� ���� ������
�����
���� �� 
��������� ���
 � ���� �� 
���� �� 
	��	
���2 �	�
 �� ���	����������

���
 �	��� ����	
��2 � ���	��������� ei,j 5 � ��
���� t �
� �	����
� 
	��� �� ��
���
� �����
�� ������ �� �����1��� ����� 5 
�� ��
���� v(ppi,j, t) �� 
� ������ �������� ppi,j0 6

ei,j(t) = d(ppi,j0 , v(ppi,j, t)) F���*G

���
 ppi,j0 = v(ppi,j, t0) �� �	�
 ei,j(t0) = 0�

3:������ >	�� �� �	��� �	���
���� ����� 
��� �	� �����	�������� �� #������ 

��
	���������
��� �� �	�����	� 
� ?��
�� 3��� �����/�� ��� ����� ��������� 
�� �	��	����� �� ��� ����� 
� 0��:
���������� #	����	����� ����� ��������� ��"��� �	������� �� ������ 
�� ����	�� �� 
� ���������
����� ����������	� 
�� 0��: �� ���
��� ��� ��� ����������	� 
�� #����� ��������� �� ��� 
	�� �	�

������ �	��� ��� 
�������	� 
� �� �!���
��� ���������� ��� ��� �� �����"��� ����� 
� �� �	����

�#
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 �� �*�
!��

�� �������� ��	���� 5 � ���	��������� ���
 �� ���������� �� ����
 �	��� �
� ������� �	������
� ���	��������� ����� 
�������/2 ��
 �	�����
 Δe 
 �

������� �� �� �� ����
2 
	��� ��
�	���� �� ����� ����

ei,j(tk+1) = ei,j(tk) + Δe F���,G

������ ��� M $�	����	� �� � ���	��������� e �� �� �����1��� ����� pp �� 
	��
 �� ����
�
3����
������	� �� �	����� Δe ���
 � ���������� �� ����
 Δt�

B� �	
� � �0�	��1
� �� �� 0 � �� ���	��������� �	

���� ��� �����1��� �����2 �� 
����� 
	�(
�	
��� � �	�
 ���
����
 ���	���������
 �	

����
�

�� �	� �� �������

�����2 �	��� ag2 ������ �� 
��
���� �� ������ �� � ���	��������� e �� /	�
��	�
��
 ������
 ��
 /�
����
 � ���	��������� df i

1, ...df
i
n� 7� /	��� ���� ������ ���
 � ���	�����(

���� ����� 
�������/2 ag �
� 
�	�

���� ���
 �� ����
� �� ���
 �� �	� �� �������

����� �
� �����
��� � ���	��������� �
� ��� �� ����� �� �� ��� �� � ����������2 �� 
	�
���� �	�
��� ��
 /�
����

� ���	��������� 
	�� ���
� �� �	� �� �������

����� �
� ������ /	���������� 
	��� 6

{
ag : C× T −→ C

(df i
1, ...df

i
n, t) �−→ ei,j(t) = ag(df i

1, ...df
i
n, t)

F����G

?	�	�
 �� �� �
� �	

���� �� ������ �� /�
���� � ���	��������� ��	��� df i /	�
��	� ��
 /�
����

� ���	��������� df � +��� ������2 
� ��
	��2 � ��	�� �� �����1��� ������ �	�� ������ �� �	� ��
�������

�����2 �� ���
� � �������� ���
 
���� ����	
�� ��
 �	�
 �� �������

����� 
	����
 F�	�� ��

�
��	� ����'G� �� ������	� ����� df i �� ��
 /�
����
 � ���	��������� �
� ������ ��� �� /	�
��	�
fdf i 6

{
fdf i : P (Di) −→ R

(df i
1, ...df

i
n) �−→ df i = fdf i(df i

1, ...df
i
n)

F����G

����� �
 �
� �� ����

���
�

�� 
���

 ��� 
���� �� ���������� ������ �� 
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� �����	������� �� 
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���� �� 
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{
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l ) −→ IR
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 ��� �� /	�
��	� fdf � .� 0 � �	�
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����� �� /��� ��� op �
� ��	� ��	���� �� opopt ��� ����	�� ��� �������
 ��
� �����
������ �	�
��� def i,k ≥ def i,k

p 2 �� /	�
��	� � �
� ��
 ��
�	�����2 
� ��� 
	���
�	�� ���� 5
�� �������	� ��

�� ��
�	�������� � ��� /	�
��	� �
� ������ ��� 6{
Av : (FU , T ) −→ {0, 1}
(Fui,k, t) �−→ Av(Fui,k, t)

F���!G

Av(Fui,k, t) =

{
0 ssi (def i,k(t) ≥ def i,k

f )

1 sinon
F���#G

3:����� 5
>	�� �� �	���� �� �� 
���� 
������ ��	�� Q(t) − Qopt ≥ deff � �� 
���� �
��� ���� ��$���� �	��
������� �� #	����	� �	�.����� ��� �
������������ �� 
���	�������� 
� �� #	����	� ��� ������ �� #	����	�
��� 
�#���������

:� 
	��	
��� �
� �� �� �� ��� ����� �	�
�� �� �� ������� ���
 �	���
 
�
 /	�
��	�
 �����������
�
�� /	�
��	� �� �� �� ��� ����� $:� F��
 	# ���#�� ��#�G � �� 
	��	
��� �
� ������ 
	��� 6

{
EUL : (Σ, T ) −→ {0, 1}
(Ci, t) �−→ EUL(Ci, t) F���-G

EUL(Ci, t) =
{

1 ssi (∃Fui,k ∈ FU i | Av(Fui,k, t) = 0)

0 sinon
F���&G

�� �� �;�� ����1�� �� 
0
�1�� �
� �� �� �� ��� ����� �	�
�� �� �� ������� ���
 �	���
 
�
 /	�
��	�

	���
��/� �� /	�
��	� �� �� �� ��� ����� $:� �
� ������� ��� 
0
�1��
 
	��� 6

{
EULΣ : T −→ {0, 1}
t �−→ EULΣ(t)

F���*G

EULΣ(t) = 1⇔ ∃FuΣ ∈ FU c(t) | Av(FuΣ, t) = 0 F��',G

9�T
� 5 � ����� ��
 /	�
��	�
 �� 5 �� /	�
��	� Cb �� �
� �	

���� �� 
��
���� �� ��
�	�������� ��

/	�
��	�
 	���
��/
 �� 
	����

��� �� ��
�	�������� �� 
�
 /	�
��	�
 �����
�

���
2 
������ ��
 	��(
������
 �	�����
 �����
�
 ���
 Cb� ��
 /	�
��	�
 �� 
	��	�
��	� �	����� ;��� �	���
 ��
�	�����

�	�� ��� �� /	�
��	� 
	������
	� 
	�� ��
�	�����2 �� 
	������� �	�� ��
 /	�
��	�
 �� ��
�	�
��	�
�� 0 � ���	����
� /	�
��	������2 �� ��	�
 �� 
�N� �� �� �	��
 �� ��
 �����
�

���
 
	�� ��
�	�����
�	�� ��� �� /	�
��	� 
	������
	� 
	�� ��
�	������

�� ������	� ����� �� ��
�	�������� � ��� /	�
��	� �� ��
 ��
�	��������
 �� 
�
 �����
�

���
 �
� ��
�� /	��� Av(a ∨ b) = max(Av(a), Av(b))2 �� Av(a ∧ b) = Av(a)×Av(b)�

!�
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7� � 	� ������� � ������� ���
�����2 	� � 6
Pred(F4) = (F1 ∨ F2) ∧ F3⇒ Av(F4, t) = max(Av(F1), Av(F2)) ×Av(F3, t)

�+�+�+� ��� �����	��� ��	�	����

� ��
����� ��
 /	�
��	�
 ��
�

����
 �	�� �����
�� �	���
 ��
 /	�
��	�
 	���
��/
 �� 
0
�1�� �
�
� ��
����� ��
 /	�
��	�
 
�������
 5 �� ��
���� t� .� �
� �	�� 6 FU c(t)�

FU c(t) = {Fui,k} | Av(Fui,k, t) = 0⇒ ∃FuΣg | Av(FuΣg , t) = 0 F��'�G

� ��
����� FU c � �
� ��
 �� ��
����� ���2 
�� �� ������ ��
 ��
�	��������
 �� ��
 ���	����
�

/	�
��	������
 ���
 �� 
0
�1��� $� �P��2 
� ���� /	�
��	�
 
	�� ���	������
 �	�� �����
�� ���
/	�
��	� 
�������2 �� �	�(��
�	�������� �� � ��� �� 
�
 /	�
��	�
 ���� ������������� �� �����1��
/	�
��	� 
�������� $�2 
� ���� � �
� ���
 ��
�	����� ���� ��

�2 ��	�
 �� /	�
��	� 
	��	
�� 
�������
�� 
��� ���
 ��
�	������

?	�
 ����	���
	�
 �	�
 �� �	��	� �� ���� �� 
����
���� :�� /	�
��	� � �� ���� �� 
����
��� � 
�
���� �
� ����
���
����� $��� � ��� 
����
��� �� ���� n 
� ���� �
� ���	������ ���
 n − 1 �����

/	�
��	�
� 7� ���� /	�
��	�
 ���	������
 
	�� �� 
����
��� �� ���� �2 �� ��� � ��� ��
 ���� � �
�
���
 ��
�	�����2 � ����� ��

� �� 
����
��� �� ���� �� 7� ��� /	�
��	� �� 
����
��� �� ���� � � �
�
���
 ��
�	�����2 �� 3:� ��

� 5 ,�

?	�
 ��	�	
	�
 ��� ����	�� ��
�� 
�� ��
 
	������
	�
 �	�����
 ��� ��������� �� 
���
����
��
��
 ��
�����
 �� /	�
��	�
 
�������
 5 ������ � �� ����� ��
 /	�
��	�
� +��� 
 ��������� 5 ��
����	�� ��
 
	���
 ��������
 ��� ������ �� ������� ��
 ��
�����
 � ��1������
 ��
�

����
 ��

�N
���
 �	�� 	������ ��� ��/������
� 5 ������ � �� ����� �� ��/������
�
� 4	�� 
	�
������ ��

��
�����
 �� /	�
��	�
 
�������
 �	

����
2 	� 
	�
��1�� �� ��
����� �	�� AF 2 
	������� �	���

��
 /	�
��	�
 �� 
0
�1�� FU 2 �� ����� ����
� �� 
	�
(��
�����
 F��
 /	�
����� ��
�	���
G ��
/	�
��	�
 AF j ���
 ��� AF = {AF1,AF2, . . .}� +�
 
	�
(��
�����
 
	�� 
	�
�����
 �� ����1�� 5

� ��� �	���
 ��
 /	�
��	�
 ��	����
 �� 
0
�1�� 
	�� ��
�	�����
 
� �� 
�������� 
� �� �	��
 ���
/	�
��	� �� 
��
�� ��
 
	�
(��
�����
 �
� ��
�	������

%��
�2 �� ��
����� �� /	�
��	�
 
�������
 
��� 
	�
����� �� 
�	�
�

��� ��� /	�
��	� ���
 
��
��
��
 
	�
(��
�����
 AF j 6

FU c(t) = {Fux,y}x,y:entiers | ∀AF i ∈ AF ,∃Fux,y ∈ AF i

⋂
FU c(t) F��'�G

3�����	�
 ��� 
�
 
	�
(��
�����
 �� 
	�� ��
 ��
�	���
2 �� �	�
 � ��
����� ��
 /	�
��	�
 
�������

���� 
	��	���� �� �	���� �������� �� /	�
��	�
2 
������ �� 	� 0 ���1��� 	� ��
 ��
 /	�
��	�

����������� 5 ���
����
 
	�
(��
�����
�

4	�� 
	�
������ 
�
 
	�
(��
�����
2 �	�
 �	�
 
���	�
 �� � ����� ��
 /	�
��	�
� +�� ����� �
�
������� �� ��� 
���� �	����� �� �	���
 ��
 /	�
��	�
 �� 
0
�1��2 
	�
 �� /	��� ��
 /	�
��	�
 
�(
�����
 ��� ��
 	��������
 �	�����
 ∧ F$AG �� ∨ FB:G� �� 
���� �	����� �	�� ;��� 
	���1������
�����	���� �	�� ��
 ∨2 �� ����1�� 5 ������
�� �� �	���� �� ∧� ?	�
 ��	�
 �	�
 ��� �����
��(
����	� �� � ����� 
	�
 �� /	��� ∧[∨iFui,j]� $�
���� ������ �� 
	�
(��
�����
 
	�� 
���
 �� �� 0 �
�� �	����2 
����� 
	�
(��
����� 
	���
�	����� 5 �� �	��� [∨iFui,j]�
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�������� 9	���� ��� ������ 
�� #	����	�� ��������� ��� �� %���� B�+�
�� ���
����	� �	�� #	��� �	����� 
� �
����� 
�� #	����	�� 
� ����.� ������ 5
F4 = ((F1 ∨ F2) ∧ F3) ∨ F4 = (F1 ∨ F2 ∨ F4) ∧ (F3 ∨ F4)

H	�� 	����	�� ��� #	����� �	�������� 
� 
��: ��	��� A�	�� �
�������� AF ��� 
����� �� 
��:
�	������������ 
� �� ����"�� �������� 5
AF = {{F1, F2, F4}, {F3, F4}}
=�� ��������� 
� #	����	�� ��������� �	������� � �� ������� t �	�� �	�������� �� �.	�������� ���
#	����	� 
��� �.���� 
�� �	������������� ��� �:����� FU c(t) = {F1, F4} 	� FU c(t) = {F2, F3}
	� ���	�� FU c(t) = {F4}�
9� �
	� �	���
"�� �
����� 
�� #	����	�� 
� 
�	���� �� �
����� 5
F4 = ((F1 ∨ F2) ∧ F3) ∨ F4 = ((F1 ∨ F2 ∨ F4) ∧ (F3 ∨ F4) ����
F1 = (F8 ∧ F5) ∨ F1 = (F8 ∨ F1) ∧ (F5 ∨ F1) �� F2 = F6 ∨ F7 ∨ F2



	; 5 F4 = (F1 ∨ F2 ∨ F4) ∧ (F3 ∨ F4)

F4 = (((F8 ∨ F1) ∧ (F5 ∨ F1)) ∨ (F6 ∨ F2 ∨ F7) ∨ F8) ∧ (F3 ∨ F4)

F4 = (F8 ∨ F1 ∨ F6 ∨ F2 ∨ F7 ∨ F4) ∧ (F5 ∨ F1 ∨ F6 ∨ F2 ∨ F7 ∨ F4) ∧ (F3 ∨ F8)

=
	; 5 AF = {{F8, F1, F6, F2, F7, F4}, {F5, F1, F6, F2, F7, F4}, {F3, F8}}
7� ���� �� 
�
���� ��������� ��������� 
� #	����	�� ���������� ��� �:����� FU c(t) = {F8, F5, F3}�

����! �� ���� ����� �� �
�(�� �� �������������� �� �� �
�(�� �� ���)
��
���

�+�+ +� �	�� ����� ����� �� ����	

����

+	��� �	�
 � ��	�
 ��2 ��
 ���	���������
 �����
��� ��
 �����
 �� ���/	����
�� +�������� ��
���
��
� � ��� /���� � �
� ��
 
0�	�0�� �� �� ���
��
� � ��� ��/������
�� �� ��/������
� 
	�
����
���������� � �
��
� /	���	���� �� 
	��	
��� ��� �� �����1��� �� 
	����2 ��	�
 ��� �� /���� �
�
������
1��� �� 
	��	
��� ��� �� �����1��� ������ :� 
	��	
��� ��/������� � �
� ��
 /	�
�����
�� /����2 ��
 ������
 ��	�����
 ������� �� �P�� �����C��� ��
 �����
 �� ���/	����
�� �� �;��2
�� 
	��	
��� �� /���� � �
� ��
 /	�
����� ��/�������2 ��� ������� 
 �� ���
�� ��
 ���	����
�

����������
 �� 
��� � �� 
	��	
��� 	� 
� ��� ������ ���	��� ����� 
	����
�� �� ���	���������
F��� ��������	�G�

�+�+ +� %��	
 �� �����

:� ���������� �
� �� /���� �	�
�� �� ���	��������� ����

� �� 
������ 
����� +��� 
� �	����
�
��� ��
 
����
 ���
 �� /���� �	�� ��
 ���	���������
� 4	�� ������ �� ������ �� 
���� �� /����
� �� ���	��������� ei,j 2 	� 
	�
��1�� ��� 
��� �� �����1��� ����� �

	
�� �
� ���	�����2 �	�
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 �����1���
 �����
 �� � ������ ����� �	������� �� 
���� �� /���� ei,jf 
	���
�	�� �� /���
5 �� 
���� �	�� ������ �� /���� 
� ����/�
�� ��� ��� ��/������
� ���
 �� 
�
 	J �� � 0 � �� �� 
���
���	��������� ���
 �� 
	��	
��� 6

ei,jf = min(ei,j(t)) | [(ei,j(t) ≥ ei,jf ) ∧ (∀ppi,l ∈ Supp(Fui,k)\ppi,j , ei,l(t) = 0)]⇒ Av(Fui,k, t) = 0

F��''G

���
 �� 
�
 �� /����
 ��	���

���
2 � ���	��������� ei,j ��	��� ��	���

������� ���
 ei,jf � B�
���� ������ ��
 
����
 �� ���������	� 
�

�

�/
 
	���
�	����� 5 ��
 
����
 �� ����� �� ���/	�(
���
� ei,jd1 . . . e

i,j
dm�

�	�
��� � ���������� � ���
����
 ���	���������
 �� ������
 ��P������
2 ����
 �P��
 �������

� 
������ �� �� ��/������
� ���� ������� ����� �� /����� +�
� �
� ���� �	����
� 
�� ���
 �� 
�
 	J
���
����
 ���	���������
 ei,j1, ei,j2, ... 
	���
�	����� ��� �����1���
 �����
 ppi,j1, ppi,j2, ... ��

���	�� � ��� /	�
��	� Fui,k ���������� �� �;�� ����
2 ��
 �P��
 
�� opi,k 
� 
������� ��� ��
������	� ����0����� ari,k2 �� �
� �	�
 �	

���� �� ��� ��/������
� 
� ��	���
� ����� ��� � �� ��

���	���������
 ei,j ��� /���
�� �� 
���� �� /���� ei,jf �	�� �� ������ �
� ���� �� 
	�
������� �� ��
0 � �� ������ ���	����������

�+�+ +� 1���� ������� ����� 
� ����� �� ����� ������� ����� 
� ����	

����

�� ��	�	
��
 �� 
���� 
 ����
�� 5 ���������� �� ����
 ��
���� ����� �� /����2 ��	�
 ��� �� ��	�	
��

/	�
��	���� 
 ����
�� 5 ���������� �� ����
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 ���� �����
 
	��
������
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 �	�� �������� ��
 	������	�
 �� ���������
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�� ����
 ��
���� ����� �� ��/������
�2 �������������� ������ rtf �	�� ��������� ���� �	 #������2
�
� ����� 
	��� 6

rtf(Fui,k, t) = ti,kp − t F��'�G

	J � ��
���� �� ��/������
� ti,kp �
� �� ���
 ����� ��
���� ��� ��� Av(Fui,k, t) = 0� � ��
���� �� /����
ti,kf �
� �� ���
 ����� ��
���� ��� ��� ei,k(t) ≥ ei,kf � +���� �������	� �� 
	�
��1�� ��
 ��
 ��/������
�


�������������
 ���
 
	� �����
�	� �� �	
� ��
 �� ��	��1�� H ti,kf �
� �� ���
 ����� ��
���� ��� ���

def i,k(t) ≥ def i,k
f ������� ��� ����	�� �� ����
 
�N
������ �	���� 6

(∃[t1, t2] | ∀t ∈ [t1, t2], def
i,k(t) ≥ def i,k

f )⇐ ti,kf = t1 F��'!G
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 ��� ��������
� �� �

��
2 	� ���� ��
�	
�� �� ���
����
 /	�
��	�
 �� ���
���
�� ��	�������� fd 
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�	����� 5 ���
����
 
����
 � ���	���������2 	� ��	�
 �� �� /	�
��	� ��
���
��� �� ��	�������� 
	���
�	����� 5 �� �� �� ��� ������

$� ��������� �� /	�
��	� �� ���
��� �� ��	��������2 	� 	������ �� ��	�������� 5 �� ��
���� t ���
� ���	��������� ei,j ��� ������� ��� ������ 
���� ei,j1 2 	� ��	�
 �� ��	�������� �� �� �� ��� ������
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i,k)

⋃
rf (ip

i,k). F'�*G

3:������ �	���
��	�� �� �!��"�� �	���J�	����� ���� �� ��������� �������� 5 �� �	���� #	�����
��� ������� 
� �	����	� � �� �	��� ��� �� �����#	��� �� 
�����
� �	����� �	��� �� �	���� �	�� �� �	
� �	������ �� �!��"�� �	�	��	��� ��� �� �	
� �	����� <
� �	����� �� �	���� ��� �� #����� ���� ������� �� 
���	�������� 
� �� #	����	� ������������ �� 
	��

�� 
���	�������� 
� �� #	����	� 	�0����# ��� ��� ��� �	�������	� 
�� #	����	�� ������������ 
��

��: �	��	������ �� �!��"�� �	�	��	��� ��� ��	�� �� �	
� 
� #����� =� �� ���� ����"���
�	����� �� �	��� ��� �� �	
� 
� #����� �� �!��"�� �	�	��	��� ��� �� �	
� 
� #���� <

� �	����� �� �	���� ��� �� �	�%������	� ��	������ �� �!��"�� ��� �	������� 
� ����"�� �	� �	���
����� �� ��� 
	�� �� �	�%������	� ��	����� <

� �� �� ����� ��#	�����	� 
���	����� ��� ��� �� �	��� ��� �� �	�%������	� ��	������ �
������
���
�	����� Ω �
��� ��� �	������ ���� ��	����� 
� #��� ��� �� �	���� 
� �	���� �
��� ��� �	�������

	�� ��� �	�� �� �	���� ��� �� �	
� 
� #����� �	�� �� ��� �� �	�%������	� ��	������

#'



"���	
�� &� �	�� �� �
��� ����� ��
���� )����

� �� ��	�	 �� 
��
�
 �� ���
�

����� �
 ��
,���
��� ��� �
��� �� �� ����� �� �	��
� �� �
���

?	�
 ��	�
 �� ��� ��
 �������	�
 ��
 �����1���
 �����
 ���������� �� �����
����� � ���	�����(
���� �� 
	��	
���2 �� ��� 
�
 �������	�
 
	�� �	�	�	��
� ���
 �� 
�
 �� �����
 ��	���

���
2

�
 �������	�
 
	�� 
	������
�

$� ������� � ���	��������� �
� ��� �� ����� �� �� ��� �� 
	��	
���2 ���
 �� ����

� �� 
����
�	����� F�� 	� ���
����
 �����1���
 �����
 
	����� �� ���� �	�����G2 �� �� 
	��	
��� �
� ��
�	�� �������� � ���	��������� 
	������ 5 ��������� �� ���� ����

�� � �����
 
����
 ��
���������	�2 �� 
	��	
��� 
�������� �� �	�� �������� $��� �	�
��� � ���	��������� ����

�
�� 
���� �� /����2 �� 
	��	
��� ����� �� �	�� �� /����� %� 
	��
 �� 
� ���2 �� 
	��	
��� �����
�
�	�
 ��� �����
�	��� ���
 � �
��
� ��
 �	��
2 �� �	����� ���
 ������� ���
 ���
 �	�� �� /�����
+���� �����
�	��� �����
���� �� �	�� �� �������

����� �� 
	��	
���� .� 0 � ������ �� �����
�	���

��� �� �	��
 �� �������

����� �	

����
�

A����
 ��� �� 
	��	
��� �	��
��� 
	� ���
	��
 ���
 � ����������2 �� 
	��������	� ���� ��

�� ��
�	����� 5 ��	�����2 �� 
�
 �� 
	���� �� ���� �	����� �� � �� ��
 �����1���
 � ������� +��� ������
�� 
�
 �� 
	���
�����	� ��	����� ��� � �����	������� 	� �� 
�
 �� /���� �� � �� ��
 
	��	
���

�� 
0
�1���

��
 ��P�����
 �	��
 
	��������� ��
 ��/	�����	�
 ��
�

����
 �	�� ������ ��
 ���	���������

�� ��
 �����
 �� ���/	����
�2 �� �	�
 � ���� �� 
���� �� � ���� /	�
��	���� �� 
	��	
����

"�� (���
������	�� ��� ����� �� �&��'�� ���� %���� � ��������

��
 ���	����
 ��
 �	��
 
	�� 
	�
�����
 �	�� �����
����� ��
 ��P�����
 �	��
 ��
 
	��	
���

�� �� 
0
�1��2 �� ��
 �	��
 �� �������

������

����� �	
��
�
�� ��� �
��� ��� �
��
�
���

���
 �� 	���
��/ �� ������
���2 ��� �	����
���	� 
	��	
���	������ �� 
0
�1�� �
� 
�	�
��2 ���

	�
�
�� 5 �	����
�� 
����� 
	��	
��� ��� �� ���	���� ���
 5 
��
���� ��� �	� �� 
	��	
���	�
��
 �	�1��
 �	�� �� ������� �� �	�1�� �� 
0
�1���

� ���	���� ��
 �	��
 �� 
	��	
��� Ci �
� ����� ��� �� �(����� Ai 6(Xi, Ei, T i, xi0) 	J 6
( Xi = {xix} �
� �� ��
����� ��� � ����
 H
( Ei = {evij} �
� �� ��
����� ��� � ��1������
 H
( T i = {δi} �
� �� ��
����� ��� �� /	�
��	�
 �� ����
���	� �� Xi�Ei ���
 Xi ��� 5 �� ���� ��

�� ��1������ �

	
�� � ���� 
������ H
( xi0 �
� � ���� ������� �� � ���	�����

��� �����+ ��
 ����
 xix 
	���
�	����� ��� �	��
 mi
x �� Ci ������ 
� ��� 	������	������� � ����

������� xi0 
	���
�	�� �� �	�� �	����� mi
n�

#�



&�%� 1�������
�
	�� ��� ����� �� �*�
!�� ���� )���� ����
���
�

��� ��0�������+ ��
 ��1������
 �	����
��� �� 
��������� � ���� �� � ���	���� ��
 �	��

�1
 �	�
 ��� �� 
	�����	� �

	
��� �
� �����
��� +� 
	�� ��
 ��1������
 ��� �����C���� �� 
�����(
���� �� �	�� �����
������ �� 
	��	������� �� Ci� .�
 	�� �	�
 ���� /	���
 ��P������
 6
( ��
 ��1������
 </����W���������	�<2 �	�
��� � �� ��
 ���	���������
 ����

� �� 
���� ��

���������	� 	� �� /����2 �� ��	
���� ���� �
� �

	
�� 5 �� �	�� ������� 	� 5 �� �	�� ��
/����� � ��1������ ev �
� ��	���� �1
 ��� e(t) ≥ ed 	� ef 2

( ��
 ��1������
 <������ ��	�����< �	�
��� � �� ��
 �����1���
 � ������ 
	�� �� 
	� ���� �	�����2
�� ��	
���� ���� �

	
�� �
� �

	
�� 5 �� �	�� ���
 ��� 
	��������	� ��	������ � ��1������
ev �
� ��	���� �1
 ��� ip(t) 
	�� �� rn(ip)�

��� �����	�	���+ �	�
��� �� ��1������ 
� ��	���� F���������	�W/����2 	� ������ ��	�����G2
�� �	�� �����
������ �� 
	��	������� �� 
	��	
��� 
������ +�
� �
� �	����
� 
	��� �� 
���(
������ � ���� ���
 � ���	���� ��
 �	��
� �� /	�
��	� �� ����
���	� ������ �� �����
����� ��

	��	������� �� � ���	���� ��
 �	��
 �	�
�� �� ��1������ 
������� 5 ������ � �� ���� �	����
4�� ������� �	�
��� � ���	���� �
� ���
 �� ���� xim �� �� �� ��1������ ev ∈ Ei 
� ��	����2 
���
���� ��	�	���� ��� ��	����	� ���
 � ���� 
���� xin ��� �� ����
���	� �

	
��� 5 � ��1������ ev� ��
/	�
��	� �� ����
���	� δi �
� ������ 
	��� 6{

δi : Xi ×Ei −→ Xi

(xin, ev
i
j) �−→ xim = δi(xin, ev

i
j)

F'��,G

� ���	���� �� 
����� ��
 �� �	�� 
� ��
��� /	�
��	� �� ����
���	� �

	
��� 5 xin �� evij � �
�
�������

����� �	
��
�
�� ��� �
��� �� �'��(��

� ���	���� ��
 �	��
 �� 
0
�1�� Σ �
� �� ��	���� ������1�� ��
 ���	����
 ��
 �	��
 �� 
�


	��	
���
 6

AΣ = A1||A2 . . . ||AN F'���G

+ �
� �	�
 �� �(����� 6 AΣ^(X,E, T, x0) 	J 6
( X ⊆ X1 × . . .×Xn �
� �� ��
����� ��� � ����
 �

�

����
 H
( E ⊆ ⋃n

i=1E
i �
� �� ��
����� ��� � ��1������
 H

( T = {δ} �
� �� ��
����� ��� �� /	�
��	�
 �� ����
���	� �� X × E ���
 X ��� 5 �� ���� �� ��
��1������ �

	
�� � ���� 
������ H

( x0 = (x10 . . . x
n
0 ) �
� � ���� ������� �� � ���	�����

�+�+�+� �� �����	� ����

0
� ��� ��������� ��� ����������

�� /	�
��	� �� ����
���	� �� � ���	���� ��	��� �� 
0
�1�� �
� 	������ ��T
� �� ��	���� ������1��
��
 ���	����
 �	
����

�� �����	� ����

0
� �� ���� ��������� 4	�� 
	����
�� 
���������2 
	�
����	�
 �� ��	(
���� ������1�� �� ���� ���	����
 �	
��� A1 �� A2 �	�� /	���� � ���	���� ��	��� A� 7	�� � ����
��	��� 
0�
��	��
� X = (x1, x2) 	J x1 �
� � ���� �	
�� �� A1 �� x2 �
� � ���� �	
�� �� A2� ��
/	�
��	� �� ����
���	� �	�� �� ��1������ ev 5 ������ �� 
�� ���� X ������ �� 
�
 �� ����� 6

#!



"���	
�� &� �	�� �� �
��� ����� ��
���� )����

� �� ��	�	 �� 
��
�
 �� ���
�

( 
� � ��1������ ev �
� 
	���� ��� ���� ���	����
 �	
��� A1 �� A22 �� 
� ��
 ���� /	�
��	�

�� ����
���	� δ1(x1, ev) �� δ2(x2, ev) 
	�� ������
2 ��	�
 ��
 ���� ����
���	�
 
	�� /���
���


������������2 ��
 ���� ���	����
 ��	����� �� ����1�� 
0�
��	��
���

( 
� � ��1������ � ���������� �� 5 �� 
��� ���	���� �� ��� �� ����
���	� �

	
��� �
� ������2 
����
����
���	� �
� /���
��� �� 
��� 
�� ���	���� ��	����

( ���
 �	�
 ��
 �����
 
�
2 ��
��� ����
���	� � �
� /���
��� �� ��
 ���	����
 � ��	����� ��
�

������ '�� M A�	�
 
�
 �	�� ����
���� �� /���
��

����� �� ����
���	� 
���� 5 � ��1������ ev ���

���� ���	����
 
0�
��	��
�
�

+�
� �
� ����
��� 
�� �� ����� '��� ���
 �� 
�
 �2 � ��1������ ev �
� ������� ��� A1 �� A2 �� ��
 ����
����
���	�
 
	�� ������
 5 ������ ��
 ����
 x1 �� x22 �	�
 �� ����
���	� ��	���� �
� δ((x1, x2), ev) =
(x′1, x

′
2)� ���
 �� 
�
 � � ��1������ ev �
� ��	��� 5 A1 �	�
 
��� A1 ��	��� �� �� ����
���	� ��	����

�
� δ((x1, x2), ev) = (x′1, x2)� �� 
�
 ' ����
��� ���� �������
 	J ��
 ���	����
 � ��	����� ��
�
4	�� �� 
�
 �� ���
�� � ��1������ ev � ���������� 5 ��
�� ���	����2 �	�
 ��
��� ����
���	� � �
�
/���
���2 �� �� ����
���	� ��	���� �
� δ((x1, x2), ev) = (x1, x2)� 4	�� �� 
�
 �� ��	���2 � ��1������
ev ���������� ���� ��� ���� ���	����
 A1 �� A22 ���
 �� ����
���	� � �
� ������ ��� �	�� � ����
x1 �� � ���	���� A12 �	�
 �� ����
���	� ��	���� �
� �5 ��
	�� δ((x1, x2), ev) = (x1, x2)�

�� /	�
��	� �� ����
���	� ��	���� �	�� �� ��	���� ������1�� �� ���� ���	����
 �
� /	����������
������ �� �� ����1�� 
������� 6

δ((x1, x2), ev) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(δ1(x1, ev), δ

2(x2, ev)) si (δ
1 definie ∧ δ2 definie)

(δ1(x1, ev), x2) si (δ
1 definie) ∧ (ev /∈ E2)

(x1, δ
2(x2, ev)) si (δ

2 definie) ∧ (ev /∈ E1)

(x1, x2) sinon

F'���G

E1
⋂

E2 �����
���� � ��
����� ��
 ��1������
 �������
 ��� ��
 ���� ���	����
 �	
���� 9�T
�
�� ��	���� ������1�� 
�
 ��1������
 
	�� 
0�
��	��
�
�

.���	���
	�
 � ��
����� Esync(ev) ��� 
	������ �	�
 ��
 ���	����
 Ai �������
 ���������� ev� .�
0 � ��	�
 � 
�
 ������� 6
( 
� ev � ���������� �� 5 E12 Esync(ev) = {A1}
( 
� ev � ���������� �� 5 E22 Esync = {A2}
( 
� ev �
� �� ��1������ �������2 Esync = {A1, A2}
( 
� ev � �
� �� ��1������ �� �� A1 �� �� A22 Esync = {∅}
%�	�
 �� /	�
��	� �� ����
���	� ��	���� ���� 
 �
���� 6

δ((x1, x2), ev) = (y1, y2) o∀i ∈ {1, 2} yi =

{
δi(xi, ev) si (∀Ej | Aj ∈ Esync(ev), δ

j(xj , ev) definie)

xi sinon
F'��'G

##



&�%� 1�������
�
	�� ��� ����� �� �*�
!�� ���� )���� ����
���
�

������ '�� M 7���
���� �� �T������

������ '�' M %��	����
 �	����
��� ��
 ������
��
 ��
 ��1
�
 �2 � �� '

'�����
	���	�� �� �����	� ����

0
� �� �
��	���� ��������� B� 
	������ ��������
�� 
�
��
����� �� ��	���� ������1�� �� ���
����
 ���	����
 �	
��� �� �� ���
����
 ��1������
� .� 0 � �5
��
	�� ���
����
 
�
 �� ����� �	�� �� �������	� �� �� /	�
��	� �� ����
���	� ��	����� 4	�� 
�����
��1������ ev � ��
����� Esync(ev) �
� 
	�
������ .� 
	������ ���
������ �	�
 ��
 ���	����
 Ai

���
 ��� � ��1������ ev ∈ Ei 6

Esync(ev) = {Ai | ev ∈ Ei} F'���G

?	�	�
 X = xΣ = (x1 . . . xn) �� Y = yΣ = (y1 . . . yn)� �� /	�
��	� �� ����
���	� ��	���� δ �	��
�� ���� X �� �� ��1������ ev �
� ��	�
 ������ �� �� ����1�� 
������� 6

δ(X, ev) = Y avec ∀i ∈ [1 . . . n]

yi =

{
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pi,j ∈ Pi
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��	���� � Observation

$����� 6 Σ, t
7	���� 6 {obs}
���� ���� pi,j ∈ Pi

obs ��	��

r(pi,j) = robs(p
i,j , t)

*� ����

{obs} ← {r(pi,j)}
3��	����� {obs}
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Pi = Pi
pred ∪ Pi
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k ← 1
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���� ���� ipi,j ∈ IPi
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f i : P (Pi
obs

⋃Di
obs) −→ Resipred

(pi,j, . . . , pi,k) �−→ ρi = f i(pi,j , . . . , pi,k).
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��	���� � Calcul − residus

$����� 6 {p}
7	���� 6 {ρobs}
���� ���� ρij ∈ Resiobs ��	��

r(ρij) = f i({p})
*� ����

{ρobs} ← {r(ρij)}
3��	����� {ρobs}

(

��	����  Modes − compatibles

$����� 6 {ρobs},Σ
7	���� 6 Δi

���� ���� mi
x ∈Mi ��	��

�	 ∀ρik ∈ {ρobs}, r(ρik) ∩ rix �= ∅ �
���
mc← +mi

x

*� �	

*� ����

3��	����� mc
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s(ρ, p) =
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d(p, r(p)) =
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0 si p ∈ r(p)

min(d(p, x), x ∈ r(p)) sinon
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��	���� $ Diagnostic

$����� 6 Σ, t, {obs}
7	���� 6 [ΔΣ , HS , AV , FU c , RUL](t)

.�������
���	� 6 RUL← 1

���� ���� Ci ∈ Σ ��	��

{ρobs} = Calcul − residus({obs})
Δi = Modes − compatibles({ρobs},Σ)

*� ����

ΔΣ = Fusion({Δi},Σ)
���� ���� mi

x ∈ ΔΣ ��	��

HS = Evaluation −HS({obs},mi
x)

AV = Evaluation −AV ({obs},mi
x)

{FU c} = MaJ − fonctions− critiques(AV )

�	 Card({FU c}) = 0 �
���

RUL← 0

*� �	

*� ����

3��	����� [ΔΣ,HS,AV, {FU c}, RUL]

(

��	���� � Fusion

$����� 6 {Δi},
7	���� 6 ΔΣ

���� ���� mΣ
x ∈ Δ1 × . . .×Δn ��	��

�	 ∀(mi
xi,m

j
xj) ∈ mΣ

x ,∀(pi,k, pj,l)|pi,k = st(pj,l), rxi(p
i,k)

⋂
rxj(p

j,l) �= ∅ �
���

ΔΣ ← +mΣ
x

*� �	

*� ����

3��	����� ΔΣ
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(

��	���� , Evaluation −HS

$����� 6 {obs}, six
7	���� 6 HS

���� ���� ppi,k ∈ Pi
obs ��	��

ei,j ← d(ppi,j0 , r(ppi,j))

*� ����

���� ���� ppi,k ∈ Pi
�obs ��	��

ei,j ← d(ppi,j0 , rix(pp
i,j))

*� ����

HS ← {ei,j}
3��	����� HS

(

��	���� - Evaluation −AV

$����� 6 {obs},mi
x

7	���� 6 AV
���� ���� opi,k ∈ Pi

obs ��	��

def i,j ← d(opi,j0 , r(opi,j))

*� ����

���� ���� opi,k ∈ Pi
�obs ��	��

def i,j ← d(opi,j0 , rix(op
i,j))

*� ����

AV ← {def i,j}
3��	����� AV

(

��	���� � MaJ − fonctions− critiques

$����� 6 AV
7	���� 6 {FU c}
���� ���� FU c ∈ {FU c} ��	��
�	 ∃Fuj,k ∈ {FU c} | Av(Fuj,k) = 0 �
���

{FU c(t)} ← {FU c(t)}\FU c

*� �	

*� ����

3��	����� {FU c(t)}

-*
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��	���� �. Pronostic

$����� 6 Σ, t,ΔΣ, {Pmax}
7	���� 6 ΠΣ(t)

.�������
���	� 6 k ← 1

���� ��� RUL �= 0 ��	��

t← t+Δt

���� ���� mΣ
x ∈ ΔΣ ��	��

���� ���� ppi,k ∈ PP ��	��

r(ppi,k) = rΣx (pp
i,k)

*� ����

���� ���� df i
l ∈ DF ��	��

r(df i
l ) = fdf ({r(ppi,k)})

*� ����

{pred} = Prediction(Σ, t, {r(df i
l )})

���� ���� ppi,j ∈ PPpred ��	��

�	 P (ei,j ≥ ei,jx , t) ≥ Pmax(e
i,j) �
���

tk ← t


	���� �� �� �	�
��
*� �	

*� ����

�	 tk == t �
���

[ΔΣ , HS , AV , FU c , RUL](tk) = (Diagnostic(Σ, tk, {pred}))
ΠΣ(t)← ΔΣ(tk)

k ← k + 1

*� �	

*� ����

*� ���� ���

3��	����� {ΠΣ}

(

��	���� �� Suivi− Etat− de− Sante(Σ, t)

$����� 6 Σ, t
7	���� 6 ΔΣ(t),ΠΣ(t)

{obs(t)} ← Observation(Σ, t)

[ΔΣ , HS , AV , FU c , RUL](t) = Diagnostic(Σ, t, {obs(t)})
ΠΣ(t) = Pronostic(Σ, t,ΔΣ(t))

3��	����� {ΠΣ}

&�
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⎛⎝ cos(θa)

cos(θa − 2π/3)

cos(θa + 2π/3)

⎞⎠ � ���1
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Φ0(θ) =

m−1∑
k=0

(−1)kS00(θ − k
2π

m
)B

�� I�� ���������� ��	���� ���
 ��
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 ���� ;��� ������ �� S00(θ) ��T
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Φj(θ) = S00(θ − j
2π

n
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 α2 β2γ ���
δ2 �� ���� �	�
 ;��� ������ 5 �� �0�	�	��� ��
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Vi =
dra

2
Ωasin(θi)sin(α) F��#G

���
 θi = θa + φi2 	J φi =
(i−1)360

n

+���� ������	� �
� 	������ ��T
� 5 ��� ����� ��	�������� �� �� �	
���	� �� ��
�	� Xi = dra(1−
cos(θi))sin(α) F�	�� �� ����� ���!G�

������ ���! M %���0
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���	� Xi �� /	�
��	� ��
� ����� �� � ��� ���
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B� �	�� Ap =
π
4 (dp)

2 � ���� �� ��
�	� �� AO = π
4 (d0)
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B� �	�� AAi � ���� �� �� ��
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Qrbi = −πdxi
dt

dp
2
cri +

πdpc
3
ri

12ρνlc
(Pi − PR) F��-G

?	�
 �	0	�
 �� �� ������ ��
 �����
 �� ����
 ���
 �� �	�� % F������ /	�
��	������G �� ���
 ��
����� 5 ������
 �� ��� ���
�W�������� F����
���G �	�
 ��	�
 5 /���� 5 �� �	
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� ��/����
5 �� ����� ���#G2 ��� �� /��� ��
 ������ ��
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 5 ���
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�� ����� Qip �
� �� ����� �� ����
 ���
 �� �	
��� % 
� ������ �5 �� 0 � ��� ����������	� �	(

��� �� � �
	�������2 ��� ������� ��1
 ���������� ���������� � ������	� ��������� �	����
��� 
�
����	�1�� �
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Qip = CqA0

√
2

ρ
|Pi − Ppi|sgn(Pi − Ppi) F��&G

	J Cq �
� �� 
	�N
���� �� ����� �����
������/ �� �� ��	������ �� �� �	
��� .� �
� ��
	��� 5 ���	��2
���
 �� �
� ��������� 
�� �� ��� �� �� �	��� FCq ∈ [0.6, 0.9]G �1
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QRi =
j3g

12ρν
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La

a
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Lb

b
)(Ppi − PR) F��*G
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 La, Lb, a, b 
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QiA = CqiAAAi

√
2

ρ
|Ppi − PA|sgn(Ppi − PA) F���,G

� ���1
 �� ��	������ �� �� ������ �� �� �	�� 	� � CqiA ∈ [0.68, 0.75]2 
� ������ ���
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� ��
	����
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sAi =

⎧⎨⎩
aθAi si θAi ∈ [0, θmin]

1 si θAi ∈ [θmin, θmax]

aθAi + b si θAi ∈ [θmax, 180]
	J θAi �
� � ����� θi ������ ����� , �� �&, �����
� �� 
����� �� �	������	� �
� 
����� ����� , ��
��

sAi−nor =

⎧⎨⎩
0 si sAi ≤ 0

1 si sAi ≥ 1

sAi sinon

�� ����� �� /���� QRA �� �	�� ���
 �� ����� �
� 
��
��� �� �� �;�� ����1�� ��� �� ����� �� /����
QRi �� ����
 ���
 �� �����2 ���
 ��
 �����
�	�
 ��P������
� .� �� �� �� �;�� �	�� �� ����� ��
/���� QRB �

QRA =
j3g

12ρν
(
Lc

c
+

Ld

d
)(PA − PR) F����G

QRB =
j3g

12ρν
(
Lc

c
+

Ld

d
)(PB − PR) F����G
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	�
������	� �� �� ��

�
�����
���� � ��	����	� ��
 ���

�	�
 �� �����
 ��� dM

dt = Mentrant−Msortant 
	�� dρV
dt = ρQentrant−

ρQsortant � +	��� �� ���
��� ρ ����� ��� ���
 ���� 	� � ��������� 6

∑
Qentrant −

∑
Qsortant =

dV

dt
+

V

B

dP

dt
F���'G

�� ������ ���
 �� �������	� �� �	���� �
� �� ������ /	�
��	������ �����
 ��� �� ������ ���
 ��

	�N
���� �� 
	����

������� B �
� �� ������ ����
��� �� �	����
� �� 
	����

������� �� I�����

4	�� �� �����2 �� ����� /	�
��	���� �
� ��� 
�� �� � 0 � ��
 �� �������	� �� �	���� F�	�
 �������	�

�� �	����� 
E�� ����1�� ��
 ��
�	�
G2 �� � ������	� �� 
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7∑
i=1

(QRi +QRbi) +QRA +QRB =
VR

BR

dPR

dt
F����G

4	�� �� �	����� %2 	� � � �	��	��
 ��
 �� �������	� �� �	���� /	�
��	������ 6

7∑
i=1

QiA −QRA −QA =
VA

BA

dPA

dt
F���!G

� ������	� �
� ��������� �	�� �� �	����� K 6

7∑
i=1

QiB −QRB −QB =
VB

BB

dPB

dt
F���#G
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−Qip −QRbi = S
dxi
dt

+
Vi

Bi

dPi

dt
F���-G

�� �	���� �� �� 
������ �
� �������� �� ������ �� �� �	
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V oli = V ol0 +ApXi� "�� Xi2 �� �	���� ������ ����
������ �� � ����� θi�

$���2 �� ������ �� �� �	
�� �2 �� � 0 � ��
 �� �������	� �� �	���� 
�� �� ��� ���
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Qip +QiB −QiA −QRi = 0 F���&G
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Fi = PiAp +
πνdplc
cri

Vi F���*G
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i=1 Fi�
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Cu =
dra

2
sin(θi)sin(α)Fu F���,G
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 ��	���� ��� ��� 
�
 
	����
 �� �����1���
�

.� ����� ���	����� � �����
�� ��
 
	����
 �� �����1���
 (Rf , Sa) �	�� �����	���� �� ��	�	�0��
������� �� 
������ �� /���� �� �� ����1�� �� ���
 ���
�
� �	

����2 �� �	�� 
	�
������ �� ��
���
����0����� ��
� 
�� �� ��0
���� �� �� /����� +�������� �	�� ������� � ���	��������� �	�

�����
	�
 �� �����1��� ���
 /�
������� �

�

����� :�� 	���	� �
� �� 
�	�
�� �� �����1��� �����
��� �	�
 �����
	�
 ���5 ���
 �� �	�1�� �	����� 
	�
����� �� ������ ?	�
 ��	�
 �� ��������� �� ��

	���(
��
��� 
�� �� ���
� a ����
�� ����
������ �� ������ �� 
� ��
�
���
� Ra� ?	�
 
�	�
�

	�

�	�
 �� �����
����� � ���	��������� ��� ��� 
	���
(
��
���
 ����� 
����
 ��� ��� �������	� ��
�����1��� ����� Ra� �� �	�1�� 
��� ���
� �	��	��
 ��

� 
����� 5 ����������� �;�� �� 
�
 ��
/����2 �� �� ������ �� 
� �����1��� �
� ��
������ ��
����� 
��
 ���	����� �� �	����2 ���
 ��

����� 	���1���� � ���	��������� ��� �� 
	���(
��
��� 
�� �� ���
� � �
� �	�
 6

es(t) = d(Ra0, v(Ra, t)) F!��,G

�� �� �;�� ����1�� 	� ������ �� ���	��������� 
�� ��
 ���� �����
 ���
�
 b �� c�

� ���	��������� �
� ������� �� /	�
��	� ��
 ���� �����1���
 Rf �� Sa �� 
��
����� �� ��
�
(
���
� ����������� �� �� ���
� A ���
 �� �	�
�� �� 
	���(
��
��� �� 
� ��
�
���
� �� ������1�� 6

Ra = Ra0(1− Sa) +
Ra0SaRf

Ra0Sa +Rf
F!���G

�� 
	���� !�� �	���� � ��	����	� �� � ���	��������� �� /	�
��	� �� �����1��� Rf 
� Sa �
� ���
5 50% �	�� ��� 
�������	� �� 
	���(
��
��� 
�� ��� �7%4 &(*� � ���	��������� �
� �������
�� 
�
 �� 
	���(
��
��� /���
�

!���� �� ����������� �� *� �� �	� ��	
� B� ������ ��� ����� �� ���/	����
� def �	��

��
�� ��
 �����1���
 �� 
	���� ��
 
	��	
���
� ��
 �����1���
 �� 
	���� ����� ��
 
������2
�� 
��
�� �� ���� ����� �� ���/	����
� ����� �� 
	���� � ���������2 �� /������
�2 �� ���
� ��

�
 
������� 4�� ������� �� ����� �� ���/	����
� �� �� /	�
��	� Fustator ������ ���
 �� ������
������! �
� 6

def(Fus, t) =
∑

x=a,b,c

(
||Ix,opt| − |v(Ix, t)||

Ix,opt
+
|(Φ(Ix,opt)− Φ(v(Ix, t)))|

Φ(Ix,opt)
+
|f(Ix,opt)− (f(v(Ix, t)))|

f(Ix,opt))
)

F!���G

��-
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��	� �� �� ������ �� �� ��
�
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� �� 
	���(

��
��� F5 ���
��G �� �� �� ����� �� ���/	����
� �� /	�
��	� �� �� ������ �� � ���	���������
F5 ��	���G �	�� ��� �7%4 &(* ���
 �� 
	���(
��
��� �� 50% �� 
����
 
������

�� ����� !�� ����
��� � ����������	� �� �� ����� �� ���/	����
� �� 
���	� ���
 � ����������	�
�� � ���	��������� 
���	������ 4�� ������� ���
 �� ���	��������� �� (50%, 0.25Ω) �	�� ��
�	���� &(*2 	� � v(Ia, t) = 4A2 v(Ib, t) = 3.1A2 v(Ic, t) = 2.4A2 ��	�
 ��� ��
 
	�����
 �	������

	�� �� ���%� 4	�� ��
 �����
���
2 �� ���� �� +/− 120◦ 	� � Φ(v(Ib, t)) = 144◦ �� Φ(v(Ic, t)) =

−128◦2 � 	J �� ����� �� ���/	����
� def(Fus, t) = 1.72�

���� 
����
 � ���	��������� 
	�� �����
2 �� ������� 
���� esd 	J �� ���
� �
� ���1������ 
	���(

��
�����2 �� �� 
�
	�� 
���� esp 	J �� ���
� �
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	���(
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����� ��� �� ��
���� 
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�
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0
�1�� �� 
	�����
 �� �� /	����� �
� ��	� ��
���������2
���
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� �
���P����� � �� 
	���
���� �
� ech(t) = kC(t)
s2

�� �����
 X������ ���
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�
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	�N
���� ��������� �� �������� F��� �������2 
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� ,�,,# �	�� �� 
�����G �� s �
�
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�
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 	������ 
	��� C(t) =
∫ t
0 I

2dt� :�� ��������
���	� ��� 5 �� 
	�����2 
	��� U� ����
;��� �� 
�
 ���
 �� �	�
�� �� 
	���(
��
���2 �����C�� �	�
 ��� ��������
���	� ��� 52 
	�� ��� 25 ��
� �
���P����� �� ������ �� 
������ B� ��
��� �	�
 ���������� �� ����

�� �� 
���� ������� ��
����������� �	�� � �
	����� ?	�
 ��	�
 �� ���
 �� ������ !������ ��� �� ���������	� �� � �
	����
������ �� 
	���(
��
��� ����� 
����
 �
� �� �������

����� �� �0�� ���
������ �� ���������� ��

/�
����
 � ���	��������� 
	�� � ��������� V �� �� /������
� f �� �� ���
�	� � ����������	�2
���
� ��� �� ����������� �� 
���	� TS � � ��
����� ��
 /�
����
 � ���	��������� �� 
���	� �
�
DFs = {V, F, Ts}2 ���
 DFs

obs = {V, F}�
.� � 0 � ��
 � ��I���
� �� 
	���(
��
��� 
�� �� /������
� f �� � ��������� V �� �� ���
�	� � ������(
����	� ���
��� 
�
 /�
����
 ��������� ���������� �� � ����������	�� B� �
� �� �	�
�� 	������
�� 	� �� ����� ��
 
	���� �� /��� ��� �� 
	���(
��
��� �� �� ����� �� ���/	����
� ������� �������
�����C��� ��� ����������	� �� � ��������� ��
 ���
�	�
 � ����������	� ��� �� �	�
�� �� 
	���E��

	������� $� �����
��2 �� 0 � ��� ����������	� �� �� ����������� 
���	����� Ts �� 
�
 ��

	���(
��
��� 5 
��
� ��
 
	�����
 ���	�����
 ��� 
��
����� ���
 ��
 ���
�
 �� ���
 �� �	�
�� ��

	���(
��
����

4	�� ����������� �� ��	���

�	� ��
 
	���
(
��
���
 ����� 
����
2 �	�
 ���
	�
 �� �� �
� ������

���
�� ����� 
	���� �� �	�
 ��
 ����	�1��
 ��������
2 �� �	������� �� �� ��������
� ��
���	���
��
 ��
�
���
�
 �� �� �� ����������� 
���	������ �� ������ �� �� ����������� 
���	����� ���� ;���
	������ 5 ������ �� �� 
	����

��
� �� �� ���

��
� ��������� 
���	����� 5 ��

����2 �	�� �� ������
������ ��
 ��
�
���
�
 �� ���
�
 R ���
 
���	�� �� � �����
��� �� 
	���(
��
��� ��� Rf � B� Rf

������ �� �� ����������� 
���	����� Ts ��� �� �	� �� �������

�����2 �� ��
 ��
�
���
�
 �� ���
�
R ��������� �� Ts ��� �� ��
�
������ �� 
������ +�
 ����	�1��
 
	����
 
	�� �����
����
 
�� ��
����� !�#�

������ !�# M 7
��� ��	
 ��
 ������	�
 ����� �� ����������� 
���	����� �� ��
 ��
�
���
�
 �� 
���	�

?	�
 ��	�	
	�
 ��
 �	�
 ��
 ��P�����
 ��	

 �� 
���� ����� �� 
	�
������� ��
 �0�	��1
�
 
�������
 6
( �� ����������� �������� �
� 
	�
�����2 
 �
� 5 ���� ��� �� �	���� �
� 
�N
������ �������

������� 
	� /	�
��	������� H
( �� 
��
�

� �� �	���� 
� 
	��	��� 
	��� �� ��������� �0��� ��� ��
�
���
� ��������� 
	�
�����
Rth22 �� � ��� ����������� ���/	��� H

( � �
	���� � ��
	
�� 
� 
	��	��� 
	��� ��� ��
�
���
� ��������� 
	�
����� �� ������ Rth1 H
( �� ����������� �� �� �	���� �
� 
	�
����� H
( 	� �� 
 ������

� �� �� ������ ���������2 �� 
	�
������� ��� �� ������ ����
��	��� ��
 �������	�


�� �����������
 �
� 
	����

��	 �� �	�	

	������� ?� ��
�	
��� ��
 �� ��
�����
 � �
��
 	� �� ���	�� � ��������
� �

�=
���
�
 �	�� �
����� �� �	� �� �������

����� �� 
���	�2 �	�
 �����
	�
 �
� �	�� ����
���� �	
 ��	�	
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�
 
�� ��
 ������

� �
	����� ?	�
 
	�
����	�
 ��� �� /	��� �� �� �	� �� �������

����� 
 �������� 5 �� �7%42 �� �	�

��
��	�
 ��
 �	������ �����1���
 �� �� �	� �	�� ��	�� ��
 �����
 �� ��� �����
��
 ��� ����	�� 5
� ��������
��

7	�� L �� ����� �� ��� 
��
���� 5 � ��
���� 	J ��
 /�
����
 � ���	��������� 
	����
��� 5 ;���
��������
 5 � �
	����� � ���1
 ��
 ��
�����
 �� Q�@����R �� �	� �� �������

����� �
� �� �� /	��� 6

L = L0e
−dfs

F!��'G

	J �� /�
���� � ���	��������� ��	��� �
� /	�
��	� ��
 ��	�
 /�
����
 � ���	��������� 6

df s = 0.53log(V ) + 0.19log(f) + 0.54e−bT + 0.03log(V )log(f)− 0.12log(V )e−bT

+0.03log(f)e−bT + 0.05log(V )log(f)e−bT
F!���G

B� �������� ��� ��
 
	�N
����
 ���������� �� ��������� � ����
� �� 
��
�� ��
 
���

 ������(
����������2 ���
 ��

� �� ����
 ������
��	�
�

9��	��	�� �� 
� ���	������ �� �����#�	���	� �� �	� �� �������

����� � ������� ��
 � ��	(
����	� �� � ���	��������� �� 
	��
 �� ����
2 ���
 �� ����� �� ��� �� /	�
��	� ��
 /�
����

� ���	���������� ?	�
 
	�����	�
 �� ������� �� ������ �� �� ��
�
���
� �� 
	���(
��
��� Rf 2
�	�� 
� /���� �	�
 
�	�
�

	�
 � ����	����� ��
 �	���
 �� ��� PV �� 
���	�� �� �	���� �� �	���

�� ��� ������� PV0 
	���
�	�� 5 �� ����� �� ��� �������� L02 �� ����� t �� t + dt �� ��	�	���	� ��
�	���
 �� ��� 
	�
	���� �
� PV (t)− PV (t+ dt) = dt

L(t) 2 � 	J

PV (t) =

∫ t

0

1

L(z)
.dz F!��!G

�� �	� �� �������

����� � ����� ��
 
����� 5 ��������2 
���� ���������	� ���� 
� /���� ��� ��(
��	������	� 5 � ���� � ��� /	�
��	� 
	�
����� ��� �	�
���� �0��� �� ������ L(T (tk+1)) ����� ��

��
����
 tk �� tk+1 F����	�� ��
 ��
������
G�

⎧⎨⎩ PV (0) = 0

PV (tk+1) = PV (tk) +
(tk+1−tk)
L(T (tk+1))

F!��#G

�� �	� �	����� � ��	����	� �� 
	���(
��
��� �� /	�
��	� �� �	���� �� �	���
 �� ��� 
	�
	���

� ���
�� ��
 5 �	��� 
	����

��
�� ?	�
 
�	�
�

	�
 ��� �	� ���	��������� 
�� �	�
 ���
	�
 ���
�� ����

� �� �� ���������	� 
 �

��1�� ���
 �� ����
 6

Rf (t) = Rf0(1− exp(−kPV (t)− PV0

PV0
)); F!��-G

9��	��	�� ��� ���	������� �� ����� % �� ����������� T �� ��
�
���
� R � ��� �	���� �
�
R(T ) = (ρ(T ) × L)/s2 	J l �
� �� �	������ �� �� 
	�
������� �� �	���� �� s �
� 
� 
�
��	�� 7	��
T0 �� ����������� �	������ �� /	�
��	�������2 R0 = Ra(T0)�

�',
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�� �������	� �� ����������� �� T0 5 T ��	�	��� �� 
��������� �� �� ������ �� �� ��
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���
�

R(T ) = R(T0) +
l

s
× (ρ(T )− ρ(20)) F!��&G

	J �� ��
�
������ �� 
����� �
� ρ(T ) = 17.24 × (1 + 4.2 × 10−3 × (T − 20)) × 10−6�

)	��	���	�� �� ��	������ �����	��� �� ���

��
� Pd ��

���� ��� �� 
	��� 
��
��� ����� ��


����
 �
� 6 {

Pd = (Ts−Tc)
Rth1

Pd = (Tc−Ta)
Rth2

	J Ts2Tc �� Ta 
	�� ��
��
�������� ��
 �����������
 �� 
���	�2 �� �� 
��
�

� �� �	����2 ��
��������� +� 
0
�1�� � ������	� �����
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   Motor 10−12 : flux dans les bobines de la phase A 
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�9% 6 ����
��	� 9������� �� � %�������
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fd(t) =
1

σ
√
2π

e−
1
2
( t−μ

σ
)2 F#��G

+���� �	� �
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0�������� �� ������ �� ���� �����1���
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f(t, df i) = λe−λt F#��G
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W (t, β, η, γ) = β/η((t − γ)/η)β−1e−((t−γ)/η)β F#�'G

	J η2 �� �����1��� � �
����� �� �� �	�2 �
� �� ����� �� ��� �	0����2 β2 �� �����1��� �� /	���2
�	���� �� /	��� �� �� ��/2 �� γ2 �� �����1��� � 	������ ��
 ����
2 �����
���� �� ��� ��������� ��

�����1���
 η �� β 
	�� ���
 5 �� ����� �� ��� �	0���� ����� �� /���� F�AK@ �	�� ���� A���
K�/	�� @������G �� � ����������� ]���� 5 γ2 �� �
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�
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��� 	� �� �������
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� ������� �� 
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 F�	�������
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f(t, α, β) = tα−1 (β
αe−βt)

Γ(α)
F#��G

	J α �
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f(t) =
1

2
√

(2π)α2βt2
t2 − β2√
t
β −

√
β
t

e
− 1

2α2 (
t
β
−β

t
−2) F#�!G
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p(k) = P (X = k) = e−λλ
k

k!
F#�#G
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fα(t−s),β(u) =
βα(t−s)μα(t−s)−1e−βu1u≥0

Γ(α(t− s)
F#�-G

	J α(t − s) �
� �� �����1��� �� /	���2 �� β �
� �� �����1��� � �
������ 4��
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0
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� ���������� ��� 
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r(t,Xt) = r1(t)1Xt≤Ms + r2(t)1Xt≥Ms F#�&G
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� ��� �	� ��0
���� ��� ������� � ��I���
�
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���� � ���	��������� ����������� T 
�� �� ����� �� ��� L � �� 
�
��� ���
��	����� 	�
� �� 
	��	
��� �	�� �� ��	
�

�
 �� ���������	� �
� 
������� 6

L = L0e
−Ea/kT F#�*G

	J Ea �
� � ������� � �
������	�2 k �
� �� 
	�
����� �� K	��=���� ����� 5 8.62.10−5eV/K2 L0

�
� �� /�
���� � �
����� ��������� ��� �������������	�� Q"��,-R � �����
� ��� ������� �	�� �	(
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�� �� �������
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�����
 5 ���
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 ��� ����	����	� �� � ���
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B� �� ����	��� ��������� �	�� ��
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����2 ��������2
��������� �� ����
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����� �� �������
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����
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�

�� ���0
� �� ��	������ 	������ �� �	�1�� �� ���

��
� �����
� �
� ��� �	� ��� ���� ;���
��0
����2 �� ��� ������� � ����
� � �� /�
���� � ���	��������� V 
�� �� ����� �� ��� L ��

	��	
��� F��� �������2 �P�� �� �� ���
�	� 
�� ��� ���
��	�����G 6

L = 1/(KV )n F#��,G

	J n ������ �� 
	��	
���� B� �� ����	��� �	�� ��
 ��(���
������
2 ��
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��	�����
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	���
 5 �� /�������

:� 
�
 �����
����� �� 
� �	�1�� �
� �� �	� +	N� ���
	� ��� �	��� �� �	���� �� 
0
��
 �	0��

5 �� ������� �� N ��1
�
 
	���
�
 5 �� /������ 
	����

��� ��
 �������	�
 �� ����������� T 	�
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�	

 ���������
 ΔT 6

N(T ) =
A

TB
F#���G

A �� B 
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����
 � ���	��������� ��� �� �����������2 
	��� ��
���
�	� V 	� � ���	��� ���� ����� 
���

 6

L = exp(A+B/T + CV +DV/T )/T F#���G

.� �
� ��
� 
�� �� ���	��� ��0
���� F��0
���� ���������G2 
� � �
� ��
 �� �	�1�� ����������
B� �� ����	��� ��� ������� �	�� �	����
�� �� �������

����� �� 
	��	
���
 ���
��	�����
2 ��

	���
����
 ���������2 �� 
	��	
���
 ��
������
 
	���
 5 �� ��������
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�	 �� !��	� �� �	� �� 4���
 �
� 
���� ���
 �� �	������ 	������
 �	�� Q4	��,R� $���
�����
���� � ��	����	� � ��� �

��� ���� �	���� F
��������� 5 ���G �� /	�
��	� �� �	���� ��

0
��
 6

da/dN = C(ΔK)m F#��'G

� ���	��������� �
� �� ������ �� �� �

��� a2 �� ����
 �
� �����
���� ��� �� �	���� �� 
0
��
N 2 ΔK �����
���� �� �������	� �� /�
���� � �����
��� �� 
	�������� 
�� �� 
0
��2 �	�
 �� /�
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0
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CD =

k∑
i=1

CSi

Ni
≤ 1 F#���G
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D = na/Na F#��!G

	J na �
� �� �	���� � 	
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 �� � ��1������ a ��� ��	���� �� �	����� 1/Na �� D �
� ��
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 � ��
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��= Q�9��R� 4�� ������� �	�� ��� �����2 � ��� ��
 ���������	� �	

����
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� � �
��� ���
���

����� ��� �
� �	����
�� ��� � ����������	� �� 
	�N
���� �� /�	��������

.
r (t) = ωr|Ff (t)v(t)| F#��#G

	J � �
� �� 
	�N
���� �� /�	�������2 ωr �
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	�N
���� � �
���2 Ff �
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.
A (t) = ωi|Ff (t)v(t)| F#��-G
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 ωi �� 
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� �� �� /�����
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λp = λbπAπEπQ... F#��&G

���
 λb �� ���� �� ��
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� df i � �� �	��� 6

df i = λBQa/Qf F#��*G
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� �� ���� �� ��/������
� �� ��
� �� �	���2 Qa �� Qf 
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h(t, v) = h0(t)Φ(γi, vi) F#��,G

	J h0(t) �
� �� ��
��� �� ��/������
� �� ��
�2 �� Φ ��� /	�
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λ(t, Z) = λ0(t)× g(Z) = β/η(t/η)β−1 × exp(B.Z) F#���G

	J λ0 �
� �� ���� �� ��/������
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 β �� �����1��� �� /	��� �� η �� �����1��� � �
�����2
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S(ti) = ηi + εi = η(ti,Φ,Θ) + εi F#���G
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Pr(T ≤ t) = FT (t,Φ, GΘ(.),D, η) F#��'G
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( ��
 �����1���
 �������
 ��� � $�4 �� �� �	����
M Uab, Ubc, Uca F"G 6 ���
�	�
 � ����������	� ���
�(���
� �� �	����

( ��
 �����1���
 �� �	����
M ω F���W
G 6 ����

� ���
������ ��
 ���
�	�
 �� 
	�����

M Cr F?�G 6 
	���� �������� ��� � ����� �	���� 
�� �� �	�	�
M Ea, Eb, Ec F"G 6 ���
�	�
 �������
 ���
 ��
 ���	�������
 ��� �� 
���� �� �	�	�
M Ia, Ib, Ic F%G 6 
	�����
 �� ���
�
M ��
 �����1���
 ���
 �� �	�1�� ��	�������� �� �� �7%4

M α F���G 6 �����
�	� ��������� � ��� ����
M β F���G 6 �����
�	� ��������� � ��� ��
	
��
M γ F���G 6 �����
�	� ��������� � �� ������
M δ F���G 6 �����
�	� ��������� �� � �
��
� �����(������

M φ00 FZ�G 6 I�� ���������� ��	���� ��� � ������ M0 ���
 �� ���� T0

M Bmax FAG 6 ������ �������� �� 
���� ���������� 
��� ��� �� ������
M d Fm2G 6 ����1��� �� �	�	�
M l F�G 6 �	������ ��
 ������

M Mi 6 ��
 ������

M S00 6 
��/�
� �� � ������ M0 �� /�
� �� �� ���� T0

�&,



9�&� �	�
� ��� �����!
��� �� ���!
� �� 
�3�4

M Tj 6 ��
 ����

( ��
 �����1���
 �������
 ��� �� �	��� �� �� �	����

M Ωa F���W
G 6 ����

� �� �	����	� �� � ����� ��� ����	�� �� 
	��

M θa F���G 6 �	
���	� ��������� �� � ����� �	���� ��� ����	�� �� 
	��

M Ca F?�G 6 
	���� ����
� ��� � ����� �� �� �	��� 
�� � ����� �� �	����

( ��
 �����1���
 �� �� �	���
M θi F���G 6 �	
���	� ��������� 
	������ �� ��
�	� ��� ����	�� 5 � 	������
M θb F���G 6 �	
���	� ��������� �� �������� ��� ����	�� �� 
	��

M Cu F?�G 6 
	���� ����
� ��� ��
 ���������
 
�� � ����� �� �� �	���
M Cp F?�G 6 
	���� ����
� ��� �� �������� 
�� � ����� �� �� �	���
M F F?G 6 /	�
� ����
�� ��� �� ��

	�� �� ��� ��
 ������
 �0��	�0�������
 
�� �� ��������
M Fi F?G 6 /	�
� ����
�� ��� �� ��
�	� 
�� �� ���������
M Pi F4�G 6 ���

�	� �� I���� ���
 �� ���� �� �������� �� ��
�	� �
M PR F4�G 6 ���

�	� �� I���� �� ������ �� �����
M QAi Fm3/sG 6 ����� �� ���� �� �������� �

	
�� �� ��
�	� � ���
 �� �	�� % ��� �� ��
�������	�
M QBi Fm3/sG 6 ����� �� ���� �� �������� �

	
�� �� ��
�	� � ���
 �� �	�� K ��� �� ��
�������	�
M QRi Fm3/sG 6 ����� �� ���� �� �������� �

	
�� �� ��
�	� � ���
 �� �����
M QR Fm3/sG 6 ����� �	��� �� I���� ���
 �� �����
M V F�W
G 6 ����

� �� ����
����	� �� �������� ��� ����	�� �� 
	��

M Vv F�W
G 6 ����

� �� �����
����� �������� �� ��
�	� �� �����
M Vi F�W
G 6 ����

� �������� �� ��
�	� ��� ����	�� �� ��������
M Xi F�G 6 �	
���	� �� ��
�	� ��� ����	�� �� ��������

( ��
 �����1���
 �������
 ��� �� �	��� �� �� �����
M PA F4�G 6 ���

�	� �� I���� �� ������ �� �	�� % �� �� �	���
M PB F4�G 6 ���

�	� �� I���� �� ������ �� �	�� K �� �� �	���
M QA Fm3/sG 6 ����� �	��� �� I���� ���
 �� �	�� %
M QB Fm3/sG 6 ����� �	��� �� I���� ���
 �� �	�� K

( ��
 �����1���
 �� �����
M Fv F?G 6 /	�
� ����
�� ��� �� 
����� 
�� �� ��
�	� �� �����
M XV F�G 6 �	
���	� �� �� ���� �� ����� ��� ����	�� 5 � 	������

��
 �����1���
 5 �0������� ����� 
	�� ��
 
������
 6
( ��
 �����1���
 �� �	����

M J 6 �	���� � ������� �� �� ������ �	���� �� �	����
M Ke F"WF���W
GG 6 
	�
����� ���
��	(���������� 
���
����
����� ��
 ������
 �� �	�	�
M Kf 6 
	�N
���� �� /�	������� ��
����� ���������� ����� �� 
���	� �� �� �	�	� �� �	����
M La, Lb, Lc F�G 6 ����
���
�
 ��
 ��	�
 ���	�������

M Ra, Rb, Rc FΩG 6 ��
�
���
�
 ��
 ��	�
 ���	�������

M Za, Zb, Zc 6 �������
�
 
	������
 ��
 ���
�
 �2 �2 
 �� �	����

( ��
 �����1���
 �� �� �	���
M ρ Fkg/m3G 6 ��

� �	������� �� I����
M μ F4��
G 6 ��

	
��� �0������� �� I����
M ν 6 ��

	
���
���������� �� I����
M α F���G 6 ����� �� � ��� ���
� �� �� �	���
M φi F���G 6 �	
���	� ��������� �� ��
�	� ��� ����	�� �� ��
�	� �������������� 
�	�
� 
	���

����� 5 � 	������ F
 �
�(5(���� ��� ��� φ1 = 0G
M θminF���G 6 �	
���	� ��������� �	�� �������� �� ��
�	� ����� �� 
	���
� ���
 �� ������
M θmaxF���G 6 �	
���	� ��������� ������ �	�� �������� �� ��
�	� � �
� ���
 �� 
	���
� ���
 ��

�&�
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������
M AO Fm2G 6 ���� �� � 	���
� �� ��
����� �� ���� �� ��������
M Ap Fm2G 6 ���� �� ��
�	�
M At Fm2G 6 ���� �� �� ���� F�	� ���
 �� 
	��	
��� ��
�	� �� %��
��G
M B F4�G 6 �	���� �� 
	����

������� �� I����
M Cq(−) 6 
	�N
���� �� ����� �����
������/ �� �� /	��� �� �� ��
���
��	� �� ������ ������W�	��
M cri F�G 6 ��� ��������� ����� �� ��
�	� i �� �� ���� �� ��������
M Cv 6 
	�N
���� �� /�	������� ��
����� ����� �� 
	��
 �� ����� �� �� ��
�	� �� �����
M dra F�G 6 ����1��� �� ���������	� ��
 �����
 ��
 ���������
 
�� � �����
M dp F�G 6 ����1��� �� ��
�	�
M d0 F�G 6 ����1��� �� � 	���
� �� ��
����� ���������� F����� �� ��
�	� �� �� ���� �� ��������G
M dt F����1
G 6 
�
���� ��������� �� �� ������
M jg(m) 6 ������� �� ��� ����� �� ���
� �� ��
�������	� �� �� ��������
M k F?W�G 6 ������� �� ��

	��
M lc F�G 6 
	��
� �� ��
�	�
M m FO�G 6 ��

� �� ��������
M Rg1 F�G 6 ��0	� ��������� �� �� ���
�
M Rg2 F�G 6 ��0	� ��������� �� �� ������
M Rg3 F�G 6 ��0	� ��������� �� �� ������
M Rg4 F�G 6 ��0	� ��������� �� �� ���
�
M Sv 6 
��/�
� �� ��
�	� �� �����
M V ol0 Fm3G 6 �	���� �	�� �� �� 
������ 6 �	���� ���
 �� ���� �� �������� �	�
��� �� ��
�	�

�
� �� �	��� �	�� ����
M V olA(m

3) 6 �	���� ��
�	����� �	�� �� I���� �� ������ �� �� ������ �� �� �	�� %
M V olB(m

3) 6 �	���� ��
�	����� �	�� �� I���� �� ������ �� �� ������ �� �� �	�� K
( ��
 �����1���
 �� �����

M Mtige FO�G 6 ��

� �� �� ���� �� �����
M VA(m

3) 6 �	���� �� �� 
������ % �� �����
M VB(m

3) 6 �	���� �� �� 
������ K �� �����
M VA0(m

3) 6 �	���� �� �� 
������ % �� ����� �	�
��� 
� �	
���	� �
� � 	������
M VB0(m

3) 6 �	���� �� �� 
������ K �� ����� �	�
��� 
� �	
���	� �
� � 	������
��
 �����1���
 
	�� �
� �������
 �� ����� 7. �	�� ��
 
��
��
2 ���
 �� 
���� �� �	
����� ��

�	���	�� ���/	�
 ;��� �������
 �� ����� ������ �	�� �	���� �� 	���� �� �������� �� 
�������� ��

��
�����
�

+�# $����� �� �� ��	������ �����	��� - �	��	��� �� ��� �� �����!

�	���	� ������	���

�� 

���� �� �	���� �
� �� 
������ �� ���
��
� � �� 
	���(
��
��� F����� #�'G�

�&�



9�'� "�
��
 �� 
� ��	������ 
����	��� � �	��	��� �� ��� �� ����
��	���	
 �
�
��	���

������ #�' M 

���� �� �	���� �� ���
��
� � �� 
	���(
��
��� 
���	�����

%��
 �	�� ��
 ���
�	�
 6⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

U F
	�
�����2 ���	
�� ��� �� ��
����
Uab = U.eiωt

Ubc = U.eiωt+2π/3

Uac = Uab + Ubc

E F
	�
�����2 ���	
�� ��� �� ����

� �� �	����	� �� �	����2 �	�
 ��� :G
Ea = E.eiωt ���
 E′

a = (1− Sa).Ea ���
 E′′a = Sa.Ea

Eb = E.ei(ωt+2∗π/3)

Ec = E.ei(ωt+4∗π/3)

�� �	�� ��
 �������
�
 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Za1 = (1− Sa)Ra +i[(1 − Sa)

2 −Ma] ∗ Laω FMa �������� ����
���
� ��
 ���� ������
 �� �� �	����G
Za2 = SaRa +i[S2

a −Ma] ∗ Laω]

Zb = Rb +i[Lbω]

Zc = Rc +i[Lcω]

4	�� 
�������� � �
������ �� 
��
 ������ ����� �� ���
�
�	�2 �	�
 
	�
����	�
 ��� ��
 �������
�

��
 ��	�
 ���
�
 	�� ��
 ������
 ���������
 F�� � ��
��
� �� 
	��� 
��
���G 6

Ra = Rb = Rc = R

La = Lb = Lc = L

Za = Zb = Zc = Z

4�

	�
 ��� �� ���	�1�� �� 
�����	
���	� �	�� ���������� ��
 
	�����
 ���
 �� ���
� %�

�� E′
a = 0, Eb = 0, Ec = 0, Uxy = 0 �� 
��
��� ��	��� ������� �	�


:�� 
���� 
	��
� �� ���
�	� �
�� B� ���� 
��
���� �� 
	����� ���
 � �������
� Za2 ��
�
������ 6

IccZa2(Rf ) = − E′′
a

[Za2 +Rf//(Za1 + (Zb//Zc)]
= − E′′

a

Za2 + (Rf//Zabc)

�5 ��
	��2 � �����

�	� ����0����� ��������� � � ��
 � �����;�2 ���
 
���� �����

�	� ������
��� ��
	����	� ��������� 
��
 ��N
�����

�&'
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������ #�� M �P�� �� 
	��
� �� ���
�	� �� �� �	�
�� �� 
	���(
��
���

.� �
� ��	�
 �	

���� �� ���������� �� 
	����� ���
 �� ��
�
���
� Rf 6

Rf ∗ Icc(Rf ) + IccZa1 ∗ Zabc

� 	J
Icc(Rf ) = −IccZa2(Rf ) ∗ Zabc

Zabc +Rf

��
 
	�����
 ���
 ��
 
��� �������
�
 
	�� �	�
 6⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

IccZa2(Rf ) = − E′′
a

Za2+(Rf//Zabc)

Icc(Rf ) = −IccZa2(Rf ) ∗ Zabc
Zabc+Rf

IccZa1(Rf ) = IccZa2(Rf ) + Icc(Rf )

IccZb′Rf ) = − IccZa1(Rf )
2

IccZc(Rf ) = − IccZa1(Rf )
2

�� E′′
a = 0 �� 
��
��� ��	��� ������� �	�


������ #�! M 7��
 �� 
	��
� �� ���
�	� �� �� �	�
�� �� 
	���(
��
���

?	�	�
 Za(Rf ) � �������
� �� �� ����
�� 
	���
�	����� 5 �� ���
� %�

Za(Rf ) = Za1 +
Za2∗Rf

Za2+Rf

��
 �	�
 ��
 ������
 �� ��
 �D��
 ���������� � �
���� 6⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−E′

a −Za(Rf )Ia(Rf ) +ZbIb(Rf ) +Eb +Uab = 0 (1)

−E′
a −Za(Rf )Ia(Rf ) +ZcIc(Rf ) +Ec +Uac = 0 (2)

−Eb −ZbIb(Rf ) +ZcIc(R)f) +Ec +Ubc = 0 (3)

Ia(Rf ) +Ib(Rf ) +Ic(Rf ) = 0 (4)

�&�



9�8� ��� ����� ��� ����� ��� ��������
� �� 
� �645

� 	J 6
(1) → Ib(Rf ) =

E′
a−Eb−Uab+Za(Rf ).Ia(Rf )

Zb
(5)

(2) → Ic(Rf ) =
E′

a−Ec−Uac+Za(Rf ).Ia(Rf )
Zc

(6)

���


(4) + (5) + (6) → Ia(Rf ) +
E′

a−Eb−Uab+Za(Rf )
Zb

Ia(Rf ) +
E′

a−Ec−Uac+Za(Rf )
Zc

Ia(Rf ) = 0

�� ���� F���
 Zb = Zc = ZG

Ia(Rf ) =
Uab+Uac+Eb+Ec−2E′

a
Z+2Za(Rf )

(7)

��
 ������	�
 F!G2F#G �� F-G ���������� �	�
 �� 
��
���� ������������� ��
 
	����� ���

�	���
 ��
 �������
�
 �� 
��
��� ������
� �� 
���	� �� �	�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ia(Rf ) = Uab+Uac+Eb+Ec−2E′
a

Z+2Za(Rf )

Ib(Rf ) =
E′

a−Eb−Uab+Za(Rf ).Ia(Rf )
Zb

Ic(Rf ) =
E′

a−Ec−Uac+Za(Rf ).Ia(Rf )
Zc

IaRf (Rf ) = Ia(Rf ) ∗ Za2
Za2+Rf

IaZa2(Rf ) = Ia(Rf )− IaRf (Rf )

��
 
	�����
 ���
 ��
 
��� �������
�
 ��
������ �� �� 
	��� ��
 ���� ��	���
 � ������	�
 6

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ITotalZa1(Rf ) = Ia(Rf ) + IccRf (Rf )

ITotalZa2(Rf ) = IaZa2(Rf ) + IccZa2(Rf )

ITotalRf (Rf ) = IaRf (Rf ) + IccRf (Rf )

ITotalZb(Rf ) = Ib(Rf ) + IccZb(Rf )

ITotalZc(Rf ) = Ic(Rf ) + IccZc(Rf )

+� ��� ������ ���� �� 
��
���� �� ���

��
� ��

���� ��� �P�� �	��� ���
 
��
��� ��
 �������
�

�� 
��
��� ���
������ �� 
���	� 6

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PZa1(Rf ) = ||IeffZa1(Rf )||2 ∗Re(Za1)

PZa2(Rf ) = ||IeffZa2(Rf )||2 ∗Re(Za2)

PRf (Rf ) = ||IeffRf (Rf )||2 ∗Rf

PZb(Rf ) = ||IeffZb(Rf )||2 ∗Re(Zb)

PZc(Rf ) = ||IeffZc(Rf )||2 ∗Re(Zc)

+�) ��� ����� ��� ����� ��� ���������� �� �� �0/*

��
 ����
 �	�� ��
 �����1���
 ��
 
	��	
���
 ���
 ��
 ��P�����
 �	��
 
	�� ���������
 ���
����	�� 5 � �����
���	� �� 
	�� 6

4	�� �� 
���	� �� �	�� �	����� 6
rn(E

s
a)^ Q��������� F"G2 ���
� F�����
G2 /������
� F�=GR^QQ-2�,R2,2''R

rn(E
s
b )^ Q��������� F"G2 ���
� F�����
G2 /������
� F�=GR^QQ-2�,R2(��,2''R

�&!
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rn(E
s
c )^ Q��������� F"G2 ���
� F�����
G2 /������
� F�=GR^QQ-2�,R2��,2''R

rn(I
s
a)^Q��������� F%G2 ���
� F�����
G2 /������
� F�=GR^QQ�2��!R2,2''R

rn(I
s
b )^Q��������� F%G2 ���
� F�����
G2 /������
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