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Résumé

Cette these de doctorat apporte deux contributions au champ de I’Automatique :
la premiere aborde le controle d’attitude d'un objet rigide quelconque completement
commandé tournant dans l'espace; la seconde concerne des méthodes d’analyse et
de synthese de controleur pour les systémes Linéaires Variant dans le Temps.

La premiere contribution développe en détail la modélisation du suivi d’une
trajectoire d’attitude théoriquement réalisable par un objet rigide en rotation, en
utilisant le quaternion unitaire pour modéliser son attitude. Le mouvement de ro-
tation est intrinsequement non linéaire (trigonométrique), avec des singularités liées
a sa périodicité, impliquant la non existence de controleur linéaire invariant dans le
temps en mesure de rendre le systeme en boucle fermée globalement stable. En pre-
nant en compte ces spécificités, la synthese de controleurs non linéaires permettant
d’obtenir une stabilité asymptotique presque globale de la boucle fermée est ensuite
développée. Des perspectives pour améliorer ce résultat avec des intégrateurs pour
annuler les erreurs statiques et de tralnage sont finalement proposées.

De la question du réglage de ces controleurs non linéaires pour respecter si-
multanément plusieurs critéres de performances, découle la seconde contribution :
I'opportunité d’étendre aux systemes Linéaires Variant dans le Temps les notions
de placement de pdles et d’analyse de performances entrées/sorties des systeémes
Linéaires Invariant dans le Temps. La méthode proposée concerne les systemes aux
parametres variant dans le temps bornés dans un ensemble convexe décrit par un
polytope. Elle permet d’écrire les probléemes d’analyse de performances sous forme
d’Inégalités Linéaires Matricielles Différentielles, puis de les convertir en Inégalités
Linéaires Matricielles pour la synthese de contrdleurs par retour d’état statique.
Pour ce dernier résultat, deux formulations sont proposées : la premiere avec un
certificat de Lyapunov commun a toutes les exigences ; la seconde avec ’ajout d'une
S-variable permet de rechercher simultanément plusieurs certificats de Lyapunov,
un pour chaque exigence de performance du probléme multi-objectif.

Ce résultat de synthese est finalement appliqué au probléeme du contrdle d’atti-
tude.

Mots clés : Systemes variant dans le temps, systemes non-linéaires, stabilité,
performances, robustesse, LMI, S-variable, attitude, quaternion.
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Abstract

This PhD thesis brings two contributions to the field of System Control: the first
one deals with the attitude control of a generic fully actuated rigid object rotating
in space; the second one concerns methods of analysis and synthesis of controllers
for Linear Time Varying systems.

The first contribution develops in detail the modeling of the tracking of a theor-
etically feasible attitude trajectory performed by this generic rotating object, using
the unit quaternion to model the attitude. The rotational motion is intrinsically
nonlinear (trigonometric), with singularities related to its periodicity, implying the
non existence of a Linear Time Invariant controller able to make the closed loop
system globally stable. By taking into account these specificities, the synthesis of
nonlinear controllers enabling to obtain an almost global asymptotic stability of
the closed loop system is then developed. Perspectives to improve this result with
integrators to cancel out static and drag errors are finally proposed.

The question of tuning these non-linear controllers to simultaneously meet sev-
eral performance criteria leads to the second contribution: the opportunity to extend
to Linear Time Varying systems the notions of pole placement and input/output
performances analysis of Linear Time Invariant systems. The proposed method
concerns systems with time varying parameters bounded in a convex set described
by a polytope. It allows to write the performance analysis problems in the form
of Differential Linear Matrix Inequalities, then to convert them into Linear Matrix
Inequalities for the static state feedback synthesis. For this last result, two formu-
lations are proposed: the first one with a Lyapunov certificate common to all the
requirements; the second one with an added S-variable which allows to simultan-
eously search for several Lyapunov certificates, one for each performance requirement
of the multi-objective problem.

This synthesis result is eventually applied to the attitude control problem.

Keywords: Time-varying systems, non-linear systems, stability, performances,
robust, LMI, S-Variable, attitude, quaternion.
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Notations

Cette partie présente les notations utilisées tout au long de la these :

— Pour les ensembles :

N, N* : les ensembles des entiers positifs ou nuls, des entiers positifs non
nuls.

R, R*, R, R, : les ensembles des réels, des réels non nuls, des réels
positifs ou nuls, des réels strictement positifs,

C : ’ensemble des complexes,
R™ (C") : 'ensemble des vecteurs réels (complexes) de dimension n,

R™ ™ (C™*™) : ensemble des matrices réelles (complexes) a n lignes et
m colonnes,

S" = {M € R™"|M" = M} : I'ensemble des matrices réelles symé-
triques,

S% (S%,) : I'ensemble des matrices réelles symétriques semi-définies po-
sitives (définies positives) de R™*"

H" := {M € C"*" | M* = M} : Pensemble des matrices complexes her-
maitiennes,

H?% (H?. ) I'ensemble des matrices complexes hermitiennes semi-définies
positives (définies positives) de C"*",

— Pour les matrices :

I est la matrice identité (de dimension appropriée) ; si besoin de préciser
la dimension, I,, est la matrice identité de dimension n,

MT € R™™ est la transposée de la matrice M € R™™,

M* € C™ ™ est la transconjuguée (conjuguée et transposée) de la matrice

M € (I:n><m7
A(M) est le vecteur des valeurs propres de M € C"*",

M# € C™™ est la matrice pseudo-inverse de la matrice M € C™™
elle est égale & (M*M)~'M* si le rang de M est égal & son nombre de
colonnes ; égale & M*(MM*)~! si le rang de M est égal & son nombre de
lignes,

{M} =M+ M*, {M}"* € H" pour M € C"*",

M >0 (M > 0) pour M € H" signifie que M est (semi-)définie positive
(les symboles < et < sont utilisés pour I'inégalité opposée, signifiant M
(semi-)définie négative).

Cette inégalité matricielle est équivalente a : Vo € C",z*Mx > 0 (> 0)
Ce passage par équivalence de la formulation matricielle a la formulation
scalaire est appelée dans la these opération de congruence (de x sur la
LMI M > 0),

M >~ N (M = N) pour M, N € H" signifie que la matrice M — N est
(semi-)définie positive,
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xiv Notations

M N*
— = 0, avec Q € HY inversible, M € H" et N € C9*", est
N Q
équivalent par complément de Schur & M — N*Q N = 0 et Q = 0,
mHN mqu
— M®N = € CP*% est le produit de Kronecker de
MmN ... mpgN

M = (m;;) € CP*% et N € C™°.
— Pour les signaux et normes :

— 71 € R? est la notation des vecteurs pour la géométrie dans ’espace a 3
dimensions (tout autre vecteur de dimensions différentes de 3 sera noté
sans fléche),

— n!l=1x2x3x ... xn est le produit factoriel de n € N,

. dx s d’z Aveird :
—rT= 0= g sont les dérivées successives de x par rapport au temps,

— ||z|]| = VaTz (= Vo*x) : Norme euclidienne, ou norme 2, du vecteur
re€R" (x e C"),

— |x| 4 correspond a la distance euclidienne entre x € C" et A C C", définie
par [z]4 = inf{[ly — z[| [ y € A},

— |lzll2 = \/f0+°° [|z(t)||?dt est la norme Ly du signal z(t) € C",

— 2ll2pyeyy = VS ||2()]|2dt est la norme Lo tronquée a Iintervalle [to; t],

notée norme Ly, ., du signal z(t) € C". Lorsque ty, = 0 et t; tend vers
I’infini, la norme £2[t0;t1] est équivalente a la norme L.

— o Ry — R, est une fonction de classe K si «(0) = 0, si elle est stric-
tement croissante et si limg_, 4o a(s) = +00

— Pour les polytopes :

— L’ensemble Co{AlM=1-?} désigne le polytope défini comme 1’ensemble
convexe intérieur aux v sommets APl je. 'ensemble des matrices A(¢) =
s &AM on YU & =1et & > 0.

— Pour le quaternion unitaire et ’orientation dans ’espace (cf. annexe

— le quaternion unitaire est défini par :

o cos(6/2)
o n$
q= R ey . c R*
qv G2 sin(6/2) | n,

qs3 n,
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Il représente une rotation d’angle 6 autour de ’axe défini par le vecteur
unitaire 7 = (n, n, n,)’ € R® dans le référentiel de référence. ¢, =
cos(#/2) est généralement appelé la partie scalaire du quaternion et gy =
sin(0/2)i (= qv) la partie vectorielle,

do —qs3 q2
Se@) =1 ¢ q@ —¢l| = @ls+ Sv(gv) est la matrice "antisymé-
92 q 4o

trique" du quaternion ¢ (I'utilisation du nom "antisymétrique" est abusif
pour le quaternion du fait que S,(q)" = g,/3 — Sy (qv) n’est pas égal a
—5,(q), par conséquent S,(¢q) n’est pas une matrice antisymétrique).

La matrice antisymétrique Sy d’'un vecteur 7; € R3, qui vérifie bien la
relation d’antisymétrie des matrices Sy (7;)" = — Sy (7;), permet de faire
matriciellement 1'opération de produit vectoriel avec un vecteur i, de R3
de cette maniére : Sy (7i1)7ly = 7y A Tig,

Qq(q) € R*? est la matrice de rotation usuelle de la géométrie dans
I’espace a 3 dimensions, correspondant a la rotation d’angle 6 autour
de I'axe 1 définie par le quaternion ¢. Elle peut étre calculée avec le
quaternion g avec les relations suivantes :

-
q
Qq(q) = (qv Sq(q)> V| = L+ 2¢,5v (gv) + 25v (gv)?
Sq(q
= Ig + Sln(@)SV(ﬁ> + (1 — COS(@))Sv(ﬁ)z

a, —Yay . C e .
Qa*Qp = qp est la loi de multiplication de deux quaternions

Qay Sq@&)

selon I'algebre des quaternions.






Introduction

Ingénieur aéronautique spécialisé en Automatique, avec une premiere expérience
de recherche théorique en Automatique en Master a I'université de Buffalo (cf. [16]),
j’ai travaillé 13 années dans 'industrie aéronautique sur le développement de calcu-
lateurs de pilotage automatique d’avions commerciaux. Pendant ce parcours dans
I'industrie, sans avoir eu 'opportunité de travailler moi-méme précisément sur la
conception logicielle des lois de pilotages, il m’a souvent semblé manquer quelques
éléments théoriques pour maitriser completement la clé de votite de ces systemes em-
barqués que sont ces lois de pilotage, algorithmes, assurant la fonction de contréle
du mouvement instantané de 1’avion, dont la conception s’appuie précisément sur le
cadre théorique de la discipline appelée Automatique (ct. [23], [30]).

Au carrefour de nombreuses disciplines, I’Automatique a pour objet de décrire et
d’analyser le comportement de n’importe quel "systeme" : objets en mouvement, as-
semblages mécaniques, circuits électriques, cycles thermodynamiques, contrdleurs
numériques, processus, etc. Elle permet également de déduire des stratégies de
controle de ces systemes, telles que les lois de pilotages d’un avion.

Cette discipline devient d’autant plus centrale a notre époque de la transition
numérique ou les capacités d’automatisation deviennent globales, ot ’on voit le dé-
ploiement d’objets connectés pour tout, depuis les objets de notre quotidien jusqu’a
I'exploration de Mars, outils automatiques dont la démonstration de stabilité est
donc essentielle.

J’ai donc démarré une these dans cette discipline en 2018 espérant pouvoir com-
bler ce gap, l'enjeu se formulant a moi a ce moment-la de la maniere suivante :
maitriser completement la théorie du controle du mouvement d’un objet dans l’es-
pace et, si possible, améliorer [’existant.

1.1 Contréle du mouvement d’un objet dans ’es-
pace

Sur la période de ces trois années de recherche, les activités réalisées se sont
déroulées dans le temps exactement en remontant le plan du manuscrit. Dans un

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

premier temps, la recherche s’est focalisée sur I’étude du mouvement d’un objet ri-
gide quelconque dans I'espace a 3 dimensions (cf. [31]). Le contrdle du mouvement
d’un objet dans l’espace est un probleme largement étudié car il correspond a un
enjeu central du controle du mouvement de nombreux systemes robotisés : avions,
drones, engins spatiaux, satellites, manipulateurs.

Si le controle du mouvement de translation rentre completement dans le cadre
établi de I’Automatique des systemes Linéaires Invariant dans le Temps (systémes
LTI - cf. [23] - Principe Fondamental de la Dynamique Y Forces = mi, est un
double intégrateur linéaire invariant), le probléme du mouvement de rotation est
bien plus complexe et a demandé un travail d’approfondissement important.

Différents cadres mathématiques, décrits de maniere relativement exhaustifs dans
[11], existent pour modéliser [’orientation ou [’attitude d’un objet dans l'espace : les
angles d’Euler, la matrice de rotation, le quaternion unitaire. Quel que soit le cadre
choisi, le mouvement de rotation présente une complexité intrinseque : son modele
mathématique est non linéaire et présente une complexité spécifique liée a la topo-
logie trigonométrique et périodique du mouvement de rotation (cf. [§]).

Le quaternion unitaire (cf. [41], [55]) a treés vite été retenu pour modéliser I’at-
titude d’un objet en raison de son efficacité et de sa compacité qui convient au
formalisme de la représentation d’état (cf. [23]).

Pour avoir une bonne compréhension du quaternion, cet approfondissement a
commencé par I’étude théorique de la définition et de I’algebre du quaternion comme
exposé dans l'annexe [B] page [109] Elle s’est accompagnée du développement d’un
simulateur temps-réel Matlab-Simulink d’un objet générique quelconque, complete-
ment commandé, en mouvement dans ’espace a 3 dimensions. Ce simulateur, exposé
dans 'annexe page [123] a servi de support expérimental & 'étude du contrdle
du mouvement de rotation.

Suite a cet important travail de modélisation, en s’inspirant d’exemples existants
du controle d’attitude avec le quaternion, tels que la commande hybride de [38], nous
avons convergé sur une structure de loi de commande non linéaire continue presque
globalement stable [42].

Une fois cette structure de systéme non linéaire en boucle fermée posée, la
question de la synthése de ce contréleur pour répondre a une spécification multi-
performances a ouvert la piste d’'une extension aux systemes non linéaires, de résul-
tats d’analyse et de synthese de retour d’état statique robuste dédié aux systémes
Linéaires Invariant dans le Temps (LTI) incertains.
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1.2 Extension de résultats du controle robuste aux
systémes non linéaires

S’appuyant sur les résultats existant pour le controle robuste des systemes LTI
incertains, principalement I’approche S-Variable de [19] (existent aussi la méthode
de pranalysis [18], la méthode 1QC [28], 26]), la démarche générale a été de recher-
cher des méthodes d’analyse et de synthese dans le format des Inégalités Linéaires
Matricielles (LMI - cf. [9], [I3]) pour les systémes non linéaires, avec une étape in-
termédiaire dédiée aux systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV).

Tous ces résultats découlent de la théorie de Lyapunov [36] datant de la fin du
X 1X¢ siecle, principes qui ont largement été étudiés et complétés pendant le X X°
siecle comme dans [24] et [30].

L’analyse des systémes Linéaires Variant dans le Temps spécifiquement a fait
I'objet de nombreuses recherches. La problématique de résolution des Inégalités Li-
néaires Matricielles Différentielles (DLMI) qui en découle est par exemple étudiée
en détail dans [22]. D’autres méthodes encore ont été développées comme ’analyse
de persistence d’excitation proposée par [35]. [62] détaille les conditions nécessaires
et suffisantes sur les propriétés de la matrice d’état variant dans le temps pour ob-
tenir la stabilité exponentielle, caractérisant le taux de décroissance des réponses
temporelles.

Ces résultats sont notamment exploités dans [51] pour des systémes linéaires a
variation temporelle périodique, en recherchant directement des solutions des LMI
différentielles, en supposant que les matrices d’état sont une somme de fonctions
temporelles de sinus et cosinus. L’article [54] fournit encore une approche exploi-
table pour I'analyse a horizon fini des systemes LTV. Ces résultats comprennent
I'analyse de la stabilité et des performances entrées-sorties. [4] propose de son coté
une approche qui s’appuie entierement sur la matrice de transition.

Par ailleurs, les résultats LMI existants pour les systémes LTI ne sont pas limités
a ces systemes et ont de nombreuses dérivations pour les systémes non linéaires. Par
exemple, [47] construit une approche LMI pour prouver la stabilité asymptotique
d’un certain type de systemes non linéaires décomposables en somme de systemes
affines invariants dans le temps. [27] développe des résultats LMI pour démontrer la
stabilité exponentielle des systémes a retards incertains. [50] développe des résultats
d’analyse de stabilité LMI et une conception de controleur robuste pour certains
types de systémes a commutation.

Le travail de recherche s’est donc appliqué a étendre aux systemes LTV de nou-
veaux résultats d’analyse de performances classiques pour les systemes LTI, tels que
I'amortissement, la pulsation maximale, et des performances entrées-sorties (Ho,
H,, Impulsion-a-créte - cf. [19]). A notre connaissance, ces résultats n’ont pas été
proposés a ce jour et permettent d’adresser 'analyse détaillée de nombreux types
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d’exigences pour les systemes non linéaires. Elle propose les résultats LMI au for-
malisme classique de Lyapunov (cf. [9], [13]) et dans le formalisme S-Variable (cf.

[19])-

1.3 Résultats de la these

Apres un premier chapitre introduisant le cadre théorique dans lequel s’inscrit
cette these (chapitre , les résultats de recherche sont présentés en deux grandes
étapes correspondant chacune a un chapitre de la these :

— le chapitre [3| donne les résultats d’analyse et de synthese de retour d’état pour
les systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) :

L’apport de ces résultats est I'extension aux systemes LTV de I'analyse des ca-
ractéristiques classiques des systémes LTT équivalentes au placement de poles.
Cela comprend donc non seulement la stabilité exponentielle qui est un ré-
sultat existant, mais aussi l'analyse du coefficient d’amortissement et de la
pulsation propre maximale. Elle étend notamment trois résultats d’analyse de
performances entrée-sortie des systemes LTI que sont la norme H,,, la norme
H, et la norme Impulsion-a-créte.

Nous fournissons les formulations sous forme d’Inégalité Linéaire Matricielle
Différentielle (DLMI) pour I’analyse de ces performances dans la premiere par-
tie[3.1} Puis, pour le cas particulier des systémes variant dans le temps pouvant
étre inclus dans un polytope, nous fournissons dans la partie les conditions
LMI pour la synthese de retour d’état. Ces résultats LMI sont donnés dans
le formalisme de Lyapunov dans la sous-partie [3.3.1| et dans le formalisme S-
Variable dans la sous-partie [3.3.2] Ils sont largement inspirés des résultats de
[19] mais ne sont pas strictement équivalents. Nous pensons que ces nouvelles
formules correspondent mieux a la nature variable dans le temps du probleme
considéré.

Ces résultats ont fait 'objet de la publication suivante et ont été présentés a la
troisieme conférence IFAC Modelling, Identification and Control of Nonlinear
Systems MICNON, Japan, Online, 2021 :

[15] Thomas Conord and Dimitri Peaucelle. Multi-performance state-feedback
for time-varying linear systems. Third IFAC Conference on Modelling, Iden-
tification and Control of Nonlinear Systems MICNON, Japan, Online, 2021.

Ces résultats théoriques sont accompagnés d’exemples de scripts Matlab d’ana-
lyse et de synthése pour les systémes LTV donnés dans ’annexe page [I15]
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— le chapitre [ page [57] propose d’appliquer ces résultats d’analyse et de synthese
pour les systemes LTV au cas du controle d’attitude d’un objet quelconque :

Apres une introduction sur le quaternion et I'applicabilité des résultats du
chapitre précédent dans la partie [£.1], le quaternion est utilisé dans la par-
tie pour modéliser sous forme de représentation d’état la dynamique de
la déviation de 'attitude d’'un objet quelconque par rapport a une trajectoire
d’attitude théoriquement réalisable. Cette modélisation et la simplification qui
en est proposée sont en elles-mémes des résultats nouveaux a notre connais-
sance pour le controle d’attitude.

Cette modélisation fait émerger 'opportunité de construire dans la partie
une structure de controleur non linéaire continue presque globalement asymp-
totiquement stable (selon la définition de [42]), au plus proche de la structure
d’un retour d’état. Ce deuxieme nouveau résultat est similaire au contrdéleur
hybride proposé par [38] mais réalise la fonction hybride de maniere continue.

Ce premier controleur non linéaire est équivalent au voisinage du point d’équi-
libre a un correcteur Proportionnel Dérivé, par conséquent pouvant laisser ap-
paraitre des erreurs statiques ou de trainage en régime permanent. En consi-
dérant la propriété de stabilité locale uniquement, le systéme restant borné
dans un voisinage autour du point d’attraction, nous utilisons dans la partie
[4.4] les méthodes du chapitre précédent pour faire la synthése de ce controleur
augmenté d’intégrateurs, selon des exigences de performances multi-objectifs,
illustrée par des simulations.

Ces résultats ont fait I'objet de la publication suivante et ont été présentés a
la conférence IEEE Conference on Control Technology and Applications, San
Diego, USA, Online, 2021 :

[14] Thomas Conord and Dimitri Peaucelle. Continuous quaternion based al-
most global attitude tracking. IEEE Conference on Control Technology and
Applications, San Diego, USA, Online, 2021.

Nous proposons enfin dans la partie quelques pistes de recherche sous
forme de conjectures pour construire des controleurs a N intégrateurs, pour
le controle d’attitude, qui auraient la propriété d’étre presque globalement
stables.

Ces résultats théoriques se sont accompagnés de la production d’'un simula-
teur représentatif temps-réel Simulink du mouvement d’un objet quelconque
avec ses capteurs, actionneurs, contrdleur, une interface Homme Machine et
une réalité virtuelle permettant de voir évoluer 'objet, qui a servi de support
expérimental pour tester ces contréleurs. L’annexe page donne une
illustration de ce simulateur et détaille des éléments de modélisation implé-
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mentés dans le simulateur. Notamment, la recherche de la représentativité du
modele a été poussée dans la proposition d'un modele mathématique précis en
trois dimensions décrivant I'impact de l'objet sur un obstacle, étape de modé-
lisation qui est aussi un résultat de la these.

Pour finir, annexe [A] page [103] propose un dernier résultat concernant la défini-
tion des fonctions de Lyapunov sous forme quadratique V(z) = 27 Pz des systémes
LTT stables. Dans cette annexe, nous avons cherché a décrire le sous-ensemble mi-
nimal des matrices de Lyapunov P solutions pour les systemes LTI stables d’ordre
2 et 3. Cette annexe a servi de lemme pour les recherches a la main de fonctions
de Lyapunov pour les systéemes non linéaires, notamment la fonction de Lyapunov
permettant de démontrer la stabilité presque globale du contréleur non linéaire pour
le quaternion.



Préliminaires théoriques

La premiere étape de I’Automatique passe par la description du systeme consi-
déré, qui consiste a mettre en équations mathématiques son comportement, de la
maniere la plus précise et exhaustive possible, en utilisant les lois mathématiques
établies pour chaque discipline (mécanique, aérodynamique, thermodynamique, élec-
tronique,...) : cette étape est appelée la modélisation (cf. [30] pour tous types de
systémes, [23] pour les systémes Linéaires Invariant dans le Temps).

2.1 Modélisation des systemes dynamiques

L’ensemble des équations mathématiques obtenues pour la description d’un sys-
teme est appelé un modéle du systeme. Il peut étre formalisé de maniere générique
comme un ensemble d’équations différentielles que 'on nomme la représentation
d’état du systeme :

La représentation d’état d’'un systeme est défini par :

A

T = f(t,x,w,u)
21 2= g(t,z,w,u) (2.1)
y = h(t,z,w,u)
ou :
t € R, est le temps,
— x € R" est la description de I’état du systeme,

w € R™ rassemble les perturbations qui s’appliquent sur le systéme,

u € R™ correspond aux valeurs physiques de commande exercées par
les actionneurs sur le systéme,

— 2z € R™ correspond aux signaux de performances utilisés pour spécifier
les caractéristiques du systeme,

— y € R™ correspond aux mesures des capteurs disponibles sur le systeme.
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Il est assez fréquent de représenter les systemes sous forme dun schéma bloc
représentant les entrées et les sorties du systeme comme sur la figure [2.1].

DPerformances Perturbations
I — ~ — W
Z {E.x)
y ————— : —
Mesures Commande

FIGURE 2.1 — Représentation d'un systéme en schéma bloc entrées/sorties.

Lorsque la commande u est présente en entrée du systeme sans information sur
la maniere dont sa valeur est contrdolée, on parle de systeme en boucle ouverte : le
systeme 3 et la fonction f seront notés dans ce cas avec un chapeau tout au long de
la these. Le systéme est dit en boucle fermée et noté X et f sans chapeau, lorsque
I’entrée u est définie comme une fonction de I'état ou des sorties du systeme et d’une
consigne a atteindre (cf. paragraphe [2.1.2)).

En fonction de la nature de la fonction f et de sa dépendance a chaque variable,
le systeéme entrera dans différentes classes de systemes pour lesquels existent aujour-
d’hui des outils d’analyse plus ou moins simples et efficaces. On pourra noter les
classes de systemes usuelles suivantes (cf. [30] pour tous types de systeme et [23]
pour les systemes LTT) :

— les systemes non-autonomes ou variant dans le temps pour lesquels :

i = ft,z,w,u)
— les systemes autonomes ou invariant dans le temps pour lesquels :
i = fz,w,u)
— les systemes linéaires variant dans le temps (LTV) pour lesquels :
i = A(t)z + By (t)w + By (t)u
avec A(t), B,(t), B,(t) des matrices fonction du temps,
— les systemes linéaires invariant dans le temps (LTI) pour lesquels :

j::flx%—wa—i—Buu

avec fl, B, B, des matrices constantes. Les équations de ces systémes sont
aussi appelées équations différentielles ordinaires (EDO).
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Une condition suffisante pour assurer ’existence et 'unicité des solutions au pro-
bleme de la valeur initiale (Théoreme de Cauchy-Lipschitz [I7]) est que f soit de
classe au moins C!, c¢’est-a-dire continiment différentiable. Dans cette thése, nous
nous focaliserons sur les systémes non linéaires ot f peut éventuellement étre dis-
continue, mais avec pour propriété de pouvoir étre modélisée comme un systéme
linéaire variant dans le temps qui reste borné a l'intérieur d’un polytope.

La linéarité des derniers systemes permet d’appliquer le principe de superposi-
tion, qui dit qu’une sortie générée par une somme d’entrées est égale a la somme des
sorties obtenues une a une pour chacune des entrées, et d’utiliser des outils existants
tres efficaces de I’Automatique linéaire (cf. [23]). Ce principe n’est pas applicable
pour les premiers systemes non linéaires, rendant leur analyse beaucoup plus com-
pliquée (cf. [30]).

A chaque fois la construction du modele s’appuie sur des hypotheses et 1'utilisa-
tion de lois dont la définition représente de maniere plus ou moins précise la réalité,
et qui peuvent parfois n’étre valides que pour une plage d’évolution du systéme. En
outre, des perturbations sont généralement négligées et les valeurs des parametres
utilisées dans les modeles ne sont jamais strictement égales a la réalité : on parle
d’incertitudes.

Le modele est donc toujours une approximation plus ou moins fine de la réalité.
La prise en compte des incertitudes et perturbations dans ’analyse des systemes et
la synthese de leur contrdleur est nommé le contrile robuste (cf. [52]).

2.1.1 Quelques exemples

Pour illustrer ce cadre mathématique générique de modélisation, voici quelques
exemples classiques de systemes accompagnés de leur modele :

— Le mouvement du pendule :

FIGURE 2.2 — Exemple de systeme simple non linéaire : le pendule de masse m et
de longueur L.
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Par application du Principe Fondamentale de la Dynamique (cf. [43]) & un
pendule de masse m et de longueur L comme représenté sur la figure 2.2 on
obtient ’équation différentielle suivante, décrivant son mouvement :

mLl = —mgsinf — kL (2.2)

en supposant la tige de longueur L rigide et de masse négligeable, le pen-
dule placé dans le champ de gravité g et subissant une force de frottement
proportionnelle a sa vitesse avec un coefficient k.

En notant 'état du systéme = = (z1,25)7 = (6,0)7 € R?, et la sortie d’intérét
pour l'utilisateur la position temps réel du pendule z = 0 = 1 € R, nous
obtenons :

i= " = f(x)

b —4sinay — L, (2.3)

z=(1 0)x =Cx

qui est un systeme non linéaire invariant dans le temps.

De nombreuses hypothéses viennent ainsi biaiser la précision du modele : le
modele proportionnel a la vitesse de la force de frottement sur la masse n’est
pas forcément valide pour toutes les vitesses, le fait de négliger complétement
la barre (sa masse et son frottement dans l'air), le frottement au point d’at-
tache de la barre sur le support fixe, la gravité prise égale a la valeur du niveau
zéro d’altitude terrestre, etc.

Toutes ces approximations font que le modele aura une précision et une vali-
dité pour une plage de fonctionnement donné.

— Le circuit électrique RLC composé d’une résistance, d’'un condensateur et

d’une bobine :

I

>
R ' Ugp

. —

C
u =

U;

FIGURE 2.3 — Exemple de systeme simple linéaire : le circuit RLC.
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Par application des lois de Kirchhoff au circuit RLC représenté sur la figure [2.3]
en le supposant évoluer dans des fréquences ou les composants fonctionnent
en régime linéaire, on obtient :

di

1 t
u:uR+uc+uL:Ri+CF/oidt+Ldt (2.4)

En notant I'état du systéme z = (z1,75)" = (fsidt,i)" € R? u la tension de
commande et z = u, la sortie de performance d’intérét pour l'utilisateur, nous
obtenons le modele :

=]
—
o

~ | = T+ . u:A:U—i-Buu

Q
o]

~
~
I

z2=(0 R)x =Cx

qui est un systeme linéaire invariant dans le temps.

L’hypothese la plus dimensionnante ici est la fréquence d’oscillations dans le
circuit qui est considérée dans le régime linéaire des composants. En dehors
de cette plage, ce modele n’est plus valide. De plus les valeurs de la résistance
R, de I'inductance L et de la capacité C'r sont aussi données par le fabricant
dans une plage d’incertitude, source de biais du modele.

— L’évolution de la température d’une maison :

Te

NN
_ Cm N~

T?Il

s

FIGURE 2.4 — Exemple de systeme simple linéaire : la température d’une maison.

Par application du principe de conservation de 1’énergie ou premier principe
de la thermodynamique & une maison comme représenté sur la figure 2.4 on

obtient :
d C,T,,

dt

Avec T, la température de la maison, T, la température extérieure, C,, la ca-
pacité thermique globale de la maison, R la résistance thermique de I’ensemble

= R(Te - Tm) +Qr (2'6)
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des murs donnant sur I'extérieur de la maison, (), 'apport d’énergie thermique
par les radiateurs de la maison.

En notant I'état du systeme x = T, € R, la température extérieure comme une
perturbation w = T, 'apport en énergie des radiateurs la commande u = @),
et la sortie d’'intérét pour l'utilisateur z = T, = x € R, nous obtenons :

R R 1 A
| i=—=2+——w+—u= Az + B,w+ B,
$ T me+cmw+cmu T+ Dy, W+ byu (2.7)

=X

qui est un systeme linéaire invariant dans le temps.

Dans ce cas, il est relativement évident que la température de la maison évo-
luera dans des valeurs courantes (températures relativement bornées autour
d’une moyenne de 20° par exemple). Dans le cas contraire, la maison pourrait
changer de comportement (par exemple, prendre feu pour des températures
tres élevées, ...) et ce modele ne serait donc plus valide. De plus, les para-
metres de résistance thermique R et de capacité thermique C), globaux de
la maison auront nécessairement une précision tres relative, ne prenant pas
en compte tous les types de matériaux avec leurs épaisseurs exactes dans la
maison, d’éventuels points de fuite ou entrée d’air, a l'origine d’autant d’in-
certitudes sur la valeur de ces parametres.

Ces trois exemples tres simples permettent d’illustrer que des problématiques
apparemment de nature completement différentes, peuvent s’écrire mathématique-
ment exactement de la méme maniere. Néanmoins a chaque fois, ces modeles ont
une plage de validité et une précision liées aux hypotheses de modélisation.

2.1.2 Asservissement et modéle centré en zéro

L’enjeu central de I’Automatique est d’étre capable d’asservir n’importe quel
systéme a une consigne de sortie de performance z* (ou d’état x*) qui serait spéci-
fiée par un utilisateur (exemple du thermostat pour la température de la maison).
Cette consigne peut aussi varier dans le temps (z*(t), 2*(¢)) : il s’agit dans ce cas
d’asservir le systéme le long d’une trajectoire (exemple d’une trajectoire pour un vé-
hicule autonome, comme un satellite spécifiquement pour le mouvement de rotation
étudié dans cette these). Cela revient a dire que le systéme en boucle fermée doit
garantir que [’écart a la consigne donnée par 'utilisateur doit tendre vers zéro.

Ainsi, par des changements de variables appropriés et remaniements des équa-
tions, il est généralement possible de transformer le modéle en boucle ouverte d'un
systeme quelconque en un modele d’écart a la consigne, généralement appelé modeéle
de déviation, dont le seul point d’équilibre étudié est zéro; le modele est dit centré
en zéro.
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Il est & noter que la plupart des systemes physiques sont invariants dans le temps :
& = f(x,w,u). L’apparition des systemes variant dans le temps peut, entre autres,
découler de Iintroduction d’une trajectoire variante dans le temps (z*(t), 2*(¢)) le

long de laquelle on souhaite asservir en boucle fermée ces systemes invariants.

En effet, apres élaboration, avec par exemple une approche de commande opti-
male [5], d'une loi de commande théorique u*(t,z*(t), z*(t)) solution de I’équation
différentielle du systeme théorique

it = (a0, u(t, 2* (), 25 (1)) (2.8)

permettant au systeme théorique décrit par f* de suivre exactement la trajectoire
(z*(t), 2*(t)) sans perturbation (w = 0), il est généralement possible d’obtenir un
modele de déviation en faisant la "soustraction" (parfois non linéaire comme pour le
quaternion, voir chapitre [4)) entre le systéme original et le systeme théorique
(2.8)) variant dans le temps. Ce modele de déviation est noté ici avec des tildes :

i=f(t,&,w, ) (2.9)

et son seul point d’équilibre étudié est zéro. L’état est noté T dans le modele de
déviation car le remaniement des équations suite a l'opération de "soustraction'
entre les deux modeles implique généralement des changements de variables du type
T =ux—2x% Z = z— 2" qui correspondent aux erreurs de suivi de trajectoire, et
U = u — u* qui correspond a la correction de commande appliquée pour corriger les
écarts a la trajectoire du systeme réel.

Performances ] Z Perturbations
- .
= ~ w
Mesures
o ZLLX) oy
Commande'
Controéleur temps réel
: + 7 e LU+
Consigne i Vo~ s :
gl ' > " U = t,Z) ——>
o 2 — s A
i _ T u*
u @bjectiE 2= z=~7 " =0

FIGURE 2.5 — Représentation schéma bloc de la construction du modele de déviation
et de la fermeture de la boucle avec une loi de commande @ = 7(t, ).

On considere par la suite que le modele utilisé a toujours été construit pour
étre centré en zéro. Par conséquent, on considerera directement que le modele > en
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boucle ouverte (2.1]) est lui-méme un modele de déviation dont le seul point d’équi-
libre étudié est zéro, la commande u étant la correction de commande appliquée au
systéme original pour ramener I'écart a la consigne a zéro.

Apres construction de ce modele de déviation, 1’étape suivante est ’étude de
la stabilité du point zéro pour ce systeme, étude qui est appelée analyse dans la
discipline de I’Automatique. De maniere généralement assez simultanée, I’analyse
mene a la construction d’'une commande ou contréoleur décrivant le comportement
de l'entrée u en fonction des variables du systeme pour faire que la sortie z = 0
devienne un point d’équilibre stable asymptotique du systéme en boucle fermée selon
des exigences spécifiées par I'utilisateur : cette étape est appelée synthése en Auto-
matique.

2.2 Analyse et commande des systemes dynamiques

Dans les étapes de modélisation, le modele (2.1]) est supposé avoir été construit
comme un modele de déviation centré en zéro. L’objectif de I’Automatique est en-
suite de construire une loi de commande :

u="(t,x,z)

avec y(.) une fonction de I'état et/ou de la sortie, qui peut étre fonction du temps
ou pas, avoir des priorités tres diverses en fonction du besoin (continuité ou pas,
linéarité,...), pour permettre de répondre a une spécification donnée par 'utilisateur
du systeme. Cette spécification décrit le comportement attendu de la boucle fermée

A

= f(t,z,w,v(.) = f(t,z,w) (2.10)

et caractérise entre autres par exemple :
— la stabilité :
Quel que soit son état d’initialisation dans le domaine opérationnel, le systeme
doit toujours rester a l'intérieur du domaine opérationnel d’utilisation ; autre-

ment dit, le systéeme ne doit pas diverger, générer des dégats pour lui ou sur
son environnement.

— la convergence (stabilité asymptotique) :
Quel que soit son état d’initialisation dans le domaine opérationnel, le systeme
doit converger vers une valeur d’équilibre.

— la précision :
La valeur d’équilibre a laquelle le systeme converge en régime permanent doit
étre exactement égale a la valeur de la consigne, sans erreurs dans le domaine

opérationnel ; c¢’est-a-dire pour les pires incertitudes et profils de perturbations
identifiés.
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— le temps de réponse :

Le systeme doit avoir atteint la valeur de la consigne avec une erreur résiduelle
de x% en un temps de réponse inférieur a T,.

— le confort :

Le systeme ne doit pas osciller pour des consignes monotones; en cas d’oscil-
lations, le systéme devra en particulier amortir certaines fréquences (exemple
de la cinétose pour les transports correpondant a des fréquences précises).

— le dépassement de la consigne :

Le systéme ne doit pas dépasser la valeur de la consigne.

— la consommation d’énergie :

Le systéme doit minimiser sa consommation d’énergie.

— Pwusure :

Le systeme doit maximiser son temps de vie en minimisant ['usure de ces
composants : optimisation de l'utilisation des actionneurs dans une plage opé-
rationnelle loin de leur saturation/butée.

Dans la mesure ou les exigences ne sont pas contradictoires, certaines vont na-
turellement s’opposer : par exemple "avoir un temps de réponse tres faible' qui
demande beaucoup d’énergie, s’oppose aux exigences de "minimiser la consomma-
tion d’énergie" et "optimiser le temps de vie des actionneurs' qui elles demandent
de minimiser les efforts dans les actionneurs et la dépense d’énergie. Nous cherchons
donc des solutions optimales a ce probleme de contrdle multi-objectif, qui sont des
compromis entre toutes ces contraintes.

Ainsi, toutes ces exigences peuvent se traduire en contraintes mathématiques sur
les variables d’état, de sortie ou d’entrée du systéeme en boucle fermée. L’objectif
de I’Automatique et de l'approche avec les Inégalités Linéaires Matricielles (LMI)
en particulier, est de pouvoir écrire ’ensemble de ces contraintes sous forme d’un
probleme d’optimisation convexe pour lesquels on dispose d’outils pour les résoudre
(outils d’optimisation SDP - Semidefinite Programming - voir [58], [6] ; avec des sol-
veurs tels que SeDuMi [56] ou SDPT-3 [57]).

La premiere question relative a l’asservissement d’un systéme est donc la pro-
priété de stabilité : que se passe-t-il si le systeme est initialisé au voisinage du point
d’équilibre ? Le systéme reste-t-il dans ce voisinage ? Revient-il toujours au point
d’équilibre spécifié 7 Ou peut-il avoir des comportements indésirables, voire diverger
dans certains cas ?
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2.2.1 Stabilité et analyse des systéemes dynamiques

Pour rappel, en notant z(t,t°, 2°) la trajectoire solution du systéme & = f(t, )
depuis les conditions initiales (£°, x°), la définition de stabilité selon Lyapunov (cf.
[36], voir aussi [24] et [30]) est :

On dit que lorigine x = 0 pour le systeme & = f(¢,x) est :
— stable si pour chaque paire (1°,¢), telle que t° > 0, ¢ > 0 il existe
d(t° ) > 0 tel que

[|z°]| <6 = ||z(t,t%2%)|| <e Vi>t°>0 (2.11)
— uniformément stable si pour chaque ¢ > 0 il existe d(e) > 0 tel que

(2.11)) est vérifiée,

— uniformément globalement stable si 0(g) peut étre choisi tel que
d(e) = +oo lorsque € — 400

Par ailleurs, on peut aussi définir la notion de stabilité asymptotique de la ma-
niere suivante :

On dit que 'origine = 0 pour le systéme & = f(¢,x) est :

— attractif 8’il existe r > 0 tel que

llz°]| <r = tler x(t,t°,2°) =0
(o0}

— asymptotiquement stable s'il est stable (selon la définition de Lyapunov

et attractif.

Enfin Lyapunov propose le théoréme suivant pour démontrer la stabilité de 1’ori-
gine pour les systemes variant dans le temps :
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Théoreme 2.4: Stabilité de Lyapunov

S’il existe une fonction V : R, x R™ — Ry; (¢,2) — V(¢ x) de classe C! ainsi
que deux fonctions oy et ay de classe K tels que

ay([[z]]) <V (¢t z) < ao([l]]), V(¢ 2) € Ry x R

S’il existe un voisinage de x = 0 tels que, pour tout x appartenant a ce
voisinage et pour tout t € R,, on a le long des trajectoires du systeme & =

f(t,x) :

— la dérivée totale

.oV ov'T
VZE—F(?—ZE ft,z) <0
alors x = 0 est un point d’équilibre localement stable du systeme & =
f(t, ).
— la dérivée totale v oy
V:E—i‘% f(t,$)<0
alors * = 0 est un point d’équilibre localement asymptotiquement

stable du systeme @ = f(¢,x).

V est généralement appelée fonction de Lyapunov : elle est spécifique a chaque
systeme différent et représente donc, si elle existe, un certificat de stabilité du sys-
teme. En fonction de la complexité et des non linéarités du systeme, sa recherche
peut ne pas étre évidente.

Dans le cadre de la démonstration de la tenue des exigences spécifiées par 1'uti-
lisateur, le voisinage de = 0 devra inclure I’ensemble du contexte opérationnel
pour démontrer la stabilité du systeme pour tous les cas d’'utilisation : mathémati-
quement, il s’agit de la propriété de stabilité locale correspondant a la plus grande
région opérationnelle d’évolution de I’état x du systeme, par opposition a la stabilité
globale qui serait pour tout z € R™.

Comme le montre [9], le fait de rechercher des fonctions de Lyapunov sous forme
quadratique V(x) = x' Pz, avec la matrice P € S" | constante, n’est pas limitant
pour les systeme LTI. Ce résultat tres classique appliqué aux systemes LTI donne
le théoréme suivant :
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Théoreme 2.5: Théoreme de stabilité de Lyapunov pour les sys-

témes LTI

x = 0 est globalement asymptotiquement stable pour le systeme & = Az,
avec r € R™ et A une matrice constante de R™*", si et seulement si il existe
P € S’} constante telle que :

ATP+PA<0 (2.12)

Ce qui est équivalent a avoir toutes les valeurs propres de la matrice A a partie
réelle strictement négative (la matrice A est dite Hurwitz).

La matrice P est elle-méme nommeée dans ce cas matrice ou certificat de Lyapu-
nov et cette LMI peut étre résolue numériquement par de nombreux outils de calcul
(Matlab, Yalmip, SeDuMi, SDPT-3,...).

Ce résultat de départ a conduit au développement de nombreuses formulations
sous forme d’Inégalités Linéaires Matricielles (LMI) sur les matrices de la représenta-
tion d’état du systeme LTT considéré de nombreux problemes d’analyse. Notamment
ces formulations LMI ont permis de développer des cadres d’analyse et de synthese
de controleurs pour les systémes LTT incertains, comme par exemple la méthode de
p-analysis ([I8]), la méthode IQC ([28] 26]), ou encore plus récemment ’approche
S-Variable ([19]).

2.2.2 Commande par retour d’état

Ces résultats d’analyse sont ensuite directement exploités pour faire de la syn-
these de retour d’état u = Kax invariant dans le temps pour les systémes variant
dans le temps. Classiquement aujourd’hui pour les systemes LTI (cf. [9], [19]), les
produits de matrice de Lyapunov avec la matrice d’état en boucle fermée avec un
retour d’état du type :

PA=PA+ PBK
ou le produit PBK n’est pas linéaire en les inconnues P et K, sont converties en

une formulation duale avec le changement de variable X = P~! pour obtenir des
produits du type :

AX = AX + BY
qui sont linéaires en les inconnues X et ¥ = K X.

Cela donne le résultat tres classique d’existence et synthése d’un retour d’état
globalement asymptotiquement stable pour les systemes LTT :
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Théoreme 2.6: Existence d’un retour d’état pour les systemes LTI

Soit un systéme LTI & = Az + Bu avec A et B deux matrices constantes ; le
systeme est stabilisable par un retour d’état v = Kz, autrement dit z = 0
est globalement asymptotiquement stable pour le systeme en boucle fermée
T = (A—I—BK )z, si et seulement si il existe deux variables matricielles X € S
et Y € R™*" constantes solutions de la LMI :

XAT +YBT + AX + BY <0 (2.13)

Dans ce cas, un retour d’état solution est donné par K = Y X1

Cette LMI correspond plus a un test de faisabilité, donnant une solution possible
de retour d’état stabilisant le systéme ; cependant nous ne connaissons rien des per-
formances du systeme en boucle fermée et de sa tenue a une quelconque spécification
avec cette solution.

Il convient donc d’appliquer cette méthode de transformation duale a ’ensemble
des résultats d’analyse qui découlent du théoreme de Lyapunov, donnant ainsi des
méthodes LMI de syntheése de retour d’état respectant chaque performance. Puis
en supposant que le systeme variant dans le temps évolue dans un polytope et en
utilisant le paradigme de Lyapunov [I3], on obtient directement une méthode pour
réaliser la syntheése d'un retour d’état multi-performance pour les systemes LTV, en
cumulant toutes les LMI avec un certificat de Lyapunov constant commun a tous
les sommets du polytope et a toutes les spécifications.

Enfin, en transformant les LMI duales dans le formalisme S-variable comme pro-
posé par [19], on obtient une deuxiéme méthode pour réaliser la synthése d’un retour
d’état multi-performance pour les systemes LTV. Par exemple le théoréme précédent
avec la LMI devient dans le formalisme S-Variable :

Théoreme 2.7: Formulation S-Variable pour 1’existence d’un retour

d’état pour les systemes LTI

Soit un systeme LTI & = Az + Bu avec A et B deux matrices constantes ;
le systéme est stabilisable par un retour d’état u = Kz si et seulement si il
existe des variables matricielles X € S, S € R™", T € R"*" et A, € R™"
constantes solutions de la LMI S-Variable suivante :

*\ H

0 X AS + BT\ [ A,
=< (2.14)
X 0 -9 -y

dans ce cas un retour d’état solution est K = TS~

Du fait que dans cette theése nous ne faisons qu’utiliser le formalisme S-Variable
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de [19] pour reformuler des résultats LMI qui découlent d’inégalités sur des fonctions
de Lyapunov, nous ne rentrons pas ici dans le détail de la construction de ce for-
malisme depuis la S-Procédure [9], développements mathématiques complétement
disponibles dans 'ouvrage sur les S-Variable [19)].

La preuve partielle de ce dernier théoreme [2.7|reproduite ci-dessous permet néan-
moins d’avoir un premier apergu de comment apparaissent ces S-Variable :

Preuve : Montrons que ([2.14) implique (2.13)).

Gréce au changement de variable réversible ' = K S, la contrainte (2.14) se lit
avec la matrice d’état en boucle fermée A = A + BK :

xy H
0 X A A,
< S
X 0 -1 -1
. 7 . 7 . . . I . /
Par congruence de cette inégalité matricielle avec la matrice e cette inéga-
A

lité implique :

0 X I
(r ) by
X 0 AT

qui est la LMI (2.13) : XAT + AX = XAT + YBT + AX 4+ BY <0.

Pour obtenir ’autre sens de I'implication, implique , et donc I’équi-
valence du théoreme, il faut utiliser le “lemme d’élimination” ou “lemme de Finsler”
qui découlent de la S-Procédure comme exposé dans [19]. La démonstration n’est
pas reproduite ici. [ |

Commentaires : Comme expliqué dans [19], cette opération de congruence qui
I

consiste a multiplier I’équation S-Variable (2.14)) a droite par la matrice - et
A
T
a gauche par sa transposée, matrice qui est orthogonale au terme dans
-1
. . I
le terme de droite de ([2.14) contenant les S-Variable (( AT — I) | = 0), est
A

I'opération classique du formalisme S-Variable pour faire disparaitre et apparaitre
les S-Variable.

Un intérét principal de I'utilisation des S-Variable pour reformuler des résultats
LMI d’analyse et de synthése en automatique est l'introduction de nouvelles va-
riables inconnues dans les LMI, tout en conservant une contrainte LMI équivalente.
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Cela revient donc a une augmentation des degrés de liberté dans la résolution de la
LMI, ce qui peut étre tres intéressant pour réduire le pessimisme, voire méme obte-
nir des solutions, pour des problemes tres contraints ou ’approche LMI directe de
Lyapunov n’aurait pas de solution. L’approche S-Variable apparait donc en particu-
lier intéressante pour le contrdle robuste polytopique, ou 'on réplique les inégalités
pour de nombreux sommets, contraignant davantage le probleme LMI.

Cependant, ces inégalités matricielles S-Variable ne sont pas linéaires en toutes
les inconnues : des multiplications entre matrices inconnues (A, avec S et T') étant
présentes. Il est donc nécessaire de procéder via une méthode heuristique qui donne
au préalable une valeur a la matrice A,, puis de résoudre cette inégalité qui devient
une LMI.

Cette fois-ci, en cumulant toutes les contraintes LMI S-Variable pour chaque per-
formance, les certificats de Lyapunov duaux X peuvent étre différents pour chaque
spécification en prenant une S-variable commune S pour toutes les contraintes. Cette
méthode réduit le pessimisme de la premiere approche, et peut proposer des solu-
tions la ou la premiere approche avec un méme certificat de Lyapunov n’en a pas.

2.3 Résumé de la stratégie d’analyse et synthese

S’appuyant sur les résultats existants pour le contrdle robuste des systemes LTI
incertains (cf. [19]), la démarche de cette theése a donc été de rechercher pour les
systemes LTV des fonctions de Lyapunov candidates quadratiques sous la forme
V(t,z) = 2" P(t)x, ot P est une fonction du temps borné continfiment dérivable
associant & chaque instant ¢ une matrice P(t) symétrique définie positive :
P={PeC :[to,t1] = St ;t— Pt)] IA>A>0, Vt € [to,t1] : M < P(t) < A}

L’approche des systémes hybrides [10] permet de considérer des fonctions de Lya-
punov discontinues, mais cette approche n’a pas été étudiée dans cette these.

Les résultats d’analyse des performances des systemes linéaires variant dans le
temps sont développés dans le chapitre |3| suivant sur la base de I'existence d’un tel
certificat de Lyapunov P. Tout naturellement, le théoreme de Lyapunov appliqué
aux systemes LTV, avec ce type de fonctions de Lyapunov candidates, conduit a des
Inégalités Linéaires Matricielles Différentielles (DLMI), la dérivée de P(t) n’étant
pas nulle dans la dérivée totale de la fonction de Lyapunov.

Les résultats sont donc formulés en plusieurs étapes :

— Dans un premier temps sous forme d’Inégalités Linéaires Matricielles Différen-
tielles (DLMI) en la variable matricielle P, obtenues par dérivation directe de
la fonction de Lyapunov V(t,x) = x' P(t)x pour chaque performance consi-
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dérée, dont I'expression générique peut s’écrire :
EP,H,Z(tapa P) j 0

ou Lpny est une application linéaire fonction des matrices variant dans le
temps de la représentation d’état en boucle fermée et de parametres caracté-
risant la performance considérée II.

Dans un deuxieme temps, étant donné que pour un retour d’état, les produits
du type P(t)A(t) = P(t)A(t) + P(t)B(t)K sont non linéaires en les inconnues
P(t) et K, les formulations précédentes sont converties en formulations duales
qui impliquent des produits de type A(t)X(t) = A(t)X(t) + B(t)Y (t), avec

Xt)=Ptt)et Y(t)= KX(¢t) :
Lns(t, X, X,Y) =0

qui permet de faire apparaitre X (t) et Y(t) de maniére linéaire. Ly, est une
application linéaire fonction des matrices d’état variant dans le temps et en les
parametres de la performance considérée I1, obtenues suite au remaniement au
format dual de la premiere formulation.

Enfin, pour résoudre ces DLMI, la stratégie choisie dans la thése pour traiter
leur caractere variant dans le temps, est de considérer les solutions de ces DL-
MIs duales pour des certificats de Lyapunov constants (X constant) sur un
polytope encadrant ’ensemble de la courbe de variation des matrices d’état.

On aboutit aux deux formulations suivantes sous formes d’Inégalités Linéaires
Matricielles (LMIs) & résoudre simultanément pour tous les sommets v = 1...0
du polytope encadrant la trajectoire des matrices variant dans le temps, réso-
lution qui peut se faire directement avec des outils numériques d’optimisation
convexe (Yalmip, Sedumi, SDTP-3) :

— Sous forme de Lyapunov :
VU — 11_), EH,E[”] (X, Y) j 0

ou Ly est une application linéaire fonction des sommets des matrices
d’état variant dans le temps et des parametres de la performance consi-
dérée TI, obtenues suite au passage a zéro de X et & la considération
constantes égales aux sommets des matrices d’état.

— Sous forme S-Variable (comme développée dans [19]), avec S et A, deux
matrices carrés de méme dimension que A, T une matrice de méme di-
mension que K, tels que K =TS~ :

\V/U — 1{)7 SH,E[”] (X, S, T, Ao) j O

ol Sy est une application linéaire fonction des sommets des matrices
d’état variant dans le temps et des parametres de la performance consi-
dérée II, obtenue suite au remaniement des inégalités de Lyapunov au
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format S-variable (comme présenté une premiere fois avec le théoreme

précédent).

Ces résultats sont finalement appliqués a un exemple de référence dans ce méme
chapitre [3] puis au probléme du controle du mouvement de rotation d’un objet quel-
conque dans l'espace dans le chapitre






Controle robuste des systemes variant
dans le temps

Dans ce chapitre, le cadre classique d’analyse LMI robuste multi-objectifs des
systemes Linéaires Temps Invariant (LTI) (principalement venant de [19]) est étendu
aux systemes Linéaires Variant dans le Temps (LTV). Les résultats concernent d’une
part les propriétés des réponses temporelles telles que le taux d’amortissement, le
temps de réponse, la pulsation maximale, et d’autre part les performances entrées-
sorties. Les formulations DLMI pour 'analyse de ces performances sont données
dans la premiere partie [3.1 Puis, les conditions LMI pour la synthése de retour
d’état invariant dans le temps, pour le cas particulier des systemes variant pouvant
étre inclus dans un polytope, sont données dans la partie[3.2]. Ces résultats LMI sont
donnés dans le formalisme de Lyapunov dans la partie et dans le formalisme
S-Variable dans la partie [3.3.2] Les résultats sont illustrés dans la partie sur un
exemple de référence, pour étre appliqués ensuite au probléeme du controle d’attitude
d’un objet quelconque dans le chapitre suivant.

3.1 Extension des résultats d’analyse des systemes
LTI aux systemes LTV

On considere les systémes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) modélisés sous
la forme suivante :

25
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Soient les systémes Linéaires Variant dans le Temps (LTV) a temps continu
définis sur un intervalle de temps [to; t1] par :

$ {i(t)

avec x(t) € R™, u(t) € R™ w(t) € R™, z(t) € R" tels que les matrices
A(t), B(t),C(t), de dimensions appropriées, sont des fonctions réelles du
temps possiblement discontinues.

A(t)a(t) + B(t)(u(t) + w(t)) (3.1)

Le systeme en boucle fermée avec un retour d’état temps-invariant u(t) =
Kx(t) est noté ¥ et la matrice d’état en boucle fermée est notée :

At) = A(t) + B(t)K

On considére que cette définition du modele n’est valide que sur intervalle [to; t1].
En outre, ce modele peut représenter plus largement le fonctionnement d’un sys-
téme non linéaire sur l'intervalle de temps [to;¢1]. Les matrices variantes dans le
temps peuvent donc étre également des fonctions non linéaires des entrées et états
(A(t,z,u)). En dehors de cet intervalle de temps, la modélisation du systéme pour-
rait étre tout autre, voire inconnue.

De plus, on considere que le modele est centré en zéro. Quelles que soient la
nature du systéme réel et la manoeuvre que ’on souhaite réaliser sur cet intervalle
de temps, on considere que, dans les étapes de modélisation, toutes les opérations
nécessaires ont été faites pour que le point x = 0 soit I'unique point d’équilibre
spécifié du systéme 3 : c’est-a-dire que si z(t) = 0 pour tout t € [to;t1], alors le
systeme réel réalise exactement la manoeuvre spécifiée sur 'intervalle de temps.

L’étude porte donc sur 'analyse du systeme en boucle fermée Y sur 'intervalle
de temps [to; t1] avec comme point d’équilibre z = 0. La notion de régime permanent
est utilisée dans la suite du manuscrit sans respecter rigoureusement sa définition
mathématique liée a la convergence asymptotique a l'infini : on suppose ici que
I'intervalle de temps [to;¢1] est tres grand devant la borne supérieure de constante
de temps du systéme en boucle fermée, permettant ’établissement d’un régime ou
toutes les variables du systeme ont convergé vers une valeur finale constante avec
une erreur considérée négligeable (t; — tg >> Tyee = —ai pour le critere d’analyse
du temps de réponse de la boucle fermée du théoreme page .

Avant de décliner les différents résultats d’analyse des performances du systeme
en boucle fermée, il est nécessaire d’étudier au préalable le besoin d’annulation
d’erreurs dues a ’entrée de perturbations w, qui peut avoir des profils quelconques
sur l'intervalle de temps [t; t1] selon le systéme étudié.
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3.1.1 Précision de ’asservissement

Du fait de la stratégie de modélisation centrée en zéro, des incertitudes de mo-
délisation et les perturbations réelles se retrouvent injectées dans le systeme par
I’entrée w. Cette entrée de perturbation n’est donc potentiellement pas de moyenne
nulle sur l'intervalle de temps [to; ¢1] et peut générer une erreur statique sur la sortie.
Voire elle peut se comporter de maniere tres variable avec des profils de croissance
ou de décroissance plus ou moins rapide (rampe, 2, t3....) sur tout ou partie de
I'intervalle [to;t1] et générer des "erreurs de trainage’.

Le terme 'erreur de trainage” ne correspond pas strictement a sa définition
usuelle d’une erreur mesurée entre la sortie z et une consigne variable (de type rampe,
2, t3,...). 1l s’agit ici de la valeur directe de la sortie z (moins la référence z = 0)
qui ne converge pas vers zéro dii & une perturbation w variable (de type rampe, t2,
t3,...). Par construction du modele centré en zéro, les deux problématiques du suivi
de consigne variable ou de rejet de perturbation variable sont équivalentes, d’ou
I'utilisation du terme 'erreurs de trainage” pour étudier I'effet d’une perturbation
variable sur la convergence de la sortie vers z = 0 et son erreur en régime permanent.

En fonction de la connaissance plus ou moins fine de la nature de ces perturba-
tions et donc des profils potentiels du signal d’entrée w, nous pouvons donc avoir
a priori connaissance du besoin d’annulation d’une erreur statique et de différents
niveaux d’erreurs de trainage. Pour annuler I'erreur statique puis chaque ordre d’er-
reur de trainage supplémentaire, de maniere classique en Automatique des systemes
LTI (cf. [23]), annuler un de ces niveaux d’erreur revient a ajouter dans le contréleur
un intégrateur du niveau d’erreur précédent comme représenté sur la figure [3.1]

A o) ffm 2O, |
‘ 0 -

x(t)

hees( )

\ )
|
1
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
v

A+
X

FIGURE 3.1 - Ajout de N intégrateurs a la commande pour annulation de I'erreur
statique et N — 1 niveaux d’erreur de trainage de la sortie z(t).
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Cela mene a la définition du systeme Linéaire Variant dans le Temps augmenté
de N intégrateurs suivante :

Le systéme Linéaire Variant dans le Temps 3 défini par (3.1) augmenté de
N € N* intégrateurs de l'erreur de sortie est noté X et est défini par :

- {:&N(t) = An(t)an(t) + By (0)(u(t) + w(t)) (3.2)

XN
z(t) = Cn(t)zn ()

avec xn(t) = (ny ... m o) € R"™N"= et les matrices :

0 I, 0 0 0

Ayt =10 o 0 I, O
0 0 0 0 Ct)
0 0 0 0 A@)

CN(t)=<O L0 0 C(t))

Le systéme en boucle fermée avec un retour d’état temps invariant u(t) =
Knzy(t) comprend donc la commande liée aux N intégrateurs. Il est noté Xy
et la matrice d’état en boucle fermée est notée :

An(t) = An(t) + By(t) Ky

Théoreme 3.3: Erreur statique et erreurs de trainage

Le systéme Yy donné par la définition [3.2] correspondant au systéme LTV
original ¥ de la définition augmenté de N intégrateurs, permet s’il est
asymptotiquement stable :

d’annuler en régime permanent [’erreur statique et les N — 1 ordres d’erreur
de trainage de la sortie z(t)

générées par Pentrée de perturbations de forme w(t) = Y, y wit"™!, Vw; €
R™,

Commentaire : Attention, il s’agit bien d’erreurs sur la sortie z(¢) et non sur
I’état complet xy augmenté de N intégrateurs qui lui ne converge pas vers 0 lorsque
w est non nulle.




3.1. EXTENSION LTI VERS LTV 29

Preuve : Ce théoreme découle d’un principe d’Automatique élémentaire pour
les systemes Linéaires Temps Invariant (cf. [23]).

Pour les systemes variant dans le temps, la matrice en boucle fermée s’écrit :

0 I,. 0 0 0
An(t) = 0 0 0 I, 0
0 0 0 0 C(t)

B(t) Ky Bt)Kyy_, B(t)K,, B(t)K, A(t)+B(t)K

Nous obtenons donc I’équation différentielle pour la derniere ligne :

i = B(t)Kyynn + B(t)Kyy_,iv-—1+ ... + B(t)Kp,m2 + B(t) Ky, m (3.3)
+ (A(t) + B(t)K)x + B(t)w(t) '

Pour que le systeme en boucle fermée puisse converger en régime permanent vers
z = C(t)x = 0 pour les différentes puissances du temps en entrée de perturbation
w(t) = w;t’, Vw; € R™ constante, nous pouvons obtenir par dérivation successive de
cette équation différentielle qu’il est suffisant d’avoir au moins un intégrateur sup-
plémentaire par puissance de t que I’on souhaite pouvoir rejeter dans la perturbation.

On entend par régime permanent un régime de fonctionnement du systeme ot la
sortie de performance z(t) a atteint un comportement "répétitif a I'infini" (constant
ou oscillatoire). Dans notre cas, il s’agit d’une convergence de la sortie z(t) vers 0.
Comme expliqué lors de la définition du systeme (3.1]), on considere que l'intervalle
de temps [to; 1] est suffisamment grand devant la constante de temps maximale du
systeme pour que les valeurs aient eu le temps de converger sur cet intervalle. No-
tamment ’état = aura convergé vers une valeur finale constante notée =y (qui n’est
pas forcément zéro), mais qui permet d’avoir z = C(t;)zy =0, =0, & = 0,... en
régime permanent.

Démontrons que pour tout ¢, I'ajout de i intégrateurs permets d’annuler une
perturbation w(t) = w;_ 1", Yw; € R™ constant :
— Pour une perturbation constante wy € R™ telle que w(t) = wy pour tout

t € [to; 1], en prenant I’équation (3.3)) avec un seul intégrateur, on obtient en
régime permanent :

A

B(t)Ky,m + (A(t) + B(t) K)xy + B(t)w, = 0

L’ajout d’un intégrateur permet donc d’annuler I'erreur statique si cette équa-
tion en 7; permet de compenser la perturbation, soit si :

Kym+w,=0
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K, € R™>" avec en général n, < n,. Cette équation a donc de nombreuses
solutions dont celle obtenue en utilisant la matrice pseudo-inverse de K, :

m = —Kﬁwo

De plus, le retour d’état étant synthétisé pour que le systeme en boucle fermée
soit stable, la matrice d’état en boucle fermée a Uinstant final A(t,) + B(t;) K
est Hurwitz, donc inversible, donc nous avons en régime permanent z; = 0
(qui implique bien z(#;) = 0).

L’ajout d’un intégrateur permet donc d’annuler les perturbations statiques
pour les systémes variant dans le temps.

Pour une perturbation en rampe w(t) = wit avec w; € R™ constant, en
dérivant une fois ’équation avec deux intégrateurs en régime permanent
(z=0,% =0et & =0, et en supposant directement que x = 0 aussi), on
obtient :

Bt)(Kpyne + Ky + wit) + B(t)(K,,m + wy) =0

Indépendamment des variations de B(t), cette équation en 7, et 1y peut avoir
des solutions :

m = —K7w

N = —Kﬁwlt + Ki K, Kjf; wy

L’ajout de deux intégrateurs permet donc d’annuler une erreur en rampe pour
les systemes variant dans le temps.

Pour une perturbation en polynéome du temps de puissance i — 1 > 1 telle
que w(t) = w;_1t""*, on obtient une relation semblable & celle de la rampe
précédente pour la (i — 1)®m¢ dérivée de (3.3) avec i intégrateurs :

d1B(t)

Jpil Fiiy oo mas i, wit’) + .o+ B(E) fo(na, mu, wit) + B() f1(m, w;) = 0

avec les f; des fonctions linéaires qui doivent étre toutes nulles si B(t) est
variable :

fj(”j? "'777277717witi) =0

Sans rentrer dans le détail du calcul et des équations, ’ensemble de ces équa-
tions linéaires peut s’écrire sous la forme :

K, 0 w0\ (m I,
ag, Ko, K, . 0 |].. Lt

Qi1 K

n1 aiflnzK

72
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Avec les coefficients a;,, des constantes. La matrice étant triangulaire elle est
inversible, et il existe donc une solution en régime permanent pour les 7;.

L’ajout de 7 intégrateurs permet donc d’annuler une perturbation de la forme
w(t) = w;t'.

Le théoreme est prouvé. |

Dans cette these, nous focalisons sur la synthése de retour d’état statique pour
les systemes linéaires variant dans le temps donné par la définition [3.1], avec par
conséquent 'ajout éventuel de N intégrateurs sur l'erreur de sortie en fonction de
la nature du systéme et de la spécification du rejet de perturbations.

Pour ne pas alourdir les notations dans la suite du manuscrit, nous écrirons

tous les résultats d’analyse et de synthése sur la base des notations données par la
définition |5.1) :

A

A(t) boucle ouverte, A(t) boucle fermée, B(t), C(t)

sachant que, pour répondre da des spécifications d’annulation d’erreurs statique ou de
trainage, ces matrices peuvent en fait correspondre au systeme original augmenté de
N intégrateurs comme donné par la définition[3.3 et représenté sur la figure [3.9

5. =7 4 B =5 .
N _‘ Ae) |
w(t)

|

z(t) ' ¢ | 3 u(t)
: } (o) } *“)} [ -a ‘kﬁ —{ Bt)  e—

3@ | e f.m ‘
0 I

FIGURE 3.2 — Systeme augmenté de N intégrateurs, en fonction du besoin d’annu-
lation d’erreurs statique ou de trainage dues a ’entrée de perturbation w, assimilé
au systeme étudié.

3.1.2 Performances temporelles

Le premier critere de performance analysé est le taux de variation, correspondant
classiquement a la constante de temps des systemes LTI, permettant de caractériser
le temps de réponse du systéme variant dans le temps.
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Taux de variation :

Les bornes inférieure et supérieure du taux de variation des réponses temporelles
peuvent étre encadrées respectivement par a; et ap € R si le théoreme suivant
est vérifié, correspondant au résultat de stabilité exponentielle existant notamment
présenté dans [62] :

Théoréme 3.4: Taux de variation

Supposons qu’il existe P, € P, P, € P, deux scalaires positifs A\; > 0, Ay > 0,
deux réels a; < am, tels que les DLMI suivantes sont vérifiées pour tout
t € [to;t1] :

Pi(t) 2 M\, 200Pi(t) 2 {Pi() AR} + Pi(1),

, (3.4)
ol 2 Py(t), Po(t) + {P() A1)} < 204 Py(t)

alors les trajectoires solutions de #(t) = A(t)x(t) sont encadrées par les expo-
nentielles suivantes sur Uintervalle [to; ] :

Bi(to)e” < lz(t)]] < Ba(to)e™ (3.5)

ou ﬁg(to) = )\glx(to)TPk(to):c(to), k= 1,2

Preuve : Soit z(t) solution du systéme en boucle fermée sur l'intervalle
[to; t1] pour des conditions initiales z(ty) données. Par congruence, les DLMI
impliquent le long des trajectoires que (la dépendance dans le temps ¢ est abandonnée
pour améliorer la lisibilité des formules) :

2012 Pir < {x" P}t 4 z! P,
' Pox + {z" Pyi}" < 2092 Py,

Soit Vi(t) = 2T (t) Pi(t)x(t) et Va(z) = 27 (t) Py (t)x(t). Ces fonctions scalaires satis-
font donc aux inégalités différentielles suivantes :

2 Vi(t) < VA() , Va(t) < 2a:Vi(1).
Le principe de comparaison (voir [30]) sur I'intervalle [to; 1] implique :
Vi(to)e®™ 1t < Vi(t) , Va(t) < Va(to)e™.

Puisque Vi(t) < M]|z(8)]|? et Ao||lz(¢)])* < Va(t) pour tous les temps t € [to;ty], le
théoreme est prouvé. [ |

La preuve suit la ligne classique de la démonstration de la stabilité exponen-
tielle ([9], [62]). Ainsi, si as < 0, le théoreme prouve la stabilité exponentielle
du systeme avec un taux de décroissance borné par as. Nous retrouvons alors la
définition classique de la constante de temps pour les systemes LTI avec oy = ——*

Tmin
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et (g = ———, Tyaw > Tmin > 0 deux constantes de temps bornant les dynamiques

Tmax

du systeme telles que :

__1 1
Bulto)e Tmin' < [|l(t)]| < Ba(to)e mmes’

Le temps de réponse a 95% du systéme LTV étant classiquement borné par 37,44

Les résultats suivants utilisent la méme démarche pour conclure sur le coefficient
d’amortissement et sur la borne maximale de la fréquence d’oscillation de ’état, qui
sont a notre connaissance deux nouveaux résultats dans le cas des systemes variant
dans le temps.

Coefficient d’amortissement :

Le coefficient d’amortissement des trajectoires d’un systeme est caractérisé
par le rapport entre le taux de décroissance et la fréquence des réponses de
type oscillatoire.

Ce rapport est borné par tan(f) dans le théoréme suivant.

Classiquement pour les systemes LTI, le coefficient d’amortissement appelé £ est
lié & la notion de mode et de placement de poles. Il est égale & sin(f) avec cette
définition de 6. Pour § = 0 il n'y a pas d’amortissement prouvé. Pour § = m/2
I’amortissement est infini signifiant qu’il n’y a pas de trajectoires oscillantes.

En s’inspirant de 'approche de modulation/démodulation exposé dans [7], on
considere les réponses des systémes variant dans le temps de type oscillatoire a la
pulsation w définies de maniere complexe par :

2(t) = (x1(t) + jaa(t)) e @9 (3.6)

sans autre hypothese sur x; et x5 que d’étre différentiables et réels. La partie réelle
de ce signal

z1(t) cos(wt + ¢) — z2(t) sin(wt + @)

qui est la partie du signal qui nous intéresse pour le systeme évoluant dans R", aura
donc la méme propriété de taux de décroissance.

A notre connaissance, ce théoreme est un nouveau résultat d’analyse des systemes
linéaires variant dans le temps :
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Théoréme 3.6: Coeflicient d’amortissement

Soit 6 € [0, m/2] et supposons qu'il existe Py € P et un scalaire A3 > 0 tels
que les DLMI suivantes sont vérifiées pour tout t € [to; t1] :

AsI < Ps(t), {e9P5(t)A(t)}* + cos(h)Ps(t) < 0 (3.7)

alors toute réponse de type oscillatoire & la fréquence w de x(t) = A(t)z(t)
décroit exponentiellement comme suit sur Uintervalle [to; 1] :

lz(t)| < Bs(to)e (3.8)
ol B2(to) = A3 (m1(to) T Pa(to)z1(to) + @2(to) " Ps(to)za(to)). Ainsi, apreés n

périodes d’oscillation sur lintervalle [fo;?;], la décroissance est telle que
|z (to + 2nm/w)|| < Bs(to)e=2mtan(),

Preuve : Soit z(t) une solution complexe du systeme & = A(t)z(t) sur I'intervalle
[to; t1] oscillante définie comme précédemment par (3.6) :

(1) = (z1(t) + ja(t))e? )
Pour faciliter le calcul, on note le signal complexe x,(t) = x1(t) + jra(t).
La DLMI (3.7)) implique par congruence avec la trajectoire x(t) sur 'intervalle

[to; t1] que :
{a*(t)e O PyA(t)x(t)}* + cos(8)z* (1) Psx(t) < 0

en remplacant avec x(t) = x,,(t)e? @) et @(t) = 2, (t)e? @) 4w, (t)el W),
et en rappelant que e /Wit Pei(Wite) — 1 cette inégalité est équivalente & :

e 00, (1) Ps(y, (1) + jwry(t)) + e (d,(t)* — jwz,(t)) Psay(t)
+ cos(0) 2, (t)* Pazy,(t) < 0

ce qui est équivalent a, en développant le terme e/? = cos(6) + j sin() :
cos(0)x, (1) P3(2,(t) + jwz,(t)) 4+ cos(8) (i, (t)" — jwx,(t)*) Psx,(t)
— Jsin(0)xy, (8)" Ps (i (t) + jwze(t) + jsin(0) (du(t)" — jwze (1)) Pszu(t)

+ cos(0) 2y, (t)* Py, () <0
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les termes complexes s’annulent deux a deux, cette inégalité est donc équivalente
c08(0) (g (1)* Psiiy(t) 4 20 (1) Payy () + 2 (t)* Pz () +
2sin(0) w x,(t)* Psx,(t) <0

En posant
Vs(t) = 2(t)" Py(t)a(t) = 2, ()" Ps(t)zu(t) = 21(t) Pa(t)a(t) + wa(t) " Py(t)aa(t)
on obtient la relation équivalente suivante :
cos(0) Vs(t) < —2w sin(f) Vs(t)
Un cas particulier est celui ou @ = 7/2. Dans ce cas, on obtient
0 < —2wVi(t,w) <0

I'inégalité du coté droit provenant du fait que V3 est définie positive. Cela signifie
que la seule réponse oscillatoire du systeme (w # 0) est telle que V3 = 0, ie. la
solution triviale x = 0. Dans tous les cas, le principe de comparaison implique sur
I'intervalle [to; 4] :

Vg(t) < V3<t0)672w tan(0)t

Puisque As||z(t)]|? < Vi(t) pour tous t € [to;t1], le théoréme est prouvé. |

Pulsation propre :

Le théoreme suivant prouve la limite de pulsation des réponses oscillatoires dé-
finies comme pour le théoreme précédent, et est a notre connaissance un nouveau
résultat d’analyse des systemes linéaires variant dans le temps :

Théoreme 3.7: Pulsation propre maximale

Supposons qu’il existe Py € P et w > 0 tels que les DLMI suivantes sont
vérifiées pour tout t € [to;t1] :

{—jP,(t)A(t)} < 2wPy(t) (3.9)

alors les réponses de type oscillatoire de &(t) = A(t)x(t) sur 'intervalle [to; t1]
n’existent que pour les pulsations w < @.

Preuve : Soit x(t) une solution complexe du systeme & = A(t)x(t) sur I'intervalle
[to; t1] oscillante définie comme pour le théoreme précédent par (3.6) :

2(t) = (21(t) + jaa(t)) o) = g, (1)l @)

Par congruence avec la trajectoire z(t), la DLMI (3.9) implique sur l'intervalle
[to; t1] que :
{—ja* () PLA()x ()} < 2wa™ () Pa(t)2(t)
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avec & = A(R)a(t), o(t) = 5 (e ot 5(t) = (el + ju, (el
et en rappelant que e J@itPeiWiHd) — 1 cette inégalité est équivalente & :

{— g2, () Pyt (t) + jwr, (1)} < 20a,(t)* Pawa(t)
qui est équivalente & :
{w 2, (1) Pyz, (1)} < 20 2, (1) Py, (t)
Ce qui donne, avec
Va(t) = o (t) Pa(t)x(t) = af,(t) Po(t)wu(t) = 2 (t) Pa(t)1(t) + 25 (8) Pa(t)2(t)
la relation équivalente suivante :

20Vi(t) < 2wVi(t)

Si w > w, la seule solution est V; = 0, de. la solution triviale x = 0. |

3.1.3 Performances entrées-sorties

Les définitions des normes entrées-sorties utilisées ci-dessous sont reprises du
livre S-Variable [19]. Lorsque les systemes sont LTI et les matrices de Lyapunov
constantes, on retrouve notamment directement les théoremes d’analyse proposés

dans ce dernier ouvrage. Il y a continuité entre les résultats d’analyse pour les sys-
temes LTI et LTV.

Performance Norme-a-Norme :

La performance Norme-a-Norme du systeme (3.1)) évalue le pire ratio entre la
norme tronquée Lo, ., sur l'intervalle [to; ¢1] de la sortie z(?) et celle de I'entrée de
perturbation w(t) , a partir d’une condition initiale nulle x(tg) =0 :

z
sup Nell2igy) = Yo (3.10)

weLQ[to;tl] w70 | |w’ ‘2[t0;t1]
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Théoréme 3.8: Performance Norme-a-Norme

Soit 75, > 0 et supposons qu’il existe P5 € P tels que les DLMI suivantes sont
vérifiées pour tout t € [to;ty] :

I, 0 ! Bi(t) Ps®)\ (In. O
Alt) B@t)) \Bs@) o A(t) B(t)
; (3.11)
. ctt) Du@®)\ (L. 0 C(t) Du(t) <0
0 I, 0 —l,) \ 0 I,

alors les trajectoires du systeme (3.1)) sur U'intervalle [to;t1] sont telles que :

VA
sup M = Yoo < Yoo (3.12)
weﬁz[to;tl],w?éd|w||2[t0;t1]

La performance Norme-a-Norme du systeme (3.1)) est bornée par 7.

Commentaires : Ce théoréme est donné avec la possibilité d’un transfert direct de
la perturbation d’entrée vers la sortie non nulle, de telle sorte que z(t) = C(¢)x(t) +
Dy, (t)w(t).

Le résultat obtenu est similaire au résultat de performance H,, du lemme KYP
pour les systemes LTI (cf. [48]). Ce résultat couplé au théoréme est aussi équi-
valent au résultat présenté dans [26] avec I'approche IQC.

Preuve : La DLMI (3.11)) peut se réécrire :

Ps(t) 4+ Ps(1)A(t) + A(t) T P5(t) + C(#)TC(t) Ps(t)B(t) + C(t) " Dy(t)
B(t)" Ps(t) + Du(t) ' C(t) Du(t) " Du(t) = 7aIn,

=0

Par congruence de cette DLMI avec le vecteur (z'w')", en posant Vi(t) =
x ' (t)Ps(t)x(t), on obtient sur les trajectoires de en boucle fermée sur I'intervalle
[to; t1], en rappelant que @(t) = A(t)x(t) + B(t)w(t) et 2(t) = C(t)z(t) + Dy(t)w(t),
directement que : ‘
Vs(t) + [l2()]]* < 2cllw(®)]]?
En intégrant cette inégalité de ¢y a t1, en rappelant que z(tg) = 0, donc Vs(tp) = 0,
ona:

t1 t1
Valt) + [ 1l <o, [ )Pt
v to 0

Comme V5(t1) > 0, on obtient [|z[|a, ., ; < Yoollwll2, - [

Cas particulier : Si la DLMI (3.11]) est vraie pour ¢y = 0 et t; = +inf, c’est-a-
dire pour ¢t € R, par passage a la limite de cette derniere inégalité, on obtient que
[12[l2 < Yool [w] 2.
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Performance Impulsion-a-Norme :

La performance Impulsion-a-Norme évalue la pire norme tronquée £2[t0m sur

Iintervalle [to;t1] de la sortie z(t) de pour un ensemble donné de conditions
initiales z(ty) = B(to)a, a € R™, ||a|] < 1, (ou de maniere équivalente pour les
conditions initiales nulles et les perturbations impulsionnelles w(ty) = ad(t — tp) on
d est 'impulsion de Dirac) :

sup ||z][s,
Jlof <1

=T (3.13)

tosty

Théoreme 3.9: Performance Impulsion-a-Norme

Soit v5 > 0, Fg € P tels que les DLMI suivantes sont vérifiées pour tout

t € [to,tl] :

{Ps() A1)} + Ps(t) + C(t) ' C(t) 2 0, (3.14)
BT (to) Ps(to) B(to) = 73 1n,, '

alors, quelles que soient les conditions initiales telles que z(ty) = B(to)« avec
lla|] < 1, les trajectoires du systeme (3.1) sur l'intervalle [to;?;1] sont telles
que :

sup ||2[]2,, =72 < 72 (3.15)

tpo;t
llo|<1 o

ie. la performance Impulsion-a-Norme du systeme (3.1)) est limitée par vs.

Preuve : En définissant Vi(t) = 2 (t) Ps(t)x(t), par congruence de la premiére
DLMI de (3.14]) avec le vecteur z, on obtient que les trajectoires solutions de ({3.1))
en boucle fermée vérifient sur l'intervalle [to; 4] :

Vs(t) +11=(®)| <0
et par congruence de la deuxieme avec le vecteur o de norme 1 on obtient :
Ve(to) <3

En intégrant la premiere inégalité de ty a t; et en combinant avec la deuxieme
inégalité, nous obtenons :

t1
Va(ta) + [ 11=(0)11%dt < Vi(to) < 53
0

Comme V;(t1) > 0, on obtient que ||z||2[ < e [

o3ty

Cas particulier : Si les DLMI ([3.14)) sont vraies pour to = 0 et t; = +inf, c’est-
a-dire pour ¢ € R, par passage a la limite de cette dernicre inégalité, on obtient

que ||z[[z <.
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Performance Impulsion-a-Créte :

La performance Impulsion-a-Créte évalue la pire amplitude instantanée de la
sortie z(t) de sur un intervalle [to;¢;] pour un ensemble donné de conditions
initiales z(ty) = B(to)a, a € R™, ||a|] < 1, (ou de maniere équivalente pour les
conditions initiales nulles et les perturbations impulsionnelles w(t) = ad(t — to) ou
d est 'impulsion de Dirac) :

sup  [|z(8)[] = 7rp (3.16)

teltost1],l|all=1

Théoréme 3.10: Performance Impulsion-a-Créte

Soit y;p > 0, supposons qu’il existe P; € P tel que les DLMI suivantes sont
vérifiées pour tout t € [to;t1] :

{Pr()A) Y+ Pr(t) <0
B(to) " Pr(to)B(to) = VipIn, (3.17)
Ct)TC(t) = Pr(t)

alors les trajectoires du systeme (3.1]) sur U'intervalle [to; 1] sont telles que :

sup [zl = vip < vip (3.18)

t€ltost1],€R" e, ||a|=1

La performance Impulsion-a-Créte du systeme (3.1)) est bornée par v;p.

Preuve : Soit z(t) la solution du systeme (3.1]) en boucle fermée pour les condi-
tions initiales x(ty) = B(to)«, ||a|| = 1, sans perturbation w(t) = 0. En définissant
Vi(t) = 27 (t)P;(t)x(t), par congruence de la premicre et troisitme DLMI
avec le vecteur = et par congruence de la deuxieme avec le vecteur a de norme 1, on
obtient sur les trajectoires sur I'intervalle [to; 1] que :

Vit) <0, Vi(0)<afp (@I = Va() <0

En intégrant la premiere inégalité de ¢y a ¢ et en combinant ces trois inégalités, on
obtient :
lz@OI* < Va(t) < Vilto) < p-

L’inégalité est valable pour tout ¢ € [to;t1], donc pour la valeur maximale de ||z(t)||
sur l'intervalle [to; t1]. |

Cette performance permet de caractériser précisément la boule maximale dans
laquelle on souhaite faire évoluer le signal de sortie complet pour des conditions ini-
tiales maximales données. Elle est donc tres utile et fait partie des exigences usuelles
pour dimensionner un controleur selon un contexte opérationnel donné.

Elle permet notamment de borner les matrices de la représentation d’état lorsque
celles-ci sont aussi fonction de l’état ou de la sortie, comme le propose l’heuristique
3.19 page [{4] pour les systémes LTV évoluant dans un polytope.
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3.1.4 Formulations duales

Comme présenté dans le chapitre [2| donnant les préliminaires théoriques, il est
bien établi que la synthese de contrdoleur par retour d’état statique a des solu-
tions convexes lorsque les formules précédentes, qui impliquent des produits du type
P(t)A(t) = P(t)A(t) + P(t)B(t)K, sont converties en une formulation duale qui
implique des produits de type A(t)X (t) = A(t)X(t) + B()Y (t), ot X(t) = P~\(t)
et Y(t) = KX(t).

Nous reprenons donc, selon ce changement de variable, ’ensemble des théorémes
précédents et reformulons I'ensemble des DLMI au format dual dans le corollaire
unique suivant :

Corollaire 3.11: Formulations duales des DLMI de performances
temporelles

Les formulations duales des DLMI des théoremes [3.4] a [3.7] précédents sur les
performances temporelles sur un intervalle [to; 1] sont les suivantes :

— Formulation duale de (3.4)), taux de variation :

MU < X(1), 200 X1(t) = {AD) X1 ()} — X1 (2),

. ) ” (3.19)
Xo(t) AL, —Xo(t) + {A() Xa(t)} = 200 X5(1).
— Formulation duale de (3.7]), coefficient d’amortissement :
Xs(t) = A3, {e PP A(t) X5(t)} 7 — cos(8) X5(t) < 0. (3.20)

— Formulation duale de (3.9)), pulsation propre maximale :

{—jAR) X4 ()} < 20X, (). (3.21)
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Corollaire 3.12: Formulations duales des DLMI de performances en-
trées/sorties

Les formulations duales des DLMI des théoremes a précédents sur les
performances entrées/sorties sur un intervalle [to; ;] sont les suivantes :

— Formulation duale de (3.11)), performance Norme-a-Norme :

L, A@)\ [-X5(t) Xs(t)\ (L., A(t) !
o o)\ x50 0 0 C(t)
. (3.22)
N Bt) 0\ (3L, O B(t) 0 L0
Dy(t) 1. 0 =1, ) \Dyu(t) I,

— Formulation duale de (3.14]), performance Impulsion-a-Norme :

{ADXs(0} = Xo(t) Xo)COT) _

C(H)Xs(t) I, (3.23)
2 *B(to) B (to) = Xe(to)

— Formulation duale de (3.17]), performance Impulsion-a-Créte :

{A@)X7()}™ — X7(t) < 0,
vipB(to) B (to) = Xz(to), (3.24)
CHX7()CT(t) = I,

Preuve : Ces dernieres formules sont directement obtenues par remaniement
des équations avec P = X! et en rappelant que P = — X1 X X1,

3.2 Cas des systemes LTV bornés dans un poly-
tope

Les formules DLMI des paragraphes précédents ne sont pas utilisables tant que
la dépendance temporelle des données (matrices A(t), B(t) etc.) n'est pas spécifiée
et tant qu'un choix de fonction n’est pas fait pour les inconnues P;(t) ou X;(t).
Dans le cas ou les données et les inconnues sont des fonctions polynomiales, de nom-
breuses techniques peuvent étre utilisées comme décrit dans [52]. Il peut s’agir de
techniques de somme de carrés [53] qui peuvent étre codées en utilisant YALMIP
comme proposé dans [34], ou une approche de type Polya qui peut étre codé en
utilisant ROLMIP [3]. Les fonctions trigonométriques du temps peuvent également
étre considérées avec des approches similaires, voir [39].
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Dans cette these, nous considérons le cas ou les données variantes dans le temps
évoluent a l'intérieur d’ensembles polytopiques :

Le systeme 3 défini par (3.1 est considéré comme inclus dans un polytope
pour lintervalle [to; 1] :

~ R [v=1...7]
Al B ,t € [to;t1] ¢ € Co 4 B (3.25)
C(t) Dy(t) C D,

sans hypothese sur les dérivées (les matrices A(t), B(t) etc. peuvent étres des
fonctions discontinues du temps).

Sans plus de connaissances sur le systéme, un choix relativement direct est de

rechercher les certificats de Lyapunov P; constants (P, = 0), ou leur équivalent dual
X; (XZ = 0) constants. Sous ces hypotheses, il est facile de remarquer que les DLMI
précédentes sont des LMI, et que celles-ci sont valables pour tout le polytope, alors
elles sont valables pour tout ¢ € [to; 1] . De plus, par convexité, on peut prouver
que les LMI sont valables pour tout le polytope si et seulement si elles sont valables

pour le nombre fini de sommets v =1...0.

Pour illustrer le nombre fini de LMI sur les sommets du polytope, voici les for-
mules des performances temporelles avec le certificat dual de Lyapunov constant
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Corollaire 3.14: LMI sur un polytope

Les formules DLMI des performances temporelles (3.19), (3.20), (3.21) du
corollaire [3.11] précédent sont vérifiées si les LMI suivantes sont vérifiées :

20(1X1 j {A[U}Xl}H 3 {A[U]XQ}H j 2062)(2 (326)

{eAPX ™ 20, {GAMXYY < 2w, (3:27)

Toutes ces conditions ont la structure suivante :

1
A v
. Tl Ty . o
avec les matrices R; = respectivement définies par :
T2 0
— 111 = 2aq, 112 = —1 pour prouver que le taux de variation exponentielle

est supérieur a o ;

— r91 = —2aw, 99 = 1 pour prouver que le taux de variation exponentielle
est inférieur a as;

— 131 = 0, 733 = €% pour prouver que le coefficient d’amortissement est
supérieur a tan(0);

— 141 = —2W, rye = —j pour prouver que la pulsation propre maximale
est limitée par w.

Pour simplifier, nous dirons qu'un systeme LTV #(t) = A(t)x(t) est R; -
stable si les LMI construites a partir de la matrice R; sont satisfaites. Cette
définition correspond a la définition du placement de pdles pour les systemes
LTT incertains exploités dans [19].

Commentaire : Les autres performances ne sont pas présentées ici au format LMI
sur les sommets. Il s’agit uniquement de prendre X = 0 dans chaque DLMI et de
prendre toutes les matrices d’état constantes égales successivement a ’ensemble des
sommets.

Preuve : Le résultat de ne pouvoir vérifier les LMI que pour les sommets du
polytope est trivial pour toutes les contraintes affines en les matrices d’état (voir
démonstration du théoréme 2.2 du livre [19]).

Pour d’autres contraintes impliquant des produits de matrices d’état, la convexité
est encore préservée. Prenons par exemple la derniere inégalité de (3.24)) :

C(t)X7()CT(t) = I,

En introduisant le terme X;'X; = I tel que C(t)X7(t) X;' X;0T(t) =< I,
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cette inégalité est équivalente par complément de Schur a :

X; X;0)T
CHXr I,

qui est linéaire en C'(t). La méme procédure peut étre appliquée a toutes les LMI
(primales ou duales) contenant des produits de matrices d’état, démontrant leur
convexiteé. [ |

Ces résultats sont valables pour tout comportement des matrices d’état a l'in-
térieur du polytope. Par conséquent, ils peuvent directement étre étendus aux sys-
temes non linéaires ou les matrices de la représentation d’état sont des fonctions
des états et/ou des entrées, tant que les trajectoires opérationnelles considérées ga-
rantissent que toutes les matrices du systeme restent a l'intérieur du polytope (3.25).

Une stratégie possible de synthese de contréleur, sur I'hypothese que les matrices
d’état variables sont bornées a 'intérieur d’un polytope, consiste a prouver que, pour
des conditions initiales bornées correspondant aux pires conditions opérationnelles,
les trajectoires sont bornées, garantissant que toutes les matrices du systéme restent
a 'intérieur du polytope.

Cela conduit a la stratégie de synthese suivante :

Heuristique 3.15: Synthése de retour d’état sur un polytope

Pour garantir lors de la synthese d’un controleur que les matrices non linéaires
du systeme restent a 'intérieur du polytope, c’est-a-dire pour un retour d’état

A

A(t,z) = A(t,z) + B(t,z)K la garantie que :
(A(t,z) B(t,z)) € Co(A B)"="", ¢ € [to; 1]

on ajoute systématiquement lors de la synthese la spécification dimension-
nante suivante :

La performance Impulsion-a-Créte robuste sur [’ensemble du polytope est bor-
née par une valeur suffisante pour montrer que l’état est lui-méme borné pour
les pires conditions opérationnelles, garantissant que les matrices d’état res-

tent a lintérieur du polytope défini par (3.25)).

Cette stratégie est utilisée sur le cas d’application du contrdle d’attitude dans le
chapitre [] suivant.

D’un point de vue philosophique, pour faire le parallele avec I’approche classique
du controle des systemes non linéaires (cf. [30]) qui consiste a linéariser le systeme
autour du point de fonctionnement, d’en déduire une loi de contréle a partir du
modele LTT obtenu par linéarisation, sans souvent connaitre précisément la plage
de validité exacte de la linéarisation et du contrdleur linéaire obtenu (voir aussi
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[45]) ; 1la méthode proposée par cette heuristique, lorsqu’elle a une solution, permet
d’obtenir un contréleur valide pour le modele non linéaire complet sur toute la région
opérationnelle étudiée, sans étapes préliminaires de calcul autre que de calculer les
sommets du polytope, c’est-a-dire les valeurs extrémes des matrices.

Maintenant que nous avons formulé I’ensemble des outils d’analyse des systémes
linéaires variant dans le temps sous la forme de LMI duales s’appliquant aux sommets
d’un polytope encadrant le systeme, avec une stratégie (heuristiquemprécédente)
qui nous permet de garantir que le systeme restera a 'intérieur du polytope, il nous
est possible d’adresser le probleme de synthese de contréleur.

3.3 Synthese de retour d’état multi-performance

Un contrdleur qui se présente assez naturellement en premier en Automatique
pour stabiliser un systeme est le retour d’état :

Probleme 1: Syntheése de retour d’état multi-performance

Trouver un gain statique de retour d’état K pour que :

les + = 1...%7 configurations en boucle fermée d’'un méme systeme :

A

5 {fbi(t) = (Ai(t) + Bi(t) K)i(t) + Bi(t)w(?)

4() = Gt (3:29)

satisfassent simultanément la spécification II; associée a ¥;, choisie parmi :
— Y; est R; -stable,
— La performance Norme-a-Norme de ¥; est bornée par v,
— La performance Impulsion-a-Norme de ¥; est bornée par 7,,,

— La performance Impulsion-a-Créte de ¥; est bornée par v;p,.

Les i = 1...7 configurations du systeéme original auront au préalable été aug-
mentées de N intégrateurs en fonction du besoin d’annulation de I'erreur sta-
tique et des N — 1 ordres d’erreur de trainage, c’est-a-dire que A;(t) contient
déja les éventuels N intégrateurs.

Notez que les spécifications sont définies pour différents systemes du méme ordre
(éventuellement augmentés d’'un méme nombre N d’intégrateurs). Bien stir, un cas
particulier est celui ou les matrices sont les mémes pour tous les ¢ = 1...7. Mais
on peut aussi supposer que chaque spécification de performance II; est définie pour
une variante d’'un méme systeme correspondant a différentes configurations, chaque
configuration évoluant dans un polytope différent défini par avec v; sommets.
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3.3.1 Certificat de Lyapunov commun a toutes les perfor-
mances

Pour résoudre ce probleme de synthese, une application directe du paradigme
de mise en forme de Lyapunov [12] consiste a rechercher un certificat de Lyapunov
commun X; = X pour toutes les spécifications de performances, en empilant simple-
ment toutes les inégalités matricielles. Avec 'application du changement de variable
réversible KX =Y, les formulations duales se trouvent étre linéaires en les matrices
inconnues X et Y (AMX = (APl + BRI X = AblX + Blily).

Soit £, owi(X,Y) = 01la LMI en X et Y obtenue pour la performance II;

choisie parmi (3.19)) , (3.20)), (3.21), (3.22)), (3.23), (3.24)), en remplacant les
matrices d’état par leur valeur au sommet v; et en prenant X; = X pour tout
t=1..., X=0et KX =Y.

Théoréme 3.17: Synthése de Lyapunov

S’il existe deux matrices X = 0 et Y simultanément solution de toutes les
LMI ﬁn, slvi) (X,Y) =20, pour tout ¢ = 1...7, pour tout v; = 1...v;, alors

K =Y X! est une solution au probléme [1}

L’avantage de ce résultat est qu’il implique peu de variables de décision et que
la solution, si elle existe, est tres robuste du fait qu’elle encadre plus largement la
trajectoire. A 'inverse, le principal inconvénient est le pessimisme di a la recherche
d’un certificat de Lyapunov commun pour toutes les performances.

Une alternative est le paradigme de mise en forme utilisant les S-variable ([19]).

3.3.2 Certificat S-Variable commun a toutes les performances

Le paradigme de mise en forme S-Variable (cf. [19]) permet de rechercher diffé-
rents certificats de Lyapunov, un pour chaque spécification de performance, mais en
supposant une S-variable commune pour toutes les contraintes.

Les LMI précédentes £, o, (X,Y) =< 0 correspondant aux DLMI (3-19) , (3.20)),

(3.21)), (3.22), (3.23), (3.24)), en remplacant les matrices d’état par leur valeur au
sommet v; et en prenant X; = X, X =0et KX =Y, peuvent étre reformulées avec
I'introduction de S-Variable de la maniére suivante :
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Corollaire 3.18: LMI S-Variable sur un polytope

Les formulations S-Variable des LMI correspondants aux performances tem-
porelles et aux performances entrée/sortie (3.22), (3.23)), (3.24) avec

X;=0et MU’](S T) = As + BT sont
— R; -stabilité :

*y\ H
MPM(S,1)) (A
R®X; = (3.30)
— —Ji
— Performance Norme-a-Norme bornée par 7., :
0 X, X.cM" 0 0 0
i Yoorl 0 o]
X, 0 0 + | B 0 B
[v3] 0~
C"X; 0 0 Dl I, Dl Inz

M!S, T)
= —-S
0
<

— Performance Impulsion-a-Norme bornée par s, :

3.31)

*\ H
0o X, x,cMT MMs, T (A,
X; 0 0 = -5 —1I
(3.32)
chlx, o -1, 0 0
1B BT < X,
— Performance Impulsion-a-Créte bornées par ~;p, :
*\ H
0 X, MM s, 1)\ (A,
X, 0) -S —I
(3.33)

YABMBIT < X,
ool 2 I

Ces inégalités matricielles ne sont des LMI en X;, S et T" que lorsque les A,,
sont données. Si une de ces LMI est vérifiée pour tous les sommets v; = 1...9;,

alors le retour d’état
K=1T5"

permet a la boucle fermée ¥; de satisfaire la performance II; considérée.
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Preuve : La démonstration n’est donnée que pour la premiere inégalité de R;
stabilité suivant les méthodes S-Variable développées dans [19], les autres
LMI se démontrent de la méme maniere. Grace au changement de variable réversible
T = KS, la contrainte se lit avec la matrice d’état en boucle fermée Al =
AW + Bl-[vi]K :

[vi]

AZ
Ri®X; < s (A*. _1)
I

Par congruence de cette inégalité matricielle avec la matrice ot | cela implique :
Al

)

I
(I A[Ui]> R, ® X; =0
? AEUJT

qui est la LMI (3.28)). Cette opération classique pour faire apparaitre et disparaitre
les S-Variable découle de la S-Procédure comme expliqué dans [19]. n

Les formules de [19] sont modifiées car elles ne s’appliquent pas directement
au cas variant dans le temps. Notez qu’a la différence des résultats dans [19], le
résultat du corollaire concerne les systemes variant dans le temps : une ma-
trice commune X; est requise pour tous les sommets du polytope (et donc pour
tout ¢ € [to;t1]). Sans aucune connaissance préalable des dérivées temporelles ou
des commutations des matrices de la représentation d’état variant dans le temps, il
n’est pas possible de rechercher des certificats X; dépendants du temps plus avancés.

Soit S gl (X;, S, T, A,,) = 0 l'inégalité matricielle pour la performance II;
et le sommet du systeme EEW] avec la formulation S-variable du corollaire .

Théoreme 3.20: Paradigme S-Variable

S'il existe deux matrices S et T', » matrices X; > 0 et A,,, simultanément
solutions de toutes les contraintes S [wi(X;, 5, T, 4,,) = 0 pour tout i =

1...7, pour tout v; = 1...%;, alors K = T'S~! est une solution au probléme .

Le point ouvert avec ce dernier théoreme est que les contraintes ne sont pas
linéaires en raison des matrices A,, qui sont aussi inconnues. Une stratégie consiste
alors a choisir a priori les matrices A,,.

3.3.3 Heuristique pour le probleme de syntheése S-Variable

Les propositions suivantes fournissent des pistes pour établir une stratégie de
recherche des matrices A,, appropriées.
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Proposition 3.21: Conditions nécessaires pour A,

Si la contrainte S, wi (Xi, S, T, Ay;) = 0 a une solution,

alors le systeme
Y . {'Tz(t> = Aozi(t) + Bi(H)w(t)
T a(t) = Cit)i(t)

satisfait le test d’analyse £ X;,0) <0.

i,ELU-i} (

Preuve : Encore une fois la démonstration n’est donnée que pour la condition
de R; stabilité (3.30)), les autres performances se démontrent en suivant le méme
raisonnement.

Si la LMI S-Variable (3.30]) est vérifiée, alors par congruence cette fois-ci avec la

matrice , cela implique :

A*

o)

qui est la condition LMI d’analyse (duale) (3.28) pour prouver la R;-stabilité de
t;(t) = Ap,x;i(t). La matrice A,, doit donc elle-méme satisfaire la contrainte pour
que la LMI S-Variable ait une solution. [ |

Cette premiere proposition permet d’éliminer les candidats A, généraux. Dans
ce qui suit, nous donnons des pistes pour choisir des candidats de la forme A, =
—k;r%1, ou r;5 = 1 si la performance II; est une performance entrée-sortie.

Proposition 3.22: Solutions de Lyapunov solutions du probleme S-

Variable

S’il existe X, Y solutions de EH_ 2[””(X ,Y) =0, alors pour un scalaire assez

grand k; > 0, S Jw (X, XY, —kiriI) <0 est faisable.

La preuve découle du théoreme 2.9 de [I9] et n’est pas reproduite ici; il est en
plus prouvé a la suite de ce théoreme 2.9 dans [19] que le choix de tres grandes va-
leurs de k; conduira toutes les matrices X; a étre égales (S = X = X;). Le théoreme
[3.20] avec les S-variables n’a alors aucun avantage par rapport au Théoréme [3.17]

Par ailleurs, avec la proposition [3.21] nous obtenons que pour la performance de
R; stabilité, la matrice A;, = —k;rI doit elle-méme satisfaire cette méme perfor-
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mance de R; stabilité, ¢’est-a-dire :

1
(1 —kir;‘2> R; = ra — 2ki|rp? <0

—k;rio

Le parametre k; de la proposition doit donc satisfaire k; > 2|’;jé| pour la per-
12
formance de R; stabilité. Une recherche linéaire unidimensionnelle consiste donc a
résoudre le probleme de synthese en choisissant k; = k; + x avec k; = %, pour
2
k> 0.

En suivant le méme raisonnement pour les autres performances, nous obtenons
I’heuristique suivante :

Heuristique 3.23: Résolution des LMI S-Variable

Pour résoudre les LMI du théoreme |3.20] une stratégie de recherche des valeurs
A,, peut étre de faire un parcours linéaire unidimensionnel sur x > 0 tel que
A, = —(ki + k)riyl, avec r}y = 1 pour les performances autres que la R;-
stabilité, ou :

— pour la R;-stabilité : k; = 5743

2\7"1.22|’

— pour la performance Norme-a-Norme limitée par v, :

1
k; = mar —
v;=1...9; ’yool

VAmaa ((CHIBE)T Gl BEA)
— pour la performance Impulsion-a-Norme limitée par -, :

1
= —5 Amae((CP Bl Tl Bl
k= maz 5% (( ) )
— pour la performance Impulsion-a-Créte limitée par v;p, : k; = 0.

et rechercher les meilleures solutions en cherchant un x > 0 de plus en plus
grand tant que le probléeme n’est pas réalisable.

Remarque : Ces valeurs de k; sont des valeurs nécessaires pour initialiser les
LMI S-Variable avec cette définition scalaire des A,,, comme le montre la preuve
ci-dessous. Toutefois, ces valeurs peuvent ne pas étre suffisantes; de méme que la
structure de A,, égale a un gain fois I'identité peut ne pas toujours avoir de solution.
Cette heuristique donne une stratégie de recherche de solutions, mais si aucune so-
lution n’est trouvée, il est alors nécessaire de rechercher d’autres stratégies.

Preuve : Les bornes k;, pour le choix de recherche des matrices A,, sous la forme
— (ki + K)rj1, sont obtenues en appliquant la proposition 3.21] comme effectué pour
la R; stabilité juste avant I’heuristique.
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Pour la performance Norme-a-Norme : on résout directement la LMI (avec
Ps = 0 et les matrices variant dans le temps prise & une valeur fixe correspondant
a un sommet du polytope), on obtient que le systeme ¥, de la proposition
avec A,, = —k;I (r;z = 1 dans le cas des performances entrées/sorties) satisfait la
performance Norme-a-Norme si il existe P, > 0 (avec D,, = 0) :

—2k; P5, + ClilTClil  py plvil
BT py. _7301_ I,

Par congruence de cette inégalité avec la matrice (BT k;1)T, elle implique que :

—2k; 5, + Ol py Blvidl | [ Bl
(B[”i]T kJ) =0
B[Ui]TP5i _,Ygol Inw k"z‘[
Qui est équivalente a :

Nous obtenons ainsi la condition nécessaire sur k; suivante pour que la matrice
A,, vérifie la contrainte Norme-a-Norme :

b > A (BEITCAT O Bl
Voo,

Il ne reste plus qu’a prendre la valeur maximale sur les sommets pour obtenir k;.

Pour la performance Impulsion-a-Norme : on résout directement la LMI
(avec Ps = 0 et les matrices variant dans le temps prise & une valeur fixe corres-
pondant & un sommet du polytope), on obtient que le systéme ¥, de la proposition
3.21lavec A,, = —k;I (r;x = 1 dans le cas des performances entrées/sorties) satisfait
la performance Impulsion-a-Norme si il existe Fs, > 0 :

— 2k; Py, 4+ CMITClil < 0,
BT R B <421,
Par congruence de la premiére LMI avec la matrice B[l on obtient :
BT oldT ol gl < o glilT p. plvil
En combinant avec la deuxieme LMI cela donne :
ka/;[n = BT olilT ol glvil
Soit :

B>

> 7)\maz(B[Ui]TC[Ui]TC[Uz‘]B[U'L})
273,
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En prenant k,; égale au maximum de cette valeur sur tous les sommets, nous
obtenons une borne inférieure pour la performance Impulsion-a-Norme.

Pour la performance Impulsion-a-Créte : en suivant la méme procédure, on ré-
sout la LMI (3.17) :

—2k;P; <0
BINT B < 1,
clTolil < p

Ce qui donne que k; > 0 suffit pour la performance Impulsion-a-Créte. |

3.4 Exemple

3.4.1 Systéeme de référence

Le cas de référence choisi pour illustrer les résultats de ce chapitre est le probleme
du contréle du déplacement d’un assemblage masse-ressort comme représenté sur la

figure [3.3]

F _w Masse m Vent

perturbation

sz_Kp(E_EO)

dg | d¢
Fa=-Kilé, =) o,

FIGURE 3.3 — Systéme masse-ressort de référence.

Le mouvement de ’ensemble est controlé a partir de la position de I'extrémité
libre du ressort notée &,(t) = u(t) : on suppose qu'un contrdleur agit sur I'extrémité
du ressort avec un retard complet de sa chaine d’action de AT = 50ms (retards
de mesures + calculs échantillonnés + temps de réponse de 'actionneur). Lorsque
I'ensemble est a l'arrét complet (£, =constante) et qu’aucune force extérieure ne
s’applique (vent nul), la position de la masse est égale a celle de 'extrémité du res-
sort £(t) = & (I'allongement du ressort est considéré nul).

On suppose connaitre trés précisément la valeur de la masse m et de la raideur du
ressort K, considérées constantes. A I'inverse, le coefficient de frottement sur le sol,
pour lequel existent différents modeles (notamment les lois de Coulomb avec deux
phases : adhérence et glissement), est supposé ici incertain et variable en fonction
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de la position (état de surface inégal) et de la vitesse de la masse, tout en restant ce-
pendant borné K,4(§,€) € [Ka,,. ; Ka,,..]- Enfin, il s’applique sur la masse des forces

de perturbations (par exemple un vent variable).

L’application du principe fondamental de la dynamique a la masse m dont la
position est notée £ nous donne I'équation différentielle suivante :

m{ - Fp + Fd + Fperturbation = _Kpg - Kd(fa g)g +w + Kpu (334)

Le fait que le parametre de frottement Ky(&, 5 ) soit variable et incertain rend ce
systeme non linéaire.

Comme nous modélisons les forces de frottement comme étant bornées Ky(&, 3 ) €
(Ky,.. ;Kqa,..], les résultats de ce chapitre sur les systémes variant dans le temps dont

les matrices d’état sont incluses dans un polytope sont donc applicables pour ce sys-
teme.

3.4.2 Spécifications

Le controleur venant piloter la position de 'extrémité du ressort u(t) = &(t)
doit garantir que le systeme en boucle fermée réponde aux spécifications suivantes :

— II; : pas d’erreur statique; le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir
d’erreur statique en régime permanent autour d’une consigne de position £(t) =
&y = constante.

— Il : pas d’erreur de trainage d’ordre 1; le systeme en boucle fermée ne doit
pas avoir d’erreur de trainage lors de phase de déplacement a vitesse constante
le long de trajectoires de type rampe £(t) = wvot, avec vy # 0 une vitesse de
déplacement constante.

— II3 : la constante de temps doit étre supérieure a 2 fois le retard complet
AT = 50ms de la chaine d’action du calculateur effectuant le controle, soit une
constante de temps minimale 7,,;, > 0.1s, c¢’est-a-dire un taux de décroissance
supérieur a oy = —ﬁmd/ s = —10rad/s (dans I'hypothese ou la commande
est réalisée par un calculateur numérique, dont le pas de temps de calcul
plus les délais capteurs et plus le temps de réponse des actionneurs est égal a
AT = 50ms, cette exigence a pour objectif d’avoir des dynamiques de la boucle
fermée suffisamment lentes pour ne pas étre affectée par I’échantillonage).

— TII; : le temps de réponse a 95% doit étre inférieur a 1s, donnant une constante
de temps maximale 7,,,, < 0.333s, soit un taux de décroissance inférieur a
ay = ——— = —3rad/s.

Tmazx

— II5 : les réponses peuvent accepter un léger dépassement mais ne doivent pas
avoir d’oscillations : le coefficient d’amortissement doit étre supérieur a /2/2
(tan(g) > 1).

— 1Ilg : le transfert d’énergie des perturbations a la masse doit étre minimisé : la
performance Norme-a-Norme entre I'entrée de perturbation w et 'amplitude
de la vitesse de la masse doit étre minimisée.
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3.4.3 Parametres et outils

Pour répondre a I’ensemble des spécifications, notamment aux deux premiéres
exigences d’annulation des erreurs statique et de trainage d’ordre 1, nous considérons
I’ajout de deux intégrateurs au contréleur dans I’équation de la dynamique , ce
qui donne la définition du systeme suivante avec k, = K,/m et kq(x) = Ky(x)/m €

[kdmzn7 kdmaz] :

Le systeme masse-ressort décrit par I'équation de la dynamique (3.34)), pour
lequel on a ajouté au controleur 2 niveaux d’intégrateurs, a pour représentation
d’état en boucle ouverte :

5, {:t(t)

avec z(t) = (ny m € €)T € R, w(t) € R, u(t) € R, z(t) € R et les matrices :

A(z)z(t) + Bu(t) + w(t)) (3.35)

01 0 0 0
R 00 1 0 0
A(z) = , B= ,O=<o 0 0 1)
00 0 1 0
0 0 —k, —kq(z) ky

Le systeme en boucle fermée ¥, avec un retour d’état u(t) = Kz(t) et la

matrice d’état en boucle fermée A(t) = A(t) + B(t)K, contient donc la
commande liée aux deux intégrateurs.

Les résultats ci-dessous sont calculés en prenant comme valeur des parametres
ky,=1et kg € [%, 2a, avec « € [1;400]. Les deux sommets de la plage d’évolution
du coefficient d’amortissement du systeme masse-ressort naturel est ainsi centré sur
1 sur une échelle logarithmique, avec les valeurs inférieure et supérieure qui s’écartent
symétriquement de 1 (I'une dans le domaine oscillant, I’autre dans le domaine tres
amorti) de maniere logarithmique quand « devient grand :

01 0 0 01 0 0
gu_ |00 1 0y 00 1 0
00 0 1 00 0 1
00 -1 —2/a 00 -1 —2

Les LMI des deux théorémes de Lyapunov et S-Variable ont été codés
manuellement dans Matlab a l'aide de la boite a outils Yalmip et résolu avec le
solveur SDPT-3. Des exemples de scripts sont présentés dans I’annexe page|l15]
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La boite a outils Romuloc (voir [46]) pour Matlab, proposant des commandes
pour effectuer directement la syntheése de controleur multi-objectif pour les systemes
polytopiques, peut aussi étre utilisée pour résoudre les LMI du premier théoreme de

Lyapunov [3.17]

3.4.4 Simulations

Une recherche de la valeur maximale de «, décrivant I’amplitude d’incertitude et
de variation de k4 € [%, 2a], pour laquelle le probléeme de syntheése a une solution,
est effectuée par bissection avec les deux théoremes. La valeur est la méme pour les
deux théoremes : o = 1.223.

Pour le théoreme S-variable, les LMI sont faisables avec les valeurs de A,, telles
que définies dans I'heuristique page 0| a partir de k = 3.84.

De plus, on observe bien la convergence entre les deux solutions de chaque théo-
réme donnée par la proposition [3.22] page [49] lorsque  devient tres grand : les deux
retours d’état solutions deviennent identiques & 0.5% prés lorsque x > 102,

Nous obtenons finalement les résultats suivants :
— avec le théoreme de Lyapunov :

Kx =[-2390 — 1302 — 298 — 23.1]

Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée : v, = 5.1073.

— avec le théoreme S-Variable 3.20, on obtient les valeurs de Kg et de perfor-
mances Norme-a-Norme pour différentes valeurs de « de 'heuristique
données dans le tableau suivant :

Kappa KS Gamma Inftyf
3.84 -541 -455 -142.8 -17:9 0.0103
10 -1074 -748.8 -197.1 -20.8 0.0075
50 -1638 -1051 -252.9 -22.3 0.0058
200 -1867 1172 -275 -22.7 0.0053
500 -1947.5 -1211 -282.1 -22.9 0.0051
1018 -2377 -1299.9 -297.6 -23.1 0.0050

En prenant comme loi d’évolution du coefficient d’amortissement k4(§) = (kd,,., —
ka, ., ) exp(—&?) + kq,,,, pour les simulations, on obtient le résultat présenté sur la
figure 3.4 pour une réponse libre depuis la condition initiale z(0) = (0 0 0 2.5)".

L’approche S-Variable ne permet pas dans ce résultat de démontrer une nette
amélioration des performances du correcteur synthétisé. Le systeme original d’ordre
2 pour un polytope a 2 sommets ne présente a prioiri pas suffisamment de degrés de
liberté pour que les deux méthodes se départagent clairement.
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FIGURE 3.4 — Réponse a une impulsion en vitesse du systéme masse-ressort avec
deux intégrateurs pour les deux syntheses de contrdleur.

3.5 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes de synthese de controleurs
par retour d’état invariant dans le temps pour des systemes variant dans le temps
ou non linéaire avec perturbations, dont ’évolution est inscrite a l'intérieur d’'un
polytope, avec un comportement éventuellement discontinu, tout en respectant une
spécification multi-performance.

Les criteres de performances concernent d’une part les propriétés des réponses
temporelles telles que le taux d’amortissement, le temps de réponse, la pulsation
maximale, et d’autre part des performances entrées-sorties. Les formulations origi-
nales sous forme différentielles, découlant directement du théoreme de Lyapunov,
sont converties en conditions LMI pour ces systémes bornés dans un polytope. Ces
résultats LMI sont donnés dans le formalisme de Lyapunov avec un certificat com-
mun a toutes les spécifications, et dans le formalisme S-Variable avec un certificat de
Lyapunov spécifique pour chaque performance et une S-Variable commune a toutes
les contraintes.

Le cas d’application de référence présenté dans cette partie ne présente a priori
pas suffisamment de degrés de liberté (polytope a 2 sommets) pour mettre en valeur
de manieére visible I’'amélioration obtenue avec ’approche S-Variable. Les résultats
sont néanmoins cohérents entre eux et valident le fonctionnement de chaque mé-
thode.

Nous allons voir maintenant dans le chapitre suivant comment appliquer ces mé-
thodes au controle du mouvement de rotation d’un objet quelconque dans l’espace
a trois dimensions qui est un systeme non linéaire.



Application au controle d’attitude

Cette partie de la these étudie le contrdle d’attitude d’un objet rigide quelconque
tournant a 3 degrés de liberté entierement commandé. Le probleme spécifique étu-
dié est le contrdle de la déviation de cet objet autour d'une trajectoire d’attitude
théoriquement réalisable. Le mouvement de rotation a un comportement non li-
néaire intrinseque (trigonométrique, 2m-périodique) qui peut conduire & construire
des controleurs non linéaires et hybrides. L’approche proposée ici est de considérer
la modélisation de l'attitude avec le quaternion unitaire pour obtenir un modele
de représentation d’état non linéaire au plus proche d’'un modele linéaire, pour en
déduire un controleur par retour d’état "quasi-linéaire" continu qui permet d’obtenir
une stabilité asymptotique presque globale en boucle fermée ([42]). Les méthodes du
chapitre précédent sur les systemes variant dans le temps sont ensuite appliquées
pour faire la synthese d’un controleur localement stable en fonction de spécifications
données. Nous proposons pour finir quelques conjectures pour ouvrir des pistes de
recherche sur des controleurs a N intégrateurs qui auraient la propriété d’étre presque
globalement stables pour le controle d’attitude.

4.1 Le mouvement de rotation dans ’espace

4.1.1 Le quaternion unitaire

Le quaternion unitaire a été retenu dans cette these pour modéliser 'attitude
d’un objet dans l'espace (cf. [I1] pour les différents cadres mathématiques existants
pour modéliser I'orientation dans 'espace). L’attitude instantanée d’un objet est
représentée avec le quaternion comme un vecteur unitaire (de norme 1) a quatre
coordonnées défini comme suit :

G cos(6/2)
o nx
=" =" = . eRrR* (4.1)
qv q2 sin(6/2) Ny
q3 n;

qui correspond a une rotation de I'objet d’un angle # autour de ’axe défini par le
vecteur unitaire 77 = (n, n, n,)" € R3, comme représenté sur la figure .

o7
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FIGURE 4.1 — Représentation de 'orientation, ou attitude, d’un objet quelconque
dans ’espace a 3 dimensions avec le quaternion.

Il ne possede donc que 4 parametres contre 9 pour la matrice de rotation, et il
n’implique pas de développements trigonométriques directs comme les angles d’Eu-
ler (cf. annexe [B| page m pour plus de détails sur le mouvement de rotation et le
quaternion). De plus, il convient au formalisme de la représentation d’état (vecteur
d’état). Toutefois, la concentration des informations de rotation dans ces quatre
parametres ne font pas disparaitre la complexité topologique du mouvement de ro-
tation.

En effet, la topologie trigonométrique et périodique du mouvement de rotation
génere avec le quaternion un probleme de singularité appelé double couverture : un
quaternion unitaire ¢ et son opposé —q représente la méme attitude (cf. [41] pour
I’algebre détaillée des quaternions). Ce probleme de singularité du quaternion peut
générer un phénomeéne de déroulement (cf. [8], unwinding phenomenon en anglais) :
I’objet controlé fait un tour complet sur lui-méme "en marche arriere" alors qu’il
était juste a proximité de l'attitude visée, parce qu’il était arrivé a cette position
en ayant effectué une rotation compléte sur lui-méme, et il refait le méme trajet en
marche arriere (cf. figure page dans 'annexe sur le quaternion).

Les étapes pour construire le modele de déviation autour d’une trajectoire d’at-
titude théoriquement réalisable pour un objet quelconque sont détaillées dans le

paragraphe [4.2] page [60]
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4.1.2 Application des résultats du chapitre précédent

Partant du cadre mathématique général de la "stabilité du mouvement' formalisé
par la théorie de Lyapunov [36] exposé dans le chapitre [2| Préliminaires théoriques,
le controle du mouvement d’un objet rigide est inclus dans la classe des systemes
non linéaires mécaniques lagrangiens comme présenté dans [43]. Pour cette classe de
systemes, de nombreuses stratégies de contrdle ont été étudiées, a commencer par le
résultat de référence [44] qui propose une structure de contréleur Proportionnel Déri-
vée (PD) de la déviation a une trajectoire ajoutée a une commande optimale (cf. [3]).

Le contrdle d’attitude utilisant spécifiquement le quaternion est toujours au-
jourd’hui largement étudié, la singularité de double couverture étant un des points
critiques a gérer pour construire une commande. Certaines approches étudient des
stratégies similaires a ’architecture de controle Proportionnel Dérivée lagrangienne
précédente [33, 2]. D’autres construisent des contréleurs non linéaires qui corres-
pondent aux non linéarités et singularités de la cinématique du quaternion sur la
base de fonctions de Lyapunov spécifiques [59, 25, 60, [61, [I]. Le probleme de singu-
larité est également géré avec une stratégie de contrdle hybride prenant en compte
le signe de la partie scalaire du quaternion comme dans [38]. D’autres abordent la
robustesse du controleur face aux perturbations ou aux incertitudes paramétriques
[32, 21, 40).

Quel que soit le cadre mathématique utilisé pour modéliser le mouvement de
rotation, comme démontré dans [§], la topologie du mouvement de rotation conduit
a ne pas étre en mesure de construire des lois de commande linéaires continues inva-
riantes dans le temps, statiques ou dynamiques, globalement stables pour le controle
d’attitude d'un objet rigide. Pour atteindre des propriétés de stabilité globale, il est
donc nécessaire de chercher des contréleurs non linéaires ou hybrides.

Dans cette these, nous proposons une structure de commande de déviation a
une trajectoire théorique similaire aux approches Proportionnel Dérivée avec injec-
tion d'une commande optimale, mais avec comme nouvelle proposition de gérer de
maniere continue I'ambiguité de signe de la double couverture. Cette opération est
faite par une multiplication continue des termes qui doivent changer de direction
lors d’'un demi-tour de 'objet, par la partie scalaire du quaternion. Cette structure
de contréleur permet d’obtenir une propriété de stabilité presque globale.

Enfin, nous utilisons les nouveaux outils d’analyse LMI développés dans le cha-
pitre [3| précédent pour les systemes variant dans le temps, pour faire la syntheése
d'un contréleur localement stable, avec plusieurs intégrateurs pour étre en mesure
d’annuler différents profils de perturbations, en répondant a un cahier des charges
multi-performance.
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4.2 Modeéle de déviation d’attitude

4.2.1 Principe Fondamental de la Dynamique
Le modéle mathématique décrivant la dynamique du mouvement de rotation est
une partie du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) représenté sur la fi-
gure [4.2] Dans cette these, nous étudions uniquement le contréle du mouvement de

rotation, le controle du mouvement de translation étant supposé traité séparément.
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FIGURE 4.2 — Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) appliqué a un objet

rigide quelconque.

Le Principe Fondamental de la Dynamique pour le mouvement de rotation est

défini par le systeme d’équations différentielles suivant :
(4.2)

dlg) _1
i dt
d
(wb) T SV (wb)wab = Cactb + Cextb

T

Avec toutes les variables sans index exprimées dans le référentiel terrestre, toutes
les variables avec I'index "," exprimées dans le référentiel en mouvement lié a 1’'objet
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rigide, et avec :

— Tlattitude instantanée représentée par le quaternion unitaire

Qo cos(6/2)
o n:E
=" =1"=] € R (4.3)
qv % sin(6/2) [ n,
q3 n,

correspondant a une rotation de 'objet d’'un angle # autour de 'axe défini
par le vecteur unitaire 7 = (n, n, n.)’ € R3. La position d’attitude sans
I'ambiguité de la double couverture peut étre définie par : sign(q,)qy.

do —q3 q2
Pour rappel des notations : S¢(¢) = | ¢35 ¢o —aq1 | = @ls + Sv(av)

—q2 41 qo
— wp € R3 est le vecteur de vitesse de rotation,

— Chuety, Cewt, € R? sont respectivement les couples appliqués par les actionneurs
et environnement extérieur (trainée de l'air, objets ou murs en contact avec
I'objet).

La deuxiéme équation est intégralement exprimée dans le référentiel du corps
rigide en rotation pour que l'inertie .J, apparaisse comme une constante. Dans ce
référentiel, les entrées sont également directement égales aux actions des actionneurs
(actionneurs attachés a I'objet en mouvement). On suppose avoir un objet compléte-
ment commandé, c’est-a-dire des actionneurs agissant indépendamment sur les trois
composantes du vecteur d’entrée de commande Cl, .

4.2.2 Représentation d’état du modele de déviation

On suppose maintenant que l'objet doit suivre une trajectoire théoriquement
réalisable comme représenté sur la figure 4.3
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FIGURE 4.3 — Suivi d’une trajectoire théoriquement réalisable (I’étude porte uni-
quement sur le contrdle temps-réel de 'attitude de 1'objet).

Le probleme de commande optimale (cf. [5]) est considéré résolu pour le sys-
teme théorique, avec une inertie théorique J;, sans aucune perturbation
externe (Ceyy, = 0), menant a la définition d’une trajectoire théoriquement
réalisable (g%, wy) avec son entrée optimale Cf,, solution de :

dig) 1| —av | .
a2 )l
H*: Sq(a”) (4.4)
d(wyp)
dt

Jy + Sy (wp) Jpgwy = C:

acty

Toutes les valeurs théoriques sont notées avec un exposant *.

Le probleme de commande optimale menant a 1’élaboration d’une telle trajectoire
théorique n’est pas traitée dans cette these : nous considérons uniquement le fait
que la trajectoire est solution de 1’équation et que l'objet et ses équipements
embarqués (capteurs, actionneurs, calculateurs) sont dimensionnés pour pouvoir la
réaliser.

Nous souhaitons asservir en temps-réel l'objet autour de cette trajectoire d’at-
titude selon la méthode exposée en préliminaire et résumée par le schéma page
[13] Ce schéma est reproduit de maniére simplifiée pour le controle spécifique de
l'attitude de 1'objet dans la figure [4.4] suivante.
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FIGURE 4.4 — Stratégie de controle du mouvement de rotation le long d'une tra-
jectoire théorique.
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Proposition 4.3: Modele de déviation d’attitude

Le modele décrivant la dynamique de la déviation du mouvement de rotation
de l'objet décrit par , par rapport la trajectoire d’attitude théorique (4 ,
(cest-a-dire "H — H *") a la représentation d’état suivante :

&= A(z)z + B(u+ w)

- =C,

5.0 T (4.5)
z, =Cux
y=1x

R 0 3S,(¢° 0
A(Z‘) - 2 q(q ) 3 B = ) Cq - <[3 O)u Cw = <0 Ig)
0 0 I3

La partie scalaire du quaternion ¢¢ a l'intérieur de la matrice S,(¢°) = ¢515 +
Sy (¢5,) dans la matrice A(x) est la fonction non linéaire de 1'état solution de :

dqt | = 1 +(0 I3
0 _ T = 2 4.6
i o v Wy 2" L0 & (4.6)
3

Elle respecte également la contrainte de norme unitaire du quaternion :

¢ +llayll* =

Commentaire : La partie scalaire du quaternion ¢ n’est pas considérée comme un
état du systeme. gj, décrit entierement la position d’attitude de ’objet a 'ambiguité
de signe pres de la double couverture du quaternion. Pour lever cette ambiguité,
I’état complet suivant est utilisé pour 'analyse des résultats :

ze = (sign(gs)gy’ wj )" € R (4.7)

Une attention particuliere devra étre prise pour lire des courbes de z. qui a un
comportement hybride lors du changement de signe de ¢, (saut du signe des trois
composants du terme sign(q¢)qy dans z.).

Toutefois, 'ambiguité de la double couverture n’affecte pas la définition du point
d’équilibre : le point d’équilibre est la valeur unique x = (00000 0) ", ce qui signifie
que l'objet est exactement sur la trajectoire d’attitude lorsque 1’état original x ou
I’état complet x. est nul.

Preuve : Le systeme de déviation d’attitude f] est obtenu en effectuant la "diffé-
rence’ (non linéaire du fait du quaternion) entre et (4.4) donnant les définitions
de variables suivantes :
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§
— Tétat = (g7 wf'T) € R® défini par ;

— ¢y la partie vectorielle de 'erreur d’attitude au format quaternion cor-
respondant a :

. G —qv 4,
¢ = =qgxq ! = (4.8)

Ty qv S¢(q)) \—a

avec 'opération x correspondant a la multiplication de quaternions de
I'algébre des quaternions (cf. annexe [B]). On peut aussi écrire cette re-
lation : ¢ = ¢ x ¢*, signifiant que ¢° est la correction de rotation a ef-
fectuer pour amener 1'objet de 'attitude théorique ¢* a 'attitude réelle
courante ¢. L’objet est sur la trajectoire signifiant ¢ = ¢*, si et seulement
sigf=(£1000)", les deux valeurs (double couverture) représentant la
méme attitude de référence correspondant a aucune correction de rota-
tion.

— W Terreur de vitesse de rotation :
wy = Qu(q")wh = Qu(a")(wy — wp) (4.9)

La multiplication du vecteur de ’erreur de vitesse de rotation w; = w,—wj
par la matrice de rotation ),(¢*) (cf. annexe [B| pour le lien entre matrice
de rotation et quaternion) ne change pas sa norme qui est égale a : ||wi|| =
l|wy — wit|| = ||w§ ||. Done, quand wi™ = 0, on obtient w, = w;, ce qui
correspond au fait d’étre sur la trajectoire de vitesse de rotation.
— D’entrée de correction u définie de telle sorte que la commande de couple total
Clet, de (4.2) soit égale a :
Cactb - Jb*w; + SV(WZ)JJWZ
+ Svlwp)(2Jy = Tr(Jy)Is)w, + Sv(w;) Jyw; (4.10)
+ Jg@q@*)ilu
Nous pouvons remarquer que en dehors du terme de correction u et de l'er-
reur de vitesse de rotation wj (obtenue par mesure et fusion de données), la
commande compleéte est fonction uniquement de parametres théoriques, donc

connus, correspondant a la description de l'objet théorique J; et de la trajec-
toire théorique ¢* et wy.

— l’entrée de perturbation w = wa + wey telle que :
— wa est U'entrée de perturbation interne générée par l'approximation du

systeme par un modele théorique effectuée lors du calcul de la commande
optimale Cy, avec Jy = J, — AJj :
wa = Qq(q")Jy | = Aoy — Sy (wp) Adyw
- Sv<w;)(2AJb — TT(AJ[,)L;)W; — S\/(wg>Awag

— AJqu(q*)_lu}
(4.11)
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Nous pouvons remarquer que :

- ¢’'il n’y a aucune incertitude AJ, = J, — J; = 0, alors cette entrée est
nulle (wa = 0),

- si AJy # 0 et si la trajectoire théorique est une rotation a vitesse
constante (w; = constante), alors l'entrée de perturbation est au moins
égale au biais constant Sy (wj)AJyw;, plus les autres termes variables
fonction de l'erreur a la trajectoire wj et de ’entrée de correction wu.

- si AJy # 0 et si la trajectoire théorique est une rotation a vitesse en
rampe (w; = wit, w; € R non nulle), alors I'entrée de perturbation est au
moins égale au terme en Sv(wl)Awath, plus les autres termes variables
fonction de l'erreur a la trajectoire wj et de 'entrée de correction w.

AJ, ne pouvant étre strictement nulle pour un systéme réel, wa va donc
engendrer une entrée de pertubation non nulle méme si 'objet est exac-
tement sur la trajectoire des que l'objet sera en mouvement (w; # 0).
Pour une trajectoire tres dynamique avec de fortes variations de wj, la
perturbation sera d’autant plus dynamique du fait du produit vectoriel.

— Wy est U'entrée de perturbation externe due aux interactions avec 1’en-
vironnement (trainée aérodynamique, vents, contact avec obstacles) :

Wegt = Qq(q*>Jl:106xtb (412)

De maniere générale, en vol libre dans l'air, sans parler d’éventuels im-
pacts sur des obstacles, la norme de cette entrée sera d’autant plus im-
portante que la vitesse de rotation w; est grande.

— la sortie de performance de suivi de trajectoire z, correspondant a la déviation
d’attitude gy, .

— la sortie de performance de suivi de trajectoire z, correspondant a 1’écart de
. . *
vitesse de rotation wy .

— les mesures y = x considérées disponibles via des capteurs physiques embar-
qués et un post-traitement de fusion de données (exemple du filtre de Kalman
pour l'attitude [37]). ¢S est également disponible grace a (4.6]). [ |

Avec cette définition du modele de déviation, nous pouvons donc rechercher une
structure de contrdleur de retour d’état qui rend z = 0 un point d’équilibre stable
asymptotique du systeme, en répondant a des exigences spécifiques, telles que défi-
nies dans le chapitre précédent. Nous pouvons notamment utiliser I’heuristique [3.15
qui consiste a garantir que l'attitude reste a I'intérieur d’un tube de tolérance d’écart
angulaire ¢; autour de la trajectoire d’attitude (||z,|| < sin(d;/2)) pour la pire des
manceuvres opérationnelles, permettant a la matrice d’état fl(:v) de rester bornée a
I'intérieur d'un polytope sur lequel on peut faire la synthese de ce retour d’état.
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4.3 Synthese de controleurs

4.3.1 Préliminaires

Comme le confirme la preuve du lemme ci-dessous, malgré le couplage des
trois directions des vitesses de rotation dii au terme Sy (¢5) dans la matrice A(x), le
systeme de déviation 3 est homogene dans les trois dimensions de l’espace (x,y, 2).
Ainsi, il est possible de simplifier le systéme S5 défini par d’ordre 6, en un
systeme réduit d’ordre 2 comme suit :

On nomme par systeme réduit du systeme S décrit par (4.5) le systeme du
second ordre non linéaire du défini par :

— AT(xr)xT + B (u, + w,)
Z‘Z'r = CQTxT

>

(4.13)

2w, = Cu, Ty

Yr = Ty
Avec Détat réduit x, = (¢f, wi )T = (sin(6°/2) 0°)T € R2, la commande
réduite u, € R et la perturbation réduite w, € R correspondant aux projec-
tions scalaires des entrées d’origine u et w sur I’axe instantané ni° (7°(t) étant

le vecteur d’orientation instantané défini par ¢ = sin(6°/2)ii°); et avec les
matrices :

. (0 1/2¢ (0 B B
AT(J:T) — 7B7‘ - ;qu — 1 O 7CwT - 0 1
0 0 1

et avec toujours ¢ solution de :

1 . 1-(01
i =—cquuw, =—-x T, (4.14)
2 47\t o0

qui respecte également la contrainte de norme unitaire du quaternion :

¢ +ay’ =1
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Lemme 4.5: Controle d’attitude scalaire

Un retour d’état variable dans le temps
ur = [—kp(t, z,) — ka(t,z,)|zp, kp(t,x,), ka(t, z,) € R

rend z, = 0 asymptotiquement stable pour le systeme réduit et
Vi(t,x,) = x] P.(t,x,)x,, avec P.(t,7,) € R>? une matrice symétrique po-
sitive définie variant dans le temps, est une fonction de Lyapunov qui le dé-
montre,

st et seulement si le retour d’état

u=[—ky(t,2)Is — ka(t,z)Is)x

rend x = 0 asymptotiquement stable pour le systeme de déviation original
([4.5)) et 1a fonction de Lyapunov V (t,z) = 2" P(t,x)x avec P(t,z) = P.(t,2)®
I3 est un certificat.

Commentaire : 3, correspond a la projection instantanée de 3 sur la direction
du vecteur unitaire 7°(t), c’est-a-dire a l'objet en rotation autour de l'axe 7i°(¢)
quelconque dans l'espace, qui devient constant égal a sa valeur initiale. Cet axe de
rotation mene 'objet en une seule rotation du point courant au point d’équilibre.
Ce systeme correspond aussi au probléeme de controle a une dimension d’un objet
tournant autour d’un seul axe fixe.

Le systéeme "complément' (f] D S n) pourrait étre défini pour étudier spécifi-
quement l'influence des perturbations sur la projection instantanée des trajectoires
sur la tangente aux équipotentielles de position d’attitude z, , c’est-a-dire la projec-
tion des trajectoires orthogonalement a la direction menant en ligne droite du point
courant au point d’équilibre.

Preuve : Notons que la matrice d’état fl(m) de (4.5) peut étre décomposée
comme suit :

A(x) = Aj(z) ® I3 + Ay (2) (4.15)

Avec ® le produit de Kronecker et avec :

qui vérifie pour n’importe quelle matrice symétrique P(t,z) = P,(t,x) ® I3 avec
P.(t,z) € S$*:
x' (Ay(z)"P(t,z) + P(t,z) Ay (x))z = 0 (4.16)

En effet en développant cette équation en prenant en compte que Sy (i) =
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—Sv (g5 ) est antisymétrique, le terme de gauche est égal a :

(qETwE*T)( 0 0 p11(t,x)Is  pi2(t,z)ls " p11(t,x)Is  pi2(t,z)ls 0 1/25\/((]‘6/) ) q‘g/
v -1/28v(¢§,) O p12(t,z)I3  paa(t,x)l3 pi2(t,x)Is  paz(t,z)ls 0 0 wg*

P11 *T P12 *T *
= —7(@ r)wy  Sv(qy)dy — T(t,x)wzf Sv (qv)wp
P11 * P12 «T *
T (6 2)g Sy (a7 + SR @) Sv(gh )
=0

en remarquant que Sy (¢, )V réalise un produit vectoriel de ¢, avec V € R3; et
donc par conséquent Sy (¢5 )¢, = 0 et Sy (¢S, )w; est orthogonal & ¢, et wi :

qi' Sv(¢i)wi =0,

wi TSy (g5 )ws = 0.

Ces propriétés font que la matrice Av(x) s’annule dans la dérivée d’une fonc-

tion quadratique de Lyapunov de la forme V(t,z) = x' P(t,z)x avec P(t,z) =
P.(t,2) ® I3, P.(t,x) €S, ,? et on obtient bien 'équation (4.16)).

Ce qui mene au résultat :
V =x"(A(x)" P(t,z) + P(t,z)A(z) + P(t,z))x
V=2 ((A () P(t,x) + Po(t,2) A, (2) + B (t,2) @ I3 )
V < 0 si et seulement si V, < 0, le lemme est prouvé. |

Commentaire : Nous pouvons remarquer qu’en multipliant a gauche la premiere
ligne de I'équation différentielle de (4.5), ¢ = 1/2(¢I3 + Sy (¢5))wi , par 2q§,T, le
terme Sy (¢5,) disparait donnant :

T *
d||gy/||?/dt = ¢Sqf wi

Par conséquent le terme Sy (¢5,) dans la premiere équation différentielle de ne
change pas la norme de ¢f,, c’est-a-dire la distance au point d’équilibre. Il correspond
a une rotation orthogonale a la direction menant a la déviation nulle ¢j, = 0, ce qui
est cohérent avec sa disparition dans la dérivée de la fonction de Lyapunov.

Grace a ce lemme, nous pouvons donc chercher des structures de lois de com-
mande pour le contrdle d’attitude similaire a un contréleur "Proportionnel Dérivée"
en la déviation de position d’attitude ¢, et en D'écart de vitesse de rotation wj
(les parametres sont notées k, comme un gain "Proportionnel” et k; comme un gain
"Dérivée"), en effectuant 'analyse de stabilité sur le systeme réduit.

Cette structure de controleur est semblable aux approches de controle d’attitude
fondées sur le quaternion couramment développées dans d’autres travaux, comme
dans [55], qui sont des combinaisons linéaires constantes des erreurs de la partie
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vectorielle du quaternion et de la vitesse de rotation, apres injection des termes de
cinématique non linéaire.

Comme expliqué au début de ce chapitre et démontré dans [§], le probléeme to-
pologique de la double couverture conduit a ne pas étre en mesure de construire une
loi de commande linéaire continue invariante dans le temps, statique ou dynamique,
globalement stable pour le controle d’attitude d’un objet rigide.

Ainsi, une loi de controle u = —k,qf — kqw; , avec ky, kg € R deux constantes,
ne pourra pas rendre le point d’équilibre = 0 globalement stable pour le systéme
Y (ou le systeme réduit X,) en boucle fermée avec cette commande wu.

En s’inspirant de la stratégie de controle hybride relativement connue aujour-
d’hui, développée dans [38], permettant d’obtenir une propriété de stabilité globale
du contréle d’attitude, nous recherchons dans le paragraphe suivant a reproduire la
méme opération "d’inversion du sens' de la commande de rotation au passage du
demi-tour, mais cette fois de maniere continue.

4.3.2 Retour d’état non linéaire presque globalement stable

Comme exposée dans [38], la commande hybride prend en compte le signe de
la partie scalaire ¢ du quaternion pour inverser de maniere discrete le sens de la
commande liée a l'attitude, au moment du changement de signe de ¢5* qui indique
le passage du demi-tour :

u = —kyhql, — kawi

avec h = +1 quand ¢¢* > 0, et h = —1 quand ¢;* < 0, avec un hystérésis sur le seuil
du passage autour de ¢ = 0 pour éviter des changements de signe intempestifs
entre +1 et —1 autour des points d’équilibre instable, qui pourraient étre générés a
cause de I’échantillonage du calculateur lorsque 'objet se retrouve a faible vitesse
autour de ces points (appartition de cycles limites autour des points d’équilibre in-
stable pouvant étre appelés "bagotements").

Ici on reproduit la méme opération d’inversion de la commande de maniere conti-
nue en multipliant par ¢ les termes dont le signe doit étre inversé dans le retour
d’état :

u = —kpQ5qy — kawy

¢; est du signe nécessaire a l'inversion de ’ambiguité de signe de la double couver-

ture et est égal a 1 en valeur absolue au point d’équilibre. Il remplace exactement le

role de l'inverseur h de la commande hybride mais en faisant cette fois-ci I'inversion
de signe de maniere continue, pour obtenir une propriété de stabilité presque globale.

La définition de stabilité presque globale est reprise de [42] :
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Un systéme autonome défini par & = f(z), out f : R™ — R" est C! (suffisant
pour assurer l’existence et 1'unicité des solutions au probleme de la valeur
initiale) et f(0) = 0, est presque globalement asymptotiquement stable si
toutes les trajectoires sauf un ensemble réduit de mesure de Lebesgue nulle
convergent asymptotiquement vers l’origine.

Proposition 4.7: Retour d’état non linéaire presque globalement

stable

Un retour d’état non linéaire de la forme :
u(x) = —kpqiqy — k:dwg* = K(z)x (4.17)

Donnant le systéme non linéaire en boucle fermée sans perturbations (w = 0) :

A

Y4 =A(x)r = (A(x) + BK(x))

0 1/2 S,(q°) (4.18)
—kpqC 13 —kyls ’
avec K(z) = (—kpy¢$ls — kals), kp,kq > 0 deux constantes scalaires,
rend ce systeme en boucle fermée presque globalement asymptotiquement

stable pour l'ensemble compact invariant défini par W = {O,X }, avec
X={z=('000)"llgy|| = 1}.

Commentaires : 3 est un systeme périodique pour lequel les attitudes correspon-
dant exactement a un demi-tour de I'objet dans n’importe quelle direction depuis le
point d’équilibre 2 = 0, ensemble de position d’attitude défini par X (||g|| = 1),
sont des points d’équilibre instables avec le controleur défini par (4.17)) (cet ensemble
équivaut a la condition ¢¢ = ¢S = 0).

q¢; est égal a 1 en valeur absolue au voisinage du point d’équilibre, donc sans effet
lorsque le systeme est a 1’équilibre, ce qui nous permet de conserver les performances
du contrdleur statique original localement au voisinage du point d’équilibre.

A T'opposé, lorsque 1'objet est a I'envers, 'autorité de ce controleur pour rame-
ner 'objet au point d’équilibre diminue jusqu’a disparaitre aux points d’équilibre
instable (¢5 = 0 donc —k,q¢q;, = 0). Il n'y a donc pas de problématique de cycle
limite ("bagotements") autour des points d’équilibre instable et donc pas d’hystéré-
sis a mettre en place pour I'éviter avec ce contréleur continu, mais les performances
temporelles peuvent étre tres ralenties au voisinage de ces points.

Toutefois, ces points d’équilibre instable sont a ’opposé du tube de tolérance
de suivi de trajectoire dans lequel le contréleur doit maintenir 'objet (c¢’est-a-dire
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probablement loin du dimensionnement de la plage des actionneurs). Ainsi, cette
structure de controleur pourrait étre une stratégie intéressante pour gérer continti-
ment la saturation des actionneurs.

Preuve : La preuve de la proposition est effectuée en utilisant les propriétés
de stabilité asymptotique presque globale telles que définies dans [42], précédem-
ment mentionnées comme le dual du théoréeme de stabilité de Lyapunov [49], qui est
un dérivé du théoreme de stabilité de Lyapunov [36] pour les systémes a plusieurs
équilibres ou ensembles invariants.

Nous utilisons précisément directement le résultat dérivé récent présenté dans
[20] qui est une relaxation des conditions de Stabilité-d’Entrée-a-Etat (Input-to-
State-Stability, ISS) pour les systémes périodiques multi-stables, qui nous dit, pour
résumer, qu’il suffit de trouver une fonction de Lyapunov strictement négative par-
tout sauf sur ’ensemble invariant ou elle s’annule pour démontrer que le systéme
est presque globalement asymptotiquement stable (I'exemple dans [20] est précisé-
ment la démonstration de la stabilité presque globale du probleme du controle du
mouvement de rotation autour d'un axe fixe équivalent au systeme réduit )

En utilisant le lemme[4.5]et en s’inspirant des matrices de Lyapunov des systémes
LTT définis dans I'annexe |A| page , on peut définir pour tout « €]0; 1], la classe
de fonctions de Lyapunov V(z) = 2" P(z)z avec la matrice P(z) affine en ¢¢ égale
a:

2k, + dak?) I3 2akqqi T
P(z) = (2, D 20kagla) (4.19)
QOzkdqf)] 3 I 3

En rappelant que ¢¢ € [—1;1], P(z) est bien définie positive quels que soient
ky, ka > 0 et quel que soit a €]0; 1].

La dérivée de la fonction de Lyapunov V' (z) pour les trajectoires du systéme en
boucle fermée (4.18)) est égale a :

V(x) =2 [A(z)" P(z) + P(z)A(z) + P(J:)]x

—dakykaqI 0
. phddo 13 © — 8aka(l)? (4.20)
0 —2k4(1 — ag?) I3
<0 VeregWw

V est strictement négative partout sauf pour tout z € W ot elle s’annule. A par-
tir des résultats de [20], nous pouvons conclure que V' est une fonction ISS Lyapunov
qui démontre la propriété de stabilité asymptotique presque globale du systéme en
boucle fermée. [ |
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Représentation physique du contréleur presque globalement stable

La figure représente un assemblage physique équivalent a ’action du contro-
leur non linéaire (4.17)) pour le probleme du contrdle de rotation autour d’un axe
fixe, c’est-a-dire le systeme réduit X,.

QDE:\/E/‘Z
a1 1=v2/2

Frottement (coefficient
d'amortissement k;)

. x'/ ;
\_, 8

Attitude
courante (q)

Ressort
(raideur k)

Demi-tour d —
I'envers par rapport Attitude
a I'attitude cible (q”) cible {q‘)
q,°=0 0" =1
[Havll=1

[lav®11=0

a =v2/2
o |1=v2/2

FIGURE 4.5 — Assemblage physique équivalent au comportement du systeme réduit
Y en boucle fermée avec le controleur (4.17]).

Le systeme en boucle fermée avec la structure de contrdleur est assimilé
au mouvement d’un cylindre bleu d’inertie normalisée égale & un, qui tourne a I'inté-
rieur d'un cylindre gris fixe avec un coefficient global d’amortissement de frottement
kq. Un ressort de raideur k, attaché aux deux points de chaque cylindre devant
coincider, ramene le cylindre bleu en rotation a l'attitude requise dans le cylindre
gris fixe. Nous pouvons constater que si le cylindre bleu est positionné sans vitesse
initiale exactement de telle sorte que le point bleu soit diamétralement opposé au
point noir, c’est-a-dire au point d’équilibre instable z, alors le ressort sera tendu
sans ramener d'un coté ni de 'autre, le point du cylindre bleu sur le point noir :
cela illustre bien le point d’équilibre instable et la stabilité presque globale de cette
structure de contrdleur.

Plan de phase du systéme réduit en boucle fermée

Une représentation dans le plan de phase du systeme réduit (4.13)) en boucle fer-
mée avec le controleur (.17) tracant I'évolution de 1'état complet x, = (sign(¢2)q5 wi )
défini par (4.7) depuis différentes conditions initiales, est donnée figure [4.6]
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Trajectoire menanta =

-1 0.8 0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xc(1 )= sigﬁ(qo) gq.= sign(cos(6/2)) sin(8/2)

FIGURE 4.6 — Plan de phase pour le systeme réduit X, en boucle fermée avec le
controleur non linéaire avec k, = 2 et kg = 1 : courbes bleue et verte sont
des trajectoires depuis des C. I. quelconques convergeant asymptotiquement vers
le point d’équilibre stable x. = 0; les deux trajectoires en rouge correspondent aux
deux trajectoires symétriques (I’objet pouvant tourner dans les deux sens) de mesure
nulle conduisant aux points d’attitude d’équilibre instable 7, = (+1 0)".

Une attention particuliére devra étre prise pour lire la figure[{.6 : elle représente
I’évolution de ’état complet x. qui a un comportement mathématique hybride. Ce-
pendant cette singularité mathématique ne représente aucun comportement physique
discontinu : avec la définition du quaternion, une rotation compléte correspond pour
qy. au segment [—1;1], et la multiplication par sign(q}) fait faire un saut d la pre-
miere composante de x. lorsque l'objet fait plus d’un demi-tour. C’est une fagcon de
représenter la 2mw-périodicité du mouvement de rotation avec le quaternion.

Les deux trajectoires en rouge menant aux points d’attitude d’équilibre instable
sont obtenues par intégration du systeme théorique réduit ., sans perturbation
(w, = 0) en remontant le temps, a partir de points au voisinage des équilibres
instables. Ces trajectoires donnent ’ensemble des conditions initiales menant aux
points d’équilibre instable. Le moindre écart sur les conditions initiales ou la moindre
perturbation le long de ces trajectoires entrainera le systeme a converger vers le point
d’équilibre stable.

4.3.3 Retour d’état invariant localement stable

Si une loi de contrdle u = —k,q5- — kqwi , avec ky, kg € R deux constantes, ne
pourra pas rendre le point d’équilibre = 0 globalement stable (ni presque, engen-
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drant éventuellement des phénoménes de déroulement) pour le systeme (4.5), elle
permet néanmoins d’obtenir une propriété de stabilité locale autour de la trajectoire :

Proposition 4.8: Retour d’état localement stable

Un retour d’état statique du type
u = —kyq5, — kaw§ (4.21)

avec kp, kg > 0 deux constantes, rend le point d’équilibre z = 0 localement
stable pour le systeme (4.5) en boucle fermée dont la matrice d’état est :

0 %Sq(f)
—kpls  —kql3

Ax) =

Preuve : La preuve de stabilité locale est faite pour le systeme réduit X,, qui,
grace au lemme [£.5] page [68] s’applique au systéme original 3.

La matrice d’état du systeme réduit en boucle fermée est :

PRI G C7 B () N (U VEA R
Tk ke 0 1) \—k, —kq ’

La matrice d’état constante A° est Hurwitz avec k,, kq > 0 (cf. critere Routh-
Hurwitz de stabilité [23]). 11 existe donc une matrice P € S%, constante, certificat
de stabilité de Lyapunov du systeme & = A°z, telle que :

PA°+ ATP=Q° <0

Nous montrons maintenant que la fonction V(z,) = x Pz avec cette méme
matrice P constante est une fonction de Lyapunov du syteéme réduit @, = A, (x, )z,
pour un voisinage du point d’équilibre. En calculant la dérivée de cette fonction
pour les trajectoires du systeme réduit &, = A,(x,)z, on obtient :

PA () + A ()P = PI(q;)A° + AT 1(45) P = Q(g5)

qui est donc une fonction matricielle affine en ¢¢ qui vérifie Q(1) = Q° < 0.

Par continuité de la fonction Q(¢2) affine en ¢¢, ¢5 étant égal a 1 au point d’équi-
libre = 0 (I(¢) = I au point d’équilibre), il existe donc un voisinage de ¢ = 1
défini par ¢¢ € [¢Z*; 1], ¢5* €]0; 1[, pour lequel I'inégalité suivante est vérifiée :

Va; €[4 1], PA(2,) + A (x,)P = Q(q5) < 0

La fonction V (z,) = z,] Pz, est donc une fonction dont la dérivée pour les trajec-
toires de Y, est strictement négative pour un voisinage du point d’équilibre x, = 0.



76 CHAPITRE 4. APPLICATION AU CONTROLE D’ATTITUDE

La fonction V' (z,) ainsi définie est donc une fonction de Lyapunov qui démontre la
stabilité locale du systeme ...

Par le lemme [4.5] le systéme en boucle fermée ¥ est donc localement stable au
voisinage du point d’équilibre = 0, correspondant a ¢ € [¢5*; 1], avec la matrice
d’état variable évoluant dans le polytope correspondant. [ |

Commentaires : Ce type de loi de commande peut donc tres bien suffire si on
suppose que 'objet ne sortira jamais du tube de tolérance d’attitude autour de la
trajectoire, sans jamais faire de demi-tour sur lui-méme.

La stabilité locale est démontrée pour une valeur maximale d’écart a la trajec-
toire correspondant a une borne ¢* €]0; 1], ¢’est-a-dire pour un écart d’attitude par
rapport a la trajectoire strictement inférieure a un demi-tour dans n’importe quelle
direction. Rappelons que ¢&* peut évoluer dans [—1;1] (cf. figure page de
I’annexe : si 'objet fait plus d'un demi-tour sur lui-méme, ¢¢* change alors de
signe et le retour d’état statique ne garantit plus alors de stabilité du point d’équi-
libre x = 0, des phénomenes de déroulement pouvant notamment avoir lieu.

Le systéeme avec ce retour d’état invariant en boucle fermée rentre donc
exactement dans le cadre du chapitre [3] précédent. Il est donc possible d’utiliser
les résultats de synthese LMI du chapitre précédent pour faire la synthese de ce
retour d’état statique localement stable le long de la trajectoire, pour un tube de
tolérance d’attitude donné, en I'ayant au préalable augmenté d’intégrateurs pour
annuler d’éventuelles erreurs statiques ou de trainage.

Pour illustrer le détail du modele augmenté de N intégrateurs, comme donné de
maniere générique par la définition page pour les systemes variant dans le
temps, nous donnons ici sa définition détaillée pour le controle de la déviation de
I’attitude :
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Le retour d’état (4.21)) augmenté de N € N* intégrateurs est défini par

N
un(zn) = — Y ki, — ki — kaw; (4.22)
j=1

avec l'état augmenté défini par xy = (nffx o gy wy )T € R3Z+N)
donnant le systéeme non linéaire (4.5) en boucle fermée sans perturbations

(w=0):

EN : ij = AN(LUN)l’N

0 I 0 .0 0 0
0 0 Is .. 0 0 0
= o 0 0 P 0 0 TN
0 0 0 .0 I 0
0 0 0 .. 0 0 1/25(¢°)Is
—kinls —kiy I3 —kiy_Is .. —kyls —kyds  —kgls

(4.23)

Comme le modele de déviation 3 défini par que nous souhaitons asservir
possede une entrée de perturbation w = wa + wey liée aux incertitudes de modé-
lisation et aux actions de I'’environnement extérieur sur 1’objet, nous aurons néces-
sairement une erreur statique avec une structure de correcteur de retour d’état. De
plus, si la trajectoire théorique a suivre est trés dynamique, avec des variations de
vitesse de rotation importante, ’entrée de perturbations liée aux incertitudes et aux
trainées de l'air sur 'objet peuvent générer des erreurs de trainage du premier ordre,
voire d’ordre supérieur.

En application directe du paragraphe du chapitre précédent sur la gestion
de la précision, il est donc nécessaire d’ajouter au minimum deux intégrateurs au
controleur original (4.21)) pour annuler ces erreurs.

Cette stratégie de contrdle, qui n’a pas encore fait 'objet de cas concret d’ap-
plication, est a adapter en fonction de 'objet que 1’on cherche a controler et de la
nature de ses actionneurs, notamment leur saturation. Par exemple pour les satel-
lites, les actionneurs sont souvent des volants d’inertie pour lesquels I'application
d’une commande constante dans un sens, pour compenser un biais ou une pertur-
bation constante, n’est pas possible du fait de la saturation des volants d’inertie.

A priori, elle pourrait étre adaptée pour des objets tournant dans tous les sens
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avec de fortes dynamiques de rotation et des actionneurs ayant pleine autorité pour
toutes les trajectoires opérationnelles (saturation des actionneurs loin du domaine
opérationnel nominal du mouvement - par exemple pour des drones, des engins de
I'espace a venir tournant dans tous les sens,...).

Nous sommes donc maintenant en mesure d’effectuer la syntheése de ce type de
controleur en utilisant la méthode du chapitre précédent pour garantir la sta-
bilité locale de I'objet autour d’une trajectoire d’attitude, dans un tube de tolérance
donnée, selon une spécification multi-objectif.

4.4 Reésultats et simulations

4.4.1 Spécifications de ’asservissement
Le controleur doit permettre au systeme en boucle fermée de répondre aux spé-
cifications suivantes le long de la trajectoire théoriquement réalisable :

— 1II; : le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir d’erreur statique en régime
permanent autour d’une attitude fixe.

— Il : le systeme en boucle fermée ne doit pas avoir d’erreur de trainage lors de
phase de rotation a vitesse constante.

— I3 : taux de décroissance supérieur a a; = —%md/ s,
min
— Il : taux de décroissance inférieur a oy = —%md/ s,
max
— 15 : coefficient d’amortissement supérieur a v/2/2 (tan(d) > 1),

— 1lg : performance Norme-a-Norme entre 1'entrée de perturbation w et la sortie
z, doit étre minimisée :

Min sup 2|2
weLzw0 |[W]a
— Il : Pattitude de objet doit rester a I'intérieur d’un tube de tolérance d’attitude
0° € [=65;05], 05 €]0; [ autour de la trajectoire théorique, équivalent a ¢ €
(4575 1] = [cos(03/2); 1] ou |lgv[| < 6g = sin(d5/2).
Cela correspond a la performance Impulsion-a-Créte induite ||z,|| = ||qv || < 0¢
pour tout z(0) = Bya, By, = 0wy, B, oy € R, |a,| =1

max

sup  ||z(4)|] < dq
120,00 €R,[aq|=1
garantissant que l'objet reste dans le tube de tolérance autour de la trajectoire
pour les conditions initiales opérationnelles les plus défavorables, considérées
ici comme l'attitude de 'objet est exactement sur la trajectoire et ’objet subit
un choc instantané lui donnant un écart de vitesse angulaire pire cas dwy
dans n’importe quelle direction.

max

Elle correspond a la performance dimensionnante de I’heuristique qui
permet de borner la matrice d’état A(x) dans un polytope, et ainsi de faire la
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synthese du retour d’état avec la démarche du chapitre précédent.

4.4.2 Parametres et outils

Pour les applications numériques, la commande d’entrée compleéte (4.10) est in-
jectée dans le systéme non linéaire d’origine (4.2)) avec les valeurs et hypotheses
suivantes :

— J; = diag((0.025 0.03 0.02)7),

— Jy = Jf + AJy avec AJy = diag((0.1 —0.1 0.1)")J; (hypotheése de 10%
d’erreurs liées aux incertitudes de modélisation),

— la trajectoire cible (¢*(t),w;(t)) est une rotation a vitesse constante autour de
laxe 1 = 1/v/3 (1 1—1)T avec 0*(t) = 1t,

— le tube de tolérance autour de la trajectoire a pour amplitude d; = 0.635rad(~
36° = 0.1tr), donnant les plages d’évolution pour le quaternion : ¢ € [0.95; 1]
et llgf || < 6q = 0.31,

— [Tmin; Tmaz] = [0.15;0.2s], soit oy = —10rad/s et ay = —brad/s,

— L’objet subit une déviation impulsionnelle de la trajectoire a t = 1s telle que
x(l) = (0 00 (5(4.)1) (1 —1 1))T avec 5wb — 1rad/3(~ 679)

'max — 3Tmazx

max

Pour répondre aux exigences d’annulation d’erreurs II; et Ily, nous considérons
la synthese d'un retour d’état pour le systeme de déviation d’attitude augmenté de
deux intégrateurs :

Le systéeme de déviation d’attitude réduit défini par le lemme page
augmenté de deux intégrateurs a pour représentation d’état en boucle ouverte :

010 0
- N 0 01 0
Yoyt py = Apy(Ty,) Ty, + Bu = D00 e T, + Bu (4.24)
9o
000 0

avec D'état réduit augmenté de deux intégrateurs z,, = (12, m, ¢f, wi )’ =
(2, m, sin(f=/2) 6°)T € R, et ¢¢ toujours solution de la méme équation
différentielle q = —%quw,f:, respectant la contrainte de norme unitaire
du quaternion : ¢5* + qfff =1.

On peut définir pour ce systeme réduit augmenté les deux sommets du polytope
incluant I’évolution complete de la matrice d’état A,,(x,,) dans le tube de tolérance
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défini par 117 :

010 0

. 001 0

-
00 0 1/2
000 0

(qui correspond au systéme linéarisé au point d’équilibre), et

010 0
. 001 0
AP =
00 0 1/2¢
000 0

Les scripts codés dans Matlab avec Yalmip du chapitre précédent et résolus
avec le solveur SDPT-3, correspondant aux deux théoremes de Lyapunov et S-
Variable [3.20] sont utilisés pour résoudre le probléme de synthese [I] de retour d’état
sur le polytope & deux sommets All et A

4.4.3 Syntheése et simulations

Rappelons que ¢ évolue dans l'intervalle [—1;1], est égal & 1 ou —1 au point
d’équilibre (double couverture) et est égal a 0 quand l'objet a fait exactement un
demi-tour par rapport a l'attitude visée. Une recherche de la valeur minimale de
¢=* € [0; 1], décrivant la largeur maximale du tube d’attitude dans lequel I'objet doit
rester pour que le probléme de synthése sur les deux sommets AEZ] et fl?z] ait une
solution pour les deux théoremes, est effectuée par bissection. On obtient avec le
théoreme de Lyapunov 3.1

¢ >0.51

c’est-a-dire la plage ¢5* € [0.51; 1], correspondant a la plage de déviation d’attitude
0° € [-2.07rad; 2.07rad] ou en degré 6° € [—118°; 118°].

Pour le théoreme S-Variable [3.20] avec les valeurs initiales des matrices A,, don-
nées par 'heuristique [3.23] page [50] on obtient la méme plage pour

Kk > T34

Le théoreme S-Variable devient par ailleurs faisable pour le seul sommet flg a partir
de la valeur k > 1.4. La réduction du pessimisme par 'augmentation de degrés de
liberté qu’apportent les S-Variable aurait pu faire penser quune plage plus large
de ¢ soit obtenue avec les S-Variable comparée a celle obtenue avec la premieére
approche de Lyapunov. La dépendance aux A,, et dans ce cas précis la nature "peu
variée" du polytope a deux sommets uniquement, font que le probleme S-Variable
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ne permet apparemment pas de trouver de solutions pour un polytope plus large
que 'approche de Lyapunov.

La spécification de largeur du tube maximale d’attitude devra donc étre défi-
nie pour que ¢5* > 0.51. L’amplitude J§; = 0.635rad(~ 36° = 0.1tr) donnée par
I'exigence Il; , donnant les plages d’évolution pour le quaternion : ¢¢ € [0.95; 1] et
l|g5|] < dg = 0.31, est donc incluse dans la région de faisabilité des LMI et donnera
des solutions.

Résultats :

Les syntheses multi-objectif de controleurs par retour d’état sont réalisées en
utilisant les deux théoremes et et comparées a un placement de poles
pour le systeme linéarisé :

— pour le systeme LTT linéarisé @,, = (A[Qlj +BK,)T,,, le retour d’état de référence
est calculé pour un placement des 4 podles a un taux de décroissance fixé a

a, = —y/|ai|.|as] = =7.07rad/s (constante de temps 7, = 0.141s) et un taux
d’amortissement égal a 1 :

K, =[-5000 — 2828 — 600 — 28.3]
Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée : v, =

2.5.1073.
— pour le théoréeme de Lyapunov on obtient :

Kx =[-9036 — 4011 — 701.6 — 27.6]

Analyse de la performance Norme-a-Norme de la boucle fermée : v, =
2.4 .1073.

— pour le théoreme S-Variable [3.20, on obtient les valeurs de Kg et de per-
formances Norme-a-Norme pour différentes valeurs de x de I'heuristique [3.23
données dans le tableau suivant :

Kappa KS Gamma Infty]
30 -7530 -3541 -655 27.4 0.0025
50 -8361 -3817 -685.9 -27.8 0.0024
75 -8813 -3965 -702 -27.9 0.0023
100 -9181 -4083 -715 -28.1 0.0023
500 -9972 -4310 -739 -28.2 0.0022
1000 -10014 -4322 -741 -28 0.0022

5000 -10153 -4363 -746 -28 0.0022

100000 -10146 -4368 -746 -28 0.0022

La valeur x = 1000 est retenue pour tracer les réponses a une impulsion avec les
différents correcteurs K,, Kx et Kg sur la figure [4.7]
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—— K
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K

=x@3)=q,

z
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Temps (s)

FIGURE 4.7 — Réponse libre de la sortie x(3) = gy du systéme de déviation non
linéaire en boucle fermée 3,, depuis z(0) = (0 0 0 1005¢)” avec les différents contrd-
leurs.

Les méthodes LMI du chapitre précédent sont a nouveau validées sur cet exemple
par la cohérence des résultats obtenus pour les deux théoremes de Lyapunov et
S-Variable. Ces résultats montrent cette fois-ci une légere amélioration de la per-
formance Norme-a-Norme avec le controleur synthétisé par l'approche S-Variable :
Yoog = 2.2 1073 contre Yo, = 2.4 .1073, soit une amélioration 8.3%.

Simulations du systeme non linéaire original :

La courbe de simulation précédente représente le comportement du systeme de
déviation en boucle fermée. Le probleme original que nous cherchons a adresser est
le contréle d’attitude d’un objet quelconque, dont le modele est donné par 1’équation

[.2) page [60l
L’étape suivante est donc d’injecter dans le systeme original (4.2]) la commande
complete (4.10]) page pour rappel :
Cactb = ITWZ + SV<(,UZ)J§LUZ
+ Sv(wy)(2Jy = Tr(Jy)Ls)wy + Sv(wp) Jyw;
+ J;Qq(q*)_lu

avec le controleur v dont on a fait la syntheése pour le modele de déviation.
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Pour rappel, d’apres la construction du modele de déviation donné par la propo-
sition [4.3| page [64], le comportement du systéme réel original est équivalent & celui du
modele de déviation avec une entrée de perturbation (4.11]) page [65| dont 1’équation
est :

wa = Qyq") ;| — Adiy — Sy (wy) Ay
— Sy (wy) QAT — Tr(Ady) I3)w;; — Sv(wp) Adyw;
_ AJqu(q*)_lu}

Dans le cas présent, nous avons supposé un niveau d’incertitude AJ, de 10% sur
tous les axes pour le systeme réel. Une erreur d’orientation de 0.1rad du repere de
calcul de la matrice d’inertie est aussi ajoutée dans les simulations suivantes. Avec
les opérateurs Sy (.) représentant des produits vectoriels, ces incertitudes génerent
un couplage complet des perturbations entre les trois directions x, y et z, dans wa.
Les corrections de la commande u réinjectent également des perturbations dans le
systeme.

De plus, deés que la trajectoire a suivre est variable, soit que wj; est variable,
I’'expression de wa montre que cette entrée devient d’autant plus variable et d’am-
plitude potentiellement importante.

Nous illustrons ci-dessous l'efficacité des contréleurs par des simulations temps-
réel pour trois cas différents :

— le premier cas de simulation considere une trajectoire a vitesse de rotation
constante, dont le suivi de trajectoire est effectué par différents controleurs
synthétisés par un placement de pdles comme pour K,, dont on augmente le
nombre d’intégrateurs,

— le second cas de simulation considére une trajectoire de vitesse de rotation plus
complexe, avec des évolutions du vecteurs vitesse de rotation dans toutes les
directions, dont le suivi de trajectoire est effectué par les mémes controleurs
que le cas précédent,

— le dernier cas de simulation considere la méme trajectoire de rotation complexe
que le cas précédent, mais avec les trois controleurs a 2 intégrateurs K,, Kx
et Kg dont on vient de faire la synthese.

Les deux premiers cas de simulation sont réalisés pour illustrer la fagon dont
I’ajout d’intégrateurs permet d’augmenter le nombre de degrés de liberté du contro-
leur pour réaliser un rejet de perturbations de plus en plus efficace. Le dernier cas
de simulation permet lui de comparer les performances des correcteurs obtenus par
les différentes techniques de synthese proposées dans cette these pour une méme
structure de contrdleur.

Le premier cas de simulation sur la figure [4.8| suivante présente donc une
trajectoire a vitesse de rotation constante, soit w; constant, subissant a l'instant
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= 1s un impact venant réinitialiser la vitesse de rotation a une valeur différente
de la valeur courante (l'attitude, elle, n’étant pas changée). Différents controleurs
(nombres d’intégrateurs) sont comparés pour réaliser ce suivi de trajectoire.

=
' TR
hadg} AN PD
1A ~__PID
06 Peey |/ N :

Erempsﬁ(s} " 12 13 14 15 16 17 18 19 20
FIGURE 4.8 — Suivi d’une trajectoire a vitesse de rotation constante avec 4 types de
controleurs différents, tous réglés a la méme constante de temps et avec un coefficient
d’amortissement de 1.

Logiquement le controleur Proportionnel Dérivée ne permet pas d’annuler 'er-
reur statique due au biais de la matrice d’inertie (courbe verte). Cependant, un seul
intégrateur ne permet pas non plus de faire converger ’erreur statique vers zéro.

Nous observons que 2 intégrateurs, puis 3 intégrateurs, améliorent la précision
de D'asservissement, sans toutefois garantir une annulation complete de l'erreur en
régime permanent.

Les couplages des trois directions x, y et z dans la perturbation wa générés par
Perreur de matrice d’inertie AJ, de 10% sur chaque axe, et par le terme contenant la
multiplication avec Sywj, sont stirement a l'origine de l'incapacité des intégrateurs
a réduire strictement la déviation a zéro, la compensation de I'un sur un axe venant
perturbé l'autre sur un autre axe.

Le second cas de simulation propose le suivi d’une trajectoire beaucoup plus
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complexe comme représentée sur la figure 1.9

Wy
(rad,r‘s}o

0 3 6 ] 12 15 18 21 24 27 30 aa B k<] 42 45 48

Temps (s)

FIGURE 4.9 — Trajectoire théorique d’attitude couplant des mouvements de rotation
différents sur les trois axes.

Le choix est d’avoir des comportements de vitesse de rotation théorique tres dif-
férents sur chaque axe x, y et z pour que les composantes de la perturbation wa
soient le plus "aléatoires" possible.

La figure représente le suivi de la trajectoire w;, avec différents types de
controleurs : deux Proportionnel Dérivée réglés a deux constantes de temps diffé-
rentes en orange et en vert (la deuxiéme constante de temps correspondant a peu
pres a celle de K, la premiere étant deux fois plus lente), et un PID en violet réglé
a la méme constante de temps que le Proportionnel Dérivée le plus rapide. Ce der-
nier controleur génére une trajectoire réelle pratiquement superposée a la trajectoire
théorique tracée en bleue.

La derniéere figure représente Uerreur de suivi de la trajectoire wj, avec les
mémes controleurs que pour la figure précédente [£.10] plus un controleur a 2 inté-

grateurs (P(2[)D) en bleu.

Cette derniere courbe permet de visualiser que la réduction du temps de réponse
du contréleur Proportionnel Dérivée, tout en conservant un taux d’amortissement
égal a 1, permet logiquement de suivre d’autant mieux la trajectoire. En effet, plus
le controleur est rapide, plus il sera capable de réduire rapidement un écart qui ap-
parait du fait des variations de la trajectoire.
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FIGURE 4.10 — Suivi de la composante wy, de la trajectoire d’attitude de la figure
avec différents types de contrdleurs.
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FIGURE 4.11 — Erreurs de suivi de trajectoire d’attitude de la composante w;, de
la figure 1.9 avec différents types de controleurs.
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Cette figure illustre comment 1’ajout d’intégrateurs permet de rejeter des per-
turbations variables. L’ajout d'un seul intégrateur, puis de 2 intégrateurs, permet
en effet de réduire a chaque fois 'amplitude de la déviation maximale & la trajectoire.

La figure représente les différentes composantes de la commande compléte
Clact,, soit :
— la commande de référence identique a toutes les simulations notée C;} = Jyw; +
Sv(wp) Jywi,
— la commande liée a la correction du contréleur u pour lequel on trace le terme
u* = J;Qy(¢*)'u pour étre homogene a Cj.
La partie non linéaire réinjectée dans Cpe, correspondant au terme Sy (wp)(2J; —
Tr(Jg)3)w; + Sv(wg)Jiw;, elle, n'est pas tracée sur la courbe du fait qu’elle est
d’un ordre 10 fois plus petit que Cj.
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F1GURE 4.12 — Commande de référence et correction de commande pour le suivi
de trajectoire d’attitude de la composante wy, de la figure 4.9 avec différents types
de contrdleurs.

Ces deux premiers cas de simulation illustrent bien comment ’ajout d’intégra-
teurs permet de rejeter davantage des perturbations variables.

Le dernier cas de simulation présente enfin la comparaison entre les réglages
K,, Kx et Kg, obtenus par les trois méthodes de synthese décrites au début de ce
paragraphe, pour le suivi de cette derniére trajectoire complexe avec une structure
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de contrdleur a deux intégrateurs.

Wyt
b Déviation

(rad/s) Maximum
0.008

0002

-0.005

00064 ____

-0.007

3 6 9 12 15 18 21 24 b1 30 33 36 39 42 45 48
Temps (s)

FIGURE 4.13 — Erreurs de suivi de trajectoire d’attitude de la composante wy, de
la figure avec les trois controleurs K,, Kx et Kg.

N \ u* avec K,
Al \ / *
0045 \ f u* avec Ky

% LA/ U* avec Kg

3 6 9 12 15 18 2 24 27 30 3 36 39 42 45 48

Temps (s)

FIGURE 4.14 — Commande de référence et correction de commande pour le suivi de
trajectoire d’attitude de la composante wy, de la figure avec les trois controleurs
K,, Kx et Kg.



4.4. RESULTATS ET SIMULATIONS 89

Ces derniéres courbes figures et ne permettent pas d’illustrer claire-
ment le gain de performance Norme-a-Norme obtenue par I’analyse LMI du critéere
sur le polytope encadrant le modeéle de déviation (v, pour K, a 2.5 1073 ; pour Kx
A 2.4 1073; pour Kg & 2.2 1073). Les déviations & la trajectoire sont en effet tres
proches les unes des autres et sont décalées les unes par rapport aux autres dans
I'ordre inverse du gain de performance associé a chaque correcteur. Le couplage des
composantes x, y et z dans la perturbation wa et les rebouclages avec la commande
u et 'erreur w® en sont peut-étre 1'origine.
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4.5 Perspectives pour le contréle d’attitude

4.5.1 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons développé des controleurs par retour d’état invariant
dans le temps localement stable, respectant des spécifications multi-performances,
potentiellement augmentés d’intégrateurs pour annuler différents niveaux d’erreurs,
pour le controle de la déviation de I'attitude d’un objet quelconque autour dune
trajectoire d’attitude théoriquement réalisable.

Les simulations permettent de montrer une légere amélioration des performances
des controleurs obtenus par l'approche S-Variable, sans pour autant les démarquer
véritablement. Les résultats sont toutefois cohérents entre eux et permettent de va-
lider ’application de la démarche du chapitre précédent aux systemes non linéaires.

Ces controleurs permettent de réaliser le suivi d'une trajectoire a 'intérieur d’un
tube de tolérance définie autour de la trajectoire théorique. Si 'objet est amené a
sortir du tube de tolérance, voire a faire un tour sur lui-méme, ces types de contro-
leurs invariant n’ont pas la garantie d’étre stables, et des phénomenes de déroulement
peuvent apparaitre.

Pour remédier a ce probleme dans le cas d’un objet qui serait amené a effectuer
des tours sur lui-méme, une structure de contréleur continu non linéaire par retour
d’état, au plus proche de la structure d'un retour d’état invariant, ayant la pro-
priété d’étre presque globalement asymptotiquement stable a donc été recherchée.
Tres proche de la structure du contrdleur hybride proposé par [38], la structure obte-
nue est équivalente au voisinage du point d’équilibre au retour d’état invariant. Elle
réalise par ailleurs de maniere continue l'inversion du sens de la commande lorsque
I’objet fait un demi-tour sur lui-méme, permettant d’obtenir la propriété de stabilité
presque globale.

Pour ouvrir des perspectives, nous pouvons donc envisager différentes stratégies
pour obtenir des contoleurs plus évolués ayant la propriété d’étre presque globale-
ment stable, pour le controle de la déviation de 'attitude d’un objet autour d’une
trajectoire théorique.

Une premiere pourrait étre d’utiliser directement les deux résultats de ce chapitre
en couplant de maniére hybride ([10]) le retour d’état non linéaire presque globa-
lement stable sans intégrateur lorsque 'objet est loin de la trajectoire d’attitude,
avec le retour d’état avec N intégrateurs lorsque 1'objet est a 'intérieur du tube de
tolérance permettant d’annuler les erreurs de suivi de trajectoire. Une difficulté est
alors de gérer proprement la zone de transition, avec stirement l'introduction d'un
hysteresis.

Une seconde stratégie, qui demande a nouveau une recherche théorique de fonc-
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tion de Lyapunov relativement importante, comme le montrent les conjectures qui
suivent ci-dessous, serait d’extrapoler le résultat de retour d’état non linéaire presque
globalement stable avec 'utilisation du parametre variable ¢, a des configurations
de contrdleurs avec N intégrateurs qui permettrait d’obtenir un systeme en boucle
fermée presque globalement stable :

Heuristique 4.11: Recherche de contrdoleurs continus a N intégra-
teurs presque globalement stables

En appliquant le méme principe que pour le retour d’état non linéaire simple
(sans intégrateurs) presque globalement stable défini par I’équation (4.17)) :

w(z) = —kpgSq — kawf

on se propose d’étudier les possibilités d’inverser/inhiber contindment un d
un chaque intégrateur, par des multiplications de chaque intégrateur par une
puissance de la variable ¢, pour essayer d’obtenir la propriété de stabilité
presque globale de la boucle fermée.

Deux exemples de structures de systeme en boucle fermée a N intégrateurs avec
une proposition de pilotage des intégrateurs par des puissances de ¢ sont données
ci-dessous sous forme de conjectures.

4.5.2 PID continu presque globalement stable ?

Une premiere proposition spécifique pour I'ajout d’un seul intégrateur, équivalent
a un controleur PID, est faite tout d’abord :
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Conjecture 4.1: PID presque globalement stable

Pour tous scalaires k;,, &y, kg > 0 tels que k;, < k,kq, le correcteur Propor-
tionnel Intégral Dérivée de la forme :

ur(21) = =k, — 2ky@Sqy — kaw; = Ki(z1)m (4.25)

avec 1), l'intégrale de 'erreur d’attitude solution de : 7y, = 2¢;qy,, I'état défini
par : 21 = (95, ¢ wj ")’ € R, donnant le systéme non linéaire en boucle
fermée sans perturbations (w = 0) :

0 2q;15 0
Y i = A(x)z = 0 0 1/2 S(¢F) | 1 (4.26)
—ki I3 —2kpqols  —kqls
rend ce systeme en boucle fermée presque globalement asymptotiquement

stable pour I'ensemble compact invariant défini par W, = {O,Xl}, avec
Xi={2:=(000¢000)7|lgv|l = 1}.

Commentaire : La boucle fermée du systeéme réduit (4.13), correspondant au
controle d’un objet en rotation autour d’un seul axe fixe, avec cette structure de
controleur PID peut aussi s’écrire :

t .
0° = —k;, | sin(0°)dt — k,sin(6°) — kq0° (4.27)
0

Cette formulation fait apparaitre le choix d’avoir multiplié par 2 l'intégrale et le

terme de correction proportionnelle £, pour revenir a une expression homogene en
6° et sin(6°).

Ebauche de preuve : La matrice d’état en boucle fermée A;(z;) peut étre
décomposée :

Ay(21) = (Ry,, (65) R AT Ry, Ry, (45)) @ I + Ay (1)

0o 1 0 100 1 0 0

avec A= 0 0 1 [ Ry=02 0|, Re(5)=1]0 ¢ 0
—ki, —k, —kq 00 1 00 1
0 0 0

Avi(z1) =0 0 1/2Sv(¢)
00 0
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Comme le montre le lemme , le terme Ay, (1) ne réduit pas la distance au
point d’équilibre et disparait dans la dérivée des fonctions de Lyapunov.

Concernant la matrice Af, le critére de stabilité Routh-Hurwitz permet de dire
que cette matrice est Hurwitz si et seulement si k;,, kp, kq > 0 et k;, < kykq (cf. [23]).

Grace a cette décomposition, une premiere étape de démonstration de la stabilité
locale de ce controleur peut se faire comme la preuve du retour d’état invariant de
la proposition par continuité d’un certificat de Lyapunov quadratique constant
au voisinage du point x; =0 (¢§ = 1).

Concernant la stabilité presque globale, la multiplication par ¢ de l'intégrateur
permet d’effectuer la méme inversion continue du signe de 'erreur a intégrer lors du
demi-tour, et permet d’effectuer le figeage de l'intégrateur (¢5 = 0) au point opposé
au point d’équilibre. Nous reproduisons ainsi les mémes inversions continues de signe
qui avait été faites pour le retour d’état simple sur le terme proportionnel ¢j, pour
annuler le probleme de la double couverture.

En utilisant la fonction de Lyapunov (4.19)) construite pour démontrer la stabilité
presque globale du retour d’état simple :

2k, + 4ak?) 2akqqS
P(z) = (2K 7)) dq 2> 0
20kqq; 1

une tentative d’extrapolation de cette fonction a ’ordre trois en utilisant I’annexe
[A] page [103] a été faite pour démontrer ce méme résultat pour le PID, la derniére
candidate obtenue ayant la forme :

ok kg + ookl 2(ki, + cokpka)qs aok,q?
Pi(z1) = | 2(ki, + cokpka)gs  4((1 — a)kyqs® + aik?) 200kaqs | @ I3

ks 201 kags @’

définie pour oy €]a; 1] tel que a = k;, /(kykq) €]0;1] (hypothese de la conjecture
4.1)), et pour as €]0;as| tel que @, €]0;q — af (& calculer selon 1'annexe [A] page

103).

Malheureusement, avec cette définition de fonction de Lyapunov V;(x;) = x| P (x1)x,
la dérivée n’est pas strictement négative partout en dehors de Wy = {x; = 0,21 =

(000 000) |g5 |l =1}

‘/1(]31) = JII[Al(LL’l)TPl(LL’l) + Pl(azl)Al(xl) + Pl(l’l)]l‘l
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donne :
V1($1) = - QZQ%TRm Q0R21$1
Oégkg 0 sk,
— (g wpzl | 0 41—k, 0 |m
Oégkp 0 1
0 kil + Oézk’pkd 0
— (a7 wp)z) | kiy + ankyky 0 arky | 21
0 Oélkd 0
2a2kpki1 0 0
avec @, = 0 2(a1 — (o + a2))kak, 0 =0
0 0 2(1 — on)ky
Le premier terme est strictement négatif pour toute valeur de z; ¢ Wy = {2, =
0,21 = (000 000)" : || ]| =1}. Les deux derniers termes de cette équation

ne sont pas strictement négatifs mais sont d’ordre deux inférieurs au premier terme
au voisinage de x; = 0. Par conséquent, il existe un voisinage de x; = 0 pour le-
quel Vi < 0, ce qui démontre la stabilité locale pour un certain voisinage du point
d’équilibre.

Cependant, cette fonction de Lyapunov n’est pas suffisante pour démontrer la
stabilité presque globale de ce controleur. |

Cette proposition de structure PID non linéaire reste donc une conjecture et
une piste pour construire et manipuler les contréleurs avec un intégrateur pour le
controle d’attitude.

4.5.3 P(N.I)D continu presque globalement stable ?

Dans la continuité du PID, pour le cas générique d’ajout de N intégrateurs, I'in-
version de signe pour les intégrateurs au dela du premier n’est plus nécessaire, vu
que l'on integre en série depuis le premier intégrateur de l'erreur 7y, qui est déja
'dans le bon sens" : 7y, = 2¢;q;, étant multiplié par ¢; qui est du signe nécessaire a
I'inversion de sens.

Nous pouvons donc envisager des multiplications par des puissances paires de
¢; pour effectuer uniquement un figeage des intégrateurs d’ordres supérieurs lors du
demi-tour, sans inversion de signe :
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Conjecture 4.2: P(N.I)D presque globalement stable

La boucle fermée a N intégrateurs suivante sans perturbations (w = 0) :

YN IN = AN(I'N):UN

0 G 0 0 0
0 0 U £ 0 0
— TN
0 0 0 20513 0
0 0 0 0 1/28(¢%) 13
—kiy &N ki PV VL L k¢S —2k,qS]s —kyls
(4.28)

rend le point d’équilibre zy = 0 presque globalement stable pour le systeme
en boucle fermée ¥y, dans le cas ou la matrice A%, définie dans ’ébauche de
preuve ci-dessous, est Hurwitz.

Ebauche de preuve : La matrice d’état en boucle fermée Ay(zx) peut étre
décomposée :

An(an) = (Rypn, (0 Bop A% Ray Ry, (45)) © I + Ay (2)

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 ) _
avec A = supposée Hurwitz,
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
kiv —kiy_, —kiy, —k, —kq
1 0 0 0 O 0 0 0 0
0 1 0 0 O 0 0 0 0
Ry = |7 L Ay () =
0O 0 .. 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 1/25v(¢})
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1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Rty = |,
00 .. 100
0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 1
N 0 ... 0 0 0
0 ¢* Y . 0 0 0
Faow (06) = 0 0 .. ¢> 0 0
0 0 .. 0 ¢ 0
0 0 .. 0 0 1

Grace a cette décomposition, la démonstration de la stabilité locale de ce systeme
en boucle fermée peut étre réalisée en utilisant la méme approche que celle de la
preuve du retour d’état invariant de la proposition [4.8 par continuité d’un certificat
de Lyapunov quadratique constant au voisinage du point zy =0 (¢ = 1).

Malheureusement, malgré cette structure qui émerge de cette décomposition et
qui permet de manipuler les dérivées de fonctions de Lyapunov candidates, il n’a pas

été possible de trouver une fonction de Lyapunov démontrant la stabilité presque
globale de X . |

Si ces deux conjectures ne permettent pas de conclure sur la propriété de stabilité
presque globale, elles permettent néanmoins d’ouvrir un champ de recherche sur ces
structures de contréleur a N intégrateurs continliment inversés ou inhibés pour le
mouvement de rotation, dans I'objectif d’obtenir une propriété de stabilité globale
ou presque.

Des simulations des systémes réduits dans le plan de phase (¢f, wj )" de ces
systemes en boucle fermée, proposés par ces deux conjectures, ont été réalisées avec
des matrices Hurwitz arbitraires. Les résultats graphiques n’ont pas été ajoutés ici,
donnant des courbes similaires & la figure [4.6] page [74] du systeme réduit en boucle
fermée presque globalement stable sans intégrateurs.

Ces simulations n’ont notamment pas permis de mettre en évidence des compor-
tements instables ou des oscillations autour des points d’équilibre instable, confor-
tant le fait que ces conjectures proposent de bons candidats de contrdleurs presque
globalement stables a NV intégrateurs pour le controle d’attitude.
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Inversement, nous pouvons aussi dire que ces perspectives de recherche proposent
d’étudier comment "circulariser" le systeme LTT globalement stable sur R™

0 1 0 0 0

_ ] 0 0 1 0 0

IN, = ANxNT = TN,
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
—kiy =iy, . —ki —ky, —kq

avec A% Hurwitz, en utilisant les opérations précédentes de multiplication par ¢,
pour qu’il devienne la représentation d’une dynamique de controle de I'attitude en
boucle fermée a N intégrateurs presque globalement stable.






Conclusions et Perspectives

5.1 Une approche LMI pour les systémes non li-
néaires

L’approche LMI présentée dans cette these permet de faire la synthese de contro-
leurs par retour d’état invariant dans le temps pour des systemes variant dans le
temps ou non linéaires dont ’évolution est inscrite a 'intérieur d’un polytope, avec
un comportement éventuellement discontinu, tout en respectant une spécification
multi-performance. L’existence d'un tel controleur dépend de I’ensemble polytopique
encadrant le systeme original non linéaire ou variant dans le temps : évidemment,
si I’ensemble polytopique est trop large, il peut ne pas exister de solution de re-
tour d’état invariant dans le temps quelle que soit la spécification. Par ailleurs, les
contraintes de performance doivent aussi étre cohérentes entre elles pour ne pas sur-
contraindre le probleme de synthese, rendant inexistant une solution au probléme.

Enfin, si le probleme de synthese multi-performance est faisable, les LMI peuvent
ne pas fournir de solution en raison du pessimisme. Le résultat de I'approche S-
variable, étant potentiellement moins pessimiste, peut donner des solutions lorsque
les formules plus pessimistes du paradigme de mise en forme de Lyapunov échouent.

L’inconvénient du résultat de 'approche S-variable réside dans la nécessité de
choisir a priori la valeur de certaines inconnues présentes dans les contraintes ma-
tricielles pour qu’elles deviennent des LMI. Pour faire face a ce probleme, des lignes
directrices sont proposées pour faire le choix de ces parametres. Elles permettent
d’obtenir des résultats qui sont cohérents mais ne convergent pas systématique-
ment ; d’autres stratégies pour déterminer la valeur de ces inconnues pourront étre
recherchées dans des études futures.

Les résultats de simulation valident la cohérence des méthodes LMI et leur capa-
cité a faire de la synthese multi-objectif. Toutefois, ces simulations n’ont pas permis
de départager clairement les méthodes entre elles. Ceci est peut-étre di a la sim-
plicité des exemples d’ordre peu élevé et a deux sommets uniquement ; d’autres
simulations sur des systemes d’ordre plus élevé et a plus de sommets pourront aussi
étre réalisées dans le futur pour étudier plus précisément I'apport de chaque mé-
thode.

99
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Enfin, des solutions encore moins pessimistes peuvent étre dérivées par un trai-
tement plus avancé des formulations différentielles (DLMI) originales du probléme
multi-performances.

5.2 Le controle d’attitude

L’application de ces résultats de synthese LMI au probléeme du contréle du mou-
vement de rotation d’un objet quelconque le long d’une trajectoire d’attitude illustre
un cas d’exploitation de ces résultats pour les systémes non linéaires.

Une fois le modele de déviation d’attitude décrite par quaternion unitaire d’un
objet quelconque par rapport a une trajectoire d’attitude théoriquement réalisable
obtenu, cette représentation d’état fait émerger l'opportunité de construire une
structure de controleur non linéaire continue presque globalement asymptotique-
ment stable, au plus proche de la structure d’un retour d’état invariant.

Ce résultat, similaire au controleur hybride proposé par [38], réalise de maniere
continue l'inversion du sens de la commande pour obtenir la propriété de stabilité
presque globale. Ce premier controleur non linéaire est équivalent au voisinage du
point d’attraction a un contréleur Proportionnel Dérivé, par conséquent pouvant
laisser apparaitre des erreurs statiques ou de trainage en régime permanent.

Apres augmentation de ce controleur avec des intégrateurs pour annuler ces er-
reurs, la procédure de synthese LMI multi-performances est appliquée sur le polytope
du systeme non linéaire correspondant au tube de tolérance dans lequel on souhaite
voir évoluer I'objet. Pour cette synthese, on considere que 'objet restera a l'intérieur
du tube tout le temps, par conséquent ne fera jamais de demi-tour sur lui-méme.
Ainsi, la procédure de syntheése considere un retour d’état statique invariant, c’est-
a-dire sans la non linéarité de la commande introduite précédemment permettant
d’obtenir la propriété de stabilité presque globale. Le retour d’état invariant obtenu
permet donc de contrdler 'objet localement a l'intérieur du tube spécifié.

La structure de contréleur non linéaire continue presque globalement asymptoti-
quement stable fait ressortir les propriétés tres intéressantes de la partie scalaire du
quaternion. Semblable a une fonction duale de Lyapunov ([49]), si ce n’est qu’elle
est égale a 1 en valeur absolue au point d’attraction et non a l'infini, elle permet
d’inverser et d’inhiber continiment les termes du contréleur pour annuler le pro-
bleme de double couverture du quaternion, comme proposé dans les deux dernieres
conjectures du chapitre [4]

Ces dernieres propositions ouvrent des perspectives pour la recherche plus avan-
cée de controleurs pour le mouvement de rotation. Une méthode LMI avec des S-
variables telles que définies dans [19] pour les syntheéses de retour de sortie, pourrait
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notamment étre étudiée afin de résoudre la conception structurée de retour de sortie
pour ces formats de contrdéleurs non linéaires.






Annexe : décomposition en 'éléments
simples' des matrices de Lyapunov des
systemes LTI

Cette partie définit une structure élémentaire des matrices de Lyapunov pour les
systemes stables LTT d’ordre 2 et 3, pour la forme canonique compagne de commande
et d’observation (cf. [23] pour plus de détails sur les systemes LTI).

A.1 DMatrices de Lyapunov élémentaires de com-
mande
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A.1.1 Pour les systémes LTI du 2"¢ ordre

Proposition A.1: Matrice de Lyapunov pour les systemes LTI

d’ordre 2 en forme compagne de commande

Soit A, une matrice Hurwitz d’un systeme stable LTT du second ordre dans
sa représentation compagne de commande définie par :

0 1
Ay = (A.1)
—ky —k

avec les deux scalaires ki, ks > 0 (critére de stabilité Routh-Hurwitz nécessaire
et suffisant, cf. [23]).
Pour toute constante ay €]0; 1[, définissons :

£ = mm(m, 1/2(1/kf + (1 — 1) /ks))

Pour toute constante £; €] — &1;y/a1(1 — aq)[, la classe suivante de matrice
définie positive :

ko + 0qk? + 2e1k%ky ok
Po=| EE I (A.2)
Oélk'l 1

est une classe de matrice de Lyapunov qui démontre que A, est Hurwitz
(valeurs propres a partie réelle strictement négative).
Son équation de Lyapunov correspondante est :

AIQPQ + P62A02 - _QCQ
—20&1]€1]€2 2€1k%]€2 (A3)

= <0
251]@%,1{?2 —2(1 - Oél)kl

qui est une matrice définie négative pour tout ay €J0;1[ et pour tout €; €

]—8_1; Ozl(l—ozl)[.

Preuve : par construction (calcul).
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A.1.2 Pour les systemes LTI du 3° ordre

Proposition A.2: Matrice de Lyapunov pour les systemes LTI

d’ordre 3 en forme compagne de commande

Soit A.3 une matrice Hurwitz d’un systeme stable LTI d’ordre 3 dans sa re-
présentation compagne de commande définie par :

0 1 0
As=| 0 0 1 (A.4)
—ks —ko —kp

Avec les trois scalaires kq, ko, k3 > 0 et k3 < kiko (critéres de stabilité Routh-
Hurwitz nécessaires et suffisants, cf. [23]), définissons « €]0; 1] tel que k3 =
Oéklkig.

Pour toute constante oy €]a; 1], il existe as €]0; a7 — af tel que pour tout
ay €)0; az[, la classe suivante de matrice définie positive :

a1k1k3 == Cl’gk% ]433 ol Oégklk’Q Oégkg
Pc3 - l{?3 + @21{31]{2 (1 — ag)kg =2k Oélk% Ozlkl =0 (A5)

ks arkq 1

est une matrice de Lyapunov qui démontre la stabilité Hurwitz de A.s.
Son équation de Lyapunov correspondante est :

A;rgpc?, + Pc3Ac3 - _Qc3

—2062k2k3 0 0
(A.6)
= 0 —2(0&1 — (Of I 042))161/{2 0 <0
0 0 —2(1 — Oél)]{)l

qui est une matrice définie négative pour les valeurs spécifiées de ay et ap.

Preuve : par construction (calcul).

.. . 1—a?2 k? _ .
Cas particulier : Si 1?0‘ < alors ay = @y — a convient.

A.2 Probléme dual ou matrices de Lyapunov élé-
mentaires d’observation

Considérer le probleme du systeme dual peut également apporter des informa-
tions sur la définition d’'une décomposition en éléments simples des matrices de
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Lyapunov.

En effet, rechercher une matrice P. > 0 telle que ACTPC + P.A. < 0, pour démon-
trer que A, est Hurwitz, équivaut a rechercher une matrice X, = 0 (X, = P, ') telle
que X, Al + A.X. < 0. Ce qui équivaut a rechercher une matrice P, = 0 telle que
P,A,+ Al P, <0avec P, = X.et A, = A].

Ce qui signifie que rechercher la matrice duale de Lyapunov d’une matrice d’état
LTT en forme compagne de commande équivaut a rechercher la matrice de Lyapunov
de sa représentation compagne d’observation.

Proposition A.3: Matrice de Lyapunov pour les systemes LTI

d’ordre 2 en forme compagne d’observation

Soit A,o une matrice Hurwitz d’un systeme stable LTI du second ordre dans
sa représentation compagne d’observation définie par :

Ap = (A7)

avec les deux scalaires ki, ks > 0 (critéres de stabilité Routh-Hurwitz néces-
saires et suffisants, cf. [23]), pour toute constante 5; €]0; 1], définissons :

= min(y/Bu(l = 1), 1/2(1/(kiks) + Bi(1 = B1)/k3))
Pour toute constante 1, €] — 71;4/61(1 — f1)], la classe suivante de matrice

définie positive :

ko + Biki + 2mkiks —Pikik
Py — 2 + Piky NiRTRy Pik1ks .0 (A8)

—PBikiks k3
est une matrice de Lyapunov qui démontre la stabilité Hurwitz de A,s.

Son équation de Lyapunov correspondante est :
A;FQP02 + P02A02 = _QOQ
—2B1k1ko —2771]?%]?% 0 (A.9)
=<

qui est une matrice définie négative pour tout B; €|0;1[ et tout n, €] —

M3 \/51(1 - 51)[-

Preuve : Par construction (calcul).
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A.3 Perspectives

Il peut étre remarqué qu’en divisant une inégalité de Lyapunov par le dernier
coefficient en bas a droite de la matrice de Lyapunov, que I'on notera A = (P),,,, on
peut toujours se ramener a une matrice de Lyapunov avec le dernier coefficient en
bas a droite égal a 1 :

1
X(ATP + PA) <0
(ATP 4+ PA) <0
Avec P = 1P et (P),, = L.

Conjecture : par construction, ces classes de matrice de Lyapunov pourraient gé-
nérer I’ensemble des matrices de Lyapunov du systéme : c¢’est-a-dire que pour toute
matrice de Lyapunov P = 0 de A en forme compage de commande ou d’obser-
vation comme précédemment défini pour l'ordre 2 et 3, il existerait A > 0 et une
matrice P comme définie par les propositions précédentes telles que P = AP. Avec
les propositions précédentes, pour I'ordre 2 on aurait alors la définition de toutes les
matrices de Lyapunov pour les formes compagnes de commande et d’observation;
pour l'ordre 3, uniquement celles pour la forme compagne de commande permettant
d’avoir AT P + PA diagonale.

D’ou la proposition d’appeler cette annexe comme une décomposition en "élé-
ments simples” des matrices de Lyapunov.

Conjecture : En utilisant le critere de stabilité de Routh-Hurwtiz et en construi-
sant un processus de récurrence, en suivant la méme méthode que pour le deuxieme
et le troisieme ordre, il est peut étre possible de construire une décomposition en "élé-
ments simples" similaires des matrices de Lyapunov pour tout systeme LTI d’ordre
n € N*.

Le passage a l'ordre 3 a cependant déja présenté une difficulté bien supérieure
qu’a l'ordre 2 pour étre résolu, ne donnant un résultat partiel que pour les inégali-
tés de Lyapunov diagonales, pour lequel néanmoins le résultat semble complet. La
recherche de telle structure de matrice de Lyapunov a l'ordre n, si un tel résultat
est formalisable, sera peut étre un travail tout de méme fastidieux a la vue de I'im-
brication des coefficients du critere de Routh-Hurwtiz.






Annexe : définition et propriétés du
Quaternion

Une documentation complete sur le quaternion et son lien avec la géomé-
trie dans I'espace est donnée dans [41]. Les principales propriétés des quaternions
utilisées dans cette thése sont répertoriées ci-dessous.

B.1 Algebre du Quaternion

4o
: .y . q

Un quaternion est un vecteur de R* généralement noté : ¢ = | = a1
av

a2

4as

o étant nommée la partie scalaire du quaternion et qy = (q1 q2 q3)' la partie
vectorielle.

Voici les principales propriétés d’algebres utilisées dans cette these :

— Un vecteur tridimensionnel V = (v, v, v,)" € R? peut étre associé au quater-
nion V; avec zéro comme partie scalaire et le vecteur lui-méme comme partie

vectorielle : Vy = (0 v, v, v,)" € R* est le quaternion associé au vecteur V.
— La matrice associée & un quaternion ¢ est la matrice réelle M,(q) € R***
définie par :
M, : R* — R¥
q— My(q) = gl + @1J + 2K + gsL

Avec :
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 00 0 -1
01 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 00 -1 0
00 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 01 0 o0
00 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 10 0 0
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Avec ces notations, la matrice associée peut aussi s’écrire :

T T
4o —qy Qo —qy
M,y(q) = =

qv  Se(q) qv  qols + Sv(qv)

La matrice "antisymétrique" d’un quaternion est définie comme suit :
Sq: R — R¥?

4o —qs3 q2
=S @=a & -a

—q2 {1 4o

L’utilisation du nom "antisymétrique" est abusif pour le quaternion du fait que
S,(@)" = qoI3 — Sv(qv) n'est pas égal & —S,(q), par conséquent S,(q) n’est
pas une matrice antisymétrique.

Pour un vecteur V = (v vy v,) ", selon la définition de son quaternion associé,
la matrice antisymétrique est :

0 —v, vy
Sy(V)=]v. 0 —uv|=5(V)
—Uy Uy 0

La matrice antisymétrique est utile car elle réalise matriciellement le produit
vectoriel usuel. Soit V; et Va deux vecteurs de R3 :

Vi ANVa =Sy (11)V;
Nous avons donc aussi la relation :

Sq(q) = qol3 + Sv(qv)

La matrice inverse de la matrice antisymétrique du quaternion est égale a,
pour tout g, # 0 :

1 1 1
Selq) = —1Is — Sv(qv) +

- 2
v vl (B1)

(1 +¢2

La loi de multiplication des quaternions dans ce document sera notée a l’aide
du symbole suivant : *

Soit ¢, et ¢, deux quaternions, la multiplication de ces deux quaternions est
alors définie par la regle de multiplication matricielle suivante :

T
o, Y0, — QVaqv
o * qp = Mq(Qa)Qb - ’ ’

Qoa Qvi, + o, qv, + S(qv,)qv,
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— Laloi de multiplication d'un quaternion g avec le quaternion V, = (0 v, v, v,) "
associé a un vecteur V = (v, v, v,) ", abusivement notée g x V', conduit a la
définition de la sous-matrice associée suivante :

0
qxV = qxVy= Myq) , = Ly(q)V

Avec la sous-matrice associée définie par :

Ly RY— RY

-

—qy
q— Lq(Q) =
S(q)
. — . o _ 4o
— Le conjugué d'un quaternion est défini par : § =
—qv

— Soit g, et g, deux quaternions : g, * ¢ = G * G,

— La norme d’'un quaternion est définie par :||q|>*=q¢'¢= ¢+ @& + ¢ + ¢
Cela donne aussi la relation : ¢ x g = ||q||*I,

— I, =(1000)" est le quaternion identité pour la loi de multiplication des
quaternions .

— L’inverse d'un quaternion non nul pour la loi de multiplication * est défini
par: ¢ ' = nq

Avec qxq ' =1,=(1000)".

L’inverse d'un quaternion unitaire (norme égale a 1) est donc égal a son conju-
zo. —1 =
gué:q =7

B.2 Quaternion et géométrie de R?

Dans cette partie, on suppose que le quaternion décrit 1’attitude ou orientation
d’un objet quelconque dans 'espace a trois dimensions :

— Un quaternion unitaire peut étre associé¢ a une rotation de R® d'un angle 0
dans l'orientation trigonométrique directe autour de I'axe dirigé par le vecteur
unitaire @ = (n; n, n,)" comme défini ci-dessous :

%o cos(6/2)

q1 Ny
q= =1 .

w| |52 |n,

qs3 n,
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Avec cette formule, nous pouvons remarquer que la périodicité 27 de la rotation
dans R? conduit & avoir la relation :

cos(0/2) cos((6 + 2m)/2)
g | Ng _ | Ny
sin(0/2) | n, sin((6 + 2m)/2) | n,
cos(6/2 + ) — cos(6/2)
“sin@/24 1) | ny | | | sin@/2) | n,

=—q

q et —q représente donc la méme rotation dans l’espace. L’application qui
associe un quaternion unitaire et une orientation dans I’espace a donc deux
éléments neutres : (100 0)" et (=100 0)". C’est ce qu'on appelle la double
couverture du quaternion qui peut entrainer un phénomene de retournement
comme illustré par la figure [B.1]

Objet al'envers Objet a l'envers
ayant fait [ T ayant fait fo BT E
un demi — tour 9y v un demi — tour 49y
autour de l'axe q,° 1 autour de l'axe q,7| 1
3 3
-1 0 1 Yo -1 0 1 95
Rotation Rotation Rotation Rotation
- B Conver’gence vers " L E e Conver’gence vers ¥ e
identité identité identité identité
&= {1 00 U)T Q= {71 00 U)T

F1GURE B.1 — Convergence de 'attitude avec le quaternion et illustration du phéno-
meéne de retournement di a la double couverture (figure de [38] reprise et modifiée).

— Deux rotations successives, une de ; autour de n; décrite par le quaternion
q1, puis une de 6, autour de 75 décrite par ¢o, sont équivalentes a I'unique
rotation définie par le quaternion :

q=q2*q1

— La rotation d’'un vecteur V d’un angle # autour d’un axe défini par le vecteur
unitaire 7 = (n, n, n,)', équivalent au quaternion g, est obtenue, a l'aide
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du quaternion et d’opérations de l'algebre des quaternions, par l'action de
conjugaison suivante :

R,:R® = R®
Vs R(V)=qgxVxq!

— La matrice de rotation ),(¢) équivalente a la rotation définie par le quaternion
unitaire ¢, dont I'opération de rotation sur un vecteur est définie par 'opération
de conjugaison précédente, telle que R, (V) = Q,(q)V, est donnée par :

Q. : R* — R¥3

T

1= Q0 = (w 5) | g

Ou aussi :
Qq(q) = I3 + 25(qv)S(q)
= I3 +2¢,5(qv) + 2S(qv)?
= I + sin(6)S(71) + (1 — cos(6))S(i1)?

La matrice de rotation inverse, au sens de la rotation d’'un angle —6 autour
de 71, correspondant au quaternion unitaire inverse au sens du quaternion, qui
est aussi son conjugué pour le quaternion unitaire, ¢ = ¢ = (¢, — q‘t )T, est
donc directement :

Qqy(0) ™' = Qqu(q™") = Iz — 2¢,Sv (qv) + 2Sv (qv)?

— Soit we = (wy, wy, w,, )" le vecteur de rotation instantané de I'objet dans le
référentiel terrestre. L’attitude instantanée de I'objet dans ce référentiel est
décrite par le quaternion ¢, dont le comportement est donné par I'équation

différentielle suivante :
dqe 1

= —We * (e
dt o 27T

La relation entre la vitesse de rotation exprimée dans le référentiel terrestre

et celle exprimée dans le référentiel du corps rigide en mouvement est donnée
Co -1

par : We = Qe * Wp *

Cela conduit a I’équation différentielle équivalente suivante :

dq. 1 1 —q
q = —(Q, *Wp = < qu Wy (BQ)
dt e 2 2 S(qe)

Cette derniere expression est intéressante car la vitesse de rotation wy dans le
référentiel du corps rigide est directement mesurable a partir de capteurs em-
barqués, par exemple a partir de gyrometres sur chaque axe. Par conséquent,
il donne un moyen "direct" de calculer I'attitude au format du quaternion en
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intégrant cette équation.

On peut remarquer que le quaternion est un vecteur a 4 parametres qui décrit
une orientation a 3 degrés de liberté dans R3. Par conséquent, il contient
des informations redondantes. En effet, un quaternion décrivant une atti-
tude est un quaternion unitaire, donc il respecte la contrainte algébrique :
llgell> = q¢!.qc = 1. En dérivant cette équation, cette contrainte algébrique

/ . \ 2 .
équivaut a : % =2¢."¢q. =0

Cette contrainte algébrique est en effet incluse dans I’équation différentielle
(B.2) du quaternion comme on peut aussi 1’écrire :

dg
2¢71 ¢ =M, (¢-Yg. =
qc * dt e q(qe )q Wy

wp étant un vecteur de R3, ayant donc un 0 comme partie scalaire dans
cette équation de quaternion, la premiere ligne de cette équation est donc

la contrainte algébrique précédente 24, 'q. = % =0.

Cette équation différentielle de quaternion est équivalente pour sa matrice de
rotation associée a :
qu(Qe)

“dr = Qq(qe)Sv(wp)



Annexe : scripts MATLAB et modeles de

simulation

C.1 Scripts d’analyse et de synthese LMI

Ce premier script Matlab est le code qui initialise le probleme de référence pré-
senté dans le paragraphe page [52| et qui appelle les fonctions pour résoudre les
LMI de chaque théoréme de Lyapunov et S-Variable indépendamment :

Yy Time Varying system multi-objective
performance state feedback DT To %o %o %o o

% Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

%» Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

% PhD Project : Linear Time Varying system robust control

% Script function : Static state feedback synthesis for
polytopic systems

%» Description : This file sets the initial values of a
Linear Time Varying system

%» embedded in a polytope to make the synthesis of a
robust multi-objective static state

% feedback.

% Code version: 1

%» Other needed files: FLMI_Rob_MultiObj .m,
FLMI_SV_Rob_MultiObj.m, FNL_Syst.m

yA

% Dev. software: Matlab 2019a

Do oo o o o o T ToToToToToToTo ot b to T o 1o 1o 1o 1o 1o 1o To To To o o o o %o %o %o Yo 1o 1o 1o 16 16 16 To To o o o o

clear all
close all

115
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addpath (genpath(’C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
YALMIP’)) ;

addpath (genpath(’C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
sdpt3-master’));

haddpath (genpath(’C:/Program Files/MATLAB/R2019b/toolbox/
SeDuMi 1 3°));

YNy LTV System polytope bbb

%» Two mass-spring vertices definition:

kp = 1;

kd = 2;

a = 1.223; % defined between 1 and +infinity, 1 being kd
is the single value 2 (no uncertainty).

kd_min = kd/a;

kd max = kdxa;

Aj(:,:,1) = [0 1 00; 00 10; 00O01; 00 -kp -kd_min];
Aj(:,:,2) = [0100; 0010; 00O01; OO0 -kp -kd_max];
B = [0;0;0;1];

Ccx = [0 0 1 0];

Cv = [0 0 0 1];

o %o 1o %o o Controller parameters requirements

5o To To %o %o o

% Lower time constant bound:
Tau_min = 0.1; % Time constant in s
alpha_1 -1/Tau_min; % decay rate in rad/s

%» Upper time constant bound:
Tau_max = 1/3; 7 Time constant in s
alpha 2 -1/Tau_max; % decay rate in rad/s

%» Damping ratio:

theta = 0.5%pi/2; J Damping angle in the pole complex
plane : sin(theta) = Tzeta (LTI system poles damping
ratio)

% R_i matrices definition:
R_min = [2xalpha_1 -1;-1 0];
R_max = [-2xalpha_2 1;1 0];
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R_damp = [0 exp(-ix*theta) ; exp(i*theta) 0];

%h% Impulse to peak maximum initial conditions:

gamma_IP = 0.5; % Tolerance tube in position around the
trajectory

hwb_max = Tolq/(3*Tau_max); % Maximum speed error impulse
along the trajectory

v_max = bSxgamma_IP;

BO = [0; O0; O; v_max]; % Maximum initial conditions so

that the object shall not go out from
%» the required tube tolerance along the trajectory.

bt hhh Single Lyapunov Multi-objective robust
controller synthesis ToTo T To %o %o

% Robust multi-objective state feedback synthesis:
[KX] = FLMI_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP,alpha_ 1,
alpha_2,theta);

Do To 1o To 1o %o To Slack variable Multi-objective robust
controller synthesis Dol toh%hhh

% Initial guess slack matrices A_oi:
kappa = 100;

Aol = (alpha_1+kappa)*eye(4); ’» R_i stability lower bound

Ao2 (alpha_2-kappa)*eye(4); % R_i stability upper bound

Ao3 - kappaxexp(-i*theta)*eye(4); % R_i stability
damping ratio

Aod
Aob

-kappax*xeye (4); % Impulse-to-Peak bound
-(1/0.1+kappa) *eye(4); % Norm-to-Norm bound

%%h% Robust multi-objective state feedback synthesis:
[KS] = FLMI_SV_Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP,R_damp
,R_min,R max,Aol,A02,A03,A04,A05);

YA Controller results simulation %% %%
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t = [0 2.5];
x0 = BO;

[tX,yX] = ode45(@(t,y) FNL_Syst_REF(t,y,kd_min,6kd_max,B,
KX),t,x0);

[tS,yS] = ode45(@(t,y) FNL Syst _REF(t,y,kd _min,kd_max,B,
KS),t,x0);

grid on
hold on
plot (tX,yX(:,3),’b’,’LineWidth’,3)
hold on
plot (tS,yS(:,3),’r’,’LineWidth’,3)

xlabel (’time(s) ) ;
ylabel (’Massyposition \xi’);
legend (’K_X’,’K_S’);

Ce second script Matlab ci-dessous est la fonction qui résout le premier théoreme
de Lyapunov page [46] pour faire la synthése du retour d’état statique multi-
performance sur un polytope avec un certificat de Lyapunov commun :

function [K] = FLMI _Rob_MultiObj(Aj,B,B0,Cx,Cv,gamma_IP,
alpha_1,alpha 2,theta)

ToToloToToTo oo oo o ToToToToToto %ot %%l ToToToToToToTo To To To To To To To To 1o 1o 1o 1o 1o To 7o To To to %o %o %o o
%» Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

%» Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

% PhD Project : Linear Time Varying system robust control
T
% Script function : Lyapunov static state feedback

synthesis

%» Description : This file solves the Lyapunov set of LMIs

% to perform the static state feedback synthesis of a
Linear

%» Time Varying system embedded in a polytope, according

% to a multi-objective specification.
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% Code version: 1
%» Other needed files: Called in Main REF.m

% Dev. software: Matlab 2019a
Do o T Tt totototo oo To o To o To To T T To b b o o To To To To To 1o 1o %o %o %o 1o T o o o To To To 1o 1o %o %o %o %o 1o o

% Number of states and vertices:
[n,~,N] = size(Aj);

% Number of command:
[~,nc] = size(B);

/» Number of performance output:
[nx,~] = size(Cx);
[nv,~] = size(Cv);

%» Robust multi-objective LMI Lyapunov constraints

X = sdpvar(n,n); % Lyapunov common dual certificate to be
found

Y = sdpvar(nc,n); % Dual state feedback to be found

hinvgamma2 = sdpvar (1); % Norm-To-Norm bound to be
optimized to be found
%» not declared as solver does not converge.

% Dual certificate X positiveness + Impulse-To-Peak
performance LMI:

F=1[X > 107(-10)*eye(n), BO*B0O’ - gamma_ IP*gamma_IP*X
<= -107(-10)*eye(n), Cx * X * Cx’ - eye(nx) <=
-10"(-10) *eye(nx)]; % invgamma2 <= - 107(-10)1];

for jj = 1:N % For all the vertices for a common Lyapunov

dual certificate X

% R_i stability time constant lower bound:
F = [F , -Aj(C:,:,3))*X-B*Y-X*Aj(:,:,3j) -Y?*B’+2x%
alpha_1*X <= -107(-10)*eye(n)];

% R_i stability time constant upper bound:
F = [F , AjC:,:,jj)*X+B*Y+X*xAj(:,:,jj) +Y’*B’-2x%
alpha_2*X <= -10"(-10)*eye(n)];

% R_i stability damping ratio upper bound:
F = [F , exp(-ixtheta)*(Aj(:,:,jj)*X + B*xY)+exp(ix
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theta) *(X*Aj(:,:,jj)’ + Y’*B’) <= -10"(-10)*eye(n)];

% Norm-To-Norm LMI : not included as the optimisation
solver does not
% converge for the search of invgamma2 declared as an

sdpvar .

% F = [F, [Aj(:,:,3j)*X + B*Y + X*#Aj(:,:,jj)’ + Y’*B’
- invgamma2*Bv*Bv’, X*Cv’; Cvx*X, -eye(nx)] <=
-107(-10) *eye(n+nc)]l; %

end

%% Solve the set F of LMIs for X and Y:
sol = optimize (F);

% Save solution in other variables:
Xfeas = value (X);
Yfeas = value(Y);

% Not solved for:
hinvgamma2feas = value(invgamma?2) ;
hgamma = 1/sqrt(-invgamma2feas) ;

%% Verification if all LMI constraints are satisified:
Feasible = checkset (F);

if all(Feasible>0)

disp(’0K,feasible’)

else
disp(’infeasible or numerical problems’)
end

%% Computation of the state feedback controller gain:
K = Yfeas * Xfeas™(-1);

end

Le dernier script Matlab ci-dessous est la fonction qui résout le second théo-
réme S-Variable [3.20] page [48] pour faire la syntheése du retour d’état statique multi-
performance sur un polytope avec plusieurs certificats de Lyapunov, chacun dédié a
une performance, et un certificat S-Variable commun :

function [K] = FLMI_SV_Rob_MultiObj (Aj,B,B0,Cx,Cv,
gamma_IP,R_damp,R_min,R_max,Aol,A02,Ao3,Ao4,A05)
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Dot To 1ot ToTo o ToTo % ToTo s To 1o To 1o s To 1o o To 1o o To 1o o To 1o o To 1o o To To o 1o To To 76 To To 76 %o To 76 %o To 76 %o To 76 %o
%» Designer: PhD Student Thomas CONORD

% Team : LAAS-CNRS team MAC

%» Development period : 01/10/2018 - 01/10/2021

%» PhD Project : Linear Time Varying system robust control

b

% Script function : S-Variable static state feedback
synthesis

T

% Description : This file solves the S-Variable set of
LMIs

% to perform the static state feedback synthesis of a
Linear

%» Time Varying system embedded in a polytope, according
%» to a multi-objective specification.

% Code version: 1
% Other needed files: Called in Main REF.m

% Dev. software: Matlab 2019a
Do o Tttt tototo oo To To To To To 1o 1o 1o T 1o 1o o o o To To To To 1o 1o %o %o %o 1o T o o o o To To 1o 1o %o %o %o %o %o o

%Number of constraints:
Nconstraints = 5;

% Number of states and vertices:
[n,~,N] = size(Aj);

% Number of command:
[~,nc] = size(B);

/» Number of performance output:
[nx,~] = size(Cx);

[av,~] = size(Cv);

’» Robust multi-objective LMI S-Variable constraint

X = sdpvar(n,n,Nconstraints); % Lyapunov dual
certificates specific for each performance to be found

S = sdpvar(n,n); % S-Variable common dual certificate to
be found

T = sdpvar(nc,n); % S-Variable state feedback to be found

hinvgamma2 = sdpvar(1l); % Norm-To-Norm bound to be
optimized to be found
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%not declared as solver does not converge

% Dual certificates Xi positiveness:

F = [X(C:,:,1) >= 107 (-10)*eye(n), X(:,:,2) >= 107(-10)*
eye(n), X(:,:,3) >= 107(-10)*eye(n), X(:,:,4) >=
107(-10) *eye(n), X(:,:,5) >= 107(-10)*eye(n)]; %

invgamma2 <= -107(-10)

for i = 1:N % For all the vertices for a common S-
Variable certificate S

% R_i stability time constant lower bound:

F = [F , kron(R_min, X(:,:,1)) <= [Aj(:,:,i)*S + BxT;

-S]1*[Aol’ -eye(n)] + ([Aj(:,:,i)*S + B*T; -S]*[Aol’ -
eye(n)]) ’1;

%» R_i stability time constant upper bound:

F = [F , kron(R_max, X(:,:,2)) <= [Aj(:,:,i)*S + BxT;

-S]1*[Ao2’ -eye(n)] + ([Aj(:,:,i)*S + B*T; -S]*[Ao2’ -
eye(n)]) ’1;

%» R_i stability damping ratio upper bound:

F = [F , kron(R_damp, X(:,:,3)) <= [Aj(:,:,1i)*S + BxT
; —S]1*x[Ao3’ -eye(n)] + ([Aj(C:,:,1)*S + Bx*T; -S]x[A03’
-eye(n)1)’1;

% Impulse-To-Peak performance:

F = [F, BO*BO’ - X(:,:,4) <= -107(-10)*eye(n), Cx * X
(:,:,4) * Cx’ - gamma_IP*gamma IPxeye(nx) <= -107(-10)
xeye (nx)];

F = [F , [zeros(n,n), X(:,:,4); X(:,:,4), zeros(n,n)]

<= [Aj(:,:,i)*S + BxT; -S]x[Aod’ -eye(n)] + ([Aj(C:,:,

i)*S + B*T; -S]*[Ao4’ -eye(n)])’];

% Norm-To-Norm LMI : not included as the optimisation

solver does not

% converge for the search of invgamma2 declared as an

sdpvar .

% F = [F , [zeros(n,n), X(:,:,5), X(:,:,5)*xCv’; X
(:,:,5), -invgamma2#*B*B’, zeros(n,nv); CvxX(:,:,5),
zeros (nv,n), zeros(nv,nv)] <= [Aj(:,:,i)*S + B*T; -S;
zeros (nv,n)]*[Ao5, -eye(n), zeros(n,nv)] + ([Aj(:,:,1i)
*S + BxT; -S; zeros(nv,n)]*[Ao5, -eye(n), zeros(n,nv)
1)°71;

% F = [F , [-eye(nv), Cv*X(:,:,5), zeros(nv,n); X
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(:,:,6)*Cv’, -invgamma2*B*B’, X(:,:,5); zeros(n,nv), X

(:,:,5), zeros(n,n)] <= [zeros(nv,n); Aj(:,:,i)*S + Bx

T; -S]*[zeros(n,nv), Aob5, -eye(n)] + ([zeros(nv,n); Aj

(:,:,i)*S + B*T; -Sl*[zeros(n,nv), Aob5, -eye(n)])’];
end

%% Solve the set F of LMIs for the Xi, S and T:
sol = optimize(F); %,invgamma?2

% Save solution in other variables:
Xfeas = value (X);
Sfeas value (S);
Tfeas value (T) ;

% Not solved for:
%» invgamma2feas = value(invgamma?2) ;
% gamma = 1/sqrt(-invgamma2feas) ;

%% Verification if all LMI constraints are satisified:
Feasible = checkset (F);

if all(Feasible>0)

disp(’0K feasible’)

else
disp(’infeasible or numerical problems’)
end

%% Computation of the state feedback controller gain:
K = Tfeas * Sfeas”(-1);

end

C.2 Simulateur représentatif temps-réel Simulink

Un modele représentatif complet d’'un objet générique en mouvement (transla-
tion + rotation), comme illustré par la ﬁgure page dont on cherche a contréler
le mouvement pour qu’il suive une trajectoire théorique selon la stratégie de controéle
représentée sur le schéma page a été codé dans Matlab Simulink.

Le premier niveau de ce modele Simulink est donné dans la figure

Une représentation 3D en temps réel de 'objet quelconque en mouvement est
réalisée dans un monde virtuel Matlab dont une capture d’écran est proposée sur la

figure
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FIGURE C.2 — Représentation virtuelle en temps réel d'un objet générique en
mouvement le long d'une trajectoire.

Cette activité de modélisation et de simulation a fait 1’objet d’une proposition
de modele mathématique décrivant dans ’espace en trois dimensions I'impact d’un
objet sur un obstacle. Ce modele est donné dans le paragraphe suivant. Un
modele de trainée aérodynamique, notamment en couple pour le mouvement de ro-
tation, est proposé dans le paragraphe [C.2.3] Ce sont les modeles qui ont été codés
dans le simulateur Simulink temps-réel précédent.

C.2.1 Modéele représentatif d’impact

L’impact d'un objet quelconque sur un obstacle est étudié en utilisant les théo-
remes de la mécanique du solide, notamment le principe fondamental de la dyna-
mique et la loi de Coulomb pour les forces de frottement (cf. [31], [41]). L'impact,
correspondant a un contact de quelques dizaines de millisecondes avec une surface,
est modélisé comme un événement discret qui modifie instantanément uniquement
les valeurs des vitesses de translation et de rotation comme suit :

— Soit €, le vecteur unitaire normal a la surface, orienté vers ’objet, au point
d’impact P; comme illustré sur la figure

— On supposera que l'objet est parfaitement sphérique, avec son centre noté O
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Figure C.3 — Objet impactant un mur.
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qui est aussi son centre de gravité, et un rayon égal a R. Par conséquent, nous
avons a l'instant méme de I'impact :

OD; = —Ré,

— L’impact est considéré comme instantané. Le modele ne prend donc pas en
compte le mouvement (qui doit étre tres petit) de 'objet pendant 'impact sur
le mur : les deux points de la surface et de l'objet a I'impact sont considérés
comme uniques et le méme point P;. On définit au point d’impact P; pour
I'objet :

— Les vitesses normales de translation et de rotation par rapport a la nor-
male de la surface :

—

T >
Ve = (Ve €1)€,
T = \=
Wey = (W, €n)en
Définissons le vecteur de vitesse normale correspondant au point d’impact
b
Vep
VPiN -
Ruwe,,

— Les vitesses de translation et de rotation tangentes a la surface :
Vep = Ve — Vey

Wep = We — Wey

— La vitesse de translation tangente du point P; de I'objet qui impacte la
surface :

Up, = VUep + Wep A Oﬁie = Veyp — Weyp N RE, = Ve + Uy

eT

Avec v, , = Ré, N\ we, la composante de la vitesse tangente dans le réfé-
rentiel terrestre au point P; généré par la rotation we,.

Définissons le vecteur vitesse tangent correspondant au point d’impact
P

UeT
VPiT =

UUJeT

Le comportement discret des vitesses de 1'objet lors d’un impact est modélisé
comme ci-dessous :

— Pour les composantes normales :
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N -1 0
VPiN = N 0 ) VPL'N (Cl)

Avec ay € [0, 1], une constante correspondant au coefficient d’amortissement
normal du rebond :

— ay = 1 est un rebond parfait : pas de perte d’énergie, la vitesse de
translation normale aprés rebond est égale a 'opposé de la vitesse de
translation normale avant ; la vitesse de rotation normale reste la méme.

— an = 0 est un arrét de 'objet sur le mur sans rebond : toute 'énergie
verticale est dissipée lors de I'impact, ’objet reste en contact avec le mur
apres I'impact, fixe, glissant ou roulant sur le mur.

Les hypotheses de modélisation sont ainsi simplifiées : entre autres, ay devrait
étre fonction de la vitesse de I'impact. Par exemple, au-dessus d’une certaine
valeur de la vitesse normale v, , 'objet aura trop d’énergie pour se dissiper
lors de I'impact sur le mur, et donc s’écrasera dessus. Nous supposerons que le
domaine de vol reste dans un niveau d’énergie pour que ay puisse étre consi-
déré comme une constante non nulle.

— Pour les composantes tangentes :

Nous modélisons les efforts tangents a 'impact comme une loi de frottement
instantanée : a 'instant méme de 'impact, une force tangente opposée et pro-
portionnelle a la vitesse du point d’impact sur 'objet, est appliquée a 1’objet.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I'objet dans le référentiel
terrestre donne :

— Pour les forces :

d(m.ve,.)

dt - FContacteT = _fUPi = _f(UeT + UweT)

eT

En faisant I'approximation de la dérivation comme une variation sur un
temps infinitésimal AT a l'instant de I'impact, avec 'hypothese que la
force de contact Frontact,, €st constante pendant I'impact, on a :

U:T = Ver = _&T(UET + UW&T)

Avec : ap = 2T correspondant & un coefficient de frottement scalaire

normalisé, f étant le coefficient de frottement scalaire de la loi de friction.

Le modele utilisé ici est une loi de frottement linéaire usuelle, opposée et
proportionnelle a la vitesse du point de contact. D’autres modeles pour-
raient étre utilisés : par exemple le coefficient f pourrait dépendre de la
vitesse normale a l'impact v, ; f pourrait également étre une matrice 3
par 3 du fait que les états de surface du mur et de I'objet ne seraient pas
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isotropes.

Cependant, pour la simulation ici, nous considérerons ce coefficient comme
un scalaire positif constant.

— Pour les moments :

d(']eweT)

di = CContacteT = O?ie A FContacteT - O?ie A (_fUPiET)

En utilisant 1’égalité précédente pour les forces en remplagant ’expression
de Feontact,, NOUS avons :

d(Jewe,) _ O? A d(mue,.)
" dt

dt

En faisant les mémes hypotheses que précédemment pour I'équation de
translation, notamment que 'objet ne bouge pas pendant l'impact (/.
est ici constant), on obtient :

e(U:;reT — Viey) = Udp = Ver

Avec la matrice d’inertie normalisée : J, = ﬁJe et vy, = Réy A wer
la vitesse du point de 'impact P; généré par la rotation telle que définie
précédemment.

Finalement, le comportement discret des composants tangents pendant
I'impact de 'objet est modélisé comme suit :

+ _
Vep = Vep — QT (UGT + UweT)
=1
+ _
Uiy = Ve — arde  (Vep + UWET)

Ou de maniére équivalente, pour revenir au vecteur vitesse de rotation :

4+ _ —
vy = (1 —ar)ve, — arRé, A we,

Ve

-1 -1
wi = U3 —arde Jwe, +arde €, A

En utilisant la définition du vecteur vitesse tangent, cela équivaut a
I’équation de saut pour les composantes des vitesses tangentes :

(]_ — OéT)]3 —O[Tlg
VI;ZT = ~ 1 -1 VP«;T = ([6 — OéTj)VpiT (02)
—OZTJ6 13 — OéTJe

Iy I3
=1

Avec J = ~
e J€
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Conservation de I’énergie : I’énergie cinétique tangente doit rester constante
ou diminuer pendant I'impact :

1 1 1 1
imvaTv:T + §w:TTJ6w:T < 5mveTTveT + iw; JoWer
Ce qui équivaut a :
+T +
Ve I3 0 Ve < Ve I3 0 Ve
UweT 0 j@ UweT B UweT 0 ~8 UweT
I; 0 I; 0
(Ie —arJ) " | Us—ard) — 1 <0
0 J. 0 Je
Is 0 ER JE
arJ " _|T< T+ TT i
0 JE 0 (]e 0 Je

Ce qui conduit a la borne sur le scalaire positif ar pour garantir la conser-
vation de I'énergie :

0<arlL <2+ J ) '<I

Interprétations de la loi d’'impact tangent en fonction des valeurs de a7 :

— Si ar = 0, 'impact sur le mur n’a strictement aucun effet sur les vitesses de
translation tangente et de rotation de 'objet, elles restent constantes pendant

I'impact :
+
UET - UBT
+
Wep = Weyp

— Le cas extréme opposé serait celui ou, apres un rebond, le frottement sur
le mur aurait pour effet d’aligner exactement la rotation et la translation :
v = —U;FET , comme si ’objet roulait exactement le long de la ligne de trans-
lation avec un contact parfait.

Ce cas se produit si apres un rebond avec ve, + v, 7 0 nous avons :

T+ _ T+
v, T ==,

(I = ar(I + I, oo, = (ar(I+ 1) = L),

)—l

En d’autres termes si : aplz = (I + jefl

Par conséquent, un rebond sur le mur peut conduire a un alignement parfait
des vitesses de translation et de rotation si et seulement si la matrice d’inertie
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J. est une matrice scalaire, autrement dit si et seulement si Uobjet est & sy-
métrie sphérique.

Pour notre étude, comme l'inertie normalisée respecte largement l'inégalité

suivante : 0 < max A\(J,) < 1, nous prendrons 'hypothese avec beaucoup de
marge que : 0 < ar < (1 +max A(J.)"!)™! <0.5.

Nous utilisons la valeur nominale de ap comme étant o = 0.05 dans la simu-
lation.

Systeme hybride représentatif de I'impact :

Les modeles de sauts normaux et tangents donnés par les équations et
décrivent le comportement discret des composantes normale et tangente des
vitesses de translation et de rotation projetées sur la surface et sur sa normale au
point d’impact. Cette loi de saut du systeme est notée :

" =g(z,é,) (C.3)

Avec z = (X, qv., Ve, w,) 'état complet de l'objet décrivant sa position X, et
son attitude ¢y, dans l'espace dans le référentiel terrestre, ainsi que sa vitesse de
translation V, et de rotation w,.

La fonction g rassemble toute la modélisation de I'impact de la maniere suivante :

Is 0 0 0 0 O
0 I3 0 0 0 0 Ve
T = ’ T+ ay N
0 0 00 —I3 0 | \wpy
0 0 00 0 I3
0 0 0 0
0 0 0 0 Ve
+ —ar .
T I3 S(€n)Qq(qe) R Wor
= -1 . = -1
0 I —Jy Qqlae) 1 S(E) % Jy
N UGN veT .
Ou et sont les composantes normale et tangente des vitesses de
Wh Whp

translation et de rotation a la surface.

ay € [0;1] et ar € [0;0.5] les scalaires représentant respectivement les effets
normal et tangentiel de I'impact.
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Jy = ﬁJb correspondant a la matrice d’inertie normalisée dans le référentiel
du corps rigide en mouvement.

C.2.2 Modele conservatif d’impact

Le coefficient de frottement en 3 dimensions exact de la surface (en fonction de
la nature de la surface de contact de 'objet et de la nature de la surface de la paroi
impactée) peut étre complétement incertain et variable en fonction de la vitesse de
I'impact. De plus, la surface peut avoir n’importe quelle orientation inclinée, condui-
sant a une valeur de vecteur normal a la surface €,, inconnue, et donc a des rebonds
completement indéfinis.

Une maniere globale de gérer toutes ces incertitudes de rebond peut étre de
modéliser le saut comme un opérateur global incertain qui change instantanément
les vitesses de translation et de rotation du véhicule comme suit :

Is; 0 O 0

0 I3 O 0

A r=NA,x
0 0 Ay, A
0 0 va Aww

Le saut ne se produisant que sur les vitesses de 1’objet, on peut définir le sous-
opérateur incertain :

A’U’U AULL} 6
A= €R
ALUU AOJOJ
qui doit satisfaire au principe de dissipation de 1’énergie :
T T
vf mls 0 vf Ve mls 0 Ve
w;_ 0 Jb w; B Wy 0 Jb Wy

ce qui équivaut a la contrainte dissipative :

M 0 ]6 m]3 0
(]6 AT> =<0, avecM =
0 —M A 0 Jp

Il s’agit de la maniere la plus globale et la plus conservative de modéliser un
impact de I'objet. En effet, ce modele génere beaucoup de cas qui ne seront pas
réalisables, notamment des sauts qui ne respectent pas la contrainte physique de
I'impact qui est de ne pas traverser le mur au point d’impact.

Par conséquent, comme la normale de la surface peut étre spécifique pour chaque
impact et inconnue, modéliser les impacts comme un opérateur incertain dissipatif
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+
x =Ax

\Evénement discret: saut)
L ey

-

e — H

-
Dynamique continue: flot Cﬂ(‘f_b

w Perturbations réelles
ext  (vent, contacts)

Commande
actionneurs

F1GURE C.4 — Représentation de I'impact comme un systeme interconnecté incertain
hybride.

A est un moyen général simple d’obtenir un modele conservatif pour tout type d’im-
pact.

En fin de compte, un controleur robuste a cette modélisation de I'impact satisfera
les exigences pour les impacts réels. Nous pouvons donc utiliser ce modele hybride
simplifié¢ pour faire ’analyse de robustesse d'un contréleur aux impacts.

C.2.3 Modele représentatif aérodynamique

La force aérodynamique est généralement divisée en deux composantes : une
composante opposée aux vecteurs de vitesse de 'air, appelée trainée ; le second per-
pendiculaire au vecteur vitesse de l'air appelé portance (cf. référence [29] pour la
théorie détaillée de 1'aérodynamique).

Ces réactions aérodynamiques sont fonction de la forme et de l'orientation de
I'objet : elles peuvent étre des fonctions mathématiques connues pour certaines
formes, sur des plages d’orientation et de vitesse de 'air données, ou totalement
inconnues, voire aléatoires (turbulence). C’est pourquoi nous considérons cette en-
trée comme une perturbation externe inconnue pour la syntheése et I'analyse du
contrdle du mouvement d’objets dans I’air que nous réalisons dans cette these.

Pour la simulation, pour prendre en compte ces efforts aérodynamiques en leur
donnant une direction et norme qui seraient représentative, nous utilisons les modeles
simplifiés suivants dans le simulateur :

— Faerobrags. se réfere a la résultante des forces aérodynamiques appliquées par
I’air sur 'objet dans le référentiel terrestre. Nous utiliserons ici le modele sui-
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vant :
2

=
n(”e*”winde )L

1
F’AeroDMLgse :§PSCZ (qe) | |Ue — Vwind,

1
- §pSCx(qe)Hve — Vwind, (Ue - Uwinde)

1
+ §pSCspin(QG)(Rwe AN (Ue - Uwinde))

— Le premier terme est la portance, c’est-a-dire la force appliquée a l'objet
perpendiculairement a son vecteur vitesse : ﬁ(ve,vwm o)L est un vecteur
(=3
unitaire normal au vecteur vitesse air,

— Le deuxieme terme correspond a la trainée de translation, c¢’est-a-dire la
force appliquée a I'objet opposé a sa vitesse air,

— Le troisieme terme correspond a une force induite, perpendiculaire a la
trajectoire, provoquée par la rotation de I'objet sur lui-méme lors de la
translation (extrapolation des résultats du cylindre rotatif réf [29] partie
2 chapitre 3).

— Clcrobrags. se réfere a la résultante des couples aérodynamiques appliqués par
air sur 'objet dans le référentiel terrestre (trainée "rotationnelle"). Nous uti-
liserons le modele suivant pour la simulation :

1
CAeroDTagse = - §pRSCw | |we ’ |We

Encore une fois, ce modele n’est pas précis et ne sera utilisé que pour la simula-
tion pour injecter des perturbations dont l'intensité (normes) et direction pourraient
étre proches des réelles.
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