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Méthodes hybrides pour l’ordonnancement disjonctif avec
flexibilité de ressources et considération de robustesse

Résumé : Dans cette thèse, nous étudions les problèmes d’ordonnancement dis-
jonctif, en examinant deux types spécifiques de problèmes : ceux impliquant la
flexibilité des ressources et ceux dont les durées des tâches sont entachées d’incer-
titude. Nous proposons des approches hybrides qui combinent différentes méthodes
de résolution, exploitant ainsi les avantages de chacune d’elles.

Dans un premier temps, nous étudions le problème de job-shop flexible, un
problème d’atelier qui consiste à déterminer sur quelle machine et dans quel ordre
doivent être traitées les opérations. Nous proposons un schéma de décomposition du
problème, ainsi qu’une méthode de décomposition de Benders basée sur la logique
pour le résoudre. Nous comparons cette approche avec des méthodes de résolution
basées sur des formulations directes pour les versions non préemptive et préemptive
du problème.

Dans un second temps, nous nous intéressons à plusieurs problèmes d’ordon-
nancement robuste dans lesquels les durées des tâches sont incertaines. Nous nous
concentrons sur la résolution de problèmes à deux étapes, dont l’objectif est de fixer
la séquence des opérations sur chaque machine, tout en permettant aux dates de
traitement des tâches de s’adapter à leurs durées effectives. Nous proposons diffé-
rentes formulations directes des problèmes, ainsi que des méthodes de décomposition
de Benders basées sur la logique et de génération de colonnes et de contraintes. Des
résultats numériques sont présentés afin d’évaluer l’efficacité de chacune de ces mé-
thodes.

Mots clés : Ordonnancement disjonctif, programmation mathématique, program-
mation par contraintes, robustesse, recherche arborescente



Hybrid Methods for Disjunctive Scheduling with Resource
Flexibility and Robustness Consideration

Abstract : In this thesis, we study disjunctive scheduling problems, focusing on
two specific types of problems: those involving resource flexibility and those where
task durations are subject to uncertainty. We propose hybrid approaches that com-
bine different solution methods, exploiting the advantages of each of them.

First, we study the flexible job-shop scheduling problem, where for each task
there exists a set of eligible machines. We propose a decomposition scheme of the
problem as well as a logic-based Benders decomposition method to solve it. We
compare this approach with resolutions based on a direct formulation for the non-
preemptive and preemptive versions of the problem.

Second, we consider several robust scheduling problems in which task durations
are uncertain. We focus on solving two-stage problems, the objective of which is to
determine the sequence of operations on each machine while allowing the proces-
sing date of the tasks to be adapted to their real durations. We propose different
direct formulations of the problem as well as logic-based Benders decomposition
and column and constraint generation methods. Numerical results are presented to
illustrate the effectiveness of each of these methods.

Keywords : Disjunctive scheduling, mathematical programming, constraint pro-
gramming, robustness, tree search
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Introduction

Contexte

Parmi les différents problèmes d’optimisation combinatoire, les problèmes d’or-
donnancement occupent une place importante et se présentent sous diverses formes
en fonction de leurs caractéristiques. Peu de ces problèmes sont aisés à résoudre et il
est souvent indispensable de mettre en oeuvre des méthodes de résolution avancées,
issues de la programmation mathématique, pour déterminer un ordonnancement
optimal, quand la taille de problème le permet. Les problèmes d’ordonnancement
dits "disjonctifs" regroupent une famille de problèmes où chaque tâche nécessite une
ou plusieurs ressources de manière exclusive pendant toute sa durée d’exécution.
Ainsi, toute autre tâche nécessitant également ces ressources ne peut être exécutée
simultanément avec cette tâche. Ces modèles sont particulièrement pertinents pour
représenter de nombreux problèmes pratiques tels que la gestion des machines-
outils, la gestion de projets avec des ressources humaines ou encore les systèmes
informatiques avec des processeurs.

Dans de nombreux contextes réels, les données d’entrée pour l’ordonnancement
sont entachées d’incertitude. Des variations imprévues peuvent survenir dans les
temps de traitement des tâches ou la disponibilité des ressources. La prise en compte
de l’incertitude est donc essentielle pour assurer la robustesse d’un plan d’ordonnan-
cement. Ainsi, dans le cadre d’une approche proactive, un ordonnancement robuste
peut faire face aux perturbations en anticipant les éventuels scénarios défavorables.

Dans cette thèse, nous nous concentrons sur le développement de méthodes
hybrides pour l’ordonnancement. Notre objectif est de proposer des approches com-
binant différentes techniques de résolution afin d’améliorer l’efficacité des méthodes
existantes pour résoudre les problèmes d’ordonnancement déterministes ou soumis
à l’incertitude.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est composé de trois parties. Dans la partie I, le chapitre 1 pré-
sente les définitions de base et l’état de l’art dans le domaine de l’ordonnancement.
Nous décrivons les différents problèmes d’ordonnancement, en mettant l’accent sur
les problèmes d’ordonnancement d’atelier. Nous passons ensuite en revue les ou-
tils et les méthodes de résolution couramment utilisés dans la littérature. Enfin,
nous examinons les instances de la littérature pour les problèmes de flow-shop, de
job-shop et de job-shop flexible. Dans le chapitre 2, nous nous concentrons sur l’or-
donnancement robuste, qui vise à trouver des solutions résistantes aux variations
des données. Nous présentons dans un premier temps les concepts clés de l’optimi-
sation robuste. Nous en décrivons ensuite les méthodes de résolution. Enfin, nous
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passons en revue la littérature relative à l’ordonnancement robuste et proposons
une définition formelle des problèmes étudiés dans cette thèse.

Dans la partie II, nous proposons des méthodes de résolution exactes pour les
problèmes de job-shop flexible. Nous commençons, dans le chapitre 3, par présenter
une approche de décomposition de Benders basée sur la logique, qui permet de dé-
composer le problème. Nous décrivons, en particulier, une formulation du problème
maître, des relaxations du sous-problème, ainsi que des coupes de Benders logiques.
Ensuite, dans les chapitres 4 et 5 nous abordons respectivement les problèmes de
job-shop flexible non préemptif et préemptif. Pour chacun d’entre eux, nous présen-
tons des formulations directes du problème, ainsi que des méthodes de résolution
du sous-problème dans le cadre d’une approche utilisant l’algorithme de décomposi-
tion de Benders basée sur la logique. Des expérimentations numériques sont menées
pour évaluer ces méthodes. Ces travaux ont été présentés dans les conférences EURO
2021, ROADEF 2022 [Juvin 2022a] et PMS 2022 [Juvin 2022b]. Ils ont également
fait l’objet d’une publication dans le journal Computers and Operations Research
[Juvin 2023f].

Dans la partie III, nous examinons différentes méthodes de résolution pour les
problèmes d’ordonnancement robuste. Nous présentons différentes formulations des
problèmes et proposons des méthodes de résolution exactes adaptées. Nous évaluons
l’ensemble de ces méthodes en effectuant une analyse comparative approfondie de
ces approches. Dans le chapitre 6, nous nous concentrons sur le problème de job-shop
robuste et nous montrons comment l’ensemble de ces méthodes peut être adapté à
la résolution du problème de job-shop flexible. Dans le chapitre 7, notre attention
se porte sur le problème de flow-shop de permutation. Nous nous intéressons aussi à
la complexité de ce problème dans le cas particulier du problème à deux machines.
Cette partie a fait l’objet de publications dans les conférences internationales avec
actes ICORES 2023 [Juvin 2023c] et CPAIOR 2023 [Juvin 2023e] ainsi qu’une
présentation lors de la conférence ROADEF 2023 [Juvin 2023b].

Le manuscrit se termine par des conclusions générales et les perspectives de ce
travail.



Première partie

Définitions et état de l’art





Chapitre 1

Ordonnancement
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L’objectif de ce chapitre n’est pas de présenter une revue exhaustive de la lit-
térature, mais plutôt de fournir les connaissances nécessaires pour comprendre les
chapitres suivants de ce travail.

1.1 Introduction

L’ordonnancement constitue une branche de l’optimisation combinatoire, visant
à allouer de manière efficace les ressources disponibles dans le temps pour l’exécution
de différentes tâches [Pinedo 2012].

Dans le contexte de ce document, le terme tâche est utilisé comme un terme
générique pour désigner une entité élémentaire d’activité dans un problème d’or-
donnancement. On distingue deux types de tâches : le travail et l’opération.

Un travail représente l’ensemble des traitements requis pour un même produit,
pouvant être exécutés sur plusieurs ressources. Une opération, quant à elle, est une
entité de traitement spécifique qui est exécutée sur une seule ressource. Un travail
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peut donc être composé de plusieurs opérations. Les opérations d’un même travail
sont liées entre elles par des contraintes temporelles.

Une ressource est un moyen de production nécessaire pour l’exécution des
tâches. Les ressources peuvent être classées en fonction de leur nature renouve-
lable ou consommable. Une ressource renouvelable est une ressource qui est de
nouveau disponible en même quantité après avoir été utilisée par une tâche, c’est
le cas par exemple des opérateurs, des machines ou encore des processeurs. Au
contraire, une ressource est dite consommable si elle est disponible en quantité li-
mitée au cours du temps et qui diminue après avoir été utilisée par une tâche, c’est
le cas par exemple pour un budget ou pour des matières premières. Par ailleurs, les
ressources peuvent être disjonctives ou cumulatives. Une ressource disjonctive
est une ressource qui ne peut être utilisée que par une seule tâche à la fois. En
revanche, une ressource cumulative est une ressource qui peut être utilisée simulta-
nément par plusieurs tâches, elle peut cependant avoir une capacité limitée. Dans
cette thèse, nous nous concentrons sur les ressources renouvelables et disjonctives,
que nous appelons machines. Cependant, l’ensemble des concepts et des méthodes
présentés dans cette thèse peuvent également être appliqués à des ressources hu-
maines, appelées opérateurs.

Dans cette thèse, on se concentre plus spécifiquement sur les problèmes d’ordon-
nancement d’atelier. Dans la suite de ce chapitre, nous définissons, dans un premier
temps, les différents types de problèmes d’atelier. Nous nous intéressons ensuite
aux outils et méthodes de résolution pour les problèmes d’ordonnancement. Enfin,
nous introduisons les jeux d’instances de la littérature pour les problèmes d’atelier
étudiés.

1.2 Problèmes d’ordonnancement

Nous considérons l’ordonnancement de travaux sur des machines. Cela consiste à
l’allocation d’un ou plusieurs intervalles de temps de production sur une ou plusieurs
machines pour chaque travail. Chaque machine est considérée comme une ressource
disjonctive, ce qui signifie qu’elle ne peut exécuter qu’une seule tâche à la fois. En
outre, un travail peut être composé de plusieurs opérations. Ces opérations peuvent
être soumises à des contraintes mettant en jeu le temps et la quantité de ressources
disponible. Un ordonnancement est optimal s’il minimise (ou maximise) un critère
donné.

Formellement, un problème est défini par un ensemble de machines, noté M,
devant traiter un ensemble de travaux, noté J . Chaque travail i ∈ J peut être
composé de plusieurs étapes appelées opérations. Dans ce cas, on note ni le nombre
d’opérations dans le travail i et Oi,j la jième opération du travail i. De plus, n
représente le nombre total d’opérations dans le problème n =

∑
i∈J ni.

La durée de traitement d’une tâche i est notée pi dans le cas d’une opération
unique, pi,j , pi,m ou pi,j,m si la durée dépend aussi de la position de l’opération
j ∈ i . . . ni dans le travail i et/ou de la machine m ∈M sur laquelle elle est traitée.
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En ordonnancement, l’objectif est de déterminer le moment où une tâche est
exécutée. On utilise généralement la notation ti (ou ti,j) pour représenter la date
de début d’une tâche et Ci (ou Ci,j) pour représenter sa date de fin.

La notation de Graham [Graham 1979], également connue sous le nom de nota-
tion à trois champs α|β|γ, est une représentation couramment utilisée pour classifier
les problèmes d’ordonnancement. La composante α permet de spécifier l’environ-
nement machine, la composante β représente les contraintes sur les tâches et la
composante γ la fonction objectif ou critère à optimiser.

Nous introduisons les problèmes étudiés selon ces trois champs dans la suite du
paragraphe. Cependant, cette notation ne sera pas utilisée dans ce document.

1.2.1 Environnement machine

L’environnement machine est défini par le type de ressource disponible et le
type de cheminement devant être effectué pour le traitement des travaux. Nous
introduisons ici les problèmes rencontrés dans la suite de cette thèse.

1.2.1.1 Problème à machine unique

Le problème à machine unique est le problème d’ordonnancement le plus simple.
Dans ce cas, un ensemble de tâches doivent être planifiées et exécutées sur une seule
machine M = {M1}. Bien que le problème à machine unique ne soit pas l’un des
problèmes spécifiquement étudiés dans le cadre de cette thèse, il est parfois utilisé
comme un cas particulier pour obtenir une relaxation des problèmes d’atelier plus
complexes.

1.2.1.2 Flow-shop

Le flow-shop est un type de problème d’atelier où les travaux doivent suivre un
cheminement unique à travers les machines. Cela signifie que chaque travail doit
passer par les différentes machines dans un ordre fixe et identique pour tous les
travaux.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement au
flow-shop de permutation. Dans ce cas, les travaux doivent être exécutés dans le
même ordre sur chaque machine.

1.2.1.3 Job-shop

Le job-shop (JSSP pour job-shop scheduling problem) est un autre type de pro-
blème d’atelier qui se distingue par un cheminement multiple des travaux à travers
les machines. Cela signifie que chaque travail suit un ordre spécifique sur les diffé-
rentes machines, mais cet ordre peut varier d’un travail à l’autre.
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1.2.1.4 Job-shop flexible

Le problème de job-shop flexible (flexible job-shop scheduling problem, FJSSP)
est une généralisation du job-shop dans le sens où chaque opération peut être réali-
sée sur un ensemble de machines et il faut décider quelle machine allouer à chaque
opération.

Il existe d’autres types de problèmes d’atelier tels que l’open-shop, pour lequel
l’ordre des opérations dans un travail n’est pas fixé. Ce type de problème ne sera
pas traité dans cette thèse.

En plus de l’environnement machine, le problème peut être défini en fonction
des caractéristiques spécifiques des travaux. Celles considérées dans ce document
sont définies dans le paragraphe suivant.

1.2.2 Caractéristiques des travaux

Dans le contexte de ces problèmes d’ordonnancement, il est possible de prendre
en compte diverses caractéristiques supplémentaires. Dans ce paragraphe, nous in-
troduisons uniquement celles qui sont pertinentes pour les problèmes étudiés.

Il peut s’agir de contraintes temporelles telles que des dates de disponibi-
lité, des dates d’échéance et/ou des durées de latence. La date de disponibilité
d’une tâche i est le moment à partir duquel cette tâche peut être traitée. Elle est
notée ri. La contrainte ti ≥ ri doit alors être satisfaite. La date d’échéance, notée
di, d’une tâche est la date à laquelle le traitement de celle-ci doit être terminé.
Il peut s’agir d’une contrainte stricte, quand cette échéance ne peut être dépassée
(Ci ≤ di), ou d’une contrainte souple, on cherchera dans ce cas à minimiser les
retards donnés par Ti = max(0, Ci−di). La durée de latence qi d’une tâche i repré-
sente le délai ou l’attente, après la fin de l’exécution de la tâche avant que celle-ci
puisse être considérée comme terminée. La tâche ne consomme aucune ressource
durant ce délai.

Dans certains cas, une tâche peut être morcelable, ce qui signifie qu’elle peut être
interrompue et reprise ultérieurement. Cela correspond à un problème préemptif,
où l’interruption d’une tâche est possible pour donner la priorité à une autre tâche
sur la même ressource. En revanche, dans les problèmes non préemptifs, les tâches
ne peuvent pas être interrompues et doivent être exécutées de manière continue.

Dans un problème de job-shop, la notion de recirculation se réfère à la possibi-
lité pour un travail de passer plusieurs fois par la même machine. Cela signifie qu’un
même travail peut avoir plusieurs opérations exécutées sur une même machine. Par
conséquent, le nombre d’opérations pour un travail peut dépasser le nombre de
machines disponibles.

1.2.3 Critère d’optimisation

Le critère d’optimisation est utilisé pour évaluer et comparer différentes solutions
dans un problème d’optimisation. Il permet de déterminer la qualité d’une solution
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par rapport à une autre. Plusieurs critères existent dans la littérature.
L’un des plus courants, et celui qui est considéré dans l’ensemble de nos contri-

butions, est le makespan, c’est-à-dire le temps total entre le début et la fin de la
production. Il est noté Cmax.

Il existe cependant d’autres critères, qui ne seront pas pris en compte ici tels
que la somme des dates de fin des travaux, notée

∑
i∈J Ci. Si les travaux possèdent

une date d’échéance, il est aussi possible de considérer la somme des retards, notée∑
i∈J Ti ou encore le retard maximal Tmax. Ces critères, appelés critères réguliers,

sont des fonctions décroissantes des dates de fin des opérations. Cependant, il existe
également des critères irréguliers qui ne suivent pas cette tendance. Par exemple,
la charge de traitement sur les machines est indépendante des dates d’exécution des
tâches.

L’optimisation de la fonction objectif d’un problème d’ordonnancement est
la minimisation, ou la maximisation, de l’un, ou de la combinaison de plusieurs, de
ces critères.

Pour l’ensemble des problèmes étudiés dans cette thèse, nous considérons la
minimisation du makespan Cmax. On s’intéresse plus particulièrement au problème
de job-shop flexible (dans l’ensemble de la partie II et dans le chapitre 6), de job-
shop (dans le chapitre 6) et de flow-shop de permutation (dans le chapitre 7).

1.3 Outils et méthodes de résolution

Dans ce paragraphe, nous introduisons, dans un premier temps, des outils per-
mettant de représenter un problème d’ordonnancement et/ou une solution à ce
problème. Ensuite, nous présentons les méthodes de résolution utilisées dans la lit-
térature. Nous proposons un aperçu, non exhaustif, de l’état de l’art de ces méthodes
relatif aux problèmes étudiés.

1.3.1 Représentation

Au registre des outils utilisés pour représenter les problèmes d’ordonnancement,
nous présentons ici le graphe disjonctif et le diagramme de Gantt.

1.3.1.1 Graphe disjonctif

Un problème d’ordonnancement peut être représenté par un graphe disjonctif
G = (G,D) oùG = (N ,A) est un graphe conjonctif etD un ensemble de disjonctions
[Roy 1964]. Dans le graphe conjonctif G, N est un ensemble de nœuds représentant
les tâches du problème ainsi que deux tâches fictives debut et fin représentant
respectivement le début et la fin de l’ordonnancement, A est l’ensemble des arcs
conjonctifs, ils représentent les relations de précédence entre les opérations. On
note (u, v) ∈ A un arc d’un nœud u ∈ N vers un noeud v ∈ N , son coût est la
durée de traitement de l’opération représentée par le nœud u (dans un formalisme
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graphe potentiels-tâches). Il signifie que la tâche représentée par le nœud u doit
être terminée avant que la tâche représentée par v puisse débuter, par exemple deux
opérations successives d’un même travail. Un couple d’arcs conjonctifs (u, v) ∈ D
et (v, u) ∈ D relient deux tâches qui ne peuvent être traitées simultanément, par
exemple deux tâches devant être traitées par une même ressource disjonctive. Ces
deux arcs sont mis en disjonction, cela signifie qu’ils ne peuvent pas coexister dans
une solution.

Exemple 1 Considérons une instance de job-shop avec 3 travaux et 2 machines.
Les temps de traitement pi,j des opérations Oi,j , ∀i ∈ J , ∀j ∈ 1, . . . , ni, sont donnés
dans le tableau 1.1. On considère ici que la préemption n’est pas autorisée.

M1 M2
O1,1 7

J1 O1,2 5
O2,1 3

J2 O2,2 4
O3,1 10

J3 O3,2 10

Tableau 1.1 – Exemple numérique d’une instance de job-shop

La figure 1.1 représente le graphe disjonctif pour cette instance.

début

O1,1 O1,2

O2,1 O2,2

O3,1 O3,2

fin

7

5

3 4

10

10

Figure 1.1 – Exemple 1 : graphe disjonctif G pour une instance de job-shop à 3
travaux et 2 machines

Les nœuds représentant les opérations d’un même travail sont sur une même
ligne et sont liés par des arcs noirs représentant les relations de précédence induites
par le problème. Des arcs noirs sont aussi présents entre le nœud debut et la pre-
mière opération, ainsi qu’entre la dernière opération et le nœud fin pour chaque
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travail. Chaque nœud est représenté en couleur, avec les nœuds bleus correspondant
aux opérations qui doivent être traitées sur la machine M1, et les nœuds rouges cor-
respondant aux opérations qui doivent être traitées sur la machine M2. Les nœuds de
même couleur sont reliés par des arêtes en pointillés, qui représentent les contraintes
disjonctives entre les tâches qui ne peuvent pas être exécutées simultanément sur la
même ressource.

Une solution du problème correspond à une sélection complète d’arcs disjonctifs
sans cycle. Une sélection est complète si un et un seul arc est sélectionné pour
chaque disjonction du problème. Le makespan d’une solution correspond alors à la
longueur du plus long chemin, du nœud debut au nœud fin, dans ce graphe.

Exemple 2 Une solution complète et admissible pour le problème de l’exemple pré-
cédent est donnée par le graphe représenté dans la figure 1.2.

début

O1,1 O1,2

O2,1 O2,2

O3,1 O3,2

fin

7

10

7

5

3 4

10

10
10

3

Figure 1.2 – Exemple 1 : solution admissible pour une instance de job-shop à 3
travaux et 2 machines ; représentation par un graphe conjonctif

Cette solution consiste à traiter les opérations O3,1, O2,1 puis O1,2 dans cet
ordre, sur la machine M1, et les opérations O1,1, O3,2 puis O2,2 dans cet ordre, sur
la machine M2.

1.3.1.2 Diagramme de Gantt

Un diagramme de Gantt est une représentation graphique d’une solution à un
problème d’ordonnancement. Il utilise un axe horizontal pour représenter le temps et
un axe vertical pour représenter les différentes ressources. Les tâches sont illustrées
sous la forme de barres horizontales dont la longueur est proportionnelle la durée.

Exemple 3 La solution donnée dans l’exemple précédent est représentée à l’aide
d’un diagramme de Gantt dans la figure 1.3. Ce diagramme permet de visualiser
les différentes tâches, les ressources qui les effectuent et la période pendant laquelle
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Figure 1.3 – Exemple 1 : solution admissible pour une instance de job-shop à 3
travaux et 2 machines ; représentation par un diagramme de Gantt

elles sont exécutées. Chaque travail est représenté par une couleur différente. De
plus, il est facile de visualiser le respect des contraintes de précédence entre les
opérations d’un même travail (par exemple l’opération O3,1 termine avant le début
de l’opération O3,2) et de lire le makespan de la solution proposée, soit 24 dans cet
exemple.

1.3.2 Méthodes de recherche arborescente

Les méthodes de recherche arborescente sont des techniques utilisées pour ex-
plorer l’ensemble des solutions admissibles d’un problème en utilisant une repré-
sentation des solutions sous forme d’arbre. Chaque nœud de l’arbre représente un
sous-ensemble de solutions réalisables ou une solution partielle du problème.

La méthode débute avec un nœud racine qui représente l’ensemble des solutions
du problème. Une opération de branchement est réalisée, elle consiste à partitionner
cet ensemble en appliquant une décision à l’une des variables. On crée alors plu-
sieurs branches correspondant à des contraintes différentes ajoutées au problème.
Ces contraintes peuvent être l’affectation d’une valeur à la variable sélectionnée ou
l’ajout d’inégalités pour la valeur de celle-ci. En répétant ce processus jusqu’à ce
que l’ensemble des variables aient une affectation, on obtient un arbre dont chaque
feuille représente une solution ou une inconsistance.

Il existe différentes stratégies pour choisir l’ordre dans lequel l’arbre des solutions
est exploré. La recherche en profondeur d’abord explore les nœuds en profondeur,
jusqu’aux feuilles avant de revenir en arrière pour explorer les autres branches de
l’arbre. La recherche en largeur d’abord explore les nœuds de chaque niveau de
l’arbre avant de passer aux niveaux suivants.

Un algorithme de séparation et évaluation, ou branch-and-bound, permet d’évi-
ter d’énumérer l’ensemble des solutions d’un problème. Pour cela, une fonction
d’évaluation est utilisée pour juger de la pertinence d’un sous-ensemble de solu-
tions représenté par un nœud. Pour un problème de minimisation, elle peut être
utilisée pour trouver une borne inférieure (BI), calculée à l’aide d’une relaxa-
tion du problème, c’est-à-dire une version simplifiée du problème avec certaines
contraintes relâchées. Cette fonction permet d’élaguer le sous-arbre résultant, si
la BI trouvée est trop grande par rapport à la valeur de la meilleure solution
déjà explorée, évitant ainsi l’exploration de solutions non prometteuses. Cette mé-
thode est par exemple utilisée pour résoudre le problème de flow-shop de permu-
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tation [McMahon 1967, Carlier 1996]. Une telle méthode est aussi proposée dans
[Giffler 1960] pour le problème de job-shop. De nombreuses approches arborescentes
basées sur représentation du problème par un graphe disjonctif (présenté dans le
paragraphe 1.3.1.1) sont proposées dans la littérature [Balas 1969, Carlier 1989].

Il est possible de créer des méthodes de recherche arborescente ad hoc, spé-
cifiques pour des problèmes particuliers. Cependant, les techniques de recherche
arborescente sont également utilisées dans la recherche de solutions à l’aide de la
programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) et de la programmation par
contraintes (PPC) introduites dans les paragraphes suivants.

1.3.3 Programmation linéaire en nombres entiers

La programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) [Wolsey 1998] est une
approche couramment utilisée pour modéliser les problèmes d’ordonnancement. Elle
permet de décrire le problème sous forme d’inéquations linéaires, où certaines va-
riables peuvent prendre uniquement des valeurs entières.

1.3.3.1 Modélisation

Il existe trois grandes catégories de formulations PLNE pour les problèmes d’or-
donnancement [Ku 2016]. La première regroupe les formulations basées sur des va-
riables indexées sur le temps, comme, par exemple, des variables d’activation : xi,t

égale à 1 si la tâche i est en cours de traitement à la date t [Bowman 1959], ou
des variables de "pulse" : xi,t égale à 1 si la tâche i débute son traitement à la
date t [Kondili 1988]. Le deuxième type de formulation est basé sur l’utilisation de
variables de rang pour représenter l’ordre d’exécution des tâches sur les machines :
xi,l égale à 1 si la tâche i est traité en lième position [Wilson 1989, Wagner 1959].
Enfin, la troisième catégorie comprend les formulations basées sur les variables de
précédence : xi,i′ égale à 1 si la tâche i est traitée avant la tâche i′ [Manne 1960,
Liao 1992].

Le choix de la formulation peut avoir un impact important sur les performances
de résolution. Chaque formulation a ses avantages selon le type de problème à ré-
soudre. Les formulations indexées sur le temps sont particulièrement utiles pour
les problèmes préemptifs, car elles permettent de modéliser facilement l’interrup-
tion des tâches. Cependant, pour les problèmes non préemptifs, elles peuvent être
moins efficaces car elles nécessitent un grand nombre de variables ainsi que la dé-
finition d’un horizon de temps. En général dans ce cas, les formulations basées sur
les rangs sont plus performantes pour les problèmes de flow-shop de permutation
[Tseng 2004], tandis que les modèles basés sur les variables de précédence sont plus
adaptés aux problèmes de job-shop [Ku 2016, Meng 2020].

1.3.3.2 Résolution

Lors de la résolution des problèmes de programmation linéaire en nombres en-
tiers, une recherche arborescente est souvent utilisée. À chaque nœud, une borne
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inférieure du problème est obtenue en effectuant une relaxation du problème, par
exemple une relaxation continue, c’est-à-dire permettant aux variables de prendre
des valeurs continues, au lieu de se limiter à des valeurs entières. La stratégie de
branchement consiste alors à sélectionner une variable dont la valeur, dans la so-
lution optimale du problème relaxé, n’est pas entière. Deux branches sont créées,
l’une avec une contrainte spécifiant que la variable est inférieure ou égale à une va-
leur donnée, et l’autre avec une contrainte spécifiant que la variable est supérieure
à cette valeur.

Dans cette thèse, les modèles PLNE proposés sont résolus à l’aide du solveur
commercial IBM CPLEX.

1.3.4 Programmation par contraintes

La programmation par contraintes (PPC) [Rossi 2006] est une autre approche
largement utilisée dans la résolution des problèmes d’optimisation combinatoire.
Elle permet de décrire ces problèmes de manière intuitive et compréhensible, en
décrivant les variables et les contraintes qui régissent leurs relations. La PPC s’ap-
puie sur le formalisme des problèmes de satisfaction de contraintes, ou Constraint
Satisfaction Problems (CSP), définis par un ensemble de variables, de domaines
de valeurs dans lesquels s’inscrivent les variables et de contraintes définissant les
relations entre les variables.

Dans cette thèse, les modèles PPC proposés sont résolus à l’aide du solveur
commercial IBM CP Optimizer [Laborie 2018].

1.3.4.1 Modélisation

L’un des principaux avantages de la PPC est qu’elle permet d’utiliser des types
de variables et de contraintes très variés. Par exemple, pour modéliser les problèmes
d’ordonnancement, il est courant d’utiliser des variables d’intervalle qui spécifient la
période pendant laquelle une tâche est en cours de traitement, mais dont la position
dans le temps est une inconnue du problème. Ces variables peuvent également être
optionnelles, ce qui permet de représenter des modes alternatifs d’exécution d’une
tâche, par exemple sur différentes machines éligibles dans le problème de job-shop
flexible.

Il est possible de contraindre les positions relatives des variables d’intervalle, par
exemple avec la contrainte de précédence EndBeforeStart. Il est aussi possible de
définir des contraintes portant sur un ensemble de variables, on les appelle des
contraintes globales. Par exemple, les contraintes disjonctives, difficiles à exprimer à
l’aide de la PLNE, peuvent être modélisées en PPC à l’aide de contraintes globales
de non chevauchement NoOverlap.

Les variables de séquence d’intervalle sont un autre type de variables qui per-
mettent de déterminer l’ordre relatif des intervalles qui les composent. Une variable
de séquence est définie par un ensemble de variables d’intervalle. La contrainte
NoOverlap appliquée directement à la variable de séquence permet de garan-
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tir que ces intervalles ne se chevauchent pas. De plus, en utilisant la contrainte
SameSequence, il est aussi possible d’imposer le même ordre pour deux séquences
différentes.

1.3.4.2 Résolution

La résolution d’un de programmation par contraintes problème consiste à trou-
ver une affectation à toutes les variables qui satisfasse les contraintes. Pour cela, des
techniques de propagation de contraintes sont combinées à une méthode d’explo-
ration de l’espace de recherche telle que la recherche arborescente. La propagation
de contraintes met en œuvre des mécanismes d’inférence afin de réduire l’espace de
recherche. Cette propagation se base sur des algorithmes de filtrage, qui éliminent
les valeurs incompatibles dans les domaines des variables.

En ordonnancement, les règles dites edge finding et not-first/not-last sont parmi
les algorithmes de filtrage les plus connus pour les contraintes disjonctives. La règle
edge finding est introduite dans [Carlier 1994]. Elle permet de déterminer si une
tâche doit obligatoirement être ordonnancée avant ou après un ensemble de tâches.
La règle not-first/not-last [Torres 2000] permet quant à elle de détecter les situations
où il est impossible qu’une tâche soit ordonnancée avant ou après un ensemble de
tâches partageant une même ressource.

De nombreux travaux de la littérature s’intéressent à l’utilisation de la PPC pour
résoudre le JSSP [Erschler 1976, Nuijten 1998, Baptiste 1995]. Dans [Ku 2016], une
comparaison des performances du solveur de PPC CP Optimizer par rapport à un
ensemble de modèles PLNE est menée. Les résultats de l’étude concluent que la
PPC surpasse les modèles PLNE, à la fois en termes de démonstration d’optima-
lité et de qualité des solutions obtenues. La même conclusion est apportée dans
[Meng 2020] pour le FJSSP. De manière analogue, une étude comparative présentée
dans [Naderi 2023] montre que le solveur IBM CP Optimizer surpasse les solveurs
PLNE examinés pour une grande variété de problèmes d’ordonnancement, à l’ex-
ception des problèmes d’affectation pure.

1.3.5 Décomposition de Benders basée sur la logique

1.3.5.1 Principes de la décomposition de Benders

La décomposition de Benders [Benders 1962] est une approche utilisée pour
résoudre des problèmes d’optimisation, qui exploite le fait que fixer temporairement
la valeur de certaines variables simplifie grandement le problème. Elle décompose
donc le problème en un problème maître et un ou plusieurs sous-problèmes, qui
sont résolus de manière itérative en utilisant la solution de l’un dans l’autre. Le
problème maître est une relaxation du problème original, il ne considère qu’une sous-
partie des variables du problème et détermine leur valeur. Pour chaque affectation
de ces variables, un sous-problème est créé dont la résolution permet d’obtenir
une solution réalisable, ou une preuve d’infaisabilité, qui permet de générer des
coupes. Ces coupes sont ensuite ajoutées au problème maître afin d’exclure les
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solutions précédemment obtenues. Ces itérations sont répétées jusqu’à ce qu’une
solution optimale au problème original soit obtenue. Une revue de la littérature
[Rahmaniani 2017] présente l’état de l’art pour cette méthode de décomposition.

La décomposition de Benders a été initialement proposée pour une classe de
problèmes pour lesquels, lorsque les variables entières sont fixées, le sous-problème
résultant est un programme linéaire, ou non linéaire, continu, et pour lesquels il est
possible d’utiliser le dual des sous-problèmes pour obtenir des coupes.

La décomposition de Benders basée sur la logique [Hooker 1995] étend cette ap-
proche à toute forme de sous-problème en généralisant la dualité de programmation
linéaire à la notion de dualité inférée.

1.3.5.2 Dualité inférée

Une extension de la décomposition de Benders a été proposée en généralisant
la notion de dualité de programmation linéaire. Cette approche, connue sous le
nom de décomposition de Benders basée sur la logique, ou Logic-Based Benders
Decomposition (LBBD), a été introduite par Hooker [Hooker 1995] dans le contexte
de la vérification des circuits logiques et formalisée dans [Hooker 2000]. Les sous-
problèmes peuvent alors prendre différentes formes. Il n’existe cependant pas de
mécanisme standard pour générer les coupes. Celles-ci doivent donc être conçues
pour chaque classe de problèmes, en analysant la structure du problème, ce qui
donne lieu à des coupes dites logiques [Hooker 2007].

L’un des principaux avantages de cette méthode est qu’elle permet d’hybrider
l’utilisation de la PLNE et de la PPC afin de tirer profit des avantages de chacune de
ces méthodes, pour résoudre par exemple des problèmes d’allocation de ressources
et d’ordonnancement. Souvent, le problème maître est alors résolu à l’aide de la
PLNE, alors que la solution des sous-problèmes est obtenue grâce à la PPC.

L’efficacité des méthodes LBBD repose aussi en grande partie sur des techniques
d’accélération, qui consistent à renforcer le problème maître par une relaxation du
sous-problème et par la conception de coupes fortes [Hooker 2019, Karlsson 2022].

Cette approche a été appliquée avec succès à une grande variété de problèmes
d’ordonnancement, en particulier ceux qui comportent, en outre, des décisions d’af-
fectation. Dans [Hooker 2003], les auteurs s’intéressent à un problème à machines
parallèles avec des dates de disponibilité et d’échéance avec l’objectif de minimiser
les coûts de traitement. Les problèmes d’ordonnancement cumulatif sont abordés
dans [Hooker 2007]. Le problème du flow-shop flexible est étudié dans [Tan 2018].
Dans [Li 2022], les auteurs se concentrent sur un problème combinant le choix de la
localisation d’installations de machines et l’ordonnancement de tâches sur ces ma-
chines, tandis que le problème d’ordonnancement de machines parallèles avec temps
de préparation dépendant de la séquence est traité dans [Tran 2016]. Un problème
d’ordonnancement complexe dans un système électronique avionique est étudié dans
[Karlsson 2022]. Dans [Sun 2019], les auteurs abordent un problème d’ordonnance-
ment de grues qui effectuent le chargement et déchargement de conteneurs dans un
contexte de transport maritime.



1.3. Outils et méthodes de résolution 17

Une vaste littérature existe sur l’application de la LBBD pour résoudre divers
problèmes d’optimisation combinatoire, au-delà des problèmes d’ordonnancement.
Une étude approfondie de cette littérature est proposée dans [Hooker 2019].

1.3.6 Méthodes approchées

Une méthode approchée vise à obtenir une solution de bonne qualité en un
temps raisonnable. Elle évite l’exploration exhaustive du domaine de recherche en
exploitant les caractéristiques du problème. Elle ne garantit pas de trouver une
solution optimale.

1.3.6.1 Règles de priorité

Une règle de priorité permet de déterminer un ordre de passage des tâches sur
une même machine. Il existe diverses règles de priorité, plus au moins efficaces
en fonction du problème étudié et de la fonction objectif. Dans [Sels 2012], les
performances de diverses combinaisons de règles sont étudiées pour le problème de
job-shop pour différents critères d’optimisation. La règle FIFO (First-In-First-Out)
par exemple consiste à traiter les tâches dans l’ordre dans lequel elles deviennent
disponibles. La règle SPT (Shortest Processing Time) consiste à traiter la tâche
avec le plus petit temps de traitement en premier. Cette règle vise, en général, à
minimiser le temps d’achèvement moyen. La règle LPT (Longest Processing Time),
à l’inverse, consiste à traiter la tâche avec la plus grande durée en premier. La règle
MWR (Most Work Remaining) donne la priorité aux opérations dont le temps de
traitement restant sur le travail est le plus élevé, ce qui peut être utile pour équilibrer
la charge de travail en vue de la minimisation du makespan par exemple. La règle
EDD (Earliest due date) quant à elle consiste à traiter la tâche avec la plus petite
date d’échéance en premier.

Dans le cas général, l’utilisation de règles de priorité ne présente aucune garantie
sur l’optimalité des solutions obtenues. Cependant, il existe des problèmes pour
lesquels de telles règles permettent d’obtenir une solution optimale du problème.
C’est le cas par exemple de la règle de Johnson [Johnson 1954] pour le problème de
flow-shop à deux machines pour la minimisation du makespan. Cette règle consiste
à former deux groupes de travaux. Le premier groupe contient les travaux dont la
durée de la première opération est inférieure à celle de la seconde opération, c’est-à-
dire avec pi,1 ≤ pi,2. Le second groupe est constitué des travaux restants, c’est-à-dire
avec pi,1 > pi,2. Les travaux du premier groupe sont ordonnancés en premier, dans
l’ordre croissant de la durée de la première opération pi,1, en suivant la règle SPT,
ensuite les travaux du second groupe sont ajoutés dans l’ordre décroissant de la
durée de la deuxième opération pi,2, en suivant la règle LPT. Cette règle peut, de
manière équivalente, être décrite comme suit : le travail i doit être traité avant le
travail i′ si min(pi,1, pi′,2) < min(pi′,1, pi,2).
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1.3.6.2 Métaheuristiques

Les métaheuristiques sont des approches qui offrent une méthodologie pour ex-
plorer de manière efficace l’espace de recherche sans recourir à une exploration ex-
haustive de toutes les solutions possibles. Elles peuvent utiliser des stratégies basées
sur l’exploration d’un voisinage local pour améliorer progressivement une solution
existante ou exploiter une population de solutions et s’inspirer de comportements
naturels ou biologiques pour les faire évoluer.

La recherche locale permet d’explorer l’espace des solutions en effectuant des
mouvements locaux à partir d’une solution initiale. L’idée est d’améliorer itérati-
vement la solution en se déplaçant vers les voisins prometteurs dans l’espace de
recherche, c’est-à-dire en modifiant un sous-ensemble restreint de décisions qui per-
mettent d’améliorer la valeur de la fonction objectif. Afin d’éviter de rester bloqué
dans un optimum local, des méthodes permettent d’accepter des mouvements dé-
gradants tout en évitant de revisiter des solutions précédemment explorées. La
recherche tabou [Glover 1989], par exemple, maintient en mémoire la liste des der-
nières solutions visitées. Elle est largement utilisée pour résoudre le problème de
flow-shop de permutation [Reeves 1993, Nowicki 1996], de job-shop [Taillard 1994,
Barnes 1995, Nowicki 2005] ou encore de job-shop flexible [Hurink 1994, Shen 2018]
Le recuit simulé [Kirkpatrick 1983] quant à lui tire son inspiration d’un proces-
sus utilisé en métallurgie. Il simule le processus de refroidissement d’un maté-
riau pour atteindre un état d’équilibre. L’algorithme explore l’espace de recherche
en acceptant des solutions moins bonnes, avec une certaine probabilité, permet-
tant ainsi d’éviter les optima locaux. Il est par exemple utilisé dans [Osman 1989,
Zegordi 1995] pour résoudre le problème de flow-shop de permutation, dans
[Van Laarhoven 1992, Kolonko 1999] pour le problème de job-shop ou dans
[Najid 2002, Yazdani 2015] pour le problème de job-shop flexible.

Les algorithmes génétiques s’inspirent de la théorie de l’évolution. Ils utilisent
des opérations telles que la sélection, le croisement et la mutation pour faire évoluer
une population de solutions vers des solutions de meilleure qualité. Ils sont utilisés
aussi bien pour résoudre des problèmes de job-shop [Della Croce 1995] que des
problèmes de flow-shop de permutation [Reeves 1995, Chen 1995, Zobolas 2009,
Etiler 2004].

D’autres exemples encore s’inspirent du comportement des animaux. Les al-
gorithmes de colonies de fourmis s’inspirent du comportement des fourmis dans la
recherche de nourriture. Les fourmis communiquent entre elles en déposant des phé-
romones sur le chemin qu’elles empruntent. Les algorithmes de colonies de fourmis
utilisent une approche similaire pour guider l’exploration de l’espace de recherche.
Les solutions prometteuses sont renforcées, ce qui favorise la convergence vers des
solutions de qualité. Cette approche est utilisée par exemple pour résoudre le pro-
blème de flow-shop de permutation dans [Stützle 1998, Ying 2004, Rajendran 2004]
ou de job-shop flexible dans [Rossi 2007].

Les essaims particulaires s’inspirent du comportement des groupes d’oiseaux ou
de poissons dans leur déplacement collectif. Chaque individu de l’essaim représente
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une solution potentielle, et se déplace dans l’espace de recherche en interagissant
avec les autres. Les solutions sont alors ajustées en fonction des performances indi-
viduelles et des meilleures solutions trouvées par l’ensemble du groupe. L’optimisa-
tion par essaims particulaires est, par exemple, utilisée pour résoudre le problème
de flow-shop de permutation dans [Tasgetiren 2004, Lian 2008], de job-shop dans
[Lin 2010] ou encore de job-shop flexible multi-objectif dans [Huang 2016].

1.4 Instances de la littérature

Dans le cadre de nos expérimentations numériques portant sur les différents
problèmes d’ordonnancement étudiés, nous utilisons des jeux d’instances classiques
de la littérature. Les détails concernant ces jeux d’instances sont présentés dans la
suite de ce paragraphe.

1.4.1 Flow-shop de permutation

Les instances de flow-shop de permutation les plus connues ont été introduites
dans [Taillard 1993], afin de proposer une base de comparaison commune pour l’en-
semble des méthodes développées dans la littérature. Le jeu d’instances est composé
de 120 éléments, dont le nombre de travaux varie entre 20 et 500, et le nombre de
machines entre 5 et 20.

1.4.2 Job-shop

Les instances de référence pour le problème de job-shop ont diverses origines
[Fisher 1963, Lawrence 1984a, Adams 1988, Applegate 1991, Storer 1992]. Leurs ca-
ractéristiques sont résumées dans le tableau 1.2. Pour chaque jeu d’instances, nous
indiquons le nombre d’instances (63 au total) qui le composent, la taille de ces ins-
tances (nombre de travaux × nombre de machines) ainsi que les intervalles à partir
desquels les temps de traitement sont générés.

Jeu d’instances Référence Nombre Taille Durée de traitementd’instances
ft6,10,20 [Fisher 1963] 3 6×6, 10×10, 20×20 [1,10], [1,99]

10× 5, 15× 5, 20× 5,
la01-40 [Lawrence 1984a] 40 10×10, 15×10, 20×10, [5,99]

30×10, 15×15
abz5-9 [Adams 1988] 5 10×10, 20×15 [50,100], [25,100],

[11,40]
orb1-10 [Applegate 1991] 10 10×10 [5,99]
swv16-20 [Storer 1992] 5 50×10 [1,100]

Tableau 1.2 – Caractéristiques des instances de job-shop de la littérature

Des informations détaillées sur ces instances sont présentées dans [Jain 1999].
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1.4.3 Job-shop flexible

Les instances classiques du problème de job-shop flexible sont présentées dans
[Behnke 2018]. Celles proposées par Brandimarte [Brandimarte 1993], Hurink et
al. [Hurink 1994], Dauzère-Pérès and Paulli [Dauzère-Pérès 1997], Chambers and
Barnes [Barnes 1996] et Fattahi et al. [Fattahi 2007] sont parmi les plus utilisées
pour l’évaluation des approches de résolution du FJSSP. Elles sont accessibles
dans la collection OR-LIBRARY [Beasley 1990, Mastrolilli 1998] qui contient un
ensemble de données pour des problèmes de recherche opérationnelle.

Dans [Brandimarte 1993], les données ont été générées de manière aléatoire en
utilisant une distribution uniforme entre des bornes données. Le benchmark est
composé de dix instances du problème dont le nombre de travaux varie entre 10 et
20. Le nombre de machines varie entre 6 et 15 et le nombre d’opérations par travail
entre 5 et 15. Le nombre maximum de machines éligibles par opération varie entre
2 et 6.

Dans [Hurink 1994], les instances ont été générées à partir d’instances du pro-
blème de job-shop classique, trois tirées de [Fisher 1963] (ft06, ft10, ft20) et 40 de
[Lawrence 1984b] (la01-la40 ). Chaque ensemble Mi,j est composé de la machine à
laquelle l’opération Oi,j est affectée dans le problème original, ainsi que certaines
autres machines avec une probabilité donnée. Trois ensembles d’instances ont ainsi
été construits : edata, rdata et vdata, avec, dans l’ordre, des niveaux de flexibilité
croissants.

Dans [Dauzère-Pérès 1997], le jeu d’instances est composé de dix-huit instances
du problème dont le nombre de travaux varie entre 10 et 20. Le nombre de machines
varie entre cinq et dix et le nombre d’opérations par travail entre 5 et 25. L’ensemble
de machines éligibles pour chaque opération est construit en y ajoutant une machine
avec une probabilité comprise entre 0,1 et 0,5.

Dans [Barnes 1996], les instances ont été construites à partir de trois instances
du problème de job-shop classique, ft10 introduite par [Fisher 1963] et la24 et
la40 par [Lawrence 1984b]. Elles ont été transformées en instances de FJSP en
dupliquant les machines, selon plusieurs politiques basées sur deux critères : le
temps de traitement total nécessaire sur une machine et le nombre d’opérations
critiques sur une machine. Le temps de traitement d’une opération sur une machine
dupliquée est identique à l’original. Le jeu d’instances est constitué de vingt-et-
une instances. Les instances notées Kacem sont introduites dans [Kacem 2002]. Ces
instances sont totalement flexibles, cela signifie que chaque machine est capable de
traiter chaque opération. Ce jeu d’instances se distingue aussi par sa petite taille, il
est composé de seulement quatre instances. Dans [Fattahi 2007], le jeu d’instances
est composé de dix instances de petite taille (SFJS1-SFJS10 ) et dix instances de
taille moyenne (MFJS1-MFJS10 ).

Les caractéristiques de ces jeux d’instances sont résumées dans le tableau 1.3.
Pour chaque jeu d’instances, nous indiquons le nombre d’instances qui le composent
(276 au total), la taille de ces instances (nombre de travaux et nombre de machines),
ainsi que le degré de flexibilité, défini comme le nombre moyen de machines éligibles
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par opération.

Jeu d’instances Référence Nombre Taille Flexibilité
d’instances Travaux Machines

BrandimarteMk [Brandimarte 1993] 15 [10 . . .30] [4 . . .15] [1.4 . . .4.1]
HurinkEdata [Hurink 1994] 66 [6 . . .30] [4 . . .15] [1.1 . . .1.2]
HurinkRdata [Hurink 1994] 66 [6 . . .30] [4 . . .15] [1.9 . . .2.1]
HurinkVdata [Hurink 1994] 66 [6 . . .30] [4 . . .15] [2.1 . . .6.7]
DPpaulli [Dauzère-Pérès 1997] 18 [10 . . .20] [5 . . .10] [1.1 . . .5]
ChambersBarnes [Barnes 1996] 21 [10 . . .15] [11. . .18] [1 . . .1.3]
Kacem [Kacem 2002] 4 [4 . . .15] [5 . . .10] [5 . . .10]
Fattahi [Fattahi 2007] 20 [2 . . .12] [2 . . .8] [1.5 . . .2.7]

Tableau 1.3 – Caractéristiques des instances de job-shop flexible

1.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de poser les bases nécessaires à la compréhension des
problèmes d’ordonnancement d’atelier et des méthodes de résolution associées. Nous
avons introduit les différents problèmes d’ordonnancement d’atelier étudiés dans
cette thèse, à savoir les problèmes de flow-shop de permutation, de job-shop et de
job-shop flexible. Nous avons également exposé différentes méthodes de résolution
adaptées à ces problèmes. Enfin, nous avons présenté les instances classiques de
la littérature qui seront étudiées dans la suite de ce manuscrit pour évaluer les
méthodes de résolution proposées.

Dans le chapitre suivant, nous abordons les concepts liés à l’ordonnancement
robuste qui sont nécessaires à la compréhension de la partie III de ce document.
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Ordonnancement robuste
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2.1 Introduction

En pratique, lors de la résolution d’un problème d’ordonnancement, de nom-
breuses sources d’incertitudes existent, telles que la durée des opérations ou les
pannes machines. Prendre ces incertitudes en compte est essentiel, car considérer
une version déterministe d’un tel problème peut mener à une solution de très mau-
vaise qualité, voire infaisable [Ben-Tal 2000]. Pour tenir compte de ces incertitudes,
on trouve principalement deux types d’approches. La première est l’optimisation
stochastique. Elle repose sur l’utilisation de distributions de probabilités pour mo-
déliser les valeurs incertaines des paramètres. Dans ce cadre, l’objectif est généra-
lement d’optimiser des quantités statistiques, telles que l’espérance, afin d’obtenir
une solution qui est bonne en moyenne sur l’ensemble des réalisations possibles
des données incertaines. Cette approche peut être pertinente lorsque le processus
à optimiser est répété de nombreuses fois et que les conséquences d’une perfor-
mance médiocre pour une itération n’ont pas d’impact majeur. Elle ne permet pas,
en général, de garantir qu’aucune des contraintes du problème ne sera violée pour
l’ensemble des réalisations de l’incertitude.
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Cependant, il existe des situations où les conséquences d’une mauvaise réalisa-
tion de l’incertitude sont plus importantes. De plus, il peut arriver que les proba-
bilités de distribution des données incertaines ne soient pas disponibles. Dans de
tels cas, l’optimisation robuste est préférée. L’optimisation robuste considère que les
données incertaines appartiennent à un ensemble d’incertitude et vise à optimiser les
performances en tenant compte du scénario dans le pire des cas, dit scénario pire
cas de cet ensemble. L’objectif est donc de trouver une solution qui reste réalisable
pour toutes les réalisations possibles des données incertaines, tout en offrant des
performances satisfaisantes dans le pire des cas. Dans le cadre de cette thèse, c’est
cette approche d’optimisation robuste qui est considérée. Une étude approfondie de
la littérature relative à l’optimisation robuste est présentée dans [Ben-Tal 2009].

Dans ce chapitre, nous définissons dans un premier temps les termes relatifs
à l’optimisation robuste et les différents types de problèmes rencontrés dans la
littérature. Ensuite, nous nous intéressons aux méthodes de résolution couramment
utilisées pour résoudre ces problèmes. Enfin, nous présentons plus particulièrement
la littérature relative aux problèmes d’ordonnancement robuste.

2.2 Problème d’optimisation robuste

Nous considérons que l’incertitude concerne les données du problème. Les don-
nées peuvent alors être inexactes, incomplètes ou soumises à des aléas, c’est-à-dire
susceptibles d’être modifiées par des événements imprévus. Pour traiter cette incer-
titude, nous utilisons le concept d’ensemble d’incertitude, qui regroupe toutes les
configurations possibles des données incertaines. Chaque élément de cet ensemble
ξ ∈ U est appelé un scénario ou une réalisation de l’incertitude, et représente
des valeurs particulières pour chaque paramètre incertain.

Dans la suite, on note ρ̄ la valeur nominale d’un paramètre incertain ρ, c’est-
à-dire sa valeur habituelle ou attendue et ρ̂ la déviation maximale par rapport à
cette valeur, et on considère ρ ∈ [ρ̄, ρ̄ + ρ̂]. L’objectif de l’optimisation robuste est
de déterminer la meilleure solution pire cas, c’est-à-dire une solution qui reste
réalisable quelque soit le scénario dans U et qui optimise les performances dans le
pire des scénarios (ce dernier dépendant lui même de la solution choisie).

La qualité d’une solution est généralement mesurée en termes de performance
pire cas. Elle consiste à évaluer la performance d’une solution fixée pour l’ensemble
des scénarios, et retenir la pire d’entre elles comme indicateur de robustesse de cette
solution. Par exemple, en ordonnancement, si on considère la totalité des scénarios
d’un ensemble d’incertitude, et le makespan obtenu pour chacun d’entre eux pour
une solution fixée, alors le makespan pire cas de cette solution correspond au plus
grand makespan parmi tous les scénarios. On parle alors de critère min-max. La
performance peut également être évaluée en termes de regret maximal. Pour un
scénario donné, le regret représente la différence entre la performance obtenue par
la solution et celle de la meilleure solution possible pour ce scénario. Le regret
maximal est donc le plus grand regret parmi tous les scénarios. Il mesure ainsi la
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perte maximale par rapport à la meilleure performance réalisable. On parle alors
de critère min-max-regret. Ce critère demande un effort calculatoire supplémentaire
car il suppose de connaître la solution optimale pour chaque scénario ; il ne sera pas
étudié ici. Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons seulement au critère
de performance pire cas.

2.2.1 Optimisation robuste statique

Dans le cadre de l’optimisation robuste statique, l’ensemble des décisions doivent
être prises avant de connaître la réalisation de l’incertitude. Formellement, si on
considère un problème d’optimisation

min
x∈X

f(x) (2.1)

où f est la fonction objectif à minimiser et X est l’ensemble des solutions réalisables,
la contrepartie robuste du problème peut être formulée comme suit :

min
x∈X

max
ξ∈U

f(x, ξ) (2.2)

avec f(x, ξ) = +∞ si la solution x est irréalisable pour le scénario ξ. Pour une so-
lution x∗ fixée, le problème de maximisation maxξ∈U f(x∗, ξ) est appelé problème
adverse. L’objectif est alors de trouver une solution x avec les meilleures perfor-
mances pire cas, et réalisable quel que soit le scénario ξ ∈ U .

Dans certains contextes, un tel modèle, à une seule étape, n’est pas réaliste et
peut conduire à des solutions pessimistes. C’est pourquoi une méthode d’optimisa-
tion multi-niveau est étudiée.

2.2.2 Optimisation robuste multi-étapes

L’optimisation robuste à deux étapes est introduite dans [Ben-Tal 2004]. Ainsi,
certaines décisions peuvent être prises lorsque les données incertaines sont connues
et peuvent, de cette manière, être adaptées au scénario. Dans ce cas, on sépare
les variables en deux ensembles, les variables qui doivent être déterminées avant
la réalisation du scénario, appelées décisions "here-and-now" ou décisions de
premier niveau, et celles qui peuvent être ajustées à la réalisation de l’incertitude,
appelées décisions "wait-and-see", décisions de second niveau ou variables
de recours. On parle alors d’optimisation robuste ajustable. Un problème
d’optimisation robuste ajustable peut être écrit sous la forme :

min
x∈X

max
ξ∈U

min
y∈Y (x,ξ)

f(x, ξ, y) (2.3)

où Y (x, ξ) est l’ensemble des réalisations possibles pour les décisions de second
niveau y, étant donné une solution de premier niveau x ∈ X et un scénario ξ ∈ U .

L’objectif de ce problème est donc de trouver une affectation des variables de
premier niveau x telle qu’il existe des variables de second niveau y pour chaque scé-
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nario ξ ∈ U , permettant de satisfaire l’ensemble des contraintes, tout en minimisant
la solution pire cas.

2.2.3 Ensemble d’incertitude

L’approche traditionnelle de l’optimisation robuste, telle qu’introduite dans
[Soyster 1973], vise à se protéger contre le scénario le plus défavorable où tous les
paramètres incertains peuvent prendre simultanément leur pire valeur. Par exemple,
dans un ensemble d’incertitude de type intervalle, chaque paramètre incer-
tain est donné sous la forme d’un intervalle de valeurs et toutes les combinaisons
de ces valeurs sont réalisables. L’ensemble d’incertitude est alors le produit carté-
sien des intervalles définissant les valeurs possibles pour les variables incertaines
U = {ξ ∈ [0, 1]× [0, 1]× . . . } avec ρi = ρ̄i + ξiρ̂i.

Dans de nombreux cas, le problème peut alors être résolu avec un modèle dé-
terministe, où chaque paramètre incertain prend sa valeur pire cas. Cependant,
considérer ce type d’ensemble d’incertitude rend souvent la solution trop pessi-
miste, c’est-à-dire exagérément prudente, au détriment de la qualité de la fonction
objectif, alors que ce scénario est éventuellement peu probable.

Pour surmonter cette limitation, il existe différents types d’ensemble d’incerti-
tude. Le choix de celui-ci peut avoir des conséquences à la fois sur la complexité du
problème robuste résultant, mais aussi sur le conservatisme de la solution obtenue
et donc la qualité de la valeur de la fonction objectif ainsi que le niveau de protec-
tion contre la variation des paramètres incertains [Ben-Tal 1999].

Il est possible de considérer un ensemble d’incertitude discret, c’est-à-dire
un ensemble fini de scénarios U = {ξ1, . . . , ξk}, dont chaque scénario est exprimé
explicitement, en fonction des valeurs des paramètres incertains pour ce scénario. Ce
type d’ensemble conduit souvent à des problèmes robustes difficilement traitables.
Pour de nombreux problèmes d’optimisation combinatoire pouvant être résolus en
temps polynomial dans leur version déterministe, par exemple le problème de flow-
shop de permutation à deux machines [Johnson 1954], leurs équivalents robustes
sont NP-difficiles, même en considérant seulement deux scénarios [Kasperski 2012].

Un autre type d’ensemble d’incertitude considéré dans la littérature est l’ensem-
ble d’incertitude ellipsoïdal [Ben-Tal 2000], qui vise à réduire le conservatisme
en évitant les points extrêmes, c’est-à-dire lorsque toutes les variables prennent si-
multanément leur valeur extrême. Dans ce cas, l’ensemble d’incertitude est exprimé
sous la forme :

U =
{

(ξi)i∈1,...,L |

√√√√ L∑
i=1

ξ2
i ≤ Ω, ξi ∈ [−1, 1]

}
où ξi représente la déviation du paramètre ρi par rapport à sa valeur nominale
pour une réalisation ξ donnée ; on a alors ρi = ρ̄i + ξi × ρ̂i. Cette approche permet
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de gérer le niveau de protection en faisant varier le paramètre Ω. Cependant, ce
type d’ensemble conduit généralement à des problèmes non linéaires plus coûteux
en termes de temps de calcul que les modèles linéaires.

Une autre approche permettant un compromis entre protection contre l’incer-
titude et qualité de la solution est l’utilisation d’un ensemble d’incertitude
discret, défini par un budget d’incertitude [Bertsimas 2004]. Dans ce cas, on
suppose qu’au plus Γ ∈ N paramètres peuvent s’écarter de leur valeur nominale.
L’ensemble d’incertitude U est alors décrit comme suit :

U =
{

(ξi)i∈1,...,L |
L∑

i=1
ξi ≤ Γ, ξi ∈ {0, 1}

}
.

Le modèle introduit dans [Soyster 1973] est un cas particulier du modèle d’incerti-
tude de type budget avec Γ = L, L désignant le nombre de paramètres incertains.
Le cas Γ = 0 correspond au problème déterministe, où l’ensemble des paramètres
prennent leur valeur nominale. Cette approche a l’avantage de conduire à une for-
mulation linéaire du problème robuste, comme décrit dans le paragraphe 2.3.2.

Ce type d’ensemble d’incertitude, qui repose sur un budget d’incertitude, est
celui qui est étudié dans la suite de cette thèse.

2.3 Méthodes de résolution

Dans ce paragraphe nous présentons différentes méthodes de résolution d’un
problème d’optimisation mettant en jeu des ensembles d’incertitude polyédraux.

2.3.1 Modèle étendu

Une approche naturelle pour résoudre un problème d’optimisation robuste consis-
te à formuler le problème déterministe à l’aide de techniques telles que la PLNE ou
la PPC, et à dupliquer les contraintes pour chaque scénario ξ ∈ U .

On note que si la fonction objectif est soumise à l’incertitude, il suffit d’introduire
une nouvelle variable z et reformuler le problème (2.2) comme suit :

min z (2.4)
t.q. z ≥ f(x, ξ) ∀ξ ∈ U (2.5)

x ∈ X (2.6)

Cependant, pour un ensemble d’incertitude de type budget, le nombre de scé-
narios croît de manière exponentielle avec la taille du problème. Cette méthode
devient donc rapidement inapplicable en pratique.

2.3.2 Modèle compact

Lorsqu’un problème d’optimisation déterministe peut être formulé comme un PL
(ou PLNE) et le problème adverse comme un autre PL, il est possible de formuler
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le problème robuste à l’aide du modèle compact. Le principe du modèle compact
est alors d’intégrer le dual du problème adverse dans la formulation du problème.
Cette approche est basée sur le principe "primal worst equals dual best" introduit
dans [Beck 2009].

Considérons une contrainte de la forme :

L∑
i=1

ρi × xi ≤ b (2.7)

et un ensemble d’incertitude de type budget, avec au plus Γ paramètres incertains
ρi qui dévient de leur valeur nominale. Une solution robuste x∗ doit satisfaire la
contrainte suivante :

L∑
i=1

ρ̄i × x∗
i + max

ξ∈U
{

L∑
i=1

ρ̂i × x∗
i × ξi} ≤ b. (2.8)

Bertsimas et Sim [Bertsimas 2004] ont montré que cette contrainte peut être li-
néarisée en considérant le dual du problème adverse maxξ∈U{

∑L
i=1 ρ̂i × x∗

i × ξi}.
Ce dernier consiste à sélectionner le scénario ξ maximisant la partie gauche de
l’inéquation. Pour une solution x∗ fixée, il est équivalent à :

max
L∑

i=1
ρ̂i × x∗

i × ξi (2.9)

t.q.
L∑

i=1
ξi ≤ Γ (2.10)

0 ≤ ξi ≤ 1 ∀i ∈ 1, . . . , L (2.11)

dont le dual peut être formulé comme suit :

min
L∑

i=1
si + z × Γ (2.12)

t.q. z + si ≥ ρ̂i × x∗
i ∀i ∈ 1, . . . , L (2.13)

si ≥ 0 ∀i ∈ 1, . . . , L (2.14)
z ≥ 0 (2.15)

En substituant le problème de maximisation dans la contrainte (2.8) par son
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dual, celle-ci peut être remplacée par :

L∑
i=1

ρ̄i × x∗
i + min

L∑
i=1

si + z × Γ ≤ b (2.16)

z + si ≥ ρ̂i × x∗
i ∀i ∈ 1, . . . , L (2.17)

si ≥ 0 ∀i ∈ 1, . . . , L (2.18)
z ≥ 0 (2.19)

Dans [Bertsimas 2003], les mêmes auteurs appliquent une reformulation similaire
pour des problèmes d’optimisation combinatoire.

2.3.3 Algorithme de génération de coupes

Une autre approche pour éviter d’avoir un grand nombre de contraintes dé-
coulant d’une formulation étendue du problème consiste à considérer une version
relaxée du problème et à ajouter les contraintes "à la volée" (avec utilisation de
lazy constraints), c’est-à-dire seulement si elles sont violées par l’une des solutions
explorées. Cette méthode peut être assimilée à une décomposition de Benders, telle
qu’elle est présentée dans le paragraphe 1.3.5.1.

Dans [Bertsimas 2016] une étude vise à comparer les performances d’une refor-
mulation compacte d’un problème et sa résolution à l’aide de génération de coupes
pour des problèmes statiques. Les auteurs montrent qu’aucune méthode ne domine
l’autre pour l’ensemble des problèmes considérés.

2.3.4 Algorithme de génération de colonnes et de contraintes

La méthode de génération de colonnes et de contraintes a été introduite par
Zeng et Zhao [Zeng 2013] pour résoudre les problèmes d’optimisation robuste à deux
étapes. La procédure divise le problème en un problème maître et un sous-problème
adverse. L’idée est de résoudre la contrepartie robuste (ou problème maître), pour
un sous-ensemble limité de scénarios. Cela permet de fixer les variables de pre-
mier niveau. Un sous problème adverse permet d’identifier un scénario qui, le cas
échéant, rend la solution trouvée dans le problème maître infaisable. Ensuite, ce
scénario est inclus dans le problème maître en générant, à la volée, les variables
de décision de recours correspondantes ainsi que les contraintes associées. Ce pro-
cessus se répète jusqu’à ce qu’une solution réalisable pour tous les scénarios soit
trouvée. La figure 2.1 illustre le schéma de l’algorithme de génération de colonnes
et de contraintes.

Dans le pire des cas, tous les scénarios sont générés et cela revient à la formu-
lation étendue présentée dans le paragraphe 2.3.1.
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Problème mâıtre
BI mise à jour

Sous-problème adverse
BS mise à jour

Solution optimales Ajouter le nouveau scénario :
variables et contraintes

Décisions de premier
niveau

BI = BS BI < BS

Figure 2.1 – Schéma de génération de colonnes et de contraintes (BI = borne
inférieure, BS = borne supérieure)

2.4 Problèmes d’ordonnancement robuste

Dans ce paragraphe, nous examinons la littérature relative aux problèmes d’or-
donnancement robuste. Ensuite, nous présentons les hypothèses qui sont prises en
compte pour l’ensemble des problèmes d’ordonnancement robuste étudiés dans la
suite de la thèse.

2.4.1 Littérature connexe

La robustesse d’une solution à un problème d’ordonnancement réside dans sa
capacité à s’adapter face à l’incertitude. Elle peut se traduire à travers des modi-
fications possibles dans l’ordonnancement de référence, telles que des changements
d’affectation des opérations aux machines, des ajustements des dates de début et
de fin des opérations, ou encore des modifications de l’ordre des opérations pour
s’adapter aux différents scénarios.

Parmi les méthodes d’ordonnancement sous incertitude, on trouve des approches
d’ordonnancement dynamique, où la séquence des opérations est déterminée en
temps réel pendant l’exécution des tâches. Cela permet d’adapter l’ordonnancement
en fonction de l’évolution des conditions et des événements imprévus
[Subramaniam 2000]. Une autre approche consiste à remettre en cause la séquence
des opérations prédéterminée à chaque fois qu’un événement inattendu survient.
On parle alors de méthodes réactives, qui visent à calculer rapidement de nouvelles
solutions [Van de Vonder 2007]. Toutefois, il n’est pas possible de garantir la valeur
de la fonction objectif des solutions obtenues avec ces méthodes.

À l’inverse, il existe des méthodes proactives où l’ordonnancement est totalement
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construit a priori en ajoutant des temps morts ou des marges pour amortir les
déviations potentielles liées à l’incertitude [Jamili 2016]. Ces méthodes peuvent être
assimilées à l’optimisation robuste statique, où aucune décision ne peut être ajustée
à la réalisation de l’incertitude, ce qui peut entraîner une forte dégradation des
performances.

Il existe également des méthodes permettant de pré-calculer un ensemble de
solutions, ce qui permet de sélectionner la meilleure solution en fonction du scénario
qui se présente [Ourari 2015].

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous concentrons uniquement sur les ap-
proches visant à déterminer une séquence d’opérations unique pour chaque machine,
et où les dates d’exécution des tâches peuvent s’adapter au scénario, de manière à
minimiser le pire des cas en termes de critère d’optimisation étudié.

Les problèmes d’ordonnancement à une machine et à machines parallèles sont
étudiés dans [Bougeret 2019], [Bougeret 2021] et [Bougeret 2023], considérant que
les durées de traitement peuvent prendre n’importe quelle valeur dans un ensemble
d’incertitude budgétisé. Une étude de la complexité de ces problèmes ainsi que des
algorithmes d’approximation sont présentés.

Le problème de flow-shop à deux machines, avec l’objectif de minimiser le
makespan dans le pire des cas (critère min-max), est étudié dans plusieurs ar-
ticles [Kasperski 2012, Ying 2015, Levorato 2022]. Dans [Kasperski 2012], les au-
teurs considèrent un ensemble d’incertitude discret pour les durées de traitement et
proposent un algorithme d’approximation pour résoudre le problème. Dans
[Ying 2015], les durées de traitement incertaines sont définies par un budget d’in-
certitude. Les auteurs utilisent des métaheuristiques, notamment un algorithme de
recuit simulé et un algorithme de recherche itérative, pour résoudre le problème sur
un ensemble de 300 instances générées aléatoirement. Dans l’article [Levorato 2022],
un algorithme de génération de colonnes et de contraintes est proposé pour le même
problème. Cet algorithme est basé sur plusieurs formulations PLNE du problème
déterministe. Il est détaillé dans le paragraphe 7.4.2 de ce document et sert de base
de comparaison pour les méthodes de résolution proposées dans cette thèse.

Le problème de flow-shop robuste à deux machines, avec un objectif de mini-
misation du pire regret (min-max-regret), est abordé dans l’article [Kouvelis 2000].
Les auteurs considèrent deux types d’ensembles d’incertitude pour les durées des
tâches : des ensembles discrets et des ensembles de type intervalle. Pour chacun de
ces types, ils développent un algorithme de branch-and-bound ainsi qu’une méthode
de résolution heuristique. Un algorithme génétique est proposé dans [Ćwik 2015],
pour résoudre le problème à trois machines. Pour le cas général, sans limitation
sur le nombre de machines considérées, un algorithme glouton est proposé dans
[Ćwik 2018]. D’autre part, le problème de minimisation de la somme pondérée des
date de fin pire cas est étudié dans [Levorato 2023].

Le problème de job-shop cyclique robuste à deux niveaux est considéré dans
[Hamaz 2023, Hamaz 2018]. Un algorithme de branch-and-bound, une méthode de
décomposition de Benders et une méthode de génération de colonnes et de contraintes
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sont présentés.
Le problème d’ordonnancement de projets sous contrainte de ressources robuste

à deux niveaux est étudié dans [Bruni 2017] et [Bold 2021]. L’objectif est de minimi-
ser le makespan dans le pire des cas, en prenant en compte des durées de traitement
incertaines.

Dans [Bruni 2017], les auteurs proposent un algorithme dynamique de com-
plexité polynomiale pour résoudre le problème adverse, lorsque les durées des tâches
sont incluses dans un ensemble d’incertitudes budgétisées. Ce problème adverse
consiste à trouver le scénario qui entraîne le plus grand makespan pour une sé-
quence de tâches donnée. De plus, ils présentent une méthode de décomposition de
Benders pour résoudre le problème d’ordonnancement robuste.

Pour le même problème, une reformulation du problème adverse sous la forme
d’un problème de plus long chemin dans un graphe est proposée dans [Bold 2021].
Cela leur permet d’utiliser le dual de ce problème adverse dans une formulation
compacte. Ils démontrent expérimentalement la supériorité de cette formulation
par rapport à la décomposition de Benders en utilisant des instances de référence
de la littérature. De plus, dans [Bold 2022], les auteurs étendent cette formulation
compacte à une version multi-mode du problème d’ordonnancement robuste. Ils
observent également la supériorité de la formulation compacte par rapport à la
décomposition de Benders proposée dans [Balouka 2021] pour cette extension du
problème.

2.4.2 Définition formelle des problèmes étudiés

Dans la partie III, nous étudions différents problèmes d’ordonnancement, le job-
shop, le job-shop flexible et le flow-shop de permutation, dans leur version robuste.
Pour cela, nous considérons que les durées de traitement des opérations sont sou-
mises à l’incertitude.

2.4.2.1 Budget d’incertitude

Afin de pouvoir contrôler la robustesse des solutions obtenues et ainsi trouver un
équilibre entre la minimisation du makespan et la prise en compte de l’incertitude,
nous définissons l’ensemble d’incertitude considéré à l’aide de l’approche propo-
sée dans [Bertsimas 2004]. Celle-ci est basée sur la notion de budget d’incertitude
(présentée dans le paragraphe 2.2.3) qui permet une restriction sur le nombre de
déviations pouvant se produire dans un même scénario.

Étant donné ξ un scénario, on définit pi,j(ξ), la durée d’une opération Oi,j dans
un scénario ξ comme suit :

pi,j(ξ) = p̄i,j + ξi,j p̂i,j (2.20)

où ξi,j est égal à 1 si la durée de l’opération dévie dans le scénario ξ, 0 sinon.
Nous étudions deux types de budget d’incertitude :
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1. Un budget global Γ, qui désigne le nombre d’opérations dont la durée de
traitement peut dévier, sur l’ensemble des machines. Dans ce cas, l’ensemble
d’incertitude est exprimé sous la forme :

U =
{

(ξi,j)i∈J ,j∈{1,...,ni} |
∑
i∈J

ni∑
j=1

ξi,j ≤ Γ, ξi,j ∈ {0, 1}
}
.

2. Un budget dépendant des machines Γ = (Γ1, . . . ,Γ|M|) où Γm désigne le
nombre maximal d’opérations dont les temps de traitement peuvent dévier
simultanément sur la machine m ∈M. Dans ce cas, l’ensemble d’incertitude
est exprimé sous la forme :

U =
{

(ξi,j)i∈J ,j∈{1,...,ni} |
∑

Oi,j∈Im

ξi,j ≤ Γm, ∀m ∈M, ξi,j ∈ {0, 1}
}

où Im est l’ensemble des opérations traitées sur la machine m ∈M.

Un budget d’incertitude dépendant des machines, Γ = (Γ1, . . . ,Γ|M|), vise à
éviter de prendre en compte les scénarios extrêmes, où toutes les déviations se
concentrent sur une seule machine [Song 2022]. Pour chaque machine m ∈M, il est
alors possible d’adapter un budget Γm au niveau de confiance accordé à la machine.

2.4.2.2 Optimisation robuste à deux étapes

Les problèmes d’ordonnancement robuste considérés se prêtent naturellement à
un processus de décision en deux étapes, où les décisions de séquencement des opé-
rations doivent être prises en amont, avant que les durées d’opérations incertaines
ne soient connues, mais où les dates de début des opérations peuvent s’adapter à
la réalisation de l’incertitude. Sans connaître à l’avance les durées des opérations
non terminées (non clairvoyance), il est possible de trouver les dates de début de
traitement optimales pour une séquence et un scénario donnés. Il suffit pour cela
de commencer le traitement d’une opération dès que toutes les opérations qui la
précèdent (à la fois sur le travail et sur la machine) sont terminées. Cette approche
permet alors d’obtenir un ordonnancement semi-actif, dominant pour la minimisa-
tion du makespan.

Par conséquent, les décisions relatives à la séquence des opérations sur les ma-
chines sont les décisions de premier niveau, tandis que les dates de début des opé-
rations constituent l’ensemble des décisions de second niveau de nos problèmes.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts clés de l’optimisation sous
incertitude, en mettant l’accent sur l’optimisation robuste. Nous avons commencé
par définir les problèmes statiques et multi-niveaux, ainsi que les ensembles d’in-
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certitudes couramment considérés dans la littérature. Ensuite, nous nous sommes
penchés sur les différentes méthodes de résolution utilisées en optimisation robuste.
Enfin, nous avons examiné la littérature relative à l’ordonnancement robuste, en
mettant en évidence les différentes approches proposées et les problèmes spécifiques
étudiés. Nous avons également proposé une définition formelle des ensembles d’in-
certitude considérés.

L’ensemble de ces concepts sont utilisés dans la partie III de ce document, pour
résoudre les problèmes à deux étapes de job-shop et de flow-shop de permutation
robustes.
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3.1 Introduction

Le problème de job-shop flexible peut être naturellement décomposé en un pro-
blème d’affectation de ressources et un problème d’ordonnancement. Dans cette
thèse, nous proposons une méthode de décomposition de Benders basée sur la lo-
gique pour résoudre les problèmes de job-shop flexible, qu’ils soient préemptifs ou
non préemptifs.

Dans le cas du problème non préemptif, une décomposition similaire a été pré-
sentée dans l’article [Naderi 2021]. Cependant, nous proposons une nouvelle formu-
lation du problème maître ainsi que des coupes différentes de celles proposées dans
la littérature. De plus, nous ajoutons une étape supplémentaire dans le schéma de
décomposition pour accélérer la recherche.

Pour résoudre le problème maître, nous proposons un modèle de programmation
linéaire en nombres entiers, qui est présenté dans le paragraphe 3.3. Ensuite, nous
abordons la question de la génération de coupes d’optimalité dans le paragraphe 3.4.
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Enfin, nous présentons un algorithme de décomposition dans le paragraphe 3.5. Ces
travaux ont fait l’objet des publications [Juvin 2022b] et [Juvin 2023f].

La résolution des sous-problèmes est traitée dans des chapitres spécifiques, à
savoir le chapitre 4 pour le problème non préemptif et le chapitre 5 pour le problème
préemptif.

3.2 Définition du problème

Dans le cadre du problème de job-shop flexible (défini dans le paragraphe
1.2.1.4), on considère un ensemble de travaux J et un ensemble de machines M.
Chaque travail i ∈ J est constitué d’une séquence de ni opérations. On note Oi,j ,
la jième opération du travail i ∈ J . Pour chaque opération Oi,j , il existe un en-
semble de machines, notée Mi,j , capables de la traiter. La durée de traitement de
l’opération Oi,j sur une machine m ∈Mi,j est notée pi,j,m.

Exemple 4 On considère une instance de job-shop flexible à quatre travaux et
quatre machines. Chaque travail est constitué de trois opérations. Les temps de
traitement pi,j,m de chaque opération {Oi,j |j = 1, . . . , ni}i∈J , sur chaque machine
éligible m ∈Mi,j sont donnés par le tableau 3.1. Un exemple d’affectation des tâches
aux machines est donné en gras : les opérations O1,1, O2,1 et O2,3 sont affectées à
la machine M1, les opérations O2,2, O3,2 et O4,1 à la machine M2, O1,2 et O4,3 à
la machine M3 et les opérations O1,3, O3,1, O3,3, O4,2 à la machine M4.

M1 M2 M3 M4
O1,1 2 3

J1 O1,2 4 4 5
O1,3 4 2 2 2
O2,1 3 4

J2 O2,2 1 1 2
O2,3 3 2
O3,1 3 5 3

J3 O3,2 2 4 4
O3,3 4 2
O4,1 3 2 2

J4 O4,2 2 4 2 2
O4,3 4 4 4 2

Tableau 3.1 – Exemple d’une instance de job-shop flexible : temps de traitement
(en gras, une affectation possible)

La figure 3.1 représente, à l’aide de diagrammes de Gantt, un ordonnancement
préemptif (3.1a) et non préemptif (3.1b) respectant les affectations données en gras
dans le tableau 3.1.

On note que, dans l’ordonnancement préemptif, le traitement de l’opération O3,2
est interrompue après deux unités de temps pour permettre l’exécution de l’opéra-
tion O2,2 sur la machine M2. Une fois cette opération terminée, le traitement de



3.3. Problème maître 39

O1,1

O1,2

O1,3

O2,1

O2,2

O2,3

O3,1

O3,2 O3,2

O3,3

O4,1

O4,2

O4,3

M1

M2

M3

M4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) Ordonnancement préemptif, makespan 10
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(b) Ordonnancement non préemptif, makespan 11

Figure 3.1 – Diagrammes de Gantt de solutions d’ordonnancement préemptif et
non préemptif pour l’exemple 4 (job-shop flexible 4 travaux × 4 machines)

l’opération O3,2 reprend sur la même machine. Dans cet exemple, l’utilisation de la
préemption permet de réduire le makespan de 11 à 10.

Le problème de job-shop flexible peut naturellement être décomposé en un pro-
blème d’affectation et un problème d’ordonnancement. Ainsi, dans le problème
maître, chaque opération est affectée à exactement une machine parmi l’ensemble
de ses machines éligibles. Résoudre ce problème maître permet alors de déterminer
une borne inférieure BI du problème général. À chaque itération h, une fois les
affectations xh fixées par le problème maître, le sous-problème consiste à résoudre
un problème de job-shop non flexible. La solution de ce sous-problème est une solu-
tion admissible du problème général et permet donc d’obtenir une borne supérieure
(BS). La résolution du sous-problème permet aussi de déduire des coupes d’opti-
malité. Ces coupes sont ajoutées au problème maître qui est alors résolu à nouveau.
La figure 3.2 illustre ce schéma de décomposition.

3.3 Problème maître

Le problème maître est une relaxation du problème général. Il consiste simple-
ment à affecter chaque opération à une machine en capacité de la réaliser. Ainsi,
le problème maître implique seulement des variables d’affectation, notées xi,j,m. Sa
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Problème mâıtre : affectation
Mise à jour de BI

Sous-problème : ordonnancement
Mise à jour de BS

Solution optimale Générer coupes d’optimalité

affectation fixée
x̄h

BI = BS BI < BS

Ajouter
coupes

Figure 3.2 – Schéma de décomposition de Benders pour le problème de job-shop
flexible

formulation est :

minCmax (3.1)∑
m∈Mi,j

xi,j,m = 1 ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀i ∈ J (3.2)

Coupes de Benders (3.3)
xi,j,m ∈ {0, 1} (3.4)

L’objectif est la minimisation du makespan (3.1). Les contraintes (3.2) assurent
que chaque opération est affectée à exactement une machine. Les contraintes (3.3)
représentent les coupes qui sont ajoutées itérativement au problème maître. Les
détails de la génération de ces coupes sont donnés dans le paragraphe (3.4). Dans
cette formulation, le seul lien entre l’objectif Cmax et les variables de décision xi,j,m

sont les contraintes induites par les coupes de Benders (3.3). Or, ces coupes sont
ajoutées successivement au cours de la recherche. Ainsi, en début de processus, peu
(ou aucune, lors de la première itération) d’informations permettent de guider la
recherche. Afin de répondre à cette problématique, une relaxation du sous-problème
est ajoutée au problème maître. Cette relaxation permet d’obtenir une borne infé-
rieure plus précise sur la valeur optimale du problème, ce qui augmente les chances
de trouver des affectations de bonne qualité.
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3.3.1 Relaxation à un problème à un travail

La relaxation du sous-problème a pour but de guider le choix des variables
d’affectation xi,j,m, mais aussi d’obtenir une borne inférieure du makespan Cmax de
bonne qualité.

Un premier ensemble d’inégalités valides découle directement des relations de
précédence entre les opérations consécutives d’un même travail :

Cmax ≥
ni∑

j=1

∑
m∈Mi,j

xi,j,mpi,j,m ∀i ∈ J (3.5)

Les contraintes (3.5) expriment le fait que le temps de traitement total est au
moins égal aux temps de traitement cumulés de l’ensemble des opérations d’un
même travail.

Exemple 5 Considérons l’instance présentée dans l’exemple 4 et reprenons l’affec-
tation indiquée en gras dans le tableau 3.1.

Les contraintes (3.5) nous donnent :
— Durée de traitement du travail J1 : p1,1,1 +p1,2,3 +p1,3,4 = 2 + 4 + 2 = 8 =⇒

Cmax ≥ 8 ;
— Durée de traitement du travail J2 : p2,1,1 +p2,2,2 +p2,3,1 = 3 + 1 + 3 = 7 =⇒

Cmax ≥ 7 ;
— Durée de traitement du travail J3 : p3,1,4 +p3,2,2 +p3,3,4 = 3 + 4 + 2 = 9 =⇒

Cmax ≥ 9 ;
— Durée de traitement du travail J4 : p4,1,2 +p4,2,4 +p4,3,3 = 2 + 2 + 4 = 8 =⇒

Cmax ≥ 8.
Par conséquent, l’affectation considérée dans cet exemple conduit à un makespan
d’au moins 9, donnée par la durée cumulée des opérations du travail J3.

3.3.2 Relaxation à un problème à une machine

De la même façon, les contraintes disjonctives sur les machines donnent l’en-
semble d’inégalités valides suivant :

Cmax ≥
∑

Oi,j∈Im

xi,j,mpi,j,m ∀m ∈M (3.6)

avec Im = {Oi,j | i ∈ J , j ∈ {1, . . . , ni} , m ∈ Mi,j} l’ensemble des opérations
pouvant être traitées par une machine m.

Les contraintes (3.6) traduisent le fait que le temps de traitement total est
supérieur aux temps de traitement cumulés de l’ensemble des opérations affectées
à une même machine.

Exemple 6 En reprenant le même exemple que précédemment, les contraintes (3.6)
amènent :
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— Durée de traitement sur la machine M1 : p1,1,1 + p2,1,1 + p2,3,1 = 2 + 3 + 3 =
8 =⇒ Cmax ≥ 8 ;

— Durée de traitement sur la machine M2 : p4,1,2 + p2,2,2 + p3,2,2 = 2 + 1 + 4 =
7 =⇒ Cmax ≥ 7 ;

— Durée de traitement sur la machine M3 : p1,2,3 + p4,3,3 = 4 + 4 = 8 =⇒
Cmax ≥ 8 ;

— Durée de traitement sur la machine M4 : p3,1,4 + p4,2,4 + p1,2,4 + p3,3,4 =
3 + 2 + 2 + 2 = 9 =⇒ Cmax ≥ 9.

En conséquence, on obtient un makespan d’au moins 9, valeur donnée par la durée
cumulée des opérations sur la machine M4.

3.3.3 Relaxation à un problème à une machine avec dates de dis-
ponibilité et durées de latence

Il est possible d’affiner ces contraintes en considérant un problème à une ma-
chine obtenu en relaxant l’ensemble des contraintes disjonctives, sauf sur une ma-
chine. Cette idée est tirée de [Carlier 1989] pour le calcul de borne inférieure pour
le problème de job-shop non flexible. On définit pour cela la date de disponibi-
lité d’une opération Oi,j (respectivement la durée de latence) comme la somme
des durées minimales des opérations qui la précèdent (respectivement qui la suc-
cèdent) dans le travail i : rmin

i,j =
∑

j′<j minm∈Mi,j′ pi,j′,m (respectivement qmin
i,j =∑

j′>j minm∈Mi,j′ pi,j′,m).
Pour chaque machine m et pour tout sous-ensemble, non vide, d’opérations

I ′
m ⊆ Im pouvant être traitées par la machine m, on considère :

— r′
m : la date minimale de disponibilité du sous-ensemble I ′

m,

r′
m = min

Oi,j∈I′
m

rmin
i,j (3.7)

— q′
m : la durée minimale entre la fin de traitement du sous-ensemble I ′

m et la
fin de l’ordonnancement,

q′
m = min

Oi,j∈I′
m

qmin
i,j (3.8)

pour former l’ensemble d’inégalités valides suivant :

Cmax ≥ r′
m +

∑
Oi,j∈I′

m

xi,j,mpi,j,m + q′
m ∀m ∈M,∀I ′

m ⊆ Im. (3.9)

Pour tout sous-ensemble d’opérations I ′
m ⊆ Im pouvant être traitées par une ma-

chine m, les contraintes (3.9) obligent le makespan à être au moins égal à la somme
des temps de traitement des opérations de ce sous-ensemble affectées à la machine
m à laquelle on ajoute les durées minimales avant et après le traitement de ce
sous-ensemble d’opérations.

Le nombre de contraintes (3.9) croît de manière exponentielle avec le nombre
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d’opérations dans le problème. Cependant, en pratique, il n’est pas nécessaire de
considérer tous les sous-ensembles de Im, comme on le montre ci-dessous.

Théorème 1 Soient I ′
m et I ′′

m deux sous-ensembles de Im tels que I ′′
m ⊂ I ′

m et
∃Oi,j ∈ I ′′

m avec rmin
i,j = r′

m et ∃Oi′,j′ ∈ I ′′
m avec qmin

i′,j′ = q′
m, alors la contrainte

Cmax ≥ r′
m+

∑
Oi,j∈I′

m
xi,j,mpi,j,m+q′

m domine la contrainte Cmax ≥ r′′
m+

∑
Oi,j∈I′′

m
xi,j,mpi,j,m+

q′′
m.

Preuve 1 Pour montrer qu’une contrainte notée C1 domine une autre contrainte
notée C2, il suffit de prouver que C1 implique C2.

Par hypothèse, r′
m = r′′

m, q′′
m = q′

m et, pour toute affectation,
∑

Oi,j∈I′
m
xi,j,mpi,j,m ≥∑

Oi,j∈I′′
m
xi,j,mpi,j,m. Ainsi, r′

m+
∑

Oi,j∈I′
m
xi,j,mpi,j,m+q′

m ≥ r′′
m+

∑
Oi,j∈I′′

m
xi,j,mpi,j,m+

q′′
m.

On en déduit que :
Cmax ≥ r′

m +
∑

Oi,j∈I′
m
xi,j,mpi,j,m +q′

m =⇒ Cmax ≥ r′′
m +

∑
Oi,j∈I′′

m
xi,j,mpi,j,m +q′′

m.
□

Ainsi, sur la base du Théorème 1, l’ensemble de contraintes (3.9) peut être
remplacé par les contraintes (3.10) sans perte de précision. Cela permet de réduire
considérablement le nombre de contraintes nécessaires.

Cmax ≥ ra +
∑

Oi,j∈Ia

xi,j,mpi,j,m + qa ∀m ∈M, ∀a = (Oi,j , Oi′,j′) ∈ I2
m (3.10)

avec ra = min(rmin
i,j , rmin

i′,j′ ), qa = min(qmin
i,j , qmin

i′,j′ ) et Ia = {Oi,j ∈ Im | rmin
i,j ≥

ra, q
min
i,j ≥ qa}.

Exemple 7 En considérant toujours le même exemple ainsi que le sous-ensemble
Ia ⊂ I1 d’opérations pouvant être traitées sur la machine M1 avec a = (O1,1, O2,1),
on obtient :

ra = min(rmin
1,1 , rmin

2,1 ) = min(0, 0) = 0
qa = min(qmin

1,1 , qmin
2,1 ) = min(pmin

1,2 + pmin
1,3 , p

min
2,2 + pmin

2,3 ) = min(4 + 2, 1 + 2) = 3

Le sous-ensemble Ia est l’ensemble des opérations pouvant être traitées par la ma-



44 Chapitre 3. Décomposition de Benders basée logique

chine M1 telles que rmin
i,j ≥ ra = 0 et qmin

i,j ≥ qa = 3, d’où :

rmin
1,1 = 0 ≥ ra et qmin

1,1 = 6 ≥ qa =⇒ O1,1 ∈ Ia

qmin
1,3 = 0 < qa =⇒ O1,3 /∈ Ia

rmin
2,1 = 0 ≥ ra et qmin

2,1 = 3 ≥ qa =⇒ O2,1 ∈ Ia

qmin
2,3 = 0 < qa =⇒ O2,3 /∈ Ia

rmin
3,1 = 0 ≥ ra et qmin

3,1 = 6 ≥ qa =⇒ O3,1 ∈ Ia

rmin
4,2 = 2 ≥ ra et qmin

4,2 = 4 ≥ qa =⇒ O4,2 ∈ Ia

=⇒ Ia = {O1,1, O2,1, O3,1, O4,2}

D’après les contraintes (3.10), on obtient donc :

Cmax ≥ 0 + p1,1,1x1,1,1 + p2,1,1x2,1,1 + p3,1,1x3,1,1 + p4,2,1x4,2,1 + 3
≥ 0 + 2× 1 + 3× 1 + 3× 0 + 4× 0 + 3 = 8.

On notera que, si l’on considère l’ensemble des machines et l’ensemble des
paires d’opérations, les contraintes (3.10) nous donnent Cmax ≥ 10 (pour Ia′ =
{O1,2, O4,3} sur la machine M3), ce qui montre que la solution d’ordonnancement
préemptif représentée par la figure 3.1a est optimale pour les affectations considérées
dans cet exemple.

Pour chaque itération h, on obtient une solution du problème maître, à savoir une
affectation xh des opérations aux machines. On note xh

i,j,m la valeur de la variable
d’affectation xi,j,m à l’itération h. On définit Ph = {(i, j,m) |xh

i,j,m = 1, i ∈ J , j ∈
{1, . . . , ni}, m ∈Mi,j} l’ensemble des affectations qui déterminent entièrement une
solution du problème maître et Ph

m = {(i, j) |xh
i,j,m = 1, i ∈ J , j ∈ {1, . . . , ni}}

l’ensemble des opérations affectées à la machine m.

3.4 Coupes de Benders logiques

Après chaque itération, des coupes logiques sont ajoutées au problème maître.
Ces coupes sont déduites à partir d’informations obtenues par la résolution d’un
sous-problème. Elles permettent d’exclure des affectations non optimales et forcent
le problème maître à explorer d’autres solutions. On considère dans ce chapitre que
la solution optimale de ce sous-problème est obtenue à l’aide d’un oracle.

Soit zh le makespan optimal, trouvé par la résolution d’un sous-problème, pour
une affectation Ph donnée. On en déduit la coupe de Benders logique triviale sui-
vante :

Cmax ≥ zh
(
1−

∑
(i,j,m)∈Ph

(1− xi,j,m)
)
. (3.11)

La contrainte (3.11) indique que le makespan ne peut être inférieur à zh que si
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l’affectation d’au moins une opération est différente de celle fixée par le problème
maître à l’itération h. En effet, si les mêmes affectations sont choisies, c’est-à-dire
xi,j,m = xh

i,j,m, ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈ Mi,j , alors la somme est nulle et
la partie droite de l’inégalité est égale à zh. Cette contrainte est inactive (la partie
droite est nulle ou négative) si au moins une des variables xi,j,m prend une valeur
différente.

L’inégalité (3.11) est valide ; elle n’exclut aucune solution faisable. Cependant,
chaque coupe de ce type ne permet d’exclure qu’une seule solution du problème
maître puisqu’elle devient inactive dès qu’une des affectations est modifiée. Ainsi,
son efficacité est limitée. Le but est alors de rendre ces coupes plus générales en
identifiant un sous-ensemble d’opérations dont l’affectation conduit à un makespan
identique.

Cmax ≥ zh
(
1−

∑
(i,j,m)∈Qh

(1− xi,j,m)
)

(3.12)

avec Qh ⊂ Ph un sous-ensemble d’affectations qui aboutit à la valeur de la fonction
objectif zh.

3.4.1 Chemin critique

Afin de trouver une coupe logique impliquant seulement un sous-ensemble d’opé-
rations, on s’intéresse dans un premier temps aux opérations constituant le chemin
critique dans la solution retournée par le sous-problème.

Proposition 1 Soient Ch
c l’ensemble des opérations formant l’un des chemins cri-

tiques dans une solution optimale du sous-problème et zh le makespan de cette
solution. La coupe suivante :

Cmax ≥ zh
(
1−

∑
(i,j,m)∈Ch

c

(1− xi,j,m)
)

(3.13)

n’est pas toujours valide.

Preuve 2 Contre-exemple 8.

Exemple 8 On considère l’instance de job-shop flexible présentée dans l’exemple 4
et les affectations, fixées par le problème maître, suivantes : xh

1,1,2 = xh
1,2,4 = xh

1,3,1 =
xh

2,1,2 = xh
2,2,4 = xh

2,3,1 = xh
3,1,4 = xh

3,2,1 = xh
3,3,3 = xh

4,1,1 = xh
4,2,2 = xh

4,3,4 =
1. Un ordonnancement optimal pour ces affectations est donné par la figure 3.3.
Cette solution a pour makespan 15 et possède un chemin critique Ch

c constitué des
opérations O1,1, O1,2, O1,3 et O2,3.

Il est possible de trouver un ordonnancement de makespan inférieur à 15, avec
toutes les opérations du chemin critique Ch

c affectées aux mêmes machines (O1,1 sur
la machine M2, O1,2 sur la machine M4, O1,3 et O2,3 sur la machine M1). Un tel
ordonnancement est représenté par la figure 3.4.
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Figure 3.3 – Diagramme de Gantt : ordonnancement optimal pour les affectations
de l’exemple 8 avec un makespan de 15 et un chemin critique composé des opérations
O1,1, O1,2, O1,3 et O2,3
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Figure 3.4 – Diagramme de Gantt : un ordonnancement avec les affectations
x1,1,1 = x1,2,4 = x1,3,1 = x2,3,1 = 1 de l’exemple 8

Fixer l’affectation des opérations d’un chemin critique n’entraîne donc pas nécessai-
rement un makespan supérieur ou égal à la longueur de ce chemin et la coupe (3.13)
n’est pas toujours valide. □

3.4.2 Borne supérieure de l’influence d’une affectation sur la valeur
du makespan

Dans [Naderi 2021], les auteurs proposent la coupe suivante :

Cmax ≥ zh −
∑

(i,j,m)∈Ph

pi,j,m(1− xi,j,m). (3.14)

Tout comme la coupe (3.11), si aucune des affectations ne change, le makespan ne
peut être inférieur à zh. Sinon, le makespan de la nouvelle solution est supérieur
ou égal à zh auquel on retire la somme des durées des opérations dont l’affectation
change. Ils justifient la validité de cette coupe en affirmant que si une opération est
retirée d’un ordonnancement, alors le makespan est au plus réduit de la durée de
cette opération. Or cette affirmation est fausse comme on peut le voir dans l’exemple
suivant :

Exemple 9 Considérons l’instance de job-shop flexible présentée dans l’exemple 4
et les affectations fixées par le problème maître suivant : xh

1,1,2 = xh
1,2,2 = xh

1,3,3 =
xh

2,1,1 = xh
2,2,3 = xh

2,3,1 = xh
3,1,4 = xh

3,2,3 = xh
3,3,4 = xh

4,1,1 = xh
4,2,3 = xh

4,3,2 = 1.
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Un ordonnancement optimal pour ces affectations est donné par la figure 3.5.
Le makespan de cette solution est de 13.

O1,1 O1,2

O1,3

O2,1

O2,2

O2,3

O3,1

O3,2

O3,3

O4,1

O4,2

O4,3

M1

M2

M3

M4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figure 3.5 – Diagramme de Gantt : ordonnancement non préemptif optimal pour
les affectations de l’exemple 9 avec un makespan de 13

D’après la coupe donnée par l’inégalité (3.14), si l’ensemble des affectations
fixées restent les mêmes sauf pour l’opération O2,2, le makespan devrai être supérieur
à 13− p2,2,3 = 13− 1 = 12.

Or, la figure 3.6 représente un ordonnancement avec ces caractéristiques de ma-
kespan 11.

O1,1 O1,2

O1,3

O2,1

O2,2

O2,3

O3,1

O3,2

O3,3

O4,1

O4,2

O4,3

M1

M2

M3

M4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figure 3.6 – Diagramme de Gantt : ordonnancement avec les affectations de
l’exemple 9, sauf pour l’opération O2,2, avec un makespan de 11

L’inégalité (3.14) n’est donc pas toujours une coupe de Benders valide.

3.4.3 Problème à une machine avec dates de disponibilité et durées
de latence

Comme dans le paragraphe 3.3.3, l’idée de [Carlier 1989] est utilisée, à savoir
relâcher le problème de job-shop en un problème à une machine avec dates de
disponibilité et durées de latence pour trouver une borne inférieure. À chaque ité-
ration h, après avoir résolu le problème maître, il est possible d’évaluer la qualité
de l’affectation donnée par ce dernier, avant même de résoudre le sous-problème.

En effet, l’affectation des opérations aux machines étant totalement détermi-
née, nous connaissons la durée de traitement ph

i,j =
∑

m∈Mi,j
pi,j,mx

h
i,j,m de chaque

opération Oi,j (et non plus une borne inférieure de celle-ci). Il est ainsi possible de
redéfinir la date de disponibilité minimale (respectivement la durée de latence mi-
nimale) d’une opération Oi,j comme rmin,h

i,j =
∑

j′<j p
h
i,j (respectivement qmin,h

i,j =
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∑
j′>j p

h
i,j). Le calcul d’une borne inférieure plus précise de la valeur du makes-

pan est alors accessible. Soient m une machine et a = (Oi,j , Oi′,j′) ∈ Ph
m × Ph

m

une paire d’opérations affectées à la machine m. On redéfinit la plus petite date
de disponibilité ra = min(rmin,h

i,j , rmin,h
i′,j′ ) et la durée de latence minimale qa =

min(qmin,h
i,j , qmin,h

i′,j′ ) ainsi que Pa = {Oi,j ∈ Ph
m |m ∈Mi,j , r

min,h
i,j > ra, q

min,h
i,j > qa}

l’ensemble des opérations affectées à la machine m dont la date de disponibilité et
la durée de latence sont supérieures ou égales, respectivement, à ra et qa. Alors,
BIa = ra +

∑
Oi,j∈Pa

pi,j,m + qa est une borne inférieure du makespan zh dans le
sous-problème. Ainsi, si BIa est supérieure ou égale au makespan de la meilleure
solution connue (noté BS), il est inutile de résoudre le sous-problème car il n’amé-
liorera pas la solution. Afin de tirer parti de cette information, il convient d’ajouter
la coupe suivante au problème maître :

Cmax ≥ BIa

(
1−

∑
m∈M

∑
Oi,j∈Sa∩Ph

m

(1− xh
i,j,m)

)
. (3.15)

avec Sa l’ensemble des opérations de Pa ainsi que les opérations des travaux dont
au moins une opération appartient à cet ensemble (car celles-ci ont une influence
sur le calcul de ra ou qa).

Exemple 10 Considérons à nouveau l’instance présentée dans l’exemple 4, avec
les mêmes affectations que dans l’exemple 7, à savoir : xh

1,1,1 = xh
1,2,3 = xh

1,3,4 =
xh

2,1,1 = xh
2,2,2 = xh

2,3,1 = xh
3,1,4 = xh

3,2,2 = xh
3,3,4 = xh

4,1,2 = xh
4,2,4 = xh

4,3,3 = 1.

Étudions encore une fois le sous-ensemble formé à partir de la paire a = (O1,1, O2,1).
On a alors :

ra = min(rh
1,1, r

h
2,1) = min(0, 0) = 0

qa = min(qh
1,1, q

h
2,1) = min(p1,2,3 + p1,3,4, p2,2,2 + p2,3,1) = min(4 + 2, 1 + 3) = 4.

Le sous-ensemble Pa est l’ensemble des opérations Oi,j affectées à la machine M1
telles que rh

i,j ≥ ra = 0 et qh
i,j ≥ qa = 4, d’où Pa = {O1,1, O2,1} et

∑
Oi,j∈Pa

pi,j,1 =
p1,1,1 + p2,1,1 = 2 + 3 = 5. Ainsi, BIa = ra +

∑
Oi,j∈Pa

pi,j,1 + qa = 9.

Bien que la paire d’opérations a = (O1,1, O2,1) considérée dans cet exemple soit
la même que celle étudiée dans l’exemple 7, la borne obtenue ici est de meilleure
qualité car les valeurs de ra et qa sont obtenues différemment.

Les affectations étant prédéterminées par le problème maître, seules les durées
de traitement associées à celle-ci sont prises en considération pour calculer la plus
petite date de disponibilité rmin,h

i,j et la durée de latence minimale qmin,h
i,j d’une opéra-

tion Oi,j (il n’est pas nécessaire de prendre en compte toutes les affectations possibles
des opérations antérieures et ultérieures).
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3.5 Algorithme de décomposition

Sur la base des composantes décrites dans les paragraphes précédents, nous pro-
posons l’algorithme 1. Celui-ci est utilisé dans les chapitres 4 et 5 pour la méthode
de décomposition de Benders basée sur la logique.

Algorithme 1 Algorithme de décomposition
Initialisation :

1: Problème maître ← ensembles de contraintes (3.2), (3.4), (3.5) et (3.10) ;
2: meilleureSolution← solution de Heuristique 1 ;
3: h← 0, BI ← 0, BS ← meilleureSolution.makespan ;

Étape 1 Problème maître :
4: Ph ← affectation donnée par le problème maître ;
5: BI mise à jour ;

Étape 2 Relaxations du sous-problème :
6: affectationPrometteuse← vrai
7: pour tout m ∈M faire
8: pour tout a← (Oi,j , Oi′,j′) ∈ Ph

m × Ph
m faire

9: ra ← min(rmin,h
i,j , rmin,h

i′,j′ )
10: qa ← min(qmin,h

i,j , qmin,h
i′,j′ )

11: Pa ← {Oi,j ∈ Ph
m | r

min,h
i,j > ra, q

min,h
i,j > qa}

12: BIa ← ra +
∑

Oi,j∈Pa
pi,j,m + qa

13: si BIa ≥ BS alors
14: Ajout de la coupe (3.15) au problème maître ;
15: affectationPrometteuse← faux
16: si (affectationPrometteuse = faux) alors
17: Retour à Étape 1 ;
Étape 3 Sous-problème :
18: sh, zh ← Solution optimale du sous-problème pour l’affectation Ph et makespan

associé
19: si zh < BS alors
20: meilleureSolution← sh

21: BS ← zh

22: si BI < BS alors
23: Ajout de la coupe (3.11) au problème maître ;
24: Retour à Étape 1 ;
25: sinon
26: Retourner meilleureSolution ;

Lors de la phase d’initialisation, le problème maître est formé à partir des
contraintes d’affectation des opérations aux machines (contraintes (3.2)) ainsi que
d’une relaxation du sous-problème (contraintes (3.5) et (3.10)). Pour obtenir une
première solution admissible, une heuristique naïve, notée Heuristique 1, est uti-
lisée. Elle consiste en un algorithme glouton qui utilise la règle de priorité MWR
(most work remaining). Cette règle donne la priorité aux opérations dont le temps
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de traitement restant sur le travail est le plus élevée. L’affectation aux machines se
fait en choisissant à chaque fois la machine pouvant terminer l’exécution au plus
tôt.

L’étape 1 consiste en la résolution du problème maître et permet d’obtenir une
affectation Ph des opérations aux machines.

Plutôt que de résoudre directement le sous-problème résultant, la solution Ph

est évaluée à l’aide de la relaxation présentée dans le paragraphe 3.4.3. Ainsi, pour
chaque machine et pour chaque paire d’opérations qui lui sont affectées, une borne
inférieure du makespan est calculée. Si celle-ci est supérieure ou égale au makespan
de la meilleure solution déjà obtenue, alors l’affectation n’a aucune chance d’amé-
liorer la solution et une coupe d’optimalité est ajoutée au problème maître.

Sinon, comme dans un schéma de décomposition classique, le sous-problème est
évalué et permet d’obtenir la solution optimale pour l’affectation Ph et de mettre
à jour la meilleure solution obtenue.

Enfin, l’optimalité de la solution est testée. Si elle est atteinte, la solution opti-
male est retournée. Sinon, une coupe d’optimalité est générée, et le problème maître
est résolu à nouveau.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous proposons un schéma de décomposition de Benders basé
sur la logique pour résoudre le problème de job-shop flexible. Ce problème se dé-
compose en un problème maître d’affectation des opérations aux machines et un
sous-problème d’ordonnancement. Nous présentons un modèle de PLNE pour le
problème maître, renforcé par une relaxation du sous-problème.

Nous décrivons également comment, à partir d’une solution optimale du sous-
problème pour une affectation donnée, il est possible de générer des coupes logiques
permettant, itérativement, d’améliorer la borne inférieure et donc d’orienter le pro-
blème maître vers la génération de meilleures solutions.

En outre, nous proposons d’ajouter une étape supplémentaire au schéma de
décomposition classique, à savoir une relaxation du sous-problème pour chaque af-
fectation fixée par le problème maître. Cette relaxation permet d’évaluer rapidement
la qualité des affectations. Elle permet ainsi de limiter le nombre de sous-problèmes
résolus en évitant de résoudre inutilement des instances peu prometteuses.

La résolution des sous-problèmes est abordée dans les chapitres suivants, notam-
ment le chapitre 4 pour le problème non préemptif et le chapitre 5 pour le problème
préemptif.
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4.1 Introduction

Brucker et Schlie [Brucker 1990] sont les premiers à s’intéresser au problème
de FJSSP en 1990. Ils proposent alors un algorithme polynomial permettant de ré-
soudre le problème à deux travaux (n = 2). Pour le cas général, en tant qu’extension
du JSSP, le FJSSP est NP-difficile. En raison de cette complexité, de nombreuses
métaheuristiques ont été développées, par exemple la recherche taboue [Shen 2018,
Hurink 1994], les algorithmes génétiques [Pezzella 2008, Xianzhou 2011] ou le recuit
simulé [Najid 2002, Yazdani 2015].

Des méthodes exactes ont également été conçues, incluant une majorité de mo-
dèles mathématiques [Özgüven 2010, Ziaee 2018]. Dans [Meng 2020] quatre modèles
de programmation linéaire en nombres entiers mixtes et un modèle de programma-
tion par contraintes sont comparés. Les résultats expérimentaux montrent que la
formulation PLNE la plus efficace est celle basée sur les variables de précédence.
Cette même étude montre qu’une résolution à l’aide de la PPC permet d’obtenir de
meilleure performance et résout des instances jusqu’à 30 travaux et 10 machines ou
15 travaux et 18 machines. Une revue de la littérature répertoriant les différentes
méthodes de résolution est présentée dans [Chaudhry 2016].
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Dans ce chapitre, on s’intéresse au méthodes exactes pour le problème de job-
shop flexible non préemptif. Dans un premier temps, des formulations mathéma-
tiques directes permettant de fixer à la fois les décisions d’affectation et d’ordon-
nancement sont présentées dans le paragraphe 4.2. Ces formulations sont basées sur
la PLNE (4.2.1) et la PPC (4.2.1). Ensuite, dans le paragraphe 4.3, nous présen-
tons des méthodes de résolution du sous-problème dans le cadre d’une approche
utilisant l’algorithme de décomposition de Benders basée sur la logique exposé dans
le chapitre 3. Enfin, des expérimentations numériques permettant de comparer les
performances ces différentes méthodes sont présentées dans le paragraphe 4.4.

4.2 Formulations directes

Dans ce paragraphe, nous présentons deux formulations mathématiques directes
pour la résolution du problème de job-shop flexible. Contrairement à la méthode
de décomposition présentée dans le chapitre 3, ces modèles permettent de résoudre
le problème en une seule itération en déterminant ensemble l’affectation et l’ordon-
nancement des opérations sur les machines.

4.2.1 Programmation linéaire en nombres entiers

La formulation PLNE présentée ici est basée sur une formulation disjonctive.
Elle est inspirée du modèle proposé dans [Shen 2018] pour le problème de job-shop
flexible avec temps de préparation dépendant de la séquence. Ici, elle est simplement
adaptée au problème étudié en ne tenant pas compte de ces temps de préparation.

On définit ti,j comme la variable entière représentant la date de début de trai-
tement de l’opération Oi,j , ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, Cmax la variable entière repré-
sentant le makespan, ainsi que les variables binaires suivantes :

— variables d’affectation :

xi,j,m =
{

1 si Oi,j affectée à la machine m
0 sinon. ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j

— variables disjonctives :

yi,j,i′,j′ =
{

1 si Oi,j traitée avant Oi′,j′

0 sinon.
∀(i, i′) ∈ J 2,∀j ∈ {1, . . . , ni},
∀j′ ∈ {1, . . . , ni′} t.q. Oi′,j′ ̸= Oi,j ,

Le problème de job-shop flexible peut alors s’exprimer sous la forme du modèle
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suivant :

minCmax (4.1)∑
m∈Mij

xi,j,m = 1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

(4.2)

ti,j ≥ ti,j−1 +
∑

m∈Mi,j−1

xi,j−1,mpi,j−1,m ∀i ∈ J , ∀j ∈ {2, . . . , ni}

(4.3)
ti,j ≥ ti′,j′ + pi′,j′,m − (2− xi,j,m − xi′,j′,m + yi,j,i′,j′)H ∀m ∈Mi,j ∩Mi′j′

∀(Oi,j , Oi′,j′) ∈ I2
m

t.q. Oi′,j′ ̸= Oi,j (4.4)
ti′,j′ ≥ ti,j + pi,j,m − (3− xi,j,m − xi′,j′,m − yi,j,i′,j′)H ∀m ∈Mi,j ∩Mi′j′

∀(Oi,j , Oi′,j′) ∈ I2
m

t.q. Oi′,j′ ̸= Oi,j (4.5)

Cmax ≥ ti,ni +
∑

m∈Mi,ni

xi,ni,mpi,ni,m ∀i ∈ J (4.6)

xi,j,m ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}
(4.7)

yi,j,i′,j′ ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}
(4.8)

avec H une borne supérieure du makespan pire cas.
La fonction objectif (4.1) consiste à minimiser le makespan. Les contraintes (4.2)

assurent que chaque opération est affectée à exactement une machine éligible. Les
contraintes (4.3) permettent de satisfaire les relations de précédence entre les opéra-
tions consécutives d’un même travail. Les contraintes (4.4) et (4.5) arbitrent les dis-
jonctions entre opérations affectées à une même machine. Enfin, les contraintes (4.6)
définissent le makespan, les dernières contraintes (4.7 et 4.8) précisant la nature bi-
naire des variables disjonctives et d’affectation.

4.2.2 Programmation par contraintes

Le modèle de PPC présenté ici est celui proposé par IBM ILOG CPLEX CP
Optimizer comme exemple illustratif [IBM 2022].

Cette formulation utilise des variables d’intervalle pour modéliser la période
pendant laquelle une tâche est en cours de traitement. Les variables d’intervalle
peuvent également être optionnelles, ce qui permet, par exemple, de représenter
les différents modes dans lesquels une opération peut être réalisée sur différentes
machines. Dans ce modèle, les variables d’intervalle relatives à une opération sont
dupliquées pour chaque machine éligible, et une seule variable est prise en compte
dans la solution, en fonction de l’affectation optimale.
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Pour modéliser le problème, la variable continue Cmax représente le makespan
et les variables d’intervalle suivantes sont définies :

— taski,j : variable représentant l’intervalle entre le début et la fin de l’opération
Oi,j , ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} ;

— modei,j,m : variable optionnelle représentant l’intervalle entre le début et la
fin de l’opération Oi,j sur la machine m, ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈
Mi,j .

Le modèle est le suivant :

minCmax (4.9)
t.q. Alternative(taski,j ,modei,j,m : ∀m ∈Mi,j) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

(4.10)
EndBeforeStart(taski,j , taski,j+1) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}

(4.11)
NoOverlap(modei,j,m : ∀Oi,j ∈ Im) ∀m ∈M (4.12)

Cmax ≥ taski,ni .end ∀i ∈ J (4.13)

La fonction objectif (4.9) consiste à minimiser le makespan. Les contraintes (4.10)
assurent que chaque opération est affectée à exactement une machine éligible. Les
contraintes (4.11) permettent de satisfaire les relations de précédence entre les opé-
rations consécutives d’un même travail. Les contraintes (4.12) arbitrent les disjonc-
tions entre opérations affectées à une même machine. Enfin, les contraintes (4.13)
permettent de définir le makespan.

4.3 Décomposition de Benders basée sur la logique

Dans le chapitre 3, nous avons présenté un algorithme de décomposition de
Benders basé sur la logique pour résoudre les problèmes de job-shop flexible. Nous
avons alors supposé que les sous-problèmes étaient résolus par un oracle.

Dans ce paragraphe, nous proposons deux méthodes de résolution du sous-
problème dans le cas non préemptif. Le sous-problème est un problème de job-shop
classique. Pour le résoudre, de nombreuses méthodes ont été proposées dans la lit-
térature. Nous présentons ici deux formulations mathématiques, l’une en PLNE et
l’autre en PPC.

4.3.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Des études comparatives ont montré que les modèles disjonctifs sont les plus
efficaces pour résoudre les problèmes de job-shop ([Ku 2016, Meng 2020]). Ainsi,
notre modèle est basé sur celui présenté dans [Manne 1960]. Il implique les variables
de décision suivantes : ti,j la variable continue représentant la date de début de
traitement de chaque opération Oi,j , ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, Cmax la variable
continue représentant le makespan, ainsi que les variables de précédence binaires
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suivantes :

yi,j,i′,j′ =
{

1 si Oi,j traitée avant Oi′,j′

0 sinon.
∀(i, i′) ∈ J 2,∀j ∈ {1, . . . , ni},
∀j′ ∈ {1, . . . , n′

i} t.q. Oi′,j′ ̸= Oi,j ,

Le modèle disjonctif est énoncé comme suit :

minCmax (4.14)
t.q. Cmax ≥ ti,ni + pi,ni ∀i ∈ J (4.15)

ti,j+1 ≥ pi,j + ti,j ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1} (4.16)
ti,j ≥ ti′,j′ + pi′,j′ − yi,j,i′,j′H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m (4.17)
ti′,j′ ≥ ti,j + pi,j − (1− yi,j,i′,j′)H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m (4.18)

4.3.2 Programmation par contraintes

Le modèle de PPC utilisé pour résoudre le sous-problème de JSSP est basé
sur l’exemple illustratif fourni par IBM ILOG CPLEX CP Optimizer [IBM 2022],
similaire au modèle PPC pour le FJSSP présenté dans le paragraphe 4.2.2.

En particulier, le modèle comprend une variable continue Cmax qui représente le
makespan, ainsi que des variables d’intervalle taski,j représentant l’intervalle entre
le début et la fin de chaque opération Oi,j , ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}.

Il est formulé comme suit :

minCmax (4.19)
t.q. Cmax ≥ taski,ni .end ∀i ∈ J (4.20)

EndBeforeStart(taski,j , taski,j+1) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1} (4.21)
NoOverlap(taski,j : ∀Oi,j ∈ Ph

m) ∀m ∈M (4.22)

L’objectif (4.19) et les contraintes (4.20) assurent la minimisation du makespan.
Les contraintes (4.21) définissent les contraintes de précédence entre les opérations
d’un même job. Les contraintes (4.22) interdisent les chevauchements d’opérations
sur une machine.

4.4 Expérimentations numériques

Dans ce paragraphe, nous étudions les performances de différentes approches
pour la résolution du problème de job-shop flexible non préemptif.

Toutes les expériences sont réalisées sur trois nœuds de cluster avec Intel Xeon
E5-2695 v4 CPU à 2,1 GHz. Tous les algorithmes présentés sont implémentés en
C++, en utilisant CPLEX 12.10 pour les modèles PLNE et CP Optimizer (CPO)
12.10 pour les modèles PPC. Le temps CPU et la RAM sont respectivement limités
à 1 heure et 16 Go.
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Les instances considérées ici sont les instances classiques de job-shop flexible
présentées dans le paragraphe 1.4.3.

Les performances des différentes méthodes sont évaluées en termes d’écart d’op-
timalité, de nombre de solutions optimales trouvées, de nombre de meilleures solu-
tions trouvées et de déviation par rapport à la meilleure solution.

Les résultats sont présentés en moyenne, par type de jeux d’instances afin de
refléter de la manière la plus synthétique possible les performances des différentes
méthodes testées sur une grande variété de problèmes.

4.4.1 Analyse des méthodes de décomposition de Benders basée
sur la logique

Nous considérons deux méthodes de décomposition de Benders basée sur la
logique, notée LBBDP P C et LBBDP LNE utilisant le schéma de décomposition
présenté dans le chapitre 3. Les sous-problèmes sont respectivement résolus à l’aide
du modèle de PPC présenté dans le paragraphe 4.3.2 et du modèle PLNE présenté
dans le paragraphe 4.3.1.

Dans le tableau 4.1, nous indiquons, pour ces deux méthodes, la proportion de
temps passé à résoudre les sous-problèmes ("SP(%)"), le nombre moyen de sous-
problèmes résolus ("#SP"), et le temps moyen passé à résoudre un sous-problème
("temps/SP" en secondes) pour chaque jeu d’instances étudié.

Benchmark LBBDP LNE LBBDP P C

SP(%) #SP temps/SP(s) SP(%) #SP temps/SP(s)
BrandimarteMk 100 4 700 75 2211 0.5

HurinkEdata 100 6 521 100 416 4.5
HurinkRdata 100 320 11.1 85 6209 0.4
HurinkVdata 100 189 16.6 40 6035 0.2

DPpaulli 100 1 3600 100 1 2173
ChambersBarnes 100 1 3600 100 2 1554

Kacem 71 60 0.3 1 60 0.1
Fattahi 89 373 1.4 0.5 1037 0.1

Tableau 4.1 – Répartition du temps de calcul pour les méthodes de décomposition,
pour chaque jeu d’instances

La seule différence entre les deux méthodes est la façon de résoudre le sous-
problème, le nombre d’itérations pour résoudre une instance de façon optimale est
donc le même pour les deux méthodes (voir par exemple le jeu d’instances Ka-
cem pour lequel toutes les instances sont résolues à l’optimum). Il a été démontré
dans [Ku 2016] que la PPC est plus performante que la PLNE pour résoudre les
problèmes de job-shop, que ce soit en termes de démonstration d’optimalité ou de
qualité des solutions. Il n’est donc pas surprenant que le temps passé par sous-
problème est beaucoup plus faible pour la méthode utilisant la PPC. De plus, pour
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les instances, qui ne sont pas résolues de manière optimale, le nombre d’itérations
est plus grand pour LBBDP P C car tant que la solution optimale n’est pas atteinte,
la recherche se poursuit en itérant jusqu’à la limite de temps fixée. Nous remar-
quons également que pour tous les jeux d’instances, à l’exception de ceux dont les
sous problèmes sont résolus très rapidement (HurinkVdata, Kacem et Fattahi pour
la méthode LBBDP P C) , la quasi-totalité du temps de calcul est consacrée à la
résolution des sous-problèmes. Enfin, nous observons que pour les instances les plus
compliquées (DPpaulli et ChambersBarnes, très peu de sous-problèmes sont consi-
dérés (1 seul dans la plupart des cas), ce qui signifie que, quelle que soit la méthode
utilisée, la limite de temps imposée d’une heure n’est pas suffisante pour résoudre
ces sous-problèmes de manière optimale.

Le tableau 4.2 présente les indicateurs de performance pour ces deux méthodes,
à savoir la proportion d’instances pour lesquelles l’optimalité est prouvée (Opti.
(%)), l’écart d’optimalité moyen (Gap(%)) ainsi que la proportion d’instances pour
lesquelles la meilleures solutions réalisables est trouvées par chaque méthode.

Benchmark LBBDP LNE LBBDP P C

Opti. (%) Gap(%) Best (%) Opti. (%) Gap(%) Best (%)
BrandimarteMk 7 11 7 60 3 100

HurinkEdata 11 10 16 47 5 100
HurinkRdata 0 14 6 30 8 98
HurinkVdata 12 5 62 39 3 98

DPpaulli 0 17 38 0 8 100
ChambersBarnes 0 12 0 0 9 100

Kacem 100 0 100 100 0 100
Fattahi 85 2 89 85 1 100

Tableau 4.2 – Performances des méthodes de décomposition

Pour tous les indicateurs de performance considérés et pour l’ensemble des jeux
d’instances étudiés, il est clair que la méthode LBBDP P C est supérieure à la mé-
thode LBBDP LNE . Cette observation est cohérente avec le fait que la résolution
des sous-problèmes par la PPC est plus efficace que par la PLNE. Par conséquent,
pour la suite des résultats, nous nous concentrerons uniquement sur la résolution
du sous-problème à l’aide de la PPC pour la méthode de décomposition.

Afin d’étudier l’impact de l’étape 2 sur les performances de l’algorithme de
décomposition 1 (présenté dans le paragraphe 3.5), le tableau 4.3 liste pour les 17
instances du jeu d’instances Fattahi, résolues de manière optimale par LBBDP P C ,
le nombre d’itérations (#itérations), le nombre de coupes ajoutées au problème
maître (#coupes), le nombre de sous-problèmes résolus (#SP), ainsi que le temps
passé à résoudre l’instance (temps (s)), avec et sans étape 2. Notons que ces résultats
sont présentés pour ce petit sous-ensemble d’instances car nous considérons que cet
échantillon est suffisant pour visualiser l’effet de l’étape 2 sur notre algorithme. En
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outre, les informations étudiées ici ne sont pas pertinentes pour les instances dont
la résolution a été interrompue par la limite de temps. Avec l’étape 2, le nombre

Instance sans étape 2 avec étape 2
temps (s) #itérations #coupes #SP temps (s) #itérations #coupes #SP

SFJS1 0 0 0 0 0 0 0 0
SFJS2 0 0 0 0 0 0 0 0
SFJS3 0 2 2 2 0 4 106 2
SFJS4 0 2 2 2 0 4 131 1
SFJS5 0 1 1 1 0 2 33 1
SFJS6 0 3 3 3 0 3 91 2
SFJS7 0 1 1 1 0 1 1 1
SFJS8 0 27 27 27 0 14 115 7
SFJS9 0 4 4 4 0 4 70 4
SFJS10 0 1 1 1 0 2 51 1
MFJS1 0 95 95 95 0 69 10164 41
MFJS2 0 618 618 618 0 211 14593 151
MFJS3 0 238 238 238 0 82 19480 37
MFJS4 16 3929 3929 3929 3 934 256259 739
MFJS5 0 371 371 371 0 73 61344 24
MFJS6 12 3225 3225 3225 1 817 67586 663
MFJS7 3117 45728 45728 45728 9 1640 431142 1209

Tableau 4.3 – Impact de l’étape 2 sur les performances de l’algorithme de décom-
position 1 pour les instances Fattahi résolues à l’optimum

de sous-problèmes est toujours plus petit que le nombre d’itérations, lui-même plus
petit que le nombre de coupes. En effet, à l’étape 2, si au moins une des bornes
inférieures calculées est supérieure à la valeur actuelle de la meilleure solution,
alors au moins une coupe est générée et aucun sous-problème n’est résolu ; sinon,
exactement un sous-problème est résolu qui génère exactement une coupe. Enfin,
pour chaque instance, nous observons qu’il y a moins d’itérations et donc moins de
sous-problèmes résolus avec l’étape 2. Il n’y a pas de domination claire par l’une
ou l’autre méthode en termes de nombre de coupes générées, mais ce facteur n’est
pas significatif par rapport au nombre de sous-problèmes qui peuvent être évités
avec l’étape 2. En effet, comme nous l’avons vu en étudiant le tableau 4.1, le temps
passé à résoudre le problème maître est négligeable par rapport à celui passé dans
le sous-problème. Ainsi, l’étape 2 permet d’éviter un nombre considérable de sous-
problèmes, ce qui contribue à une meilleure efficacité globale de la méthode de
décomposition.

4.4.2 Comparaison des méthodes

Nous étudions également la résolution du problème en utilisant le modèle de
PPC décrit dans le paragraphe 4.2.2. Nous désignons cette méthode par PPC. Afin
de garantir une comparaison équitable, nous proposons également une variante de
cette méthode, appelée warm_PPC, qui utilise une solution initiale obtenue à
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l’aide de l’Heuristique 1 décrite dans le paragraphe 3.5.
Nous ne reportons pas les résultats obtenus par la résolution à l’aide du modèle

PLNE présenté dans le paragraphe 4.2.1, car, pour un grand nombre d’instances,
le modèle n’est pas parvenu à obtenir une solution réalisable dans les conditions
expérimentales fixées.

Les figures 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4 offrent une visualisation graphique des indicateurs
de performance.

Dans la figure 4.1, les écarts d’optimalité moyens pour chaque méthode et chaque
jeu d’instances sont présentés. Nous observons qu’aucune des méthodes ne domine
les autres sur l’ensemble des jeux d’instances. Cependant, on constate que les écarts
d’optimalité sont plus modérés et réguliers pour la méthode LBBDP P C . En effet,
cet écart ne dépasse jamais les 9% pour cette méthode en moyenne sur l’ensemble
des jeux d’instances, alors qu’il atteint jusqu’à 24% pour les méthodes PPC et
warm_PPC, pour les instances DPpaulli. Globalement, si nous considérons en-
semble les 276 instances, les méthodes PPC et warm_PPC atteignent en moyenne
un écart d’optimalité de 11% alors que la méthode de décomposition LBBDP P C

obtient un gap moyen de 5%.
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Figure 4.1 – Écarts d’optimalité moyen en fonction du jeu d’instances

La figure 4.2 illustre la proportion de solutions optimales trouvées pour chaque
jeu d’instances, dans la limite de temps fixée. Pour cet indicateur, les méthodes
PPC et warm_PPC dominent largement la méthode de décomposition. Dans l’en-
semble, warm_PPC est capable de résoudre 175 instances à l’optimalité, suivie de
172 pour PPC et 107 pour LBBDP P C . Il convient de souligner que la méthode
de décomposition ne parvient pas à résoudre ne serait-ce qu’une instance pour
les jeux d’instances DPpaulli et ChambersBarnes, alors que les méthodes PPC
et warm_PPC parviennent à résoudre l’ensemble des instances ChambersBarnes.
D’autre part, la méthode LBBDP P C obtient de meilleurs résultats que PPC et
warm_PPC uniquement pour le jeu d’instances Brandimarte.
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Figure 4.2 – Proportion de solutions optimales pour chaque jeu d’instance

Pour chaque instance, nous avons identifié la méthode (ou les méthodes) per-
mettant d’obtenir la solution de meilleure qualité, c’est-à-dire celle avec le plus petit
makespan. La figure 4.3 présente la proportion d’instances pour lesquelles chaque
méthode fournit la meilleure solution.
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Figure 4.3 – Proportion de meilleures solutions trouvées pour chaque jeu d’ins-
tance

On constate que les méthodes utilisant uniquement la PPC obtiennent la meilleure
solution pour la quasi-totalité des instances. Plus précisément, la méthode warmP P C

parvient à fournir la meilleure solution pour 247 des 276 instances, tandis que la
méthode PPC le fait pour 240 instances. En revanche, la méthode LBBDP P C ne
parvient à fournir la meilleure solution que pour 113 instances.

Au total, la méthode de décomposition obtient une solution strictement meilleure
que les autres méthodes pour un nombre limité d’instances, seulement 8, sur l’en-
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semble des jeux d’instances.
La figure 4.4 présente, pour chaque méthode, le pourcentage de déviation relative

moyenne par rapport à la meilleure solution connue. Pour une instance ι et une
méthode µ, elle est calculée comme suit :

ERµ
ι = BSµ

ι −BS∗
ι

BS∗
ι

(4.23)

où BS∗
ι désigne la meilleure valeur de la fonction objectif trouvée pour l’instance ι

et BSµ
ι la valeur du makespan obtenu par la méthode µ pour cette instance. Sans
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Figure 4.4 – Écart relatif à la meilleure solution moyenne pour chaque jeu d’ins-
tances

surprise, au regard des résultats présentés dans la figure 4.3, la déviation relative
moyenne est très faible pour les méthodes PPC et warm_PPC. Cette observation
est cohérente avec le fait que ces méthodes obtiennent la meilleure solution pour une
grande majorité des instances. En revanche, pour la méthode de décomposition, elle
peut atteindre jusqu’à près de 8% pour le jeu d’instances DPpaulli, ce qui montre
que les solutions obtenues à l’aide de cette méthode sont parfois de mauvaise qualité.

L’ensemble de ces résultats soulignent la supériorité des méthodes basées sur
la PPC pure en termes de qualité des solutions trouvées. Cependant, la méthode
de décomposition proposée, qui utilise la PPC pour résoudre le sous-problème
(LBBDP P C), parvient à fournir une meilleure solution réalisable pour quelques
instances (8 au total) et, de manière générale, des bornes inférieures de bonne qua-
lité.

La méthode LBBDP P C permet même d’améliorer certaines bornes inférieures
et supérieures de la littérature. Celles-ci sont répertoriées dans le tableau 4.4.

En particulier, la méthode LBBDP P C permet d’améliorer 11 bornes inférieures
et 8 bornes supérieures connues pour des instances de la littérature. De plus, elle
permet de prouver l’optimalité pour la première fois pour 7 de ces instances.
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Jeu Instance BI BS
BrandimarteMk mk6 51 -
BrandimarteMk mk11 609 609*
BrandimarteMk mk13 381 390

HurinkRdata la23 817 -
HurinkRdata la24 775 -
HurinkRdata abz7 497 -
HurinkRdata abz8 508 -
HurinkRdata abz9 501 -
HurinkRdata car1 5034 5034*
HurinkRdata car2 5985 5985*
HurinkRdata car3 5622 5622*
HurinkVdata car1 - 5005*
HurinkVdata car2 - 5929*
HurinkVdata car4 - 6514*

Tableau 4.4 – Bornes améliorées par la méthode de décomposition de Benders
pour le job-shop flexible

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs méthodes exactes pour résoudre le
FJSSP avec minimisation du makespan. En particulier, nous appliquons le modèle
de décomposition de Benders basée sur la logique présenté dans le chapitre 3 à ce
problème.

Bien que cette décomposition ne soit pas la méthode la plus performante pour
résoudre le problème de job-shop flexible non préemptif, elle offre des avantages tels
que la génération de bornes inférieures de qualité et des améliorations par rapport à
l’état de l’art pour certaines instances. La PPC pure reste néanmoins plus adaptée
pour obtenir des solutions optimales, ou du moins de bonne qualité, de manière
efficace.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème de job-shop flexible préemptif. Le
traitement d’une opération peut alors être interrompu pendant un temps, puis re-
prendre là où il s’est arrêté sur la même machine. Ces situations sont courantes, par
exemple lorsque les ressources sont des ordinateurs ou un ensemble de travailleurs.
Quand la préemption est possible, d’un point de vue technique, celle-ci doit être en-
visagée, car elle offre souvent la possibilité d’améliorer un critère tel que le makespan
[Creemers 2019].

Cependant, la préemption rend les problèmes de job-shop plus difficiles à ré-
soudre. En effet, Le problème de job-shop préemptif (pJSSP), avec recirculation est
NP-difficile dès deux machines et trois travaux [Brucker 1999] alors que la version
non préemptive du problème peut être résolue en temps polynomial
[Kravchenko 1995].

La prise en compte conjointe de la préemption et de la flexibilité des ressources
complique donc encore le problème classique déjà difficile à résoudre. Par consé-
quent, les études sur le problème de job-shop flexible et préemptif (pFJSSP) sont
rares. Trois métaheuristiques sont présentées dans [Zhang 2016] pour le FJSSP avec
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des caractéristiques spéciales (jours de travail flexibles, chevauchement et possibi-
lités de préemption limitées), tandis que [Jansen 2005] a proposé plusieurs algo-
rithmes d’approximation pour le FJSSP lorsque le nombre de machines et le nombre
maximal d’opérations par travail sont fixes, dont un pour le cas particulier du pF-
JSSP. Ces caractéristiques particulières et les méthodes d’approximation sortent du
cadre de ce chapitre.

À notre connaissance, aucune méthode exacte n’a été rapportée dans la littéra-
ture pour résoudre ce problème. L’objectif de ce chapitre est donc de développer et
de comparer plusieurs méthodes exactes pour le pFJSSP avec minimisation du ma-
kespan. Dans un premier temps, nous présentons des formulations mathématiques
utilisant la PLNE (5.2.1) et la PPC (5.2.2) et permettant une résolution directe
du problème. Ensuite, dans le paragraphe 5.3, nous abordons des méthodes de ré-
solution du sous-problème dans le cadre d’une approche utilisant l’algorithme de
décomposition de Benders basée sur la logique exposé dans le chapitre 3. Enfin, nous
présentons les résultats des expérimentations numériques dans le paragraphe 5.4.

5.2 Formulations directes

Dans ce paragraphe, nous présentons deux formulations mathématiques directes
pour la résolution du problème de job-shop flexible préemptif. Contrairement à la
méthode de décomposition présentée dans le chapitre 3, ces modèles permettent de
résoudre le problème en une seule itération en déterminant ensemble l’affectation
et l’ordonnancement des opérations sur les machines.

5.2.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Le modèle de PLNE présenté dans ce paragraphe est basé sur une formulation
indexée sur le temps proposée dans [Bowman 1959] pour résoudre le problème de
job-shop préemptif. Il est adapté ici pour y intégrer la notion de flexibilité des
ressources.

On définit T = {1, 2, 3, . . . , τ} un horizon de temps discret, ainsi que les variables
de décision suivantes :

xi,j,m =
{

1 si Oi,j affectée à la machine m
0 sinon. ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j

et

yi,j,t =
{

1 si l’opération Oi,j en cours à l’instant t
0 sinon. ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀t ∈ T
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Le modèle mathématique est le suivant :

minCmax (5.1)

t.q.
∑

m∈Mi,j

xi,j,m = 1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (5.2)

τ∑
t=1

yi,j,t ≥
∑

m∈Mi,j

xi,j,mpi,j,m ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (5.3)

τ∑
t′=t

yi,j,t′ ≤ max
m∈Mi,j

pi,j,m(1− yi,j+1,t) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}, ∀t ∈ T

(5.4)∑
i∈J

ni∑
j=1

xi,j,myi,j,t ≤ 1 ∀m ∈M, ∀t ∈ T (5.5)

Cmax ≥ (t+ 1)yi,ni,t ∀i ∈ J , ∀t ∈ T (5.6)
xi,j,m ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},∀m ∈Mi,j

(5.7)
yi,j,t ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀t ∈ T (5.8)

L’objectif (5.1) est la minimisation du makespan. Les contraintes (5.2) garan-
tissent que chaque opération est traitée par exactement une des machines éligibles.
La durée de traitement de chaque opération est respectée grâce aux contraintes (5.3).
Les contraintes (5.4) expriment les contraintes de précédence entre les opérations
d’un même travail. Soit i ∈ J un travail, Oi,j et Oi,j+1 deux opérations successives
et t une période donnée. Si l’opération Oi,j+1 est traitée à l’instant t (c’est-à-dire
yi,j+1,t = 1), alors l’opération Oi,j doit être achevée avant t (c’est-à-dire qu’elle
ne doit plus être traitée à partir de t, ∀t′ ≥ t, yi,j,t′ = 0). Les contraintes (5.5)
sont les contraintes disjonctives ; à chaque instant t, une seule opération est en
cours de traitement sur chaque machine m. Les contraintes (5.6) permettent de
définir le makespan comme la fin de l’exécution de la dernière opération. Enfin, les
contraintes (5.7) et (5.8) précisent la nature binaire des variables disjonctives et
d’affectation.

Les contraintes (5.5) ne sont pas linéaires. Elles peuvent cependant être faci-
lement linéarisées puisque les variables xi,j,m et yi,j,t sont binaires. Pour cela, on
définit l’ensemble de variables binaires suivant :

zi,j,m,t =
{

1 si l’opération Oi,j traitée par la machine m à l’instant t,
0 sinon.

Ainsi, les contraintes (5.5) peuvent être remplacées par l’ensemble de contraintes
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suivant :

zi,j,m,t ≥ xi,j,m + yi,j,t − 1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j , ∀t ∈ T (5.9)
zi,j,m,t ≤ xi,j,m ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j , ∀t ∈ T (5.10)
zi,j,m,t ≤ yi,j,t ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j , ∀t ∈ T (5.11)∑

i∈J

ni∑
j=1

zi,j,m,t ≤ 1 ∀m ∈M, ∀t ∈ T (5.12)

Notons que [Meng 2020] ont montré que le modèle basé sur les variables de
séquence est le plus efficace pour résoudre le problème de job-shop flexible (sans
préemption). Toutefois, ce modèle ne peut pas être appliqué au problème préemptif.
En effet, dans ce cas, une solution ne peut pas être totalement décrite par une
séquence d’opérations sur chaque machine.

La résolution de ce modèle est très coûteuse en termes de temps de calcul pour
les instances de grande taille, car sa dimension dépend de l’horizon de temps en
plus du nombre d’opérations et de machines. Les résultats expérimentaux montrent
que seules de très petites instances du problème peuvent être résolues. Pour de
nombreuses instances utilisées dans le paragraphe 5.4, aucune solution réalisable
n’est trouvée. Par conséquent, l’utilisation directe du modèle de PLNE ne sera pas
consignée dans les résultats numériques.

5.2.2 Programmation par contraintes

Le modèle de PPC décrit ici utilise les fonctionnalités de modélisation offertes
par IBM CP Optimizer solver. En particulier, nous utilisons des variables d’inter-
valle. Il y a deux manières de modéliser une opération préemptive de durée p à
l’aide des variables d’intervalle ([Polo-Mejía 2020]) :

1) par un ensemble de variables d’intervalle dont la durée n’est pas fixée, en
imposant que la somme de leurs durées soit égale à p ;

2) par une séquence de p variables d’intervalle de durée unitaire.
Ces deux possibilités sont illustrées dans la figure 5.1 pour une opération de durée 3.
Ces deux illustrations représentent la même solution, à savoir l’exécution de la tâche
durant deux unités de temps, une interruption, puis la fin de traitement de la tâche
pour une unité de temps.

1) . . . 2) . . .

Figure 5.1 – Deux représentations possibles d’une solution de découpage avec des
variables d’intervalle pour une opération préemptive de durée 3

Pour le problème d’ordonnancement de projet sous contraintes de ressources
avec compétences multiples (multi-skill resource-constrained project scheduling pro-
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blem), [Polo-Mejía 2020] montre que la seconde approche est plus efficace. Nous
avons également mené des expériences conduisant à cette conclusion pour notre
problème spécifique.

Ainsi, chaque opération préemptive est décomposée en parties de durée uni-
taire dans le modèle de PPC proposé. Nous introduisons les variables de décision
suivantes :

— taski,j : variable d’intervalle entre le début et la fin de l’opération Oi,j ,
— modei,j,m : variable d’intervalle optionnelle entre le début et la fin de l’opé-

ration Oi,j sur la machine m,
— parti,j,k,m : variable d’intervalle optionnelle de durée unitaire représentant le

traitement de la kième partie de l’opération Oi,j sur la machine m.
Le modèle est le suivant :

minCmax (5.13)
t.q. Cmax ≥ taski,ni .end ∀i ∈ J (5.14)

EndBeforeStart(taski,j , taski,j+1) ∀i ∈ J ,
∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}

(5.15)
EndBeforeStart(parti,j,k,m, parti,j,k+1,m) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},

∀m ∈Mi,j ,

∀k ∈ 1, . . . , pi,j,m − 1
(5.16)

Span(modei,j,m, parti,j,k,m : ∀k ∈ 1, . . . , pi,j,m) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},
∀m ∈Mi,j (5.17)

Alternative(taski,j ,modei,j,m : ∀m ∈Mi,j) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}
(5.18)

PresenceOf(modei,j,m)⇒ PresenceOf(parti,j,k,m) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},
∀m ∈Mi,j ,

∀k ∈ 1, . . . , pi,j,m (5.19)
NoOverlap(parti,j,k,m : ∀Oi,j ∈ Im, k ∈ 1, . . . , pi,j,m) ∀m ∈M (5.20)

La fonction objectif (5.13) consiste à minimiser le makespan. Les contrain-
tes (5.14) permettent de définir le makespan comme la fin de l’exécution de la
dernière opération. Les contraintes (5.15) garantissent que les opérations d’un même
travail seront traitées en respectant les contraintes de précédence sur les travaux.
Les contraintes (5.16) ont pour but d’ordonner les parties de chaque opération et
évitent ainsi des symétries. Les contraintes (5.17) et (5.19) permettent de faire le
lien entre les variables parti,j,k,m et modei,j,m. Avec les contraintes (5.19), si la va-
riable modei,j,m est présente, alors l’opération Oi,j est traitée sur le machine m

et l’ensemble des parties parti,j,k,m (1 ≤ k ≤ pi,j,m) doivent être présentes pour
assurer la totalité de la durée de traitement de l’opération. Dans ce même cas,
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les contraintes (5.17) assurent que l’intervalle représenté par la variable modei,j,m

s’étend sur l’ensemble des parties parti,j,k,m (c’est-à-dire commence avec parti,j,k,1
et termine avec parti,j,k,pi,j,m

). Les contraintes (5.18) utilisent la contrainte globale
Alternative qui garantit que chaque opération sera traitée par exactement une des
machines éligibles, c’est-à-dire qu’un seul modei,j,m est présent dans la solution
pour chaque opération Oi,j et que l’intervalle représenté par la variable taski,j com-
mence et se termine en même temps que ce mode. Avec les contraintes (5.20), les
contraintes de disjonction sur les machines sont assurées.

5.3 Décomposition de Benders basée sur la logique

Dans le chapitre 3, nous avons présenté un schéma de décomposition de Benders
basée sur la logique pour les problèmes de job-shop flexible. Nous proposons ici
d’appliquer cette méthode aux problèmes préemptifs.

Pour les résoudre, nous présentons d’abord un modèle de CP, puis nous décrivons
un algorithme de branch-and-bound qui trouve son origine dans [Ebadi 2013].

5.3.1 Programmation par contraintes

Ce modèle est similaire à celui proposé dans le paragraphe 5.2.2. Les variables
intervenant dans ce modèle sont les suivantes :

— taski,j : variable d’intervalle entre le début et la fin de l’opération Oi,j ,
— parti,j,k : variable d’intervalle de durée unitaire représentant le traitement

de la kième partie de l’opération Oi,j .
On note que les variables modei,j,m n’apparaissent pas dans ce sous-problème car
l’ensemble des affectations est déjà fixées par le problème maître. De même, les
variables parti,j,k ne sont pas indexées par m et ne sont pas optionnelles.

Le sous-problème est décrit comme suit :

min zh (5.21)
t.q. zh ≥ taski,ni .end ∀i ∈ J (5.22)

EndBeforeStart(taski,j , taski,j+1) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}
(5.23)

EndBeforeStart(parti,j,k, parti,j,k+1) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},
∀k ∈ 1, . . . , ph

i,j − 1
(5.24)

Span(taski,j , parti,j,k : ∀k ∈ 1, . . . , ph
i,j) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

(5.25)
NoOverlap(parti,j,k : ∀Oi,j ∈ Ph

m, ∀k ∈ 1, . . . , ph
i,j) ∀m ∈M (5.26)

où ph
i,j =

∑
m∈Mi,j

pi,j,mx
h
i,j,m.
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5.3.2 Algorithme de branch-and-bound

Ebadi et Moslehi ont développé un algorithme de branch-and-bound pour le
problème de job-shop préemptif [Ebadi 2013]. Cette méthode peut donc être utilisée
pour la résolution du sous-problème.

Pour cette méthode, chaque opération Oi,j est divisée en sous-opérations de du-
rée unitaire {Oi,j,1, . . ., Oi,j,pi,j }. Pour présenter les principes clés de l’algorithme,
nous utilisons les notations supplémentaires suivantes :

α niveau actuel dans l’arbre de recherche,
σα ordonnancement partiel au niveau α,
Vα ensemble des opérations de durée unitaire disponibles selon σα,
ESi,j,k date de disponibilité de l’opération Oi,j,k,
ESα plus petite date de disponibilité des opérations de Vα,

ESα = minOi,j,k∈Vα ESi,j,k,
mα machine sélectionnée au niveau α,
V ′

α sous-ensemble des opérations de Vα traitées par la machine mα et
disponibles à la date ESα,

Mi,j machine traitant l’opération Oi,j .

Les auteurs ont montré que l’ensemble des ordonnancements sans délai pour
lesquels les séquences sur chaque machine suivent la règle de Jackson préemptive
(preemptive EDD) est dominant. Les deux règles de dominance suivantes en sont
déduites :

Règle de dominance 1 Quand une opération de durée unitaire Oi,j,k ∈ V ′
α est sé-

lectionnée et ajoutée à l’ordonnancement partiel σα, alors la totalité de l’opération
Oi,j doit être traitée avant le début de n’importe quelle opération de durée unitaire
de l’ensemble V ′

α \{Oi,j,k}. Ainsi, une relation de précédence est ajoutée entre l’opé-
ration Oi,j et l’ensemble des opérations de durée unitaire de V ′

α \ {Oi,j,k}.

La seconde règle de dominance permet de calculer une borne inférieure sur la
durée pendant laquelle une opération peut être traitée sans préemption. Cette règle
est basée sur le principe selon lequel une interruption ne peut avoir lieu que lorsque
qu’une nouvelle opération devient disponible.

Règle de dominance 2 Quand une opération de durée unitaire Oi,j,k ∈ V ′
α est

sélectionnée et ajoutée à l’ordonnancement partiel σα, le temps pendant lequel le
traitement de l’opération Oi,j peut se poursuivre sans préemption est supérieur à
X, avec

X = min(pi,j − k + 1, min
i′∈J \{i}

(x(i′)) (5.27)

et x(i′) une borne inférieure du temps pendant lequel le travail i′ ne peut pas inter-
rompre le traitement de l’opération Oi,j. La valeur de x(i′) peut être obtenue comme
suit.
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Soit Oi′,j′,k′ ∈ Vα la prochaine opération de durée unitaire disponible du travail
i′.
• Si Mi′,j′ = mα, alors :

x(i′) =


+∞ s’il existe une relation de précédence entre Oi,j

et Oi′,j′,k′ induite par la règle de dominance 1,

ESi′,j′,k′ − ESα sinon.
(5.28)

• Si Mi′,j′ ̸= mα, soit j′′ tel que Mi′,j′′ = mα, alors :

x(i′) =
{

(ESi′,j′,k′ − ESα) + (pi′,j′ − k′ + 1) +
∑

j′<j′′′<j′′ pi′,j′′′ si j′ < j′′,

+∞ sinon.
(5.29)

Notons que [Ebadi 2013] suppose que chaque travail visite chaque machine au
plus une fois (en ordonnancement d’atelier, cette hypothèse est connue sous le nom
de non recirculation). Cependant, cette hypothèse ne convient pas lorsqu’il s’agit
de résoudre un sous-problème du job-shop flexible. En effet, pendant la phase d’af-
fectation, rien n’empêche que deux opérations d’un même travail soient effectuées
sur la même machine (dans l’exemple 4 du chapitre 3, les opérations O2,1 et O2,3
du travail J2 sont affectées à la même machine M1). Par conséquent, nous avons
adapté la règle de dominance 2 à notre problème spécifique. Pour cela, il suffit de
redéfinir j′′ utilisé dans l’équation (5.29) comme suit :

j′′ =


min({j′′′ ∈ [1, ni] | j′′′ > j′, Mi′,j′′′ = mα}) si {j′′′ ∈ [1, ni] | j′′′ > j′,

Mi′,j′′′ = mα} ≠ ∅,

0 sinon.
(5.30)

La recirculation des opérations sur les machines n’affecte pas la règle de domi-
nance 1, qui reste donc valable pour notre problème sans aucune modification.

L’algorithme 2 décrit la procédure incluant ces règles. Il commence au niveau
α = 0 avec un ordonnancement vide σ0 = {}, l’ensemble V0 des opérations de durée
unitaire disponibles est formé avec la première opération de durée unitaire de chaque
travail. À chaque itération α, la machine mα qui traite l’opération de durée unitaire
dont la date de disponibilité est la plus précoce ESα (ou l’une de ces machines, s’il
y en a plusieurs) est sélectionnée par la fonction SelectionnerUneMachineParmi().
L’ensemble des opérations de durée unitaire disponibles pour être traitées à ESα

sur la machine mα est désigné par V ′
α. Pour chaque opération dans V ′

α, un nouveau
nœud est créé représentant un sous-ensemble de solutions avec un arc disjonctif entre
la dernière opération de durée unitaire Oi,j,pi,j de l’opération Oi,j et l’ensemble des
autres opérations de durée unitaire dans V ′

α (règle de dominance 1), la date de
disponibilité de ces opérations est mise à jour. Une limite inférieure X du temps
pendant lequel le traitement de l’opération Oi,j peut se poursuivre sans préemption
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Algorithme 2 Algorithme de branch-and-bound pour le problème de job-shop
flexible préemptif [Ebadi 2013]
Initialisation :

1: α← 0, σα ← {}, V0 ← {Oi,1,1 | i ∈ J }, BS ← +∞
2: pour tout i ∈ J faire
3: ESi,0,0 ← 0

Étape 1 Sélection de la machine et de la date de début :
4: ESα ← min({ESi,j,k | i ∈ J , Oi,j,k ∈ Vα})
5: mα ← SelectionnerUneMachineParmi({m ∈ M|∃Oi,j,k ∈ Vα, mi,j =
m, ESi,j,k = ESα})

6: V ′
α ← {Oi,j,k ∈ Vα |Mi,j,k = mα, ESi,j,k = ESα}

Étape 2 Branchement :
7: pour tout Oi,j,k ∈ V ′

α faire
8: pour tout Oi′,j′,k′ ∈ V ′

α \ {Oi,j,k} faire
9: Oi′,j′,k′ débute après la fin de Oi,j ; ▷ Règle de dominance 1

10: ESi′,j′,k′ ← ESi,j,k + pi,j − k + 1
11: X ← min(pi,j − k + 1,mini′∈J \{i}(x(i′)) ; ▷ Règle de dominance 2
12: σα+1 ← σα ∪ {Oi,j,k, . . . , Oi,j,k+X−1}
13: Vα+1 ← (Vα \ {Oi,j,k})
14: si X < pi,j − k + 1 alors
15: Vα+1 ← Vα+1 ∪ {Oi,j,k+X}
16: ESi,j,k+X ← ESi,j,k +X
17: sinon
18: si j < ni alors
19: Vα+1 ← Vα+1 ∪ {Oi,j+1,0}
20: ESi,j+1,0 ← ESi,j,k +X
21: si Vα+1 = {} alors
22: BS ← maxi′∈J (ESi′,n′

i,pi′,n′
i

+ 1)
23: sinon
24: BI ← CalculerBorneInférieure()
25: si BI < BS alors
26: α← α+ 1
27: Retour à Étape 1 ;
28: Retourner BS
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est calculée (règle de dominance 2). L’opération Oi,j,k et les (X − 1) opérations de
durée unitaire suivantes sont ordonnancées à partir de ESα sur la machine mα.
L’ensemble des opérations de durée unitaire disponibles est mis à jour ; s’il est vide,
une solution admissible du problème a été trouvé et la borne supérieure est mise à
jour ; sinon, une borne inférieure BI de l’ordonnancement partiel est calculée pour
évaluer ce nouveau nœud. Si BI est supérieure à la valeur de la fonction objectif de
la meilleure solution obtenue jusqu’à présent, le nœud est abandonné et on passe
à l’opération de durée unitaire de V ′

α suivante. Dans le cas contraire, l’algorithme
passe au niveau suivant.

5.4 Expérimentations numériques

Dans ce paragraphe, nous examinons les performances des différentes approches
présentées dans ce chapitre pour la résolution du problème de job-shop flexible
préemptif. Pour ce faire, nous utilisons les instances classiques de job-shop flexible
présentées dans le paragraphe 1.4.3, dans les conditions expérimentales exposées
dans le paragraphe 4.4.

Les performances des différentes méthodes sont évaluées en termes d’écart d’op-
timalité, de nombre de solutions optimales trouvées, de nombre de meilleures solu-
tions trouvées et de déviation par rapport à la meilleure solution connue.

Les résultats sont présentés en moyenne, par jeu d’instances afin de refléter
synthétiquement les performances des différentes méthodes testées sur une grande
variété de problèmes.

Dans un premier temps, nous évaluons les performances de l’algorithme de dé-
composition 1, appliqué au problème préemptif. Nous considérons dans un second
temps la résolution à l’aide du modèle de PPC présenté dans le paragraphe 5.2.2
afin de comparer ces deux méthodes.

5.4.1 Analyse des méthodes de décomposition de Benders basée
sur la logique

Nous considérons deux méthodes de décomposition de Benders basée sur la
logique, notées LBBDP P C et LBBDB&B, utilisant le schéma de décomposition
présenté dans le chapitre 3. Dans la méthode LBBDP P C , le sous-problème est
résolu à l’aide du modèle de PPC présenté dans le paragraphe 5.3.1. Dans la méthode
LBBDB&B, il est résolu à l’aide de l’algorithme de branch-and-bound présenté dans
le paragraphe 5.3.2.

Dans le tableau 5.1, nous indiquons, pour ces deux méthodes, la proportion du
temps passé à résoudre les sous-problèmes ("SP(%)"), le nombre moyen de sous-
problèmes résolus ("#SP"), et le temps moyen passé à résoudre un sous-problème
("temps/SP" en secondes) pour chaque jeu d’instances étudié.

Il est intéressant de noter que le temps moyen consacré à la résolution des sous-
problèmes est considérablement plus faible pour la méthode LBBDB&B que pour la
méthode LBBDP P C . Cela confirme l’efficacité de l’algorithme de branch-and-bound
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Jeu LBBDP P C LBBDB&B

d’instances SP(%) #SP temps/SP (s) SP(%) #SP temps/SP (s)
BrandimarteMk 99.99 31 45.7 99.91 200 6.3

HurinkEdata 100 2 1497.8 100 54 41.1
HurinkRdata 100 8 432.2 82.99 6031 0.4
HurinkVdata 99.72 2 1075.3 51.89 4986 0.3

DPpaulli 100 1 3600 100 1 3600
ChambersBarnes 100 1 3600 100 4 840

Kacem 16.67 46 0.1 0 16 0
Fattahi 100 14 109.2 0.1 2654 0.1

Tableau 5.1 – Performances des méthodes de décomposition pour chaque jeu
d’instances

pour résoudre le sous-problème de job-shop préemptif. D’autre part, l’efficacité de
la méthode LBBDB&B se traduit par un plus grand nombre d’itérations avant
d’atteindre la limite de temps fixée. Ce qui, nous le verrons par la suite, permet à
cette méthode d’obtenir de bons résultats en termes de résolution à l’optimum et
de qualité des solutions obtenues.

Nous remarquons également que pour tous les jeux d’instances, à l’exception des
plus faciles (Kacem et Fattahi), la quasi-totalité du temps de calcul est consacrée à
la résolution des sous-problèmes. Enfin, nous observons que pour les instances les
plus compliquées (DPpaulli et ChambersBarnes), très peu de sous-problèmes sont
considérés (un seul dans la plupart des cas), ce qui signifie que, quelle que soit la
méthode utilisée, la limite de temps imposée d’une heure n’est pas suffisante pour
résoudre ces sous-problèmes de manière optimale.

5.4.2 Comparaison des méthodes

Nous étudions également la résolution du problème de job-shop flexible préemp-
tif à l’aide du modèle de PPC présenté dans le paragraphe 5.2.2. Nous désignons
cette méthode par PPC. Afin de garantir une comparaison équitable, nous propo-
sons également une variante de cette méthode, notée warm_PPC. Cette variante
utilise une solution obtenue à l’aide de l’Heuristique 1 décrite dans le paragraphe
3.5, comme point de départ de la recherche.

Les figures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 offrent une visualisation graphique des indicateurs
de performance.

La figure 5.2 présente les écarts d’optimalité moyens pour chaque méthode. Nous
observons que les méthodes de décomposition proposées sont plus performantes que
les modèles de PPC pour chaque jeu d’instances. Globalement, si nous considérons
l’ensemble des 276 instances, la méthode PPC atteint en moyenne un écart d’opti-
malité de 23% (22% pour warm_PPC) en comparaison avec un écart de 10% pour
la méthode LBBDP P C et 6% pour la méthode LBBDB&B.
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Figure 5.2 – Écarts d’optimalité moyens en fonction du jeu d’instances

La figure 5.3 illustre la proportion de solutions optimales trouvées pour chaque
jeu d’instances. Dans l’ensemble, LBBDB&B est capable de résoudre à l’optimalité
un plus grand nombre d’instances dans le temps alloué, à savoir 103 contre 52
pour LBBDP P C , 36 pour PPC et 41 pour warm_PPC. Il convient de souligner
qu’aucune des méthodes étudiées ne parvient à résoudre ne serait-ce qu’une instance
pour les jeux d’instances DPpaulli et ChambersBarnes.
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Figure 5.3 – Proportion de solutions optimales pour chaque jeu d’instances

La figure 5.4 décrit la proportion de meilleures solutions trouvées parmi les mé-
thodes étudiées. Contrairement à l’écart d’optimalité, la méthode LBBDP P C (avec
60 meilleures solutions trouvées sur toutes les instances) ne domine pas clairement
PPC (avec 53 meilleures solutions) et obtient même de moins bons résultats que
warm_PPC (avec 95 meilleures solutions), pour cet indicateur. Cependant, la mé-
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thode LBBDB&B demeure plus performante que ces méthodes (avec 197 meilleures
solutions) et trouve la meilleure solution pour au moins la moitié des instances de
chaque jeu d’instances. Si nous nous concentrons sur les ensembles de données Hu-
rinkEdata, HurinkRdata et HurinkVdata, nous remarquons que la proportion des
meilleures solutions obtenues par la méthode LBBDB&B diminue à mesure que la
flexibilité des instances augmente, à l’avantage de la méthode warm_PPC.
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Figure 5.4 – Proportion de meilleures solutions trouvées pour chaque jeu d’ins-
tances

L’écart relatif à la meilleure solution est illustré par la figure 5.5. Elle montre que
LBBDB&B obtient, en moyenne et pour chaque jeu d’instances, des solutions de
bonne qualité. En effet, l’écart relatif moyen des solutions de cette méthode n’excède
pas 2% pour aucun des jeux d’instances. Pour les autres méthodes, la qualité des
solutions obtenues est très variable en fonction du jeu d’instances étudié.

Sur la base de ces résultats, on en déduit que la décomposition proposée dans le
chapitre 3 est bien adaptée au problème de job-shop flexible préemptif. En particu-
lier, la méthode LBBDB&B domine le modèle de PPC présenté. Pour l’ensemble des
jeux d’instances et pour l’ensemble des indicateurs étudiés, elle obtient de meilleurs
résultats.

Bien que la méthode LBBDB&B atteigne de meilleures performances, nous re-
marquons une grande variabilité des résultats en fonction des jeux d’instances. Nous
proposons donc de nous concentrer sur les caractéristiques des instances pouvant
influencer les performances de différentes méthodes.

En particulier, la figure 5.6 nous permet d’étudier l’écart d’optimalité en fonc-
tion du nombre moyen d’opérations par machine. Chaque type de point (forme et
couleur) représente une méthode de résolution et chaque point de ce graphique re-
présente une instance résolue par l’une de ces méthodes, avec en abscisse le nombre
moyen d’opérations par machine de l’instance, et en ordonnée l’écart d’optimalité
obtenu .
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Figure 5.5 – Écart relatif à la meilleure solution moyen pour chaque jeu d’instances

L’analyse de la figure 5.6 confirme ce que l’on peut voir dans la figure 5.2, à savoir
que les méthodes basées sur la décomposition permettent d’obtenir un meilleur écart
d’optimalité que les méthodes de PPC pures. De plus, bien que les données soient
assez dispersées en raison de la grande hétérogénéité des instances, l’observation
de la régression linéaire effectuée pour chaque méthode est très intéressante. En
effet, on constate que les problèmes deviennent plus difficiles à résoudre lorsque le
nombre d’opérations par machine augmente. Cependant, l’efficacité des méthodes
de décomposition est moins sensible à ce facteur que les méthodes CP.

Toutefois, pour certaines instances (75 sur 276), les méthodes basées sur la PPC
(warm_PPC et PPC) obtiennent de meilleures solutions réalisables que les mé-
thodes basées sur la méthode de décomposition (LBBDP P C et LBBDB&B). Afin
d’identifier les caractéristiques des instances pour lesquelles il est le plus approprié
d’appliquer une méthode de décomposition, nous utilisons une méthode de clas-
sification. Celle-ci est basée sur l’apprentissage de règles de décision, déduites à
partir des caractéristiques des données, pour construire un arbre de décision. Pour
cela, nous utilisons une bibliothèque gratuite d’apprentissage automatique appelée
"Scikit-Learn". Nous séparons les instances en trois classes :

Classe 1 : les instances pour lesquelles un meilleur résultat est obtenu avec la
méthode de décomposition,

Classe 2 : celles pour lesquelles un meilleur résultat est obtenue avec une mé-
thode de PPC,

Classe 3 : celles pour lesquelles le même meilleur résultat est obtenu par les
deux types de méthodes.

Pour chaque instance, nous considérons les paramètres tels que sa taille (nombre
de travaux, de machines et d’opérations), sa flexibilité (nombre de machines éligibles
par opération) et le temps de traitement moyen de ses opérations. Nous limitons
la profondeur maximale de l’arbre à 3 étages. L’arbre résultant est illustré dans
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la figure 5.7. Les nœuds de décision sont représentés par des rectangles, les nœuds
feuilles par des ellipses vertes dans lesquelles nous pouvons trouver le nombre d’ins-
tances appartenant à chaque classe respectant les conditions fixées par l’ensemble
des branches de décision parcourues sur le chemin depuis la racine.

L’arbre de décision représenté par la figure 5.7 nous montre que la caractéristique
la plus importante pour discriminer ces classes sont la flexibilité des opérations et
le nombre de machines. En effet, nous remarquons que pour toutes les instances
ayant une flexibilité moyenne supérieure à 4.403, les méthodes basées sur la PPC
obtiennent systématiquement la meilleure solution (c’est-à-dire une BS strictement
plus petite, pour 33 d’entre elles, ou la même meilleure solution que les méthodes
de décomposition, pour 12 autres). Pour les autres instances, celles ayant plus de
9 machines sont pour la plupart mieux résolues par les méthodes basées sur le
décomposition (88 instances ont une BS strictement plus petite avec une méthode
basée sur la décomposition, 3 avec une méthode basée sur la PPC et la même
meilleure solution avec les deux types de méthodes pour 24 d’entre elles). Enfin,
d’après nos expérimentations, les instances restantes ne peuvent pas être séparées
efficacement, même en augmentant la profondeur de l’arbre.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs méthodes exactes pour résoudre le
pFJSSP avec minimisation du makespan.
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Figure 5.7 – Arbre de décision de profondeur 3 classant les instances en fonction
du type de méthode permettant d’obtenir la meilleure solution possible en fonction
des caractéristiques

Nous modélisons la problème à l’aide de formulations directes basées sur la
PLNE et la PPC. Notre principale contribution est d’appliquer le modèle de décom-
position de Benders basée sur la logique présenté dans le chapitre 3 à ce problème.
Cette décomposition permet de résoudre le sous problème de pJSSP à l’aide d’un
algorithme de branch-and-bound dédié, issu de la littérature. Avec cette méthode,
la décomposition dépasse les formulations directes à la fois en termes d’écart d’op-
timalité et en termes de qualité des solutions trouvées.

Nous avons également étudié un autre critère, à savoir la minimisation de la
somme des dates de fin de tous les travaux. N’ayant pas obtenu de résultats probants
pour ce critère, nous n’avons pas inclus cette étude dans ce manuscrit. Cependant,
elle est accessible dans le rapport [Juvin 2023d]. Nous y avons reporté, en particulier,
les modifications nécessaires pour la relaxation du sous-problème dans le problème
maître, et pour la résolution du sous-problème ainsi que les résultats expérimentaux
obtenus.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons nos contributions dans le cadre de la version
robuste du problème de job-shop. En particulier, nous supposons que les durées de
traitement des opérations sont soumises à une incertitude, relative à une mécon-
naissance ou une variabilité des durées de traitement ou à des pannes éventuelles de
machine. Plus précisément, l’ensemble d’incertitude est défini à l’aide d’un budget
d’incertitude introduit par [Bertsimas 2004]. Nous considérons alors un problème à
deux étapes. La première étape consiste à déterminer une séquence d’opérations sur
chaque machine. Cette étape est réalisée avant la révélation des aléas sur les durées
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de traitement. La seconde étape correspond au choix des dates de traitement des
opérations. On considère que cette étape peut être réalisée une fois que l’incertitude
est révélée, ce qui permet d’adapter la solution de second niveau à la réalisation du
scénario. L’objectif est donc de trouver une séquence de d’opérations et un makes-
pan minimal pour lesquels il existe des dates de début pour chaque scénario dans
l’ensemble d’incertitude considéré, respectant les contraintes de précédence et de
ressource. Une partie de ces travaux ont fait l’objet de la publication [Juvin 2023e].

6.2 Définition du problème

On note Σ l’ensemble des solutions de premier niveau réalisables et σ = (σ1, . . . ,

σ|M|) un élément de cet ensemble avec σm une séquence d’opérations sur la machine
m ∈M. On note Oi,j ≺σ Oi′,j′ une relation de précédence induite par σ, qui signifie
que l’opération Oi,j termine avant le début de l’opération Oi′,j′ dans la séquence σ.

Soit τ = (tσi,j(ξ)|i ∈ J , j ∈ {1, . . . , ni}) un vecteur tel que tσi,j(ξ) ∈ R est un réel
désignant la date de début de l’opération Oi,j , sous la séquence σ, dans le scénario
ξ, alors le problème peut être défini comme suit :

min
σ∈Σ,Cmax∈R

max
ξ∈U

min
τ∈Rn

Cmax (6.1)

t.q.

Cmax ≥ tσi,ni
(ξ) + pi,ni(ξ) ∀i ∈ J (6.2)

tσi,j+1(ξ) ≥ tσi,j(ξ) + pi,j(ξ) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1} (6.3)
tσi′,j′(ξ) ≥ tσi,j(ξ) + pi,j(ξ) ∀(Oi,j , Oi′,j′) ∈ σ2

m, t.q. Oi,j ≺σ Oi′,j′ , ∀m ∈M
(6.4)

L’objectif (6.1) est de trouver une séquence d’opération σ minimisant le makes-
pan dans le scénario pire cas, en considérant que les dates de traitement peuvent
s’adapter au scénario. Les contraintes (6.2) définissent le makespan. Les contraintes (6.3)
sont les contraintes de précédence entre deux opérations successives d’un même tra-
vail. Les contraintes (6.4) sont les contraintes disjonctives sur les machines.

Exemple 11 Considérons une instance de job-shop robuste avec 3 travaux et 2
machines. Les intervalles [p̄i,j , p̄i,j + p̂i,j] des temps de traitement pi,j des opérations
Oi,j, ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}, sont donnés dans le tableau 6.1.

Une solution optimale est obtenue avec la séquence σ1, qui consiste à ordonnan-
cer, dans cet ordre, les opérations O2,1, puis O3,1 et O1,2 sur la machine M1, et les
opérations O1,1, O2,2 et O3,2 sur la machine M2 (figure 6.1). La figure 6.1a illustre
cette solution lorsque tous les temps de traitement prennent leur valeur nominale.
Le makespan est alors de 23.

En considérant un budget d’incertitude Γ = 2, le pire cas pour cette solution
est rencontré lorsque les temps de traitement des opérations O2,1 et O3,2 dévient de
leur durée nominale et prennent leur plus grande valeur. La figure 6.1b montre le
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M1 M2
O1,1 [7,12]

J1 O1,2 [5,9]
O2,1 [3,8]

J2 O2,2 [4,6]
O3,1 [10,11]

J3 O3,2 [10,12]

Tableau 6.1 – Exemple numérique d’une instance de job-shop avec durées de
traitement incertaines
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O2,1 O3,1 O1,2

O1,1 O2,2 O3,2

M1

M2

(a) Temps de traitement nominaux, makespan = 23

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

O2,1 O3,1 O1,2

O1,1 O2,2 O3,2

M1

M2

(b) Scénario pire cas pour Γ = 2, makespan = 30

Figure 6.1 – Diagrammes de Gantt pour l’exemple 11 et la séquence σ1

diagramme de Gantt dans ce cas. La valeur de la fonction objectif de cette solution
pour un budget d’incertitude Γ = 2 atteint 30.

Une autre solution possible consiste à considérer la séquence σ2 qui ordonne les
opérations O3,1, O2,1 puis O1,2 sur la machine M1 et les opérations O1,1, O3,2 et
O2,2 sur la machine M2 (figure 6.2). La figure 6.2a représente cette solution lorsque
tous les temps de traitement prennent leur valeur nominale. Le makespan est de 24.

En considérant un budget d’incertitude Γ = 2, le pire cas pour cette solution est
rencontré lorsque les temps de traitement des opérations O1,1 et O3,2 dévient. La
figure 6.2b illustre ce cas. Le makespan est maintenant égal à 28, cette solution a
donc un meilleur makespan dans le pire des cas pour un budget d’incertitude Γ = 2.

Cet exemple simple montre l’utilité de mettre en oeuvre une solution robuste
lorsque les paramètres du problème ne sont pas totalement identifiés et de ne pas se
contenter de la meilleure (ou d’une bonne) solution dans le cas déterministe.

6.3 Évaluation d’un scénario pire cas

Dans ce paragraphe, on suppose qu’une solution de premier niveau σ est fixée.
Étant donné un budget d’incertitude Γ, l’objectif de l’évaluation du scénario pire
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Figure 6.2 – Diagrammes de Gantt pour l’exemple 11 et la séquence σ2

cas est d’identifier le scénario, avec au plus Γ opérations dont la durée dévie, qui
conduit au plus grand makespan possible :

max
ξ∈U

min
ti,j

Cmax (6.5)

Pour une séquence σ et un scénario ξ fixés, il est évident qu’il est optimal de
débuter une opération dès que possible (c’est-à-dire à la plus grande date de fin de
ses prédécesseurs si elle en a, à 0 sinon). L’objectif est donc de trouver le scénario
qui maximise le makespan, tout en contraignant les opérations à commencer au plus
tôt.

Nous proposons deux formulations mathématiques de ce problème basées res-
pectivement sur un modèle PLNE et un modèle PPC. Ensuite, nous montrons que
ce problème se rapporte à un problème de plus long chemin dans un graphe.

6.3.1 Formulations mathématiques

Un scénario est totalement défini par l’ensemble des opérations dont la durée
de traitement dévie, les variables de décision peuvent donc être définies comme :

ξi,j =
{

1 si la durée de l’opération Oi,j dévie
0 sinon. ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni}

et ti,j , la date de début de l’opération Oi,j , ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni}.
Le problème d’évaluation pire cas peut alors être décrit par le modèle mathéma-

tique suivant (où Ai,j représente l’ensemble des prédécesseurs immédiats de l’opé-
ration Oi,j) :

max Cmax (6.6)
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t.q. ∑
i∈J

∑
j∈{1,...,ni}

ξi,j ≤ Γ (6.7)

ti,1 = 0 ∀i ∈ J | Ai,0 = ∅ (6.8)
ti,j = max

Oi′,j′ ∈Ai,j

(ti′,j′ + p̄i′,j′ + ξi,′j′ p̂i′,j′) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (6.9)

Cmax = max
i∈J

(ti,ni + p̄i,ni + ξi,ni p̂i,ni) (6.10)

ξi,j ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (6.11)
ti,j ∈ R ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (6.12)

L’objectif est la maximisation du makespan (6.6). La contrainte (6.7) garantit
qu’au plus Γ opérations ont leur durée qui dévie. Les contraintes (6.8) et (6.9)
contraignent les opérations à commencer à la plus grande date de fin de leurs
prédécesseurs ; à 0 pour les opérations sans prédécesseur (contraintes (6.8)). Les
contraintes (6.10) définissent le makespan (plus grande date de fin des travaux).
Enfin les contraintes (6.11) et (6.12) définissent le domaine de définitions des va-
riables du problème.

6.3.1.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans ce paragraphe, nous proposons de linéariser le modèle précédent en sup-
primant les fonctions max des contraintes. Pour cela, nous introduisons les variables
binaires suivantes :

yi,j,i′,j′ =
{

1 si l’opération Oi,j débute exactement à la fin de l’opération Oi′,j′

0 sinon

et
zi =

{
1 si le travail i termine avec la fin de l’ordonnancement
0 sinon.

Les contraintes (6.9) sont remplacées par les contraintes :

ti,j−(ti′,j′+p̄i′,j′+ξi,′j′ p̂i′,j′) ≤ H(1−yi,j,i′,j′) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},∀Oi′,j′ ∈ Ai,j

(6.13)
et ∑

(i′,j′)∈Ai,j

yi,j,i′,j′ ≥ 1 ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni} | Ai,j ̸= ∅ (6.14)

Pour deux opérations fixées Oi,j et Oi′,j′ telles que Oi′,j′ ∈ Ai,j :
— si yi,j,i′,j′ = 0, alors le membre de droite de l’inéquation (6.13) est égal à H

et la contrainte est inactive.
— si yi,j,i′,j′ = 1, alors la contrainte (6.13) force l’opération Oi,j à débuter au

plus tard à la fin de l’opération Oi′,j′ .
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Les contraintes (6.14) assurent que chaque opération Oi,j (avec au moins un prédé-
cesseur Ai,j ̸= ∅) débute quand l’un de ses prédécesseurs termine.

Sur le même principe, les contraintes (6.10) sont remplacées par les contraintes
suivantes :

Cmax − (ti,ni + p̄i,ni + ξi,ni p̂i,ni) ≤ H(1− zi) ∀i ∈ J (6.15)

et ∑
i∈J

zi ≥ 1 (6.16)

6.3.1.2 Programmation par contraintes

Le modèle de PPC que nous proposons ici est défini à l’aide de variables d’inter-
valle optionnelles, présentes dans la solution seulement si la durée de l’opération à
laquelle elles sont associées dévie dans le scénario pire cas. Les variables de décision
du problème sont les suivantes :

— taski,j : variable d’intervalle associée à l’opération Oi,j de durée p̄i,j,m ;
— devi,j : variable d’intervalle optionnelle de durée p̂i,j,m, présente si l’opération

Oi,j dévie.
Ainsi, dans une solution, la période de traitement d’une opération Oi,j sera

représentée par l’union des intervalles taski,j et devi,j .

maxCmax (6.17)

t.q.

taski,1.debut = 0 ∀i ∈ J | Ai,1 = ∅

(6.18)
taski,j .debut = max

Oi′,j′ ∈Ai,j

({taski′,j′ .fin} ∪ {devi′,j′ .fin}) ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni}

(6.19)
StartAtEnd(devi,j , taski,j) ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni}

(6.20)∑
i∈J

∑
j∈{1,...,ni

}PresenceOf(devi,j) = Γ (6.21)

Cmax = max
i∈J

({taski,ni .fin} ∪ {devi,ni .fin}) (6.22)

L’objectif est la maximisation du makespan (6.17). La contrainte (6.21) garantit
que la durée d’au plus Γ opérations dévie de sa valeur nominale. Les contraintes (6.18)
et (6.19) contraignent les opérations à débuter au plus tôt, compte tenu des sé-
quences sur les machines et des contraintes de précédence. Les contraintes (6.20)
garantissent que, si une variable d’intervalle devi,j est présente, alors elle débute à
la fin de l’intervalle taski,j . Ainsi, le traitement de l’opération Oi,j s’étend sur une
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durée égale à sa durée maximale et sans interruption. Enfin, les contraintes (6.22)
expriment le makespan comme la plus grande date de fin des travaux.

6.3.2 Problème de plus long chemin dans un graphe

Le problème d’évaluation pire cas peut être vu comme l’évaluation du plus long
chemin dans un graphe. Une solution équivalente à celle proposée ici est présen-
tée dans [Bruni 2017] dans le cadre du problème d’ordonnancement de projet sous
contraintes de ressources robuste.

Une solution de premier niveau peut être représentée par un graphe G = (N ,A)
dans lequel les nœuds N représentent les opérations du problème ainsi que deux
tâches fictives debut et fin. Les arcs A représentent les relations de précédence
(dans le cadre du problème de job-shop, il s’agit à la fois des précédences sur les
travaux définies par le problème et celles induites par les séquences fixées par la
solution de premier niveau).

Exemple 12 Considérons à nouveau l’instance présentée dans l’exemple 11 avec le
même ordonnancement que celui représenté sur la figure 6.2. La figure 6.3 illustre
le graphe conjonctif G représentant cette solution. Les opérations O3,1, puis O2,1
et O1,2 sont exécutes sur la machine M1 (en bleu), et les opérations O1,1, O3,2 et
O2,2 sur la machine M2 (en rouge), dans cet ordre. Les arcs noirs représentent des
contraintes de précédence.

début

O1,1 O1,2

O2,1 O2,2

O3,1 O3,2

fin

7

p̄3,1

7

5

3 4

10

10
10

3

Figure 6.3 – Exemple 11 : graphe conjonctif G

À partir d’un graphe G et étant donné un budget d’incertitude Γ, il est possible
de créer le graphe G′ = (N ′,A′). Dans ce but, pour chaque nœud u dans N , on crée
Γ + 1 nœuds {uγ} dans N ′ avec γ ∈ {0, . . . ,Γ}. Le nœud uγ représente l’ opération
u après au plus γ déviations. Pour chaque arc (u, v) ∈ A du nœud u au nœud v, on
crée 2× Γ + 1 arcs, à savoir : Γ + 1 arcs, de uγ vers vγ de valuation coutuγ ,vγ = p̄u,
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correspondant à la durée nominale de l’opération notée u, ∀γ ∈ {0, . . . ,Γ}, et Γ
arcs, du nœud uγ au nœud vγ+1 de valuation p̄u + p̂u, correspondant à la durée
nominale de l’opération notée u, ∀γ ∈ {0, . . . ,Γ− 1}. Ainsi, tout chemin du nœud
source debut à un nœud quelconque uγ ∈ N ′ \ {debut, fin} passera par au plus
γ arcs de valuation déviée et trouver un plus long chemin dans le graphe G′ est
équivalent à déterminer le scénario pire cas.

Exemple 13 À partir du graphe G représenté par la figure 6.3 et en considérant
un budget d’incertitude Γ = 2 et les données de l’exemple 11, nous construisons le
graphe G′ de la figure 6.4.

Notons que si dans G l’ensemble des chemins du nœud debut au nœud représen-
tant une opération Oi,j passent par au plus λ nœuds, seules λ déviations peuvent se
produire avant elle. Ainsi, les nœuds des opérations sans prédécesseur, O1,1 et O3,1,
ne sont pas dupliqués, et les nœuds des opérations avec au plus un seul prédéces-
seur, par chemin, depuis le nœud debut, O2,1 et O3,2, ne sont dupliqués qu’en deux
exemplaires (aucune déviation ou une seule déviation).

début
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O0
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1,2
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Figure 6.4 – Exemple 11 : graphe augmenté G′ avec un niveau par nombre de
déviations possibles, pour Γ = 2

L’un des plus longs chemins de ce graphe G′ (d’autres chemins de même longueur
existent), du nœud “debut" au nœud “fin", est le chemin passant par les nœuds O0

1,1,
O1

3,2 et O2
2,2, d’une longueur de 28. De ce chemin, on peut déduire un scénario parmi

les plus défavorables, pour cet ordonnancement et à ce budget d’incertitude Γ = 2.
En effet, ce chemin est composée de deux arcs de longueur déviée, ce qui signifie
que les opérations associées à ces arcs (O1,1 et O3,2) sont celles dont le temps de
traitement dévie dans un des scénarios pire cas. La représentation de cette solution
sous forme de diagramme de Gantt correspond exactement à la figure 6.2b.
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Le graphe G′ ainsi construit possède |N ′| ≤ (Γ + 1)n+ 2 ≤ (n+ 1)n+ 2 nœuds
et |A′| ≤ 4|N ′| arcs.

6.3.2.1 Algorithme de programmation dynamique

Il est ainsi possible de déterminer le scénario le plus défavorable, pour tout
budget d’incertitude Γ ≤ n et pour un ordonnancement donné en calculant le
chemin le plus long dans un graphe orienté et acyclique avec au plus n2 + n + 2
nœuds. Or, il existe un algorithme de programmation dynamique de complexité
linéaire en nombre de nœuds, pour trouver un plus long chemin dans un graphe
orienté acyclique [Katriel 2005]. Le problème d’évaluation d’un scénario pire cas
peut donc être résolu à l’optimum avec une complexité de O(n2).

6.3.2.2 Programmation linéaire en nombres entiers

Il est aussi possible de reformuler le problème de plus long chemin dans un
graphe à l’aide d’un modèle de programmation linéaire en nombres entiers. Pour
cela, nous introduisons les variables binaires suivantes :

yu,v =
{

1 si le chemin sélectionné passe par l’arc (u, v) ;
0 sinon.

Le modèle est le suivant :

max
∑

(u,v)∈A′

yu,vcoûtu,v (6.23)

t.q. ∑
u∈N ′\{debut,fin}

ydebut,u = 1 (6.24)

∑
u∈N ′\{debut,fin}

yu,fin = 1 (6.25)

∑
(u,v)∈A′

yu,v −
∑

(v,u)∈A′

yv,u = 0 ∀u ∈ N ′ \ {debut, fin} (6.26)

yu,v ∈ {0, 1} ∀(u, v) ∈ A′ (6.27)

L’objectif (6.23) est la maximisation de la longueur du chemin. La contrainte (6.24)
garantit que le nœud source debut a exactement un successeur sur le chemin. La
contrainte (6.25) oblige le nœud de destination fin à être le successeur d’exacte-
ment un nœud. Les contraintes (6.26) assurent la conservation du flux sur le chemin.
Enfin, les contraintes (6.27) définissent le domaine de définition des variables.

La relaxation linéaire de (6.23- 6.27) est entière, et l’optimum peut aussi être
calculé à travers la formulation duale. Ainsi, le problème du plus long chemin dans
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le graphe G′ peut être obtenu à l’aide du modèle suivant :

minCfin + Cdebut (6.28)

Cu − Cv ≥ coûtu,v ∀(u, v) ∈ A′ (6.29)
Cu ≥ 0 ∀u ∈ N ′ (6.30)

où la variable duale Cu représentent la longueur du chemin le plus long entre le
nœud debut et le nœud u ∈ N ′.
L’interprétation du modèle (6.28-6.30) est la suivante. L’objectif (6.28) est la mi-
nimisation de la longueur du plus long chemin entre les nœuds debut et fin. Les
contraintes (6.29) garantissent que la longueur du plus long chemin Cv vers un
nœud donné v est au moins aussi grande que celle de chacun de ses prédécesseurs
(u ∈ N ′|(u, v) ∈ A′) augmenté de la longueur coûtu,v de l’arc (u, v). Enfin, les
contraintes (6.30) définissent le domaine des variables.

Soit Oi,j l’opération notée u après γ déviations, Cu = Cγ
i,j . Les contraintes (6.29)

peuvent être remplacées par :

Cγ
i,j+1 ≥ C

γ
i,j + p̄i,j+1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}, ∀γ ∈ {0, . . .Γ}

(6.31)
Cγ+1

i,j+1 ≥ C
γ
i,j + p̄i,j+1 + p̂i,j+1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}, ∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1}

(6.32)
Cγ

i′,j′ ≥ Cγ
i,j + p̄i′,j′ ∀(Oi,j , Oi′,j′) ∈ σ2

m, t.q. Oi,j ≺σ Oi′,j′ ,

∀m ∈M,∀γ ∈ {0, . . .Γ} (6.33)
Cγ+1

i′,j′ ≥ Cγ
i,j + p̄i′,j′ + p̂i′,j′ ∀(Oi,j , Oi′,j′) ∈ σ2

m, t.q. Oi,j ≺σ Oi′,j′ ,

∀m ∈M,∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.34)

6.4 Formulations directes

Dans ce paragraphe, nous présentons deux types d’approches directes pour ré-
soudre le problème de job-shop robuste, par opposition aux méthodes de décompo-
sition présentées dans le paragraphe 6.5. Le premier type d’approche repose sur une
formulation étendue du problème, dans laquelle les variables et les contraintes du
second niveau sont dupliquées pour chaque scénario considéré, on note alors que le
nombre de scénarios augmente de manière exponentielle avec la taille du problème.
Le deuxième type d’approche est basé sur une formulation compacte du problème,
dont le nombre de variables et de contraintes croît de manière polynomiale par
rapport à la taille du problème.
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6.4.1 Modèles étendus

Nous présentons ici deux formulations étendues du problème de JSSP robuste,
l’une basée sur la PLNE, l’autre sur la PPC.

Dans ces formulations, l’ensemble des scénarios considérés est noté S. Afin de
trouver une solution robuste, il convient de tenir compte de tous les scénarios de
l’ensemble d’incertitude S = U . Il est cependant possible de considérer seulement
un sous-ensemble plus restreint S ⊂ U . Dans ce cas, les formulations obtenues sont
des relaxations du problème robuste et permettent d’obtenir une borne inférieure
sur la valeur optimale du problème robuste.

6.4.1.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Le modèle suivant est basée sur une formulation disjonctive. Il est inspiré du
modèle présenté par Manne [Manne 1960] pour le problème de job-shop détermi-
niste. On note Im l’ensemble des opérations traitées par la machine m ∈ M. Les
variables de décision de premier niveau concernent la position relative de deux opé-
rations traitées par une même machine :

yi,j,i′,j′ =
{

1 si Oi,j exécutée avant Oi′,j′ ;
0 sinon ∀m ∈M, ∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m

Les dates de début ti,j(ξ) ∈ R+ de l’opération Oi,j dans le scénario ξ sont les
variables de second niveau. La formulation du modèle est la suivante :

minCmax (6.35)

t.q.

Cmax ≥ ti,ni(ξ) + pi,ni(ξ) ∀i ∈ J , ∀ξ ∈ S (6.36)
ti,j+1(ξ) ≥ ti,j(ξ) + pi,j(ξ) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1},∀ξ ∈ S

(6.37)
ti,j(ξ) ≥ ti′,j′(ξ) + pi′,j′(ξ)− yi,j,i′,j′H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m,∀ξ ∈ S
(6.38)

ti′,j′(ξ) ≥ ti,j(ξ) + pi,j(ξ)− (1− yi,j,i′,j′)H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m,∀ξ ∈ S

(6.39)
yi,j,i′,j′ ∈ {0, 1} ∀(i, i′) ∈ J 2, ∀j ∈ {1, . . . , ni},

∀j′ ∈ {1, . . . , n′
i} (6.40)

ti,j(ξ) ≥ 0 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},∀ξ ∈ S
(6.41)

avec H une borne supérieure du makespan pire cas.
L’objectif (6.35) est la minimisation du makespan Cmax. Les contraintes (6.36)

permettent de calculer le plus grand makespan parmi tous les scénarios réalisables et
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donc de déterminer la solution optimale dans le pire des cas. Les contraintes (6.37)
garantissent les relations de précédence entre deux opérations consécutives d’un
même travail. Les contraintes (6.38) et (6.39) sont les contraintes disjonctives et
évitent le chevauchement des opérations ordonnancées sur la même machine. On
notera que les contraintes (6.37), (6.38) et (6.39) sont dupliquées pour chaque scé-
nario réalisable. Enfin, les contraintes (6.40) et (6.41) définissent le domaine des
variables.

6.4.1.2 Programmation par contraintes

Nous présentons également un modèle de PPC. Il s’inspire aussi d’un modèle
conçu pour le problème du job-shop déterministe proposé par IBM dans les exemples
de CPO [IBM 2022] et présenté dans le paragraphe 4.3.2.

Il implique les variables de décision suivantes :
— taski,j,ξ : variable d’intervalle entre le début et la fin de l’opération Oi,j dans

le scénario ξ ;
— seqsm,ξ : variable de séquence des tâches s’effectuant sur la machine m dans

le scénario ξ.
La formulation du modèle est la suivante :

minCmax (6.42)

t.q.

Cmax ≥ taski,ni,ξ.fin ∀i ∈ J , ∀ξ ∈ S (6.43)
EndBeforeStart(taski,j,ξ, taski,j+1,ξ) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1},∀ξ ∈ S

(6.44)
seqsm,ξ.Add(taski,j+1,ξ) ∀Oi,j ∈ Im,∀ξ ∈ S (6.45)

NoOverlap(seqsm,ξ) ∀m ∈M,∀ξ ∈ S (6.46)
SameSequence(seqsm,1, seqsm,ξ) ∀m ∈M,∀ξ ∈ S \ {1} (6.47)

Les contraintes (6.43) permettent de déterminer le makespan, qui est égal à la
fin de la dernière opération dans le pire des cas. Les contraintes (6.44) assurent
les relations de priorité entre deux opérations d’un même travail, dans chaque scé-
nario ξ dans S. Les contraintes (6.45) définissent les variables de séquence pour
chaque machine et chaque scénario. Les contraintes (6.46) garantissent que, dans
chaque scénario ξ ∈ S, chaque machine effectue au plus une opération à la fois. Les
contraintes (6.47) garantissent, pour une machine donnée m ∈M, que la séquence
σm est la même pour chaque scénario. Le premier scénario ξ = 1 est utilisé comme
référence, et la contrainte est dupliquée pour chaque scénario et chaque machine.

Dans les formulations étendues présentées dans ce paragraphe, on considère l’en-
semble des scénarios S = U . Il s’agit de l’ensemble des combinaisons possibles des
réalisations des paramètres incertains. Le nombre de scénarios croît donc de ma-
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nière exponentielle avec le nombre d’opérations, ce qui rend rapidement ces modèles
insolubles. Il est possible de construire un modèle équivalent avec un nombre po-
lynomial de contraintes et de variables. Ce modèle, connu sous le nom de modèle
compact, est présenté dans le paragraphe suivant.

6.4.2 Modèle compact

Dans le paragraphe 6.3.2, nous avons observé que le problème d’évaluation du
scénario pire cas peut être formulé comme un problème de minimisation, représenté
par les équations (6.28)–(6.30). En combinant ces équations avec les contraintes du
problème d’ordonnancement du job-shop, nous obtenons une formulation compacte
(introduite dans le paragraphe 2.3.2) pour le problème de job-shop robuste avec un
budget d’incertitude.

Le modèle compact, comme le modèle étendu, est inspiré du modèle disjonctif
proposé dans [Manne 1960] pour le problème de job-shop déterministe. Cependant
ici, les variables de second niveau ne sont pas dupliquées pour chaque scénario
possible. Au lieu de cela, nous introduisons les variables Cγ

i,j qui représentent la
date de fin de l’opération Oi,j dans le pire des cas, en tenant compte d’au plus
γ déviations. Ainsi, dans ce modèle, il y a Γ + 1 ≤ n + 1 variables de ce type
par opération Oi,j . Le nombre de contraintes et de variables croît donc de façon
polynomiale avec le nombre total d’opérations n.

minCmax (6.48)
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t.q.

Cmax ≥ CΓ
i,ni

∀i ∈ J (6.49)
Cγ

i,j+1 ≥ C
γ
i,j + p̄i,j+1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1},

∀γ ∈ {0, . . .Γ} (6.50)
Cγ+1

i,j+1 ≥ C
γ
i,j + p̄i,j+1 + p̂i,j+1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1},

∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.51)
Cγ

i,j ≥ C
γ
i′,j′ + p̄i,j − yi,j,i′,j′H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m,

∀γ ∈ {0, . . .Γ} (6.52)
Cγ+1

i,j ≥ Cγ
i′,j′ + p̄i,j + p̂i,j − yi,j,i′,j′H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m,

∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.53)
Cγ

i′,j′ ≥ Cγ
i,j + p̄i,j − (1− yi,j,i′,j′)H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m,

∀γ ∈ {0, . . .Γ} (6.54)
Cγ+1

i′,j′ ≥ Cγ
i,j + p̄i,j + p̂i,j − (1− yi,j,i′,j′)H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m,

∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.55)
C0

i,1 ≥ p̄i,1 ∀i ∈ J (6.56)
Cγ

i,1 ≥ p̄i,1 + p̂i,1 ∀i ∈ J , ∀γ ∈ {1, . . .Γ} (6.57)

L’objectif (6.48) est la minimisation du makespan dans le pire des cas. Les
contraintes (6.50) et (6.51) garantissent la relation de précédence entre deux opéra-
tions consécutives d’un même travail. Les contraintes (6.52)–(6.55) évitent le che-
vauchement des opérations ordonnancées sur la même machine. Les contraintes
(6.56) et (6.57) garantissent que la date de fin de la première opération de chaque
travail est au moins égale à son propre temps de traitement.

6.5 Méthodes de décomposition

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux méthodes de décomposition pour
le problème de job-shop robuste avec budget d’incertitude. En particulier, nous
présentons une méthode de décomposition de Benders basée sur la logique ainsi
qu’une méthode de génération de colonnes et de contraintes.

Ces deux approches itératives visent à décomposer le problème en un problème
maître, permettant de déterminer la séquence d’opérations sur chaque machine ainsi
que le makespan pire cas associé, et un sous-problème permettant de déterminer si
cette solution est admissible pour l’ensemble des scénarios considérés. Elles suivent
le même schéma, décrit par l’algorithme 3.

À chaque itération h, une version relaxée du problème, le problème maître, est
résolue pour obtenir une solution de premier niveau (σ̄∗

h, ω∗
h). Celle-ci peut être obte-

nue à l’aide de l’une des formulations étendues présentées dans le paragraphe 6.4.1
en considérant seulement un sous-ensemble de scénarios S ⊂ U . En tant que re-
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Algorithme 3 Algorithme de décomposition
Initialisation :

1: Problème maître ← relaxation du problème robuste global ;
2: BI ← 0, BS ← +∞, h = 1 ;
3: répéter
4: (σ̄∗

h, ω∗
h)← séquence optimale et makespan associé du problème maître ;

5: BI ← max(BI, ω∗
h) ;

6: (ξ∗
h, ψ

∗
h)← scénario pire cas et makespan associé pour la séquence σ̄∗

h ;
7: BS = min(BS,ψ∗

h) ;
8: si BI < BS alors
9: Ajouter informations au problème maître ;

10: h← h+ 1 ;
11: jusqu’à (ω∗

h = ψ∗
h) ;

12: retour (σ̄∗
h, ω∗

h) ;

laxation, le problème maître fournit une borne inférieure (BI) sur le makespan du
problème global. Ensuite, étant donné la solution du problème maître et l’ensemble
d’incertitude U , un sous-problème adverse identifie, un scénario pire cas ξ∗

h et le
makespan associé ψ∗

h, pour la séquence σ̄∗
h fixée par le problème maître, et fournit

une borne supérieure (BS) pour le problème.
Les informations relatives à ce scénario sont alors ajoutées au problème maître,

ce qui permet d’exclure cette solution de premier niveau lors des prochaines ité-
rations (si la séquence est optimale, seul le makespan est mis à jour dans cette
solution de premier niveau). La façon dont sont ajoutées ces informations dépend
de la méthode choisie, les détails sont donnés dans le paragraphe 6.5.1 pour l’algo-
rithme de décomposition de Benders basée sur la logique et dans le paragraphe 6.5.2
pour l’algorithme de génération de colonnes et de contraintes. Cette procédure est
répétée jusqu’à ce que la solution optimale soit trouvée.

6.5.1 Décomposition de Benders

Pour rappel, la méthode de décomposition de Benders repose sur la génération
de coupes d’optimalité ou de faisabilité. Dans notre cas, il est impossible qu’une
séquence d’opérations sur les machines obtenue par la résolution du problème maître
conduise à une solution infaisable pour l’un des scénarios considérés dans le sous-
problème. Ainsi, seules des coupes d’optimalité sont générées dans cette méthode.

La première coupe proposée est basée sur le constat que pour améliorer la valeur
du makespan d’une solution, il est nécessaire de modifier au moins une décision
relative à la séquence d’opérations. Elle est formulée comme suit :

Cmax ≥ ψ∗
h(1−

∑
(i,j,i′,j′)∈D

(1− yi,j,i′,j′)) (6.58)

avec D = {(i, j, i′, j′) | Oi,j avant Oi′,j′ dans σ̄∗
h}.
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Elle indique que le makespan pire cas, pour l’ensemble d’incertitude considéré, ne
peut être inférieur à ψ∗

h que si au moins une des variables qui définissent la position
relative entre deux opérations d’une même machine est modifiée. Plus précisément,
si l’ensemble de ces variables conserve les mêmes valeurs qu’à l’itération h, alors la
somme est nulle et la partie de droite de l’inégalité prend la valeur ψ∗

h. À l’inverse, si
au moins une variable yi,j,i′,j′ prend une valeur différente, alors la partie de droite de
l’inégalité est négative ou nulle et la coupe est inactive. Cette coupe implique donc
l’ensemble des disjonctions et ne permet d’exclure qu’une seule solution du problème
maître. Cependant, il est possible de créer une coupe plus générale en considérant
uniquement les opérations présentes dans le chemin critique, c’est-à-dire le plus long
chemin obtenu par la résolution du sous-problème.

En considérant l’ensemble C des paires d’opérations successives, traitées par la
même machine et appartenant au chemin critique de la solution du sous-problème,
la formulation de cette coupe est la suivante :

Cmax ≥ ψ∗
h(1−

∑
(i,j,i′,j′)∈C

(1− yi,j,i′,j′)). (6.59)

6.5.2 Génération de colonnes et de contraintes

Pour l’algorithme de génération de colonnes et de contraintes, l’ajout d’informa-
tions sur le scénario pire cas consiste à générer les variables de décision de deuxième
niveau correspondantes ainsi que les contraintes associées.

6.5.2.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans le cadre de la PLNE, la génération de colonnes et de contraintes revient à
ajouter au problème maître et pour le scénario ξ∗

h, le bloc de variables suivant :

ti,j(ξ∗
h) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

ainsi que les contraintes associées, à savoir :

Cmax ≥ ti,ni(ξ∗
h) + pi,ni(ξ∗

h) ∀i ∈ J (6.60)
ti,j+1(ξ∗

h) ≥ pi,j(ξ∗
h) + ti,j(ξ∗

h) ∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni − 1}
(6.61)

ti,j(ξ∗
h) ≥ ti′,j′(ξ∗

h) + pi′,j′(ξ∗
h)− yi,j,i′,j′H ∀m ∈M, ∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m

(6.62)
ti′,j′(ξ∗

h) ≥ ti,j(ξ∗
h) + pi,j(ξ∗

h)− (1− yi,j,i′,j′)H ∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m

(6.63)



6.6. Problème flexible 97

6.5.2.2 Programmation par contraintes

Dans le problème maître formulé à l’aide de la PPC, cela revient à ajouter les
blocs de variables :

taski,j,ξ∗
h
∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

et
seqsm,ξ∗

h
∀m ∈M

ainsi que les contraintes associées, à savoir :

Cmax ≥ taski,|M|,ξ∗
h
.fin ∀i ∈ J (6.64)

EndBeforeStart(taski,j,ξ∗
h
, taski,j,ξ∗

h
) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni − 1} (6.65)

NoOverlap(seqsm,ξ∗
h
) ∀m ∈M (6.66)

SameSequence(seqsm,1, seqsm,ξ∗
h
) ∀m ∈M (6.67)

6.6 Problème flexible

L’ensemble des méthodes exposées dans ce chapitre peuvent être appliquées à
la version flexible du problème de job-shop robuste. Pour rappel, le problème de
job-shop flexible est une extension du problème de job-shop dans lequel plusieurs
machines sont potentiellement capables d’exécuter une même opération. On note
alorsMi,j ∈M l’ensemble des machines en mesure de traiter une opération Oi,j et
pi,j,m le temps de traitement nécessaire pour traiter cette opération sur la machine
m ∈M.

Le problème de job-shop flexible combine donc à la fois le problème d’affectation
de ressources et le problème d’ordonnancement des opérations dans le temps. Dans
le problème robuste considéré dans ce paragraphe, les décisions d’affectation et
de séquencement constituent les décisions de premier niveau et, comme pour le
problème de job-shop classique, les dates de traitement des opérations sont les
décisions de second niveau. Le problème d’évaluation d’un scénario pire cas est
donc exactement le même que pour le problème de job-shop non flexible.

6.6.1 Modèle étendu

Nous présentons ici les adaptations apportées aux formulations étendues du
job-shop robuste présentées dans le paragraphe 6.4.1, pour prendre en compte la
flexibilité des machines.
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6.6.1.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Dans le modèle PLNE, on introduit les variables, de premier niveau, d’affectation
des opérations aux machines, définies comme suit :

xi,j,m =
{

1 si l’opération Oi,j est exécutée sur la machine m ;
0 sinon.

De plus, les contraintes d’affectation (6.68) assurent que chaque opération est asso-
ciée à exactement une machine.∑

m∈Mi,j

xi,j,m = 1 ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni} (6.68)

Enfin, les contraintes disjonctives (6.38) et (6.39) sont remplacées par les deux
blocs de contraintes suivants :

ti′,j′(ξ) + pi′,j′,m(ξ)− (2− xi,j,m − xi′,j′,m + yi,j,i′,j′)H ≤ ti,j(ξ),
∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m, ∀ξ ∈ U (6.69)

ti,j(ξ) + pi,j,m(ξ)− (3− xi,j,m − xi′,j′,m − yi,j,i′,j′)H ≤ ti′,j′(ξ),
∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2

m, ∀ξ ∈ U (6.70)

inspirés du modèle disjonctif de [Shen 2018] pour le problème de job-shop flexible
déterministe.

6.6.1.2 Programmation par contraintes

Dans le modèle de PPC, nous introduisons les variables d’intervalle optionnelles
modei,j,m,ξ, qui représentent la période de traitement de l’opération Oi,j sur la
machine m ∈ Mi,j dans le scénario ξ. Ces variables sont optionnelles car leur
présence dépend de l’affectation des opérations et, dans une solution donnée, une
seule de ces variables est active pour chaque opération et scénario. Les affectations
de ces variables sont réalisées grâce aux contraintes suivantes :

Alternative(taski,j,ξ,modei,j,m,ξ : ∀m ∈Mi,j) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},∀ξ ∈ U
(6.71)

qui assurent que chaque opération est associée à exactement une machine. Enfin,
les contraintes :

PresenceOf(modei,j,m,0)⇒ PresenceOf(modei,j,m,ξ)
∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni},∀m ∈Mi,j ,∀ξ ∈ U \ {0} (6.72)

assurent que l’affectation des opérations aux machines est la même pour chaque
scénario. Pour ce faire, le premier scénario ξ = 0 est utilisé comme référence.
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6.6.2 Modèle compact

Pour le modèle compact, on introduit aussi les variables d’affectation des opéra-
tions aux machines xi,j,m, définies dans le paragraphe 6.6.1.1, ainsi que les contraintes
d’affectation (6.68).

De plus, les contraintes disjonctives sont adaptées pour prendre en compte ces
variables d’affectation, en remplaçant les contraintes (6.52)–(6.55) par les contraintes
suivantes :

Cγ
i,j ≥ C

γ
i′,j′ + p̄i′,j′ − (2− xi,j,m − xi′,j′,m + yi,j,i′,j′)H

∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m, γ ∈ {0, . . .Γ} (6.73)

Cγ+1
i,j ≥ Cγ

i′,j′ + p̄i′,j′ + p̂i′,j′ − (2− xi,j,m − xi′,j′,m + yi,j,i′,j′)H

∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m, γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.74)

Cγ
i′,j′ ≥ Cγ

i,j + p̂i,j − (3− xi,j,m − xi′,j′,m − yi,j,i′,j′)H

∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m, γ ∈ {0, . . .Γ} (6.75)

Cγ+1
i′,j′ ≥ Cγ

i,j + p̂i,j + p̂i,j − (3− xi,j,m − xi′,j′,m − yi,j,i′,j′)H

∀m ∈M,∀(Oi,j , Oi,j′) ∈ I2
m, γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (6.76)

qui évitent le chevauchement des opérations ordonnancées sur une même machine

6.6.3 Décomposition de Benders

Les informations sont ajoutées au problème maître, formulé comme un PLNE,
sous forme de coupes d’optimalité. Une coupe naïve indique que si toutes les affec-
tations et toutes les disjonctions sont les mêmes qu’à une itération h donnée, alors
le makespan est au moins égale à celui obtenu lors de l’évaluation pire cas ψ∗

h. Elle
est donnée par :

Cmax ≥ ψ∗
h(1−

∑
(i,j,i′,j′)∈D

(1− yi,j,i′,j′)−
∑

(i,j,m)∈A

(1− xi,j,m)) (6.77)

avec D = {(i, j, i′, j′) | Oi,j avant Oi′,j′ dans σ̄∗
h} et A = {(i, j,m) | Oi,j affectée à

la machine m ∈ Mi,j dans σ̄∗
h}. Il est possible d’affiner cette coupe en considérant

seulement les opérations du chemin critique :

Cmax ≥ ψ∗
h(1−

∑
(i,j,i′,j′)∈D|Oi,j∈C,Oi′,j′ ∈C

(1− yi,j,i′,j′)−
∑

(i,j,m)∈A|Oi,j∈C
(1− xi,j,m))

(6.78)
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6.6.4 Génération de colonnes et de contraintes

Pour l’algorithme de génération de colonnes et de contraintes, l’ajout d’informa-
tion revient à ajouter le scénario pire cas ξ∗

h à S l’ensemble des scénarios considérés
dans le problème maître.

Ainsi pour le modèle PLNE, cela revient à ajouter le bloc de variables

ti,j(ξ∗
h) ∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

ainsi que les contraintes (6.60, 6.61, 6.69 et 6.70) associées.
Pour le modèle PPC, les blocs de variables suivants doivent être générés :

modei,j,m,ξ∗
h
∀i ∈ J ,∀j ∈ {1, . . . , ni}, ∀m ∈Mi,j

taski,j,ξ∗
h
∀i ∈ J , ∀j ∈ {1, . . . , ni}

et
seqsm,ξ∗

h
∀m ∈M

ainsi que les contraintes (6.43, 6.44, 6.46, 6.47 et 6.71) associées.

6.7 Expérimentations numériques

Dans ce paragraphe, nous procédons à une évaluation numérique des différentes
méthodes présentées dans le chapitre pour résoudre le problème de job-shop robuste
(non flexible), en considérant un ensemble d’incertitude discret défini par un budget,
dans les conditions expérimentales exposées dans le paragraphe 4.4.

La première méthode, notée Compact, consiste à résoudre le modèle compact
présenté dans le paragraphe 6.4.2.

La deuxième méthode, notée Benders, utilise une décomposition de Benders,
introduite dans le paragraphe 6.5.1. Le problème maître est résolu à l’aide du modèle
PLNE présenté dans le paragraphe 6.4.1.1 pour le problème de job-shop robuste.

Deux autres méthodes sont basées sur la génération de colonnes et de contraintes,
introduites dans le paragraphe 6.5.2. Elles sont notées CCGP LNE et CCGP P C .
Dans la méthode CCGP LNE , le problème maître est résolu à l’aide du modèle
PLNE présenté dans le paragraphe 6.4.1.1. Dans la méthode CCGP P C , le problème
maître est résolu à l’aide du modèle de PPC présenté dans le paragraphe 6.4.1.2.

6.7.1 Résultats, instances de petite et moyenne tailles

Dans un premier temps, nous utilisons un ensemble de 45 instances de petite
taille et 45 instances de taille moyenne pour nos tests numériques. Les instances de
petite taille ont été générées avec un nombre de travaux variant entre 4 et 6, tandis
que pour les instances de taille moyenne, le nombre de travaux varie entre 7 et 9.
Le nombre de machines varie quant à lui entre 4 et 6 pour l’ensemble des instances.
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Les durées nominales p̄i,j et les déviations maximales p̂i,j de chaque opération
Oi,j sont des entiers générés aléatoirement à partir d’une distribution uniforme
Unif(1, 20). Pour chaque combinaison de paramètres, cinq instances ont été géné-
rées, ce qui donne un total de 90 instances. Chaque instance est testée en faisant
varier le budget d’incertitude selon quatre ratios : 5 %, 10 %, 15 % et 20 %, ce qui
donne un total de 360 expériences par méthode.

Le tableau 6.2 présente les performances des différentes méthodes sur des ins-
tances de job-shop de petite et moyenne taille, classées par taille d’instance.

|J | |M| Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s)
4 4 20 0.19 20 0.43 20 0.27 20 0.14
4 5 20 0.28 20 0.56 20 0.64 20 0.7
4 6 20 0.2 20 0.57 20 0.72 20 0.37
5 4 20 0.42 20 31.55 20 1.85 20 0.66
5 5 20 0.45 19 3.88 20 2.42 20 1.45
5 6 20 0.45 18 3.45 20 9.07 20 18.18
6 4 20 1.09 20 420.08 20 10.45 20 3.76
6 5 20 1.36 20 187.05 20 117.45 20 99.62
6 6 20 2.39 20 461.39 19 318.83 20 314.13
7 4 20 7.01 8 1018.85 19 219.45 20 220.39
7 5 20 8.1 10 430.8 16 229.13 18 126.83
7 6 20 59.44 5 995.98 10 463.2 13 720.04
8 4 18 614.37 0 - 16 199.86 20 32.9
8 5 20 123.93 0 - 8 439.96 14 772.53
8 6 20 314.32 0 - 6 697.24 11 254.55
9 4 6 1051.24 0 - 17 502.85 20 12.23
9 5 9 749.57 0 - 6 766.1 16 131.94
9 6 12 1580.57 0 - 4 187.6 8 80.37

Tableau 6.2 – Performances de méthodes pour les instances de job-shop robuste
de petite et moyenne taille, selon la taille des instances

Comme attendu, nous constatons que la difficulté des instances augmente avec
leur taille, ce qui se traduit par une diminution du nombre d’instances résolues
et une augmentation du temps de calcul. En analysant les performances des mé-
thodes de génération de colonnes et de contraintes, nous constatons que les deux
approches, basées sur la PLNE et la PPC obtiennent des résultats similaires pour
les instances de petite taille. Cependant, pour les instances de taille moyenne, la mé-
thode CCGP P C se révèle plus efficace en termes de nombre d’instances résolues de
manière optimale. Par ailleurs, la méthode Benders n’arrive à résoudre que très peu
d’instances de taille moyenne. Pour ces instances, la méthode la plus performante
est Compact. Il semble que la méthode Compact soit plus adaptée aux instances
de forme carrée, où le nombre de machines est proche du nombre de travaux. En
revanche, pour les instances où le nombre de machines est plus petit par rapport
au nombre de travaux, la méthode CCGP P C est préférée.
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Le tableau 6.3 permet de visualiser la performance des méthodes en fonction du
budget d’incertitude.

budget Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s)
5% 88 79.2 52 131 88 95.4 90 11.6
10% 82 184 49 122 71 138 83 192
15% 77 139 51 243 66 215 74 122
20% 78 266 48 301 56 247 73 220
total 325 164.5 200 198 281 164.3 320 131.6

Tableau 6.3 – Performances de méthodes pour les instances de job-shop robuste
de petite et moyenne taille, selon le budget d’incertitude ; #instances = 90

De manière générale, le nombre d’instances résolues diminue à mesure que le
budget d’incertitude pris en compte augmente. Cette observation s’explique par
le fait que plus le budget d’incertitude est grand, plus l’ensemble d’incertitude à
considérer est étendu. Cependant, il est intéressant de noter que cette tendance
est plus marquée pour les modèles CCGP P C et CCGP LNE par rapport aux autres
approches pour ces instances.

La figure 6.5 offre une visualisation des profils de performance des différentes
méthodes sur les instances de job-shop robuste de taille moyenne. Elle met en évi-
dence la proportion d’instances résolues à l’optimum en fonction du temps (figure
6.5a), ainsi que la proportion d’instances résolues avec un écart d’optimalité infé-
rieur à une valeur donnée (figure 6.5b). Nous observons que les méthodes CCGP P C

et Compact obtiennent des résultats très comparables en termes de temps de cal-
cul jusqu’à l’optimum. De plus, ces deux méthodes surpassent nettement les autres
méthodes pour ce critère. Nous constatons aussi une nette domination de la mé-
thode CCGP P C sur les autres méthodes en termes d’écart d’optimalité. La méthode
CCGP LNE présente des performances comparables à celle de la méthode Compact.

6.7.2 Instances de la littérature

Nous considérons à présent 58 instances classiques de la littérature pour le pro-
blème de job-shop déterministe (présentées dans le paragraphe 1.4.2). Nous les
adaptons au contexte robuste en générant aléatoirement des valeurs de déviation
des durées opératoires.

Pour chaque opération Oi,j , la durée de traitement fournie par l’instance est
considérée comme la valeur nominale p̄i,j . Ensuite, nous générons aléatoirement
une valeur de déviation p̂i,j dans un intervalle de 25% à 100% de la durée nominale
maximale p̄max = max{p̄i,j |i ∈ J , Oi,j ∈ {1, . . . , ni}}.

Nous testons tous les modèles en faisant varier le budget d’incertitude selon
quatre ratios : 5 %, 10 %, 15 % et 20 %, soit un total de 232 expériences par méthode.

Pour ces instances, nous observons qu’il est difficile d’obtenir des solutions opti-
males. L’ensemble des méthodes ne parviennent à trouver que très peu de solutions
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Figure 6.5 – Profils de performance sur les instances de job-shop robuste de taille
moyenne
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optimales parmi les 232 instances considérées. Par conséquent, afin de mettre en
évidence les performances relatives des différentes méthodes, les résultats du ta-
bleau 6.4 sont présentés en termes de nombre de meilleures solutions trouvées par
rapport aux autres méthodes, ainsi que l’écart d’optimalité des solutions obtenues.

|J | |M| # Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#Best Gap (%) #Best Gap (%) #Best Gap (%) #Best Gap (%)
6 6 4 4 0 4 0 3 2 4 0
10 5 20 18 15.28 10 48.2 7 11.13 15 7.67
10 10 72 29 21.87 30 52.39 9 27.89 11 24.42
15 5 20 12 44.15 19 66.45 6 57.35 19 21
15 10 20 1 44 16 62.9 1 58.15 2 33.8
15 15 20 0 40.7 15 61.95 3 59.5 2 42.4
20 5 24 2 61.92 16 75.67 4 70.5 22 11.5
20 10 20 0 50.9 4 71.15 1 67.65 15 31.85
20 15 12 0 - 3 66.25 0 65.83 9 47.25
30 10 20 0 - 0 80.25 0 79.35 20 19.05

Tableau 6.4 – Nombre de meilleures solutions réalisables trouvées et écart d’op-
timalité moyen par méthode et taille d’instance ; instances de job-shop de la litté-
rature

Pour les instances de petite taille (6×6), toutes les méthodes ont réussi à trou-
ver la solution optimale (sauf pour une pour la méthode CCGP LNE). Pour les
instances jusqu’à 15 machines la méthode Benders a généralement obtenu le plus
grand nombre de meilleures solutions, mais avec des écarts d’optimalité relative-
ment élevés. Enfin, pour les plus grandes instances, la méthode CCGP P C obtient
le plus grand nombre de meilleures solutions.

La figure 6.6 met en évidence la proportion d’instances résolues avec un écart
d’optimalité inférieur à une valeur donnée. On constate alors que pour cet indica-
teur, la méthode CCGP P C est nettement plus performante que les autres. Il est
également intéressant de noter que pour les instances les plus complexes, les mé-
thodes CCGP LNE et Benders obtiennent exactement le même écart d’optimalité.
Cela peut s’expliquer par le fait que ces instances sont extrêmement difficiles et
que le premier problème maître de ces algorithmes de décomposition n’a pas suffi-
samment de temps pour être résolu dans le temps imparti. Par conséquent, il n’y
a qu’une seule itération effectuée, et les formulations pour cette première itération
sont les mêmes pour les deux méthodes.

6.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs formulations pour le problème
du job-shop robuste en considérant un ensemble d’incertitude défini par un budget.
Parmi les formulations directes, la formulation compacte présente de bons résul-
tats, mais ils sont cependant surpassés par les méthodes de décomposition et plus
particulièrement par celle qui présente un problème maître en modèle PPC. Une
extension à la version flexible de ce problème d’ordonnancement a également été
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Figure 6.6 – Profil d’écart d’optimalité pour les instances de la littérature

proposée. L’ensemble des méthodes présentées sont appliquées à un autre problème
d’ordonnancement dans le chapitre suivant, le problème de flow-shop de permuta-
tion.





Chapitre 7

Le problème de flow-shop de
permutation robuste
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons nos contributions dans le cadre de la ver-
sion robuste du problème de flow-shop de permutation présenté dans le para-
graphe 1.2.1.2. Nous considérons des durées d’opérations incertaines dont la mo-
délisation utilise un budget d’incertitude tel qu’introduit dans [Bertsimas 2004].
Nous abordons le problème selon une approche à deux niveaux, où la séquence des
travaux sur les machines constitue le premier niveau de décision et doit être décidée
avant la révélation de l’incertitude. Les décisions de second niveau correspondent
aux dates de traitement des opérations, qui peuvent être adaptées en fonction des
réalisations des durées d’opérations. L’objectif du problème consiste à trouver une
séquence de travaux minimisant le makespan dans le pire cas sur l’ensemble d’in-
certitude considéré.



108 Chapitre 7. Flow-shop de permutation robuste

7.2 Définition du problème

On note Σ l’ensemble des solutions de premier niveau réalisables et σ un élément
de cet ensemble, où σ est une séquence de travaux. On note i ≺σ i′ une relation
de précédence induite par σ, qui signifie que le travail i précède le travail i′ sur
l’ensemble des machines m ∈M dans la séquence σ.

Soit τ = (tσi,m(ξ)|i ∈ J ,m ∈ M) un vecteur tel que tσi,m(ξ) ∈ R est un réel
désignant la date de début du travail i, sur la machine m, sous la séquence σ, dans
le scénario ξ. Le problème peut être alors défini comme suit :

min
σ∈Σ, Cmax∈R

max
ξ∈UΓ

min
τ∈Rn

Cmax (7.1)

t.q.

Cmax ≥ tσi,|M|(ξ) + pi,|M|(ξ) ∀i ∈ J (7.2)

tσi,m+1(ξ) ≥ tσi,m(ξ) + pi,m(ξ) ∀i ∈ J , ∀m ∈M \ {M|M|} (7.3)
tσi′,m(ξ) ≥ tσi,m(ξ) + pi,m(ξ) ∀(i, i′) ∈ J × J , t.q. i ≺σ i

′,∀m ∈M (7.4)

L’objectif (7.1) est de trouver une séquence de travaux σ minimisant le makes-
pan dans le scénario pire cas, en considérant que les dates de traitement peuvent
s’adapter au scénario. Les contraintes (7.2) définissent le makespan pire cas. Les
contraintes (7.3) sont les contraintes de précédence entre deux opérations succes-
sives d’un même travail. Les contraintes (7.4) sont les contraintes disjonctives sur
les machines.

7.3 Formulations directes

Dans ce paragraphe, nous abordons deux approches directes pour résoudre le
problème de flow-shop de permutation robuste. La première approche est une for-
mulation étendue dans laquelle le nombre de variables et de contraintes est relatif
au nombre de scénarios considérés. La deuxième approche est une formulation com-
pacte dans laquelle la taille du problème dépend seulement du nombre maximal de
déviations considéré.

7.3.1 Modèles étendus

Nous présentons ici deux formulations étendues du problème de flow-shop de
permutation robuste, l’une basée sur la PLNE, l’autre sur la PPC.

7.3.1.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Il existe plusieurs formulations PLNE pour le problème de flow-shop de per-
mutation déterministe dans la littérature. Ces formulations peuvent être classées
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en deux catégories distinctes. La première repose sur un modèle disjonctif intro-
duit dans [Manne 1960] pour le problème de job-shop et utilise des variables qui
décrivent la position relative de deux opérations traitées par une même machine
([Tseng 2001]). Dans la seconde catégorie, les contraintes disjonctives sont modéli-
sées à l’aide de variables de rang qui sont associées à la position explicite de chaque
opération dans la séquence ([Wagner 1959, Wilson 1989, Stafford 1988]). Selon une
étude expérimentale menée dans [Tseng 2004], les formulations basées sur les va-
riables de rang, notamment le modèle de Wagner et celui de Wilson, se sont révélées
plus efficaces pour ce problème. Sur la base de ces deux modèles, une contrepartie
robuste a été développée récemment pour le problème de flow-shop de permutation
à deux machines [Levorato 2022]. Les résultats expérimentaux ont montré que le
modèle de Wagner était particulièrement performant pour le problème robuste. Ce
modèle, initialement développé pour le problème de flow-shop déterministe à trois
machines, a également été étendu pour un nombre quelconque de machines dans
[Stafford 1988].

Sur la base de ces travaux, nous proposons un modèle pour le problème robuste
avec budget d’incertitude. Ce modèle utilise les variables de décision suivantes :

— zi,l : variable binaire associée au rang d’un travail dans la séquence, avec :

zi,l =
{

1 si le travail i ∈ J est traité au rang l ;
0 sinon

— xl,m(ξ) : temps d’inactivité sur la machine m, avant le début de traitement
du lième travail dans le scénario ξ ;

— yl,m(ξ) : temps d’inactivité du lième travail, après son traitement sur la ma-
chine m dans le scénario ξ.

Il est défini comme suit :
minCmax (7.5)

|J |∑
i=1

zi,l = 1 ∀l ∈ {1, . . . , |J |} (7.6)

|J |∑
l=1

zi,l = 1 ∀i ∈ J (7.7)

|J |∑
i=1

(pi,m(ξ)zi,l+1) + yl+1,m(ξ) + xl+1,m(ξ) =

|J |∑
i=1

(pi,m+1(ξ)zi,l) + yl,m(ξ) + xl+1,m+1(ξ) ∀l ∈ {1, . . . , |J | − 1},

∀m ∈M \ {M|M|}, ∀ξ ∈ S (7.8)
m−1∑
m′=1

|J |∑
i=1

(pi,m′(ξ)zi,1) = x1,m(ξ) ∀m ∈M, ∀ξ ∈ S (7.9)
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Cmax ≥
|J |∑
i=1

pi,|M|(ξ) +
|J |∑
l=1

xl,|M|(ξ) ∀ξ ∈ S (7.10)

zi,l ∈ {0, 1} ∀i ∈ J , ∀l ∈ J (7.11)
xl,m(ξ) ≥ 0, xl,1(ξ) = 0, yl,m(ξ) ≥ 0, y1,m(ξ) = 0 ∀l ∈ J , ∀m ∈M (7.12)

Les contraintes (7.6) et (7.7) garantissent que chaque travail est affecté à un
rang et un seul dans la séquence et que chaque rang est occupé par exactement un
travail. Les contraintes (7.8) et (7.9) garantissent le respect des précédences à la
fois pour les travaux et les machines, elles sont nommées job-adjacency-machine-
linkage (JAML) constraints dans la littérature [Tseng 2001]. Les contraintes (7.10)
calculent le makespan pire cas sur l’ensemble des scénarios considérés. Enfin, les
contraintes (7.11) et (7.12) définissent le domaine des variables.

7.3.1.2 Programmation par contraintes

Le modèle de PPC proposé ici est similaire à celui utilisé pour le problème de
job-shop robuste présenté dans le chapitre 6, à une différence près : la séquence
de travaux sur chaque machine doit être identique. Pour tenir compte de cette
contrainte supplémentaire, nous ajoutons la contrainte suivante au modèle PPC
(6.42)–(6.47) :

SameSequence(seqs1,ξ, seqsm,ξ) ∀m ∈M \ {M1}, ∀ξ ∈ S (7.13)

La première machine M1 est utilisée comme référence, et la contrainte est dupliquée
pour chaque scénario et chaque machine.

7.3.2 Modèle compact

Le modèle compact présenté dans ce paragraphe est basé sur celui proposé dans
[Wilson 1989] pour la version déterministe du problème. Tout comme pour le pro-
blème de job-shop (paragraphe 6.4.2), nous combinons ce modèle avec le problème
d’évaluation du scénario pire cas, formulé comme un problème de minimisation. Cela
nous permet d’obtenir une formulation compacte, pour le problème de flow-shop de
permutation robuste avec budget d’incertitude.

Ce modèle utilise les variables de rang zi,l, ∀i ∈ J , ∀l ∈ {1, . . . , |J |} définies
dans le paragraphe 7.3.1.1. De plus, on introduit les variables Cγ

l,m qui représentent
la date de fin de traitement pire cas du lième travail sur la machine m, en considérant
au plus γ déviations. Le modèle est défini comme suit :

minCΓ
|J |,|M| (7.14)

t.q.
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|J |∑
i∈J

zi,l = 1 ∀l ∈ [0, |J |] (7.15)

|J |∑
l=1

zi,l = 1 ∀i ∈ J (7.16)

Cγ
l,m ≥ C

γ
l,m−1 +

∑
i∈J

(p̄i,mzi,l) ∀l ∈ {1 . . . |J |},∀m ∈M \ {M1},

∀γ ∈ {0, . . .Γ} (7.17)

Cγ
l,m ≥ C

γ−1
l,m−1 +

∑
i∈J

((p̄i,m + p̂i,m)zi,l) ∀l ∈ {1 . . . |J |},∀m ∈M \ {M1},

∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (7.18)

Cγ
l,m ≥ C

γ
l−1,m +

∑
i∈J

(p̄i,mzi,l) ∀l ∈ {2 . . . |J |},∀m ∈M,

∀γ ∈ {0, . . .Γ} (7.19)

Cγ
l,m ≥ C

γ−1
l−1,m +

∑
i∈J

((p̄i,m + p̂i,m)zi,l) ∀l ∈ {2 . . . |J |},∀m ∈M,

∀γ ∈ {0, . . .Γ− 1} (7.20)

C0
1,1 ≥

∑
i∈J

(p̄i,1zi,1) (7.21)

Cγ
1,1 ≥

∑
i∈J

((p̄i,1 + p̂i,1)zi,1) ∀γ ∈ {1, . . .Γ} (7.22)

L’objectif (7.14) est la minimisation de la date de fin du dernier travail |J | sur
la dernière machine |M|. Les contraintes (7.15) et (7.16) garantissent que chaque
travail est affectée à un rang et un seul dans la séquence et que chaque rang est
occupé par exactement un travail. Les contraintes (7.17) et (7.18) garantissent la
relation de précédence entre deux opérations consécutives d’un même travail. Les
contraintes (7.19) et (7.20) assurent la relation de précédence entre deux opérations
consécutives sur une même machine. Les contraintes (7.21) et (7.22) définissent la
date de fin du premier travail sur la première machine.

7.4 Méthodes de décomposition

Pour les méthodes de décomposition, le schéma de décomposition est similaire
à celui présenté pour le problème de job-shop dans le paragraphe 6.5. Il comprend
un problème maître et un sous-problème adverse. Le problème maître est chargé de
déterminer la séquence des travaux sur les machines, et il peut être résolu à l’aide
de l’une des formulations présentées dans le paragraphe 7.3.1 en considérant uni-
quement un sous-ensemble de scénarios S ⊂ UΓ. Le sous-problème adverse évalue le
scénario pire cas pour une séquence de travaux donnée, et il peut être résolu à l’aide
des méthodes décrites dans le paragraphe 6.3. Les informations relatives au scénario
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pire cas sont ensuite intégrées dans le problème maître selon la méthode choisie. Les
détails de cette intégration sont décrits dans le paragraphe 7.4.1 pour l’algorithme
de décomposition de Benders basé sur la logique, et dans le paragraphe 7.4.2 pour
l’algorithme de génération de colonnes et de contraintes.

7.4.1 Décomposition de Benders basée sur la logique

Pour la décomposition de Benders basée sur la logique, les informations relatives
au scénario pire cas sont intégrées sous la forme de coupes logiques. Soient σ∗

k la
séquence de travaux fixée par le problème maître à l’itération k et ψ∗

k le makespan
pour cette séquence dans le scénario pire cas trouvé par la résolution du sous-
problème. Une coupe de Benders triviale indique que le makespan pire cas est au
moins égal à ψ∗

k, lorsque toutes les affectations de rang restent les mêmes que dans
la séquence σ∗

k. En d’autres termes, toute solution permettant d’obtenir un meilleur
makespan implique un changement dans l’affectation de rang d’au moins l’un des
travaux. Elle est décrite comme suit :

Cmax ≥ ψ∗
k(1−

|J |∑
l=1

(1− z[l],l)) (7.23)

où [l] désigne le lième travail dans la séquence σ̄∗
k.

À chaque itération h, une telle coupe est générée et ajoutée à la formulation
PLNE du problème maître.

7.4.2 Génération de contraintes et de colonnes

Dans l’algorithme de génération de colonnes et de contraintes, ajouter des in-
formations consiste simplement à ajouter à l’ensemble des scénarios considérés le
scénario pire cas ξ∗

k trouvé lors de la résolution du sous-problème. Plus précisément,
il s’agit de générer les variables et les contraintes relatives à ce scénario dans le
problème maître.

Dans le cas d’un problème maître formulé à l’aide de la PLNE, cela consiste
à générer les variables de second niveau xl,m(ξ∗

k) et yl,m(ξ∗
k), pour chaque travail

i ∈ J et chaque machine m ∈ M, ainsi que les blocs de contraintes (7.8), (7.9) et
(7.10) associés.

Si le problème maître est formulé à l’aide de la PPC, alors les variables générées
sont taski,m,ξ∗

k
pour chaque travail i ∈ J , et chaque machine m ∈ M, et seqsm,ξ∗

k

pour chaque machine m ∈M. De plus, les blocs de contraintes (6.43), (6.44), (6.46),
(6.47) et (7.13) sont dupliqués pour le scénario ξ∗

k.

7.5 Cas du problème à deux machines

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la complexité du problème de flow-shop de
permutation robuste à deux machines avec budget d’incertitude. Ces travaux ont
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fait l’objet de la publication [Juvin 2023c].
Le problème déterministe peut être résolu à l’optimum en temps polynomial à

l’aide de la règle de Johnson [Johnson 1954], qui construit une solution optimale où
le travail i précède le travail i′ si min(pi,1, pi′,2) < min(pi′,1, pi,2).

Ici, on étudie l’effet de l’ensemble d’incertitude considéré sur l’applicabilité de la
règle de Johnson. Plus particulièrement, nous analysons l’effet de deux paramètres,
à savoir :

1. les types de budget d’incertitude considérés, budget global ou budget dépen-
dant des machines, définis dans le paragraphe 2.4.2.1 ;

2. le type de déviation :
— préservant totalement l’ordre des durées de traitement, c.-à-d. : ∀(i, i′) ∈
J 2, ∀(m,m′) ∈M2, p̄i,m < p̄i′,m′ ⇔ p̄i,m + p̂i,m < p̄i′,m′ + p̂i′,m′ , ou

— ne préservant pas l’ordre des durées de traitement, c.-à-d. : ∃(i, i′) ∈
J 2, ∃(m,m′) ∈M2, tel que p̄i,m < p̄i′,m′ et p̄i,m + p̂i,m > p̄i′,m′ + p̂i′,m′ .

7.5.1 Budget global et ordre des temps de traitement préservé

Dans ce paragraphe, nous démontrons que, sous certaines conditions, le pro-
blème de flow-shop de permutation robuste à deux machines avec un budget d’in-
certitude peut être résolu de manière optimale en temps polynomial.

Proposition 2 Si les déviations préservent totalement l’ordre des durées de trai-
tement, alors un ordonnancement respectant la règle de Johnson est optimal pour
tout budget d’incertitude global Γ.

Preuve 3 Supposons qu’il existe une séquence optimale σ telle que les quatre tra-
vaux σ[l − 1], σ[l] = i, σ[l + 1] = i′ et σ[l + 2] sont ordonnancés dans cet ordre et
telle qu’au moins l’une de ces conditions est vérifiée :

(i) p̄i,1 > p̄i,2 et p̄i′,1 < p̄i′,2
(ii) p̄i,1 < p̄i,2, p̄i′,1 < p̄i′,2 et p̄i,1 > p̄i′,1
(iii) p̄i,1 > p̄i,2, p̄i′,1 > p̄i′,2 et p̄i,2 < p̄i′,2

Par conséquent, la séquence σ telle que i est avant i′ ne respecte pas la règle de
Johnson. (min(pi′,1, pi,2) < min(pi,1, pi′,2) =⇒ i′ avant i).

Soit σ′ la séquence obtenue à partir de σ en échangeant la position des travaux
i et i′. Il suffit de montrer que dans chacune des trois conditions (i), (ii) et (iii), le
makespan sous σ′ n’est pas plus grand que sous σ.

Sur la machine M1, si l’on considère au plus γ déviations, la date de début de
traitement au plus tard du travail σ[l + 2] = σ′[l + 2] (correspondant à la date de
fin de traitement du l + 1ième travail sur la machine M1) est la même sous σ et
σ′. En effet, il s’agit dans les deux cas de la date de fin de traitement du travail
σ[l−1] = σ′[l−1] à laquelle on ajoute les durées de traitement des travaux i et i′, le
tout sur la machine M1. On a donc Cγ

l+1,1(σ) = Cγ
l+1,1(σ′) = max(a1, a2, a3) avec :

a1 = Cγ
l−1,1(σ) + p̄i,1 + p̄i′,1

a2 = Cγ−1
l−1,1(σ) + p̄i,1 + p̄i′,1 + max(p̂i,1, p̂i′,1) si γ ≥ 1, 0 sinon
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a3 = Cγ−2
l−2,1(σ) + p̄i,1 + p̂i,1 + p̄i′,1 + p̂i′,1 si γ ≥ 2, 0 sinon

Ainsi, le reste de l’ordonnancement sur le machine M1 n’est pas affecté par
l’échange de position.

Étudions à présent l’effet de cet échange sur la machine M2. On s’intéresse en
particulier à la date de disponibilité de la machine M2 pour le traitement du travail
σ[l + 2], à savoir la date de fin de traitement du l + 1ième travail sur la machine
M2, Cγ

l+1,2(σ) sous la séquence originale σ et Cγ
l+1,2(σ′) sous σ′.

Considérant au plus γ déviations, la date de fin de traitement du l+1ième travail
sur la machine M2 sous la séquence σ, Cγ

l+1,2(σ) dépend
— des contraintes de précédence sur le travail l + 1 et sur la machine M2,
— des opérations sur lesquelles les γ déviations ont le plus d’impact.

Ainsi, Cγ
l+1,2(σ) = max(b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9, b10, b11) avec

b1 = Cγ
l−1,2 + p̄i,2 + p̄i′,2

b2 = Cγ−1
l−1,2 + p̄i,2 + p̄i′,2 + max(p̂i,2, p̂i′,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

b3 = Cγ−2
l−1,2 + p̄i,2 + p̂i,2 + p̄i′,2 + p̂i′,2 si γ ≥ 2, 0 sinon

b4 = Cγ
l−1,1 + p̄i,1 + p̄i,2 + p̄i′,2

b5 = Cγ−1
l−1,1 + p̄i,1 + p̄i,2 + p̄i′,2 + max(p̂i,1, p̂i,2, p̂i′,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

b6 = Cγ−2
l−1,1 + p̄i,1 + p̄i,2 + p̄i′,2 + max(p̂i,1 + p̂i,2, p̂i,1 + p̂i′,2, p̂i,2 + p̂i′,2) si γ ≥ 2,

0 sinon
b7 = Cγ−3

l−1,1 + p̄i,1 + p̂i,1 + p̄i,2 + p̂i,2 + p̄i′,2 + p̂i′,2 si γ ≥ 3, 0 sinon
b8 = Cγ

l−1,1 + p̄i,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2

b9 = Cγ−1
l−1,1 + p̄i,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2 + max(p̂i,1, p̂i′,1, p̂i′,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

b10 = Cγ−2
l−1,1 + p̄i,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2 +max(p̂i,1 + p̂i′,1, p̂i,1 + p̂i′,2, p̂i′,1 + p̂i′,2) si γ ≥ 2,

0 sinon
b11 = Cγ−3

l−1,1 + p̄i,1 + p̂i,1 + p̄i′,1 + p̂i′,1 + p̄i′,2 + p̂i′,2 si γ ≥ 3, 0 sinon
De la même manière, la date de fin de traitement du l + 1ième travail sur la

machine M2 sous la séquence σ′, Cγ
l+1,2(σ′) peut s’exprimer comme Cγ

l+1,2(σ′) =
max(c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9, c10, c11), avec :

c1 = Cγ
l−1,2 + p̄i′,2 + p̄i,2

c2 = Cγ−1
l−1,2 + p̄i′,2 + p̄i,2 + max(p̂i′,2, p̂i,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

c3 = Cγ−2
l−1,2 + p̄i′,2 + p̂i′,2 + p̄i,2 + p̂i,2 si γ ≥ 2, 0 sinon

c4 = Cγ
l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2 + p̄i,2

c5 = Cγ−1
l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2 + p̄i,2 + max(p̂i′,1, p̂i′,2, p̂i,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

c6 = Cγ−2
l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i′,2 + p̄i,2 + max(p̂i′,1 + p̂i′,2, p̂i′,1 + p̂i,2, p̂i′,2 + p̂i,2) si γ ≥ 2,

0 sinon
c7 = Cγ−3

l−1,1 + p̄i′,1 + p̂i′,1 + p̄i′,2 + p̂i′,2 + p̄i,2 + p̂i,2 si γ ≥ 3, 0 sinon
c8 = Cγ

l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i,1 + p̄i,2

c9 = Cγ−1
l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i,1 + p̄i,2 + max(p̂i′,1, p̂i,1, p̂i,2) si γ ≥ 1, 0 sinon

c10 = Cγ−2
l−1,1 + p̄i′,1 + p̄i,1 + p̄i,2 + max(p̂i′,1 + p̂i,1, p̂i′,1 + p̂i,2, p̂i,1 + p̂i,2) si γ ≥ 2,

0 sinon
c11 = Cγ−3

l−1,1 + p̄i′,1 + p̂i′,1 + p̄i,1 + p̂i,1 + p̄i,2 + p̂i,2 si γ ≥ 3, 0 sinon.
Il est clair que b1 = c1, b2 = c2 et b3 = c3.
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Si la condition (i) est vérifiée, alors p̄i,1 > p̄i,2, ce qui implique c4 ≤ b8, c5 ≤ b9,
c6 ≤ b10 et c7 ≤ b11. De plus, p̄i′,1 < p̄i′,2, ce qui entraîne c8 ≤ b4, c9 ≤ b5, c10 ≤ b6
et c11 ≤ b7.
Sous la condition (ii), p̄i′,1 < p̄i,1, ainsi c4 ≤ b4, c5 ≤ b5, c6 ≤ b6 et c7 ≤ b7. D’autre
part, p̄i′,1 < p̄i′,2 implique c8 ≤ b4, c9 ≤ b5, c10 ≤ b6 et c11 ≤ b7.
Enfin, la condition (iii) nous donne p̄i,1 > p̄i,2 entraînant c4 ≤ b8, c5 ≤ b9, c6 ≤ b10
et c7 ≤ b11, ainsi que p̄i′,2 > p̄i,2 et donc c8 ≤ b8, c9 ≤ b9, c10 ≤ b10 et c11 ≤ b11.

Ainsi, sous chacune des trois conditions (i), (ii) et (iii), le makespan de l’or-
donnancement considérant la séquence σ′ n’est pas plus grand que celui considérant
σ, quel que soit γ. □

Notons que cette preuve ne concerne que la position relative des deux travaux
i et i′. Bien qu’elle soit basée sur le cas général où ces travaux sont entourés par
d’autres travaux dans la séquence, nous pouvons appliquer le même raisonnement :

— si les travaux i et i′ sont les deux premiers travaux de la séquence.
Dans ce cas, la date de disponibilité des machines pour débuter le traitement
des ces travaux est zéro (Cγ

l−1,m(σ) = Cγ
l−1,m(σ′) = 0 ∀γ ≤ Γ, ∀m ∈

{M1,M2}, et le travail σ[l−1] peut être considérée comme une tâche virtuelle
de durée nulle débutant au temps zéro) ;

— si les travaux i et i′ sont les deux derniers de la séquence. Dans
ce cas, Cγ

l+1,2(σ) pour la séquence σ et Cγ
l+1,2(σ′) pour σ′ représentent le

makespan des solutions respectives.
Par conséquent, il est possible de trouver la séquence optimale pour le problème

de flow-shop robuste à deux machines, avec un budget d’incertitude global, et un
ordre des durées de traitement conservé par les déviations, en temps polynomial,
en utilisant la règle de Johnson.

7.5.2 Budget dépendant des machines

La règle de Johnson ne permet pas toujours d’obtenir une séquence optimale
lorsqu’on considère un budget d’incertitude dépendant des machines, comme nous
le montre l’exemple 14.

Exemple 14 Considérons un problème de flow-shop à deux machines et trois tra-
vaux avec un budget d’incertitude dépendant des machines Γ = (1, 2). L’intervalle
[p̄i,m, p̄i,m + p̂i,m] de durée de traitement de chaque opération Oi,m, i ∈ J ,m ∈ M
est donné par le tableau Table 7.1.

Si on applique la règle de Johnson à cette instance, on obtient alors la séquence
σ = {J1, J2, J3}. Étant donné la séquence σ et considérant le budget d’incertitude
Γ = (1, 2), le scénario pire cas est que le temps de traitement du travail J2 sur la
machine M1, ainsi que des travaux J2 et J3 sur la machine M2 dévient et prennent
leurs plus grandes valeurs. La figure 7.1 représente le diagramme de Gantt dans ce
cas. Le makespan de cette solution atteint alors 32.
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M1 M2
J1 [6,9] [8,12 ]
J2 [10,15] [4,6]
J3 [4,6] [3,5]

Tableau 7.1 – Exemple d’une instance de flow-shop à deux machines avec ordre
des temps de traitement préservé

J1 J2 J3

J1 J2 J3

M1

M2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Figure 7.1 – Exemple 14 avec la séquence {J1, J2, J3} ; scénario pire cas sous le
budget d’incertitude Γ = (1, 2)

Une autre solution consiste à considérer la séquence σ′ = {J3, J1, J2}. Le scé-
nario pire cas pour cette solution est que les durées de traitement du travail J2 sur
la machine M1 et des travaux J1 et J2 sur la machine M2 prennent leurs valeurs
maximales. La figure 7.2 décrit le diagramme de Gantt dans cette situation. Cette
solution mène à un makespan pire cas de 31. Cette séquence est donc plus robuste
face aux incertitudes comprises dans le budget considéré.

J1 J2J3

J1 J2J3

M1

M2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Figure 7.2 – Exemple 14 avec la séquence {J3, J1, J2} ; scénario pire cas sous le
budget d’incertitude Γ = (1, 2)

Ainsi, bien que dans cet exemple l’ordre des durées de traitement soit préservé,
la règle de Johnson ne permet pas de trouver la séquence optimale pour un budget
d’incertitude dépendant des machines Γ = (1, 2).

7.5.3 Ordre des temps de traitement non préservé

La règle de Johnson ne permet pas toujours d’obtenir une séquence optimale
quand l’ordre des durées de traitement n’est pas le même, avec et sans déviations.

Exemple 15 Considérons un problème de flow-shop à deux machines avec trois
travaux et un budget d’incertitude global Γ = 2. L’intervalle [p̄i,m, p̄i,m + p̂i,m] de
durée de traitement de chaque opération Oi,m, i ∈ J ,m ∈ M est donné par le
tableau 7.2. L’ordre des durées de traitement n’est pas préservé, par exemple, p̄1,1 =
1 < p̄2,1 = 2 alors que p̄1,1 + p̂1,1 = 5 > p̄2,1 + p̂2,1 = 3.
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M1 M2
J1 [1,5] [2,3]
J2 [2,3] [1,5]
J3 [2,20] [4,5]

Tableau 7.2 – Exemple d’une instance de flow-shop à deux machines avec ordre
des temps de traitement non préservé

Si on applique la règle de Johnson à cette instance, on obtient alors la séquence
σ = {J1, J3, J2}. Étant donné la séquence σ et considérant le budget d’incertitude
Γ = 2, le scénario pire cas est que le temps de traitement du travail J3 sur la
machine M1 ainsi que le travail J2 sur la machine M2 dévient et prennent leurs
plus grandes valeurs. La figure 7.3 représente le diagramme de Gantt dans ce cas.
Le makespan de cette solution atteint alors 30.

J1

J1

J3

J3

J2

J2

M1

M2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figure 7.3 – Exemple 15 avec la séquence {J1, J3, J2} ; scénario pire cas sous le
budget d’incertitude Γ = 2

Une autre solution consiste à considérer la séquence σ′ = {J2, J3, J1}. Le scéna-
rio pire cas, pour cette solution est que les durées de traitement du travail J3 sur le
machine M1 et du travail J1 sur le machine M2 prennent leurs valeurs maximales.
La figure 7.4 décrit le diagramme de Gantt dans cette situation. Cette solution mène
à un makespan pire cas de 29. Cette solution est donc plus robuste face aux incer-
titudes comprises dans le budget considéré.

J2

J2

J3

J3

J1

J1

M1

M2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figure 7.4 – Exemple 15 avec la séquence {J2, J3, J1} ; scénario pire cas sous le
budget d’incertitude Γ = 2

Ainsi, bien que dans cet exemple le budget d’incertitude considéré soit global, la
règle de Johnson ne permet pas de trouver la séquence optimale pour cette instance
dont l’ordre des durées de traitement n’est pas préservé.

En résumé, nous avons montré que lorsque l’on considère un budget d’incer-
titude global et que les temps de traitement suivent le même ordre, avec ou sans
déviation, le problème de flow-shop robuste à deux machines peut être résolu de
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manière optimale en utilisant la règle de Johnson. Cependant, dans le cas général
où le budget d’incertitude dépend des machines et/ou lorsque l’ordre des temps de
traitement n’est pas préservé, la complexité du problème reste une question ouverte.
Néanmoins, les méthodes de résolution présentées dans les paragraphes 7.3 et 7.4
peuvent être appliquées pour le problème à deux machines.

7.6 Expérimentations numériques

Dans ce paragraphe, nous étudions les performances des différentes méthodes
présentées dans le chapitre pour résoudre le problème de flow-shop de permutation
robuste, dans les conditions expérimentales exposées dans le paragraphe 4.4.

7.6.1 Résultats pour le cas général

7.6.1.1 Instance de petite et moyenne taille

Dans un premier temps, nous étudions les performances des différentes méthodes
sur des instances de petite et moyenne taille. Les instances de petite taille ont
été générées avec un nombre de travaux variant entre 4 et 6, tandis que pour les
instances de taille moyenne, le nombre de travaux varie entre 7 et 9. Le nombre de
machines varie quant à lui entre 4 et 6 pour l’ensemble des instances. Les durées
nominales p̄i,m et les déviations maximales p̂i,m de chaque opération Oi,m sont des
entiers générés aléatoirement à partir d’une distribution uniforme Unif(1, 20). Pour
chaque combinaison de paramètres, cinq instances ont été générées, ce qui donne
un total de 90 instances. Nous testons tous les modèles en faisant varier le budget
d’incertitude selon quatre ratios : 5 %, 10 %, 15 % et 20 %, soit un total de 360
expériences par méthode.

Le tableau 7.3 présente le nombre de solutions optimales trouvées sur un total
de 20 expériences, ainsi que le temps d’exécution moyen pour chaque méthode et
pour chaque taille.

On remarque que l’ensemble de ces instances ont été résolues de manière opti-
male par la méthode Compact. La méthode Benders permet de résoudre près de la
totalité des petites instances, mais ne résout qu’un nombre très restreint, 7, d’ins-
tances de taille moyenne. Les méthodes de génération de colonnes et de contraintes
parviennent à résoudre la majorité des instances. On note tout de même que la mé-
thode CCGP LNE obtient de meilleurs résultats, en résolvant un plus grand nombre
d’instances que la méthode CCGP P C . On remarque finalement que, pour l’ensemble
des méthodes, la difficulté des instances augmente avec leur taille. Cela se traduit
par une augmentation des temps de résolution pour l’ensemble des méthodes et une
diminution du nombre d’instances résolues à l’optimum pour toutes les méthodes
sauf Compact.

Le tableau 7.4 présente les résultats pour différentes valeurs de budget d’incerti-
tude. On remarque que pour l’ensemble des méthodes, plus le budget est élevé, plus
il devient difficile de trouver des solutions optimales. Pour la méthode Compact,
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|J | |M| Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s)
4 4 20 0.08 20 0.25 20 0.09 20 0.04
4 5 20 0.13 20 0.4 20 0.22 20 0.05
4 6 20 0.12 20 0.5 20 0.18 20 0.22
5 4 20 0.15 20 3.78 20 0.29 20 0.86
5 5 20 0.15 20 5.12 20 0.43 20 1.62
5 6 20 0.27 20 5.18 20 1.05 20 19.51
6 4 20 0.22 19 109.47 20 0.66 20 7.19
6 5 20 0.28 20 128.61 20 1.08 20 14.33
6 6 20 0.42 20 133.56 20 3.84 20 112.82
7 4 20 0.42 4 1563.3 20 4.34 20 61.18
7 5 20 0.56 3 389.3 20 7.36 20 281.54
7 6 20 1.12 0 - 20 37.59 13 190.1
8 4 20 1.25 0 - 20 18.97 19 301.07
8 5 20 1.83 0 - 19 35.91 15 153.39
8 6 20 3.99 0 - 19 430.08 11 825.68
9 4 20 7.73 0 - 19 278.26 17 116.97
9 5 20 19.29 0 - 19 190.33 15 370.26
9 6 20 20.85 0 - 10 341.76 7 286.4

Tableau 7.3 – Nombre de solutions optimales et temps de résolution moyen pour
chaque méthode étudiée, selon la taille des instances, pour les instances de flow-shop
de permutation de petite et moyenne taille

on observe une augmentation du temps d’exécution à mesure que le budget d’in-
certitude augmente. Cela peut s’expliquer par le fait que le nombre de variables
considérées dans ce modèle dépend directement du nombre de déviations considéré.
Quant aux autres méthodes, Benders, CCGP LNE et CCGP P C , on constate que le
nombre d’instances résolues à l’optimum diminue à mesure que le budget d’incerti-
tude augmente. Cela peut s’expliquer par le fait que pour les budgets considérés, un
budget d’incertitude plus élevé entraîne une augmentation du nombre de scénarios
possibles.

7.6.1.2 Instances générées à partir de la littérature

On considère à présent des instances plus grandes qui sont dérivées des ins-
tances classiques de flow-shop de permutation déterministe présenté dans le para-
graphe 1.4.2. Plus précisément, nous considérons les instances ayant un nombre de
travaux appartenant à l’ensemble {20, 50, 100} et un nombre de machines apparte-
nant à l’ensemble {5, 10, 20}. Chaque ensemble est composé de 10 éléments et nous
prenons en compte toutes les combinaisons possibles de ces valeurs, ce qui nous
donne un total de 90 instances. Ces instances sont adaptées pour tenir compte du
contexte robuste en introduisant aléatoirement des valeurs de déviation pour les
durées des opérations. Pour chaque opération Oi,m, la durée de traitement fournie
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Budget Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s) #opti. t (s)
5% 90 0.409 51 88.9 90 0.908 90 5.62
10% 90 2.12 46 128 89 27.5 85 93.1
15% 90 5.1 45 53 86 92.6 75 203
20% 90 5.45 44 51.2 81 151 67 231
total 360 3.3 186 80.9 .8 346 65.6 317 123.4

Tableau 7.4 – Nombre de solutions optimales et temps de résolution moyen pour
chaque méthode étudiée, selon la valeur de budget d’incertitude, pour les instances
de flow-shop de permutation de petite et moyenne taille ; #instances = 90

par l’instance est considérée comme la valeur nominale p̄i,m. Ensuite, nous générons
aléatoirement une valeur de déviation p̂i,m dans un intervalle de 25% à 100% de la
durée nominale maximale p̄max = max{p̄i,m|i ∈ J ,m ∈M.

Le tableau 7.5 présente le nombre de meilleures solutions réalisables trouvées et
l’écart d’optimalité moyen pour chaque méthode et chaque taille d’instance.

|J | |M| Compact Benders CCGP LNE CCGP P C

#Best Gap (%) #Best Gap (%) #Best Gap (%) #Best Gap (%)
20 5 13 6.49 19 42.65 8 12.2 15 8.74
20 10 20 10.4 6 50.92 5 49.38 12 35.9
20 20 0 37.49 7 56.22 12 56.13 25 57.63
50 5 0 23.03 31 43.67 11 10.15 12 7.88
50 10 0 - 11 53.33 15 53.33 22 45.17
50 20 0 - 11 58.13 9 58.22 32 57.5
100 5 0 - 25 44.83 8 26.8 10 8.93
100 10 0 - 10 52.83 12 52.83 25 52.4
100 20 0 - 0 59.58 0 59.6 40 56.65

Tableau 7.5 – Nombre de meilleures solutions réalisables trouvées et écart d’op-
timalité moyen par méthode et taille d’instance, pour les instances de flow-shop de
permutation de la littérature

On remarque que les performances de la méthode Compact se détériorent rapi-
dement à mesure que la taille des instances augmente. Bien qu’elle soit performante
pour trouver et prouver l’optimum pour les instances de plus petite taille étudiées
dans le paragraphe 7.6.1.1, cette méthode ne parvient pas à trouver de solution réa-
lisable à partir de 50 travaux et 10 machines. Il n’y a pas de dominance claire entre
les méthodes Benders, CCGP LNE et CCGP P C . La méthode Benders présente une
variation limitée de l’écart d’optimalité en fonction de la taille des instances, mais
celui-ci est élevé. Les méthodes basés sur la génération de colonnes et de contraintes
CCGP LNE et CCGP P C sont plus sensibles à la variation du nombre de machines
dans les instances. En effet, pour ces méthodes, on observe des écarts d’optima-
lité modérés pour les instances à 5 machines mais des écarts plus élevés pour les
instances considérant un plus grand nombre de machines. Pour les plus grandes
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P
ro
p
o
rt
io
n
d
’i
n
st
an

ce
s

Compact
Benders

CCGPLNE

CCGPPC

Figure 7.5 – Profil d’écart d’optimalité pour les instances de la littérature

instances, c’est la méthode CCCGP P C qui obtient les meilleures solutions.
La figure 7.5 met en évidence la proportion d’instances résolues avec un écart

d’optimalité inférieur à une valeur donnée. Les observations concernant la méthode
Compact vont dans le même sens que celles faites lors de l’étude du tableau pré-
cédent. Les performances de cette méthode se dégradent rapidement et, pour une
grande majorité des instances, il n’est pas possible d’obtenir une solution réalisable
dans les conditions expérimentales fixées. On remarque aussi une dominance des
méthodes de génération de colonnes et de contraintes, en particulier de la méthode
CCGP P C pour environ 50% des instances, pour le reste des instances, les perfor-
mances en termes d’écart d’optimalité de l’ensemble des méthodes de décomposition
sont similaires.

7.6.2 Résultats pour le cas du problème à deux machines

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux performances des méthodes de
génération de colonnes et de contraintes pour les problèmes de flow-shop de per-
mutation à deux machines. Notre objectif est de comparer ces méthodes lorsque
la PLNE est utilisée pour résoudre le problème maître, CCGP LNE , comme dans
[Levorato 2022], et lorsque le problème maître est remplacé par un problème de
PPC, CCGP P C .

7.6.2.1 Instances de la littérature

Dans un premier temps, nous évaluons les performances des méthodes sur les ins-
tances utilisées dans [Levorato 2022], générées dans [Ying 2015]. Elles sont compo-
sées de six groupes d’instances de taille différente, où le nombre de travaux |J | varie
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dans l’ensemble {10, 20, 50, 100, 150, 200}. Les temps de traitement nominaux p̄i,m,
i ∈ J ,m ∈ {M1,M2} sont générés à partir de la distribution uniforme Unif(10, 50)
et les déviations p̂i,m correspondent à un ratio du temps de traitement nominal
αp̄i,m avec α = 10, 20, 30, 40 et 50 %. Ainsi, l’ordre des durées de traitement est
préservé par la déviation.

Dix valeurs de durée nominale ont été générées pour chaque taille |J |, et tous
les ratios de déviation α ont été appliqués à chacune d’entre elles, ce qui donne un
total de 300 instances. Les budgets d’incertitude, Γ1 et Γ2, sont fixés à 20%, 40%,
60%, 80% et 100% de |J |.

Nous synthétisons les résultats dans le tableau 7.6 qui présente les performances
pour les instances regroupées selon leur taille.

Nous indiquons le pourcentage d’instances résolues de façon optimale (Opti. (%)).
Pour les instances résolues de manière optimale, nous affichons le temps d’exécu-
tion moyen, en secondes, pour atteindre l’optimalité (t (s)). Enfin, nous indiquons
le pourcentage moyen d’écart d’optimalité pour les instances résolues de manière
non optimale (Gap (%)).

|J | CCGP P C CCGP LNE

Opti. (%) t (s) Gap (%) Opti. (%) t (s) Gap (%)
10 100 0.42 – 100 14.7 –
20 100 0.76 – 100 191.59 –
50 100 1.47 – 98.75 194.9 0.23
100 99.58 0.99 0.08 85.5 319.17 0.31
150 98.92 3.12 0.02 74.67 341.65 0.47
200 98.83 8.49 0.1 68.92 390.73 0.4

Tableau 7.6 – Performances des méthodes de génération de colonnes et de
contraintes sur les instances de flow-shop de permutation robuste à deux machines
de la littérature

On remarque que la méthode CCGP P C est plus performante que la méthode
CCGP LNE . En effet, même pour les plus grandes instances (200 travaux), la mé-
thode basée sur le modèle de PPC parvient à résoudre presque toutes (98,83%) les
instances de manière optimale, alors que la méthode basée sur le modèle MILP ré-
sout de moins en moins d’instances au fur et à mesure que leur taille augmente (pour
atteindre 68,92% pour 200 travaux). Nous observons également que le temps néces-
saire pour atteindre l’optimum est beaucoup plus faible pour la méthode CCGP P C ,
et ce quelle que soit la taille des instances. Enfin, on constate que pour les deux
méthodes, l’écart d’optimalité est faible (moins de 0,5%, quelle que soit la taille des
instances).

Il convient de noter que les quelques différences entre les résultats rapportés
ici et ceux présentés dans [Levorato 2022] concernant la méthode CCGP LNE sont
probablement dues à une différence dans l’implémentation de la méthode et les
outils (logiciels et matériels) utilisés pour les tests. Cependant, nous obtenons des
résultats très comparables.
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Nous examinons maintenant la qualité des solutions obtenues en appliquant
la règle de Johnson à ces instances. Le tableau 7.7 présente le pourcentage de
meilleures solutions connues trouvées (Best (%)) et le pourcentage moyen d’écart
d’optimalité (Gap (%)), par rapport à la meilleure borne inférieure connue BI∗,
pour les instances résolues de manière non optimale (BSméthode > BI∗).

|J | Best(%) Gap (%)
10 92.58 1.13
20 92.67 0.4
50 98.5 0.29
100 97.67 0.04
150 89.67 0.04
200 95.67 0.04

Tableau 7.7 – Performances de la règle de Johnson sur les instances de flow-shop
de permutation robuste à deux machines de la littérature

Nous constatons que l’algorithme permet de trouver des solutions de haute qua-
lité, très rapidement. En effet, pour presque toutes les instances (94,46%), la règle
de Johnson fournit une solution robuste avec la même valeur de la fonction objectif
que la meilleure solution connue, et l’écart d’optimalité est très faible.

Au regard de ces résultats, nous pouvons considérer que ces instances sont faciles
à résoudre, en raison de leur structure particulière qui préserve l’ordre des temps
de traitement. Nous avons donc généré de nouvelles instances supposées être plus
difficiles ; les résultats obtenus sont présentés dans le paragraphe suivant.

7.6.2.2 Nouvelles instances

Dans ce paragraphe, nous avons généré de nouvelles instances, également ba-
sées sur celles de [Ying 2015]. Les temps de traitement nominaux p̄i,m, i ∈ J ,m ∈
{M1,M2} restent les mêmes que dans les instances originales. Cependant, les dé-
viations p̂i,m sont générées aléatoirement pour éviter la préservation de l’ordre des
temps de traitement. Soit p̄max le temps de traitement nominal maximum pour
toutes les opérations. Pour chaque opération Oi,m, i ∈ J ,m ∈ {M1,M2}, nous gé-
nérons aléatoirement une valeur pour p̂i,m allant de 25% à 80% de la valeur de
p̄max. Nous générons au total 60 instances que nous utilisons pour nos tests. Une
fois encore, les budgets d’incertitude, Γ1 et Γ2, sont fixés à 20%, 40%, 60%, 80% et
100% du nombre total de travaux |J |.

Le tableau 7.8 présente les mêmes indicateurs de performance que le tableau 7.6
pour les nouvelles instances générées.

En comparant ces deux tableaux, on constate que les nouvelles instances sont
plus difficiles à résoudre que celles de la littérature. En effet, la proportion d’ins-
tances résolues de manière optimale est plus faible, le temps moyen nécessaire pour
atteindre l’optimum est plus élevé, de même que l’écart moyen pour les instances
non résolues, et ce pour les deux méthodes. Cependant, en se concentrant sur les
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|J | CCGP P C CCGP LNE

#opti. t (s) Gap (%) #opti. t (s) Gap (%)
10 100 12.36 – 100 46.77 –
20 80 167.11 2.04 75 1002.05 2.22
50 60 86.85 2.61 49 902.69 3.07
100 56 310.3 2.49 45 600.67 4.11
150 48 271.32 2.3 32 667.89 4.3
200 54 99.57 2.68 30 827.08 4.36

Tableau 7.8 – Performances des méthodes de génération de colonnes et de
contraintes sur les nouvelles instances de flow-shop de permutation robuste à deux
machines

informations fournies par le tableau 7.8, on remarque que la méthode CCGP P C

reste plus performant que la méthode CCGP LNE , pour l’ensemble des indicateurs
observés.

Les tableaux 7.9 et 7.10 détaillent le pourcentage d’instances résolues en fonction
du budget d’incertitude Γ = (Γ1,Γ2) pour les méthodes CCGP P C et CCGP LNE ,
respectivement.

Γ2

Γ1 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %

20 % 28.33 25 41.67 70 100
40 % 35 21.67 26.67 81.67 100
60 % 36.67 28.33 28.33 83.33 100
80 % 60 71.67 75 88.33 100
100 % 100 100 100 100 –

Tableau 7.9 – Pourcentage d’instances résolues à l’optimum en fonction du budget
d’incertitude Γ = (Γ1,Γ2) pour la méthode CCGP P C

Γ2

Γ1 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %

20 % 26.67 26.67 33.33 58.33 100
40 % 23.33 18.33 23.33 65 100
60 % 23.33 21.67 26.67 65 98.33
80 % 35 35 40 60 100
100 % 76.67 83.33 91.67 98.33 –

Tableau 7.10 – Pourcentage d’instances résolues à l’optimum en fonction du bud-
get d’incertitude Γ = (Γ1,Γ2) pour la méthode CCGP LNE

En comparant ces deux tableaux entre eux, nous remarquons que, pour toutes
les combinaisons de Γ1 et Γ2, sauf une (Γ1 = 40%, Γ2 = 20%), la méthode CCGP P C

est plus performante que la méthode CCGP LNE . Nous constatons également que
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le problème est plus difficile à résoudre pour les budgets d’incertitude moyens (40%
ou 60%), pour les deux méthodes. Cela peut s’expliquer par le fait que ces budgets
d’incertitude génèrent un plus grand nombre de scénarios. Cependant, le nombre
de scénarios n’est pas le seul facteur de difficulté. En effet, comme nous pouvons
le voir, les méthodes sont plus efficaces pour résoudre les instances avec un grand
budget d’incertitude. Par exemple, les instances avec un budget d’incertitude de
80% sont mieux résolues que celles avec un budget de 20%, alors que le nombre de
scénarios est le même.

7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les formulations présentées dans le cha-
pitre précédent au problème du flow-shop de permutation robuste. Nous nous sommes
particulièrement intéressés à la complexité du problème à deux machines et nous
avons montré que sous certaines conditions, le problème peut être résolu de façon
optimale avec un algorithme polynomial. Pour les instances considérées dans la
littérature, cet algorithme reste très efficace.

Dans le cas général, pour les instances de petite taille, une formulation directe
du problème permet d’obtenir des solutions optimales du problème très rapidement.
Cependant, pour des instances plus grandes, les méthodes de décomposition per-
mettent de trouver des solutions de meilleure qualité, en particulier la méthode de
génération de colonnes et de contraintes avec un problème maître résolu à l’aide de
la PPC.





Conclusions et perspectives

Conclusions

La principale contribution de cette thèse est de proposer des méthodes de réso-
lution exactes et hybrides pour des problèmes d’ordonnancement disjonctif.

Dans la partie II, nous nous sommes intéressés au problème de job-shop flexible,
dans sa version non préemptive et préemptive, et avons proposé un algorithme de
décomposition de Benders basé sur la logique pour le résoudre. Cette approche
décompose le problème en un problème maître d’affectation des opérations aux ma-
chines et un sous-problème d’ordonnancement. Pour renforcer cette méthode, nous
avons exploré, dans le chapitre 3, différentes relaxations du problème et étudié la
génération de coupes d’optimalité. De plus, nous avons ajouté une étape supplé-
mentaire, permettant de rapidement évaluer la qualité des affectations fixées par
le problème maître, qui s’est avérée efficace. Pour chaque version du problème,
non préemptive (chapitre 4) et préemptive (chapitre 5), nous avons présenté diffé-
rentes méthodes de résolution du sous-problème. Nous avons ensuite comparé cet
algorithme de décomposition avec des méthodes de résolution directes qui consi-
dèrent simultanément l’affectation des machines et la séquence des opérations. Pour
la version non préemptive, la résolution directe à l’aide de la programmation par
contraintes s’est avérée être plus efficace que la méthode que nous proposons, dans
la grande majorité des cas. Cependant, notre algorithme de décomposition a per-
mis d’améliorer certaines bornes par rapport à l’état de l’art. Au contraire, pour la
version préemptive du problème, l’utilisation d’un algorithme de branch-and-bound
de la littérature pour la résolution du sous-problème combiné à un problème maître
qui décide de l’affectation a conduit à de meilleures performances par rapport à la
résolution directe du problème.

Dans la partie III, nous nous sommes intéressés aux problèmes d’ordonnance-
ment robuste, dans lesquels les durées de traitement des opérations sont incertaines
et modélisées par un budget d’incertitude. Nous avons considéré un processus de
décision à deux niveaux, où les séquences d’opérations doivent être décidées a priori,
c’est-à-dire avant de connaître la réalisation de l’incertitude, de manière à être réali-
sables pour l’ensemble des scénarios, mais où les dates de traitement des opérations
peuvent être adaptées en fonction des durées réelles observées pour chaque opéra-
tion. Dans le chapitre 6, nous avons présenté plusieurs méthodes pour le problème
du job-shop robuste. Tout d’abord, des formulations directes ont été introduites.
Plus précisément, des formulations étendues, en programmation linéaire en nombres
entiers et en programmation par contraintes, dans lesquelles certaines variables et
contraintes sont dupliquées pour tous les scénarios de l’ensemble d’incertitude consi-
déré. En outre, nous avons proposé une formulation compacte qui permet de réduire
le nombre de contraintes à un nombre polynomial par rapport à la taille du pro-
blème. Ensuite, nous avons développé deux méthodes de décomposition qui reposent
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sur la résolution d’un problème maître relâché et la recherche de contraintes violées
à chaque itération. La première méthode utilise la génération de coupes de Benders
pour ajouter les contraintes violées, tandis que la deuxième méthode consiste en
la génération de variables et de contraintes relatives aux scénarios qui entraînent
la violation de ces contraintes. Nous avons également proposé une extension de ces
méthodes pour la version flexible du problème de job-shop dans ce même chapitre 6,
ainsi que pour le problème de flow-shop de permutation robuste dans le chapitre 7.
Dans le cas général, pour les instances de petite taille, une formulation directe du
problème permet d’obtenir rapidement des solutions optimales. Cependant, pour
des instances plus grandes, les méthodes de décomposition, en particulier la mé-
thode de génération de colonnes et de contraintes avec un problème maître résolu à
l’aide de la programmation par contraintes, permettent d’obtenir des solutions de
meilleure qualité. Dans le chapitre 7, nous nous sommes aussi penchés sur la com-
plexité du problème de flow-shop robuste à deux machines et nous avons montré
que, sous certaines conditions, le problème peut être résolu de façon optimale avec
un algorithme polynomial.

Perspectives

Programmation par contraintes pour les problèmes d’ordonnancement
préemptif

Dans le chapitre 5, nous avons proposé une modélisation PPC des opérations
morcelables à l’aide de sous-opérations de durée unitaire. Or, cela induit l’utilisation
de nombreuses variables, ce qui rend les modèles peu performants, comme on le
constate dans les résultats présentés dans le paragraphe 5.4. Cependant, pour les
problèmes de job-shop étudiés, il n’est pas nécessaire de représenter l’ensemble des
interruptions dans le traitement des tâches [Ebadi 2012]. Dans une contribution
récemment acceptée [Juvin 2023a], nous proposons une approche de programmation
par contraintes sans fragmentation explicite des opérations pour la résolution du
problème de job-shop préemptif. Notre étude expérimentale montre qu’elle améliore
sensiblement l’état de l’art pour ce problème. Une perspective consiste maintenant
à adapter et évaluer cette approche pour le problème de job-shop flexible. De plus,
nous envisageons d’intégrer cette méthode de résolution pour le sous-problème dans
notre schéma de décomposition de Benders basée sur la logique.

Amélioration des coupes de Benders logiques
De manière générale, l’efficacité des méthodes de décomposition de Benders basées

sur la logique repose en grande partie sur la génération de coupes globales, capables
d’exclure un grand nombre de solutions infaisables ou non optimales du problème
maître. Malheureusement, nous ne sommes pas parvenus à générer de telles coupes
de manière satisfaisante. Cependant, pour les problèmes d’ordonnancement robuste
présentés dans la partie III, nous faisons une observation prometteuse. Plutôt que
de considérer toutes les positions relatives des opérations dans le chemin critique,
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nous avons constaté que pour un groupe d’opérations successives traitées par une
même machine, seules les positions de la première et de la dernière opération ont
une incidence sur la valeur du makespan. Dans la figure 7.6, si l’on considère que
les opérations représentées sont des opérations consécutives d’un chemin critique,
changer la position relative des opérations représentées en noir ne peut pas entraîner
une diminution de la valeur du makespan.

. . .

. . .

Oi,j

Oi,j+1 O
i′,j′

O
i′,j′+1

Opérations du chemin critique dont la position relative
n’est pas déterminante dans la valeur du makespan

Figure 7.6 – Illustration d’un chemin critique avec opérations pour lesquelles un
changement de position relative ne permet pas de réduire le makespan

Par conséquent, il serait possible de générer des coupes plus globales en consi-
dérant toutes les permutations des autres opérations au sein de ce groupe. Une
perspective consiste donc à approfondir cette idée et de mener des études supplé-
mentaires pour évaluer son impact sur la qualité des solutions obtenues et sur les
performances de la méthode.
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